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Resumen

El presente Trabajo de Fin de Grado se centra en el estudio de la constante
de Hoffman.

Con el fin de proporcionar un contexto adecuado, se comienza explicando
que son los sistemas de desigualdades lineales, poniendo especial énfasis en el
concepto de consistencia. La consistencia es crucial, ya que la constante de
Hoffman, sobre la que versa este trabajo, proporciona una cota superior so-
bre las tasas de variacién de soluciones factibles con respecto a variaciones de
los pardmetros del sistema (en nuestro caso, los términos independientes del
mismo), suponiendo que este es consistente. Ademds se ha desarrollado un
cédigo en MATLAB que analiza la consistencia de dichos sistemas.

A continuacion, se abordard que es la constante de Hoffman y como se cal-
cula. Se presenta un cédigo en MATLAB disenado para calcular esta constante
de manera eficiente.

Finalmente, se estudia una de las multiples aplicaciones de la constante de
Hoffman en el ambito de la programacion lineal, demostrando asi su utilidad en
aplicaciones reales.
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1 Introduccién

El presente Trabajo de Fin de Grado versa sobre la constante de Hoffman.

Con el fin de entender el sentido de esta constante y de comprender las
causas que motivaron su actual repercusién, se incluyen breves notas historicas.

La constante de Hoffman, que lleva el nombre del matematico Alan J. Hoff-
man, es un concepto crucial en el campo de la programacién lineal. Hoffman,
nacido el 30 de mayo de 1924 en Nueva York y que fallecié el 18 de enero
de 2021, contribuyé notablemente a la geometria, optimizaciéon combinatoria,
teoria de grafos, entre otros, y recibié numerosos premios y distinciones a lo
largo de su carrera: En particular, fue reconocido “IBM felow” en 1977, miem-
bro de la Academia Nacional de Ciencias de EEUU en 1982 y de la Academia
Americana de Artes y Ciencias en 1987 y recibié el premio John von Neumann
en 1992. Ademsds, fue editor fundador de la revista cientifica Linear Algebra
and its Applications.

Hoffman también trabajé en programacién lineal y en la teoria de la estabi-
lidad de sistemas de desigualdades lineales, donde se enmarca el actual Trabajo
de Fin de Grado. En el contexto de la programacién lineal, Hoffman es conocido,
entre otras cosas, por haber desarrollado el primer ejemplo en el que se produce
un ciclo al aplicar el método simplex, lo que marcé un hito importante en su
evolucién y relevancia en la optimizacién.

En un breve documento técnico del National Bureau of Standards (NBS,
ahora el National Institute of Standards and Technology, en Washington DC),
Hoffman establece que un punto no factible que “casi” satisface el conjunto de
desigualdades lineales de un sistema determinado estd ”cerca” de algin otro
punto que si es factible, bajo ciertas nociones de “casi” y “cerca” que se for-
malizaran a lo largo del trabajo. En términos informales, la constante de Hoff-
man proporciona una cota superior del cociente entre la variacion de puntos
factibles y la variacién de los términos independientes del sistema (entendidos
como pardametros del modelo). Dicha constante tiene implicaciones importantes
en el disefio y la implementacién de algoritmos de programacién lineal (para
detalles, véase el trabajo de Pefia, Vera y Zuluaga [9]. Numerosos investi-
gadores han contribuido al desarrollo de férmulas que permitieran determinar
esta constante, de entre ellos citamos Klatte y Thiere [7], Pefia, Vera y Zuluaga
[9] (véase Camacho, Cénovas y Parra [4] para su extensién a sistemas con una
cantidad infinita de desigualdades lineales).

En el segundo capitulo estudiaremos los sistemas de desigualdades lineales,
centrandonos especialmente en la consistencia de estos, ya que se trata de un as-
pecto fundamental para poder calcular la constante de Hoffman. Analizaremos
el modelo paramétrico asociado a estos sistemas y presentaremos un teorema
que establece las condiciones necesarias y suficientes para que un sistema de
desigualdades lineales sea consistente.



Ademis se ha elaborado en MATLAB un cédigo que nos permite llevar a
cabo un andlisis de la consistencia. Presentaremos un modelo de optimizacion
cuadrética que nos permitird determinar la consistencia de un sistema de de-
sigualdades lineales mediante la funcién quadprog de MATLAB.

Llevar a cabo este andlisis de la consistencia es importante para interpretar
la constande de Hoffman, ya que la consistencia de sistemas esta implicita en la
definicién de dicha constante.

En el tercer capitulo se aborda qué es la constante de Hoffman y céomo se
calcula. Destacamos el hecho de que este trabajo presenta una férmula para cal-
cular dicha constante que estd basada exclusivamente en los datos del sistema,
concretamente, en los coeficientes del miembro izquierdo del sistema, que se con-
sideran fijos (los términos independientes son considerados como pardmetros,
sujetos a posibles perturbaciones). Este hecho nos permite disefiar una imple-
mentacién para calcularla. De hecho, una de la principales aportaciones del
trabajo actual consiste en la elaboracién de un cédigo en MATLAB que nos
proporciona el valor exacto de dicha constante.

El dltimo capitulo se centra en estudiar una aplicacion particular de la con-
stante de Hoffman dentro del dmbito de la programacion lineal. Comenzamos
analizando cémo acotar la tasa de variacion del valor éptimo cuando cambiamos
los parametros del término independiente en un problema de programacion lin-
eal resoluble. El teorema principal de esta seccién establece una cota superior
para la variacion del valor éptimo bajo perturbaciones del término independi-
ente. Esta cota estd determinada por un término que incluye la norma del vector
de coeficientes de la funcién objetivo y la constante de Hoffman.

Para ilustrar este concepto, se presenta un ejemplo préactico de un problema
especifico de programacién lineal, el problema de la dieta. Este problema nos
ayuda a demostrar la utilidad del teorema en aplicaciones reales.

Finalmente comentaremos que este trabajo se ha elaborado tras haber cur-
sado asignaturas del Grado de Estadistica Empresarial que proporcionan la
base necesaria de programacion lineal y cuadratica, por lo que se presupone
un conocimiento basico de estas materias. Existen en la literatura numerosos
textos sobre estas disciplinas de entre los que citamos Bazaraa, Jarvis y Sherali
[2], Bertsimas [3], Barbolla, Cerdd y Sanz [1], Goberna, Jornet y Puente [5] y
Luenberger [8].



2 Sistemas de desigualdades lineales

2.1 Introduccién

En este capitulo nos adentraremos en el estudio de los sistemas de desigualdades
lineales, enfocdndonos especialmente en el concepto de consistencia, un aspecto
crucial para interpretar la constante de Hoffman que se abordara en el préximo
capitulo.

Comenzaremos describiendo el modelo paramétrico asociado a estos sis-
temas, donde cada desigualdad estd parametrizada con respecto a los términos
independientes. Analizaremos la estructura de estos sistemas, asi como la mul-
tifuncién conjunto factible asociada.

Para comprender la consistencia de estos sistemas, presentaremos un teorema
que establece las condiciones necesarias y suficientes para que un sistema de
desigualdades lineales sea consistente. También ilustraremos estas condiciones
con un ejemplo.

Por tdltimo, nos sumergiremos en la implementacién del analisis de la consis-
tencia utilizando MATLAB. Presentaremos un modelo de optimizacién cuadra-
tica que nos permitira determinar la consistencia de un sistema de desigualdades
lineales, y detallaremos la sintaxis y los pasos necesarios para llevar a cabo este
andlisis utilizando la funcién quadprog de MATLAB.

Este andlisis de la consistencia es importante para interpretar la constante
de Hoffman, ya que esta propiedad esta implicita en la definicién de dicha con-
stante. El estudio de la constante de Hoffman constituye el objetivo del capitulo
3. Asi pues, este capitulo desarrolla las herramientas teéricas y computacionales
necesarias para el desarrollo de los siguientes capitulos.

2.2 Descripcion del modelo paramétrico

A lo largo de este trabajo, consideramos sistemas de desigualdades lineales
parametrizados con respecto al miembro de la derecha. Formalmente conside-
ramos:

o(b) = {alx <b;i=1,...,m}, (1)

con m € Ny donde x € R™ es el vector de variables, b = ()7, € R™ es
el pardmetro (vector de términos independientes) del sistema y a; € R™, i =
1,...,m. Por defecto, los vectores de R¥ con k € N se consideran vectores
columna, y la prima representa la traspuesta. Con el fin de escribir el sistema
de forma matricial, introducimos la matriz A de tamano m X n cuya i-ésima fila
es aj.



Asociado al sistema parametrizado (1) consideramos la llamada funcién con-
junto factible F : R™ = R™ (donde “= ” indica que se trata de una multi-
funcidn, es decir, una aplicacién que asocia a cada b € R™ un subconjunto de
R”™ llamado conjunto factible) definido como:

F(b) = {x € R"|Azx < b}. (2)

En lo que sigue, 0 representa el vector nulo de R*, k € N.

Ejemplo:
1 1
En R?, consideramos A= |1 2 ]. La funcién conjunto factible asociada
2 1
sera:
F(b) = {z € R?|z1 +x2 < by, z1 + 232 < by, 221 + 22 < b3, }
b1
donde b= by |, 2= (f”l)
bs 2

Seguidamente presentamos una ilustracién gréfica del conjunto factible (en
color gris) para el valor del pardmetro b = 0Os:

Figure 1: Elaboracién propia



Respecto de la topologia, en el espacio de parametros, R™ | consideramos la
norma del supremo, ||b|lcoc = max{|b;|,i=1,...,m}.

En el espacio de las variables, R™, consideramos la norma euclidea que esta
dada por:

donde = = (21,29, ...,2,) € R™.

2.3 Caracterizacién de la consistencia

Se dice que o(b) es consistente si F(b) # 0. Seguidamente, introducimos un
resultado de caracterizacién de la consistencia:

' )

Teorema: Sea b € R™. Las siguientes condiciones son equivalentes:
i) o(b) es consistente;

ii)A1, Az, ..., A > 0 tal que:

Ejemplo:
Consideremos el sistema asocioado a los elementos b = (—1,—1. — 1) y
1 1
A=[-1 0
0 -1

Veamos que es inconsistente, esto es, que existen Aj, Ag, A3 > 0 tal que:

0 1 -1 0
0 = )\1 1 +)\2 0 —I-Ag —1
-1 -1 -1 -1



Resolvemos el sistema:

0 = M—Xo A= Ao
0 = M —)3 Ao = A3
1= MmN ) —1=-3)

En consecuencia, A3 = % y, por lo tanto, Ay = Ao = %

A continuacién con el fin de implementar en MATLAB la comprobacién de la

consistencia, plantearemos un modelo de optimizacién cuya solucién determina

si el sistema o(b) es consistente o no.

Concretamente, consideramos el problema:

<mMmHCQiM@>

sa. >0 1=1,...,m.

2

2

Nota: Notese que se cumple la condicién (ii) del teorema anterior si y
solo si el valor 6ptimo de (Pp) es positivo. En otras palabras, o(b) es
consistente si el valor éptimo de (Py) es positivo.

Con el fin de especificar la sintaxis de MATLAB, veamos la expresién ma-

tricial del modelo (Py). En primer lugar, nétese que para z € R*¥ k € N, se

tiene:

k 1
3 =Y =7z=(a - =)
i=1 2
Por otro lado, podemos escribir:

m " A1

S (‘“) —< ,>/\, donde A= | :

P b; b >\~
m



(- @-()-()Y ()
(- ()2
o () (o (8 s )

/
=1-UA=Nb+N(AD) (A>>\

b/

=1-20X+N(Ab A A
XD () A

Se trata de un problema de programacion cuadratica que resolveremos con
la funcién quadprog. Seguidamente, por completitud, introducimos la notacién
necesaria sobre programacién cuadratica y su sintaxis en MATLAB.

2.4 Implementacion del analisis de la consistencia en M AT-

LAB

La notaciéon comtunmente empleada para describir problemas de programacion
cuadrética es la siguiente:

(P) Min 12/Qu+cz
sa  alx <b,i=1,..,m,

donde:
e () es una matriz cuadrada simétrica,
e ca; R i=1,....m,
e b=(by,...,bn) €R™,

e x € R” es el vector de variables del problema.

10



La notacién empleada en lo que sigue se ajusta a la de la ayuda de MATLAB
(nétese que H se corresponde con Q; f con ¢ y, ademés, se consideran sistemas
de desigualdades y ecuaciones).

La funciéon quadprog admite diferentes argumentos de entrada y salida. La
versién mas sencilla es “>> x=quadprog(H,f,A,B)”, donde x es la solucién prop-
uesta por MATLAB del problema:

Min %X’HX‘Ff’X
s.a Ax < B.

Puede ampliarse el nimero de argumentos de entrada en los formatos:

e “>> x=quadprog(H,f,A,B,Aeq,Beq)”, que resuelve el problema anterior
anadiendo como restricciones el sistema de ecuaciones ‘Aeq x = Beq’,

e “>> x=quadprog(H,f,A,B,Aeq,Beq,LB,UB)” anade al anterior el vector
de cotas inferiores LB y de cotas superiores UB; esto es, LB <= x <= UB.

Asimismo, puede ampliarse el nimero de argumentos de salida. En nuestro
caso nos interesa el formato:

e “>> [x,v]=quadprog(H,f,A,B,Aeq,Beq,LB,UB)

puesto que el valor de v indica si el sistema e consistente o no. Concretamente,
dado que la funcién de MATLAB obvia las constantes en la funcién objetivo,
resolveremos el siguiente modelo sin constante:

Min  ZAHME? A
s.a A >0,
donde:

H = 2(Ab) (‘2) y f=—2.

Para ello, empleamos la sintaxis:

e “>> [lambda,v]=quadprog(H,f,[ 1,[ 1,[ 1,[ 1,zeros(1,m),[ 1).

En el apéndice A se encuentra el c6digo que solicita al usuario los datos del
sistema, A y b, e indica como salida si el sistema es consistente o no. Nétese
que, con la notacion actual, el sistema sera consistente si v+1>0.

11



Ejemplo:

Para verificar la consistencia de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales,
hemos utilizado el c6digo previamente mencionado.

1 1
Para b = (-1,—-1.— 1), A= [ -1 0], obtenemos que el sistema es
0 —1

inconsistente.

Debemos introducir las matrices y llamar a la funcion:

% Definir matrices A, B y vector b
A=1[11; -18; © -11];
b=1[-1; -1;-1];

% Llamar a la funcidn resolverQuadprog

[x, v] = resclverQuadprog(A, b);

Figure 2: Cédigo de entrada

MATLAB nos devolvera el siguiente resultado:

Minimum found that satisfies the constraints.
oOptimization completed because the objective function is non-decreasing in
feasible directions, to within the value of the optimality tolerance,

and constraints are satisfied to within the value of the constraint tolerance.

<stopping criteria details>
El sistema es inconsistente.

Figure 3: Salida de MATLAB
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Para b = (0,0,0,0), A = , obtenemos que el sistema es consis-

== O =
== = O

tente.

Introducimos las matrices y llamamos a la funcién.

% Definir matrices A, B y vector b
A=[1,0;0,1;1,1;-1,-1/2];
b=[@;6e;8;8e]

% Llamar a la funcidén resolverQuadprog

[x,v] = resolverQuadprog(A, b);

Figure 4: Cddigo de entrada

FEl resultado obtenido es el siguiente.

Minimum found that satisfies the constraints.
Optimization completed because the objective function is non-decreasing in
feasible directions, to within the value of the optimality tolerance,

and constraints are satisfied to within the value of the constraint tolerance.

<stopping criteria details>
El sistema es consistente.

Figure 5: Salida de MATLAB
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3 Constante de Hoffman

3.1 Introduccion
En este capitulo, se aborda qué es la constante de Hoffman y céomo se calcula.

Para empezar, la seccién 3.2 presenta el Lema de Hoffman, que formaliza la
idea expresada en la introduccion de este trabajo de que un punto no factible
para un sistema dado que “casi” verifica las restricciones de dicho sistema, esté
“cerca” del conjunto factible del mismo, es decir, existe una constante k, que
acota la distancia entre dicho punto y el conjunto factible.

La constante de Hoffman se define como el minimo de k& que cumple el
Lema de Hoffman cuando el sistema es consistente. A continuacién se detalla
el procedimiento para calcular esta constante, denotada como Hof(A).

Por tltimo, se presenta el cédigo desarrollado en MATLAB para calcular la
constante de Hoffman y se aplica a varios ejemplos para ilustrar su uso practico.

3.2 Lema de Hoffman

El siguiente teorema recoge el celebrado Lema de Hoffman, que puede encon-
trarse en [6], anunciado en la introduccién de este capitulo. En lo que sigue [a]+
representa la parte positiva del ntimero real a, esto es, [a]; = maz{a,0].

Teorema: Dados ay,...,a, € R™ existe una constante k > 0 tal que:
d(z, F(b)) < kmax{[ajz — b;]+, i=1,...,m} (3)

para todo z € R™ y todo b € R™ tal que o(b) = {alz <b;,i =1,...,m}
es consistente.

Def: Dados aq,...,a, € R", llamamos constante de Hoffman al infimo
(de hecho, minimo) de las constantes k& > 0 tal que se cumple (3) para
cualquier z € R™ y cualquier b € R™ tal que o(b) es consistente.

\. J

El siguiente teorema proporciona una caracterizaciéon de la constante de
Hoffman, apelando a perturbaciones del miembro derecho de las restricciones,
en vez de a la maxima violacién de las mismas.

14



Teorema: Dados aq,...,a, € R™, la constante de Hoffman coincide
con el infimo (de hecho, minimo) de las constantes k > 0 tales que para
cualesquiera b', b*> € R™, verificando que o(b') y o(b?) son consistentes,
se tiene:

d(z', F(b*)) < kllby — bl -

Notese que la constante de Hoffman solo depende de A = : y, en

consecuencia, se denota por Hof(A).

A continuacién, presentamos un resultado que proporciona una forma opera-
tiva de calcular la constante de Hoffman, en tanto que involucra exclusivamente
a ciertos datos (coeficientes del miembro derecho) del sistema.

Teorema: Dados ay,...,a, € R”, se tiene que:
Hof(A) = max d (0, conv {a;, i€ J})".
JE L i
0, ¢conv{a;, i€J}
Ejemplo:

Calculamos Hof(A) para la siguiente familia de sistemas parametrizada res-
pecto del miembro derecho de las restricciones:
Tl S b17
T2 S b27

1 + 22 < b3,

1
—T] — 51'2 S b4.

Nétese que podemos restringirnos a aquellos subconjuntos J ¢ {1,...,m}
tales que 0,, ¢ conv{a;,i € J}y J es maximal con respecto al orden establecido
por contenido de conjuntos (no existe ningin J O J tal que 0,, ¢ conv{a;,i €

J}).

15



En este ejemplo, los conjuntos maximales de indices J tales que {a;,7 € J}
que no incluyen el punto 02 en su envoltura convexa son J = {1,2,3} , J =
{2,3,4} y J = {1,4}. En el grifico podemos intuir que el conjunto que minimiza
la distancia con el 0z es el J = {2,3,4}.

a3=(0, 1) a2=(1,1)
1@ o
0.5
al=(1,0)
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

a4 = (-1,-0.5)
[ ] -0.5

Figure 6: Elaboracién propia

Sin embargo, debemos establecer un sistema para calcular Hof(A), sin necesi-
dad de observar el gréfico. Para lograr este objetivo, hemos desarrollado un
c6digo en MATLAB, el cual se presenta a continuacién.

3.3 Calculo de la constante de Hoffman en MATLAB

El cédigo realiza las siguientes operaciones: al introducir la matriz A, cal-
cula todos los subconjuntos J C {1,...,m} que cumplen la condicién 0, ¢
conv {a;, i € J} . Para ello, planteamos el siguiente modelo de programacién
cuadrdtica cuyo objetivo es calcular la distancia d(0,, conv{a;,i € J}).

On — Z )\iai

ic€J

2

, sujeto a Z)\Z- =1\ >0.
2 i€J

(P) Min

Concretamente, el valor éptimo de este problema (P) proporciona d(0,,
conv{a;,i € J})?. Asf pues, si dicho valor es positivo se confirma que 0, ¢
conv{a;,i € J}. Ademds, en una segunda etapa, calculando el inverso del
minimo de estas distancias, obtenemos la constante de Hoffman. Seguidamente,
detallamos las matrices que emplearemos como datos en la funcién quadprog y
para resolver (P).

16



La matriz A; estd formada por las filas de la matriz A cuyas posiciones
pertenecen al subconjunto J, cuya sintaxis en MATLAB es A; = A(J,:). En la
funcién quadprog introducimos la siguiente matriz @, Q@ =2 A} A;.

Este proceso permite identificar la constante de Hoffman y su subconjunto
asociado J.

Ejemplo:
Calculamos la constante de Hoffman del ejemplo previo:
T S b17

9 < bo,

1 + 22 < bs,

—x1 — =9 < by.
1= 57250

Hemos introducido en MATLAB la matriz A = de la siguiente

_ = O
= == O

manera
Introduce la matriz A

[139;931;1:1;'1:'1/2]

Y nos devuelve lo siguiente:

J]=
2 3 4
Constante de Hoffman:

0.0400

Como resultado, la constante de Hoffman es igual a 0.04 y el subconjunto J
correspondiente es {2, 3,4}.

17



Ejemplo:

Calculamos Hof(A) para el siguiente sistema parametrizado:

z1 < by,
z2 < b,
z3 < bs,
x4 < by,
z1+ 22 + 23+ x4 < bs,
—r1 — T2 —x3 — T4 < bg,
x1 + 22 < by,
—x1 — 0.529 — 0.523 — 0.2x4 < bg.

Introducimos en MATLAB la matriz A.

1 0 0 0
0 g Ra 0 0
I Ko 1 0
0 0 0 1
A Ll 1 1 1
B LRy n DA L,
1 1 0 0

-1 -05 —-05 -0.2

Introduce la matriz A
[1,0,0,0;0,1,0,0;0,0,1,0;6,0,8,1;1,1,1,1;-1,-1,-1,-1;1,1,0,8;-1,-8.5,-08.5,-0.2]

Y nos devuelve el siguiente resultado:

1 2 3 5] 7 8
Constante de Hoffman:

©.0044

La constante de Hoffman es igual a 0.0044 y el subconjunto J asociado es
{1,2,3,6,7,8}.

18



4 Aplicacién a la tasa de variacion del valor 6ptimo

4.1 Introduccién

El objetivo de este capitulo es estudiar una de las multiples aplicaciones de la
constante de Hoffman en el ambito de la programacion lineal.

Para ello, primero estudiaremos cémo acotar la tasa de variacién del valor
o6ptimo. Consideramos un problema de programaciéon lineal resoluble y nos
preguntamos: §Cdémo varia el valor 6ptimo cuando cambiamos los pardmetros
del término independiente?

El teorema principal de esta seccién proporciona una cota superior para la
variacion del valor éptimo bajo perturbaciones de los términos independientes
del sistema de restricciones. Esta variacion esta acotada por un término que
incluye la norma del vector cuyos pardametros forman la funcién objetivo y la
constante de Hoffman.

Para ilustrar este concepto, se presenta un ejemplo préictico de un pro-
blema especifico de programacién lineal, el problema de la dieta. Este problema
tiene como objetivo minimizar el coste del cereal, cumpliendo con ciertos requi-
sitos nutricionales minimos. Se calcula la cota superior de la tasa de variacion
del coste 6ptimo del cereal cuando se modifican los parametros del problema,
demostrando asi la utilidad del teorema en aplicaciones reales.

4.2 Acotacién de la tasa de variacién del valor 6ptimo

En esta seccién consideramos el problema de programacion lineal parametrizado
con respecto al miembro de la derecha de las restricciones que formalmente
escribimos como sigue:

P (b): minimizar cx
sujeto a alr <b;, i=1,2,....,m,

(4)

donde como el secciones anteriores x € R™ es el vector de variables de decision,
los vectores c,a; € R™, i = 1,...,m estdn fijos y b = (b;),_, _,, € R™ se consi-
dera como pardmetro. Para cada b € R™ consideramos el conjunto factible que,
manteniendo la notacién de secciones anteriores (en particular, A representa la
matriz cuya ¢-ésima fila es a}), estd dado por

F(b) :={x e R" | Az < b}, (5)
y el valor éptimo asociado a P (b) que se define como sigue:

v (b) :=inf{cz |z € F(b)}. (6)

Se dice que el problema P (b) es acotado si su valor éptimo, v (b), es finito.
Es sabido que en programacién lineal el hecho de que el problema sea acotado
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es equivalente a resoluble. Asi pues, dado b € R™, si —0co < v (5) < 400 existe
algun punto factible T € F (5) tal que T = (5) .

El siguiente teorema proporciona una cota superior sobre la variacién del
valor éptimo bajo perturbaciones del parametro b. En la prueba, se hace uso de
la conocida desigualdad de Cauchy-Schwarz, que en R™ con norma euclidea se
escribe como

o] < Jully lolly » para u,v € R™.

Teorema: Consideremos el problema parametrizado (4), y sea Hof(A)
la constante de Hoffman asociada a la funcién conjunto factible (5). Para
cualesquiera by, bo € R™ tales que P (b1) y P (b2) son problemas reso-
lubles se tiene que

[0 (b1) = v (b2)] < lefl, Hof (A) [[b1 = bal - (7)

. J

Demostracién: Sean b', b> € R™ tales que P (bl) y P (b2) son resolubles.
Sean ! € y 22 soluciones éptimas de P (bl) y P (b2) , respectivamente; esto es,
al € F(b') y 2% € F (b?), y verifican c’z! = v (b') y ¢z = v (b?) . Entonces,
podemos escribir

v(by) —v(by) = v (by) — 2.

Por otro lado, sea 2! € F (bl) la mejor aproximacién de z? en F (bl) , lo
que significa que
d(@?,F (b)) = [|2" =27,

Como v (bl) es el valor é6ptimo de P (bl) ,v 2! es un punto factible del mismo
problema, se tiene que

v(by) <zt
En consecuencia, se tiene
v(b) —v(by) < ' —da? = (T —2%) < ell, |7t 22,

lellyd (22, F (b)) < llell, Hof (A) [[by — bal -

Intercambiando los papeles que by y by se tiene con un razonamiento analogo

v (b2) = (b1) < [lelly H (A) [b1 = bel| -

Por lo que se concluye

[0 (b1) = (b2)] < |lell, Hof (A) [[br — b2 -
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Ejemplo:

Para comprender mejor esta seccidn, presentaremos un ejemplo que ilustra
el resultado anterior.

Min —z1 — 29
S.a. X1 S bl,
z2 < by,
x1 + 22 < bs,
—T1 — %IQ S b4.

Para resolver este problema, consideramos la matriz A dada por:

10
e
-1 -4
Aplicamos el teorema (7) :
o (6) — v (8%)] < lelly Hof (4) [[by — ba]|, - (®)

)
Hoffman Hof(A)=0.04, cuyo valor hemos calculado en la seccién 3.3 con el cédigo
de MATLAB.

Sabemos que ¢ = , por tanto, |lc[l, = V2 y que la constante de

Para b, b? € R* cualesquiera:
v (') —v (b%)] < V2 0.04 by — ba]|,, .
La expresion ||c||, Hof (A) nos proporciona una cota superior de la tasa de

variacion del valor éptimo con respecto a variaciones de los términos indepen-
dientes del sistema.
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4.3 Aplicacién al problema de la dieta

El teorema que establece (7) estudiado en la seccién anterior puede aplicarse,
entre otros contextos, al problema de la dieta.

El problema de la dieta representa una de las primeras aplicaciones de la
programacion lineal, y comenzo a utilizarse en los hospitales para determinar la
dieta mas econdmica con la que alimentar a los pacientes a partir de unas es-
pecificaciones nutritivas minimas. En la actualidad también se aplica con éxito
en el ambito agricola con la misma idea de encontrar la combinacién éptima de
alimentos que, logrando un aporte nutritivo minimo, suponga el menor coste
posible. A continuacién, utilizaremos un ejemplo concreto de este tipo de prob-
lema.

Problema de seleccién de grano:

Un centro de nutricién utiliza tres tipos de granos para elaborar un cereal
natural que vende por kilos. El coste y el contenido de proteinas, hidratos de
carbono, fésforo y magnesio por kg. de cada tipo de grano se muestran en la
siguiente tabla:

GRANO COSTEPOR PROTEINAS HIDRATOSC FOSFORO MAGNESIO

KG. (unidades/’kg) (unidades/kg.) (unidades/’kg) (unidades/kg)
A 0.33€ 22 16 8 5
B 0.47€ 28 14 7 0
C 0.38 € 21 25 9 6

Los requisitos nutricionales minimos por dia para un adulto son 3 unidades
de proteinas, 2 de hidratos de carbono, 1 de fésforo, y 0.425 de magnesio. Se
tratard pues de establecer la mezcla adecuada de granos que logra cubrir estas
necesidades con el minimo coste para el centro. Supondremos que se ha de
emplear como minimo 1 unidad de cada tipo de grano.

Planteamiento del problema
Seguidamente definimos las variables del modelo, restricciones y objetivo.
e Las variables de decisién :

— 7 : cantidad de grano tipo A (en kg.)
— x5 : cantidad de grano tipo B (en kg.)
— 3 : cantidad de grano tipo C' (en kg.)
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e A continuacién presentamos las restricciones que determinan los requisitos
nutricionales minimos, teniendo en cuenta que ha de emplearse una unidad
como minimo en cada tipo de grano:

— Requisito nutricional de proteina: 22xy + 28x5 + 21x3 > 3,
— Requisito nutricional de hidratos de carbono: 16x1+14x9+25x3 > 2,

— Requisito nutricional de fésforo: 8z + Txo + 93 > 1,

Requisito nutricional de magnesio: 5x; + 6x3 > 0.425,

— Unidades minimas : x1,z3,23 > 1.

Finalmente, el objetivo es minimizar el coste, que para las cantidades x1, o
y x3 de los granos A, B y C, respectivamente, viene dado por 0.33z1 + 0.47x5 +
O38.’£3

Con todo, el modelo de programacién lineal lo podemos escribir como
sigue:

Minimizar 0.33z1 + 0.47x5 4 0.38x3

sujeto a 22x1 + 2829 + 21x3 > 3,
16.’1)1 + 143?2 + 251‘3 > 2,
8xr1 4+ Taxo + 923 > 1,
5x1 + 6x3 > 0.425,
x1,%2,23 > 1.

Queremos calcular la cota superior de la tasa de variacién del valor éptimo
con respecto a variaciones de los términos independientes. En otras palabras,
deseamos determinar cuanto puede variar el coste si se modifican los términos
independientes.

Para ello, aplicamos el teorema (7):
[0 (b1) = (b2)] < |lell, Hof (A) [[br — b2 -
0.33

Calculamos la norma de ¢ = | 0.47
0.38

lell, = v/0.332 + 0.472 4 0.38% = +/0.474 = 0.683
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Para calcular Hof(A), introducimos la matriz A, en el cédigo del Apéndice

B7

—22 -28 =21
—-16 —-14 -25

-8 =7 =9

A=1] -5 0 —6

-1 0 0

0 -1 0

0 0 -1

de la siguiente manera:

Introduce la matriz A
[-22,-28,-21,-16,-14,-25,-8,-7,-9;-5,08,-6;-1,0,0;0,-1,0;0,0,-1]

y nos devuelve Hof(A) = 0.3333:

J=
1 2 3 4 5 6 7
Constante de Hoffman:

0.3333

Por tanto, obtenemos:

|7) (bl) — v (b2)| S 0688X03333 Hb1 — b2||oo , |’U (bl) — v (b2)‘ S 0229 Hb1 — b2||oo

Asi 0.299 es la cota superior de la tasa de variacién del coste 6ptimo del
grano si varian los términos independientes del problema.
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5 Apéndice A
Analisis de la consistencia

function [x, v, consistente] = resolverQuadprog(A, b)
% Tama o de A para determinar el n mero de
variables
[m, "] = size(A);
AB_concatenado = [A, bl;
matriz_concatenada = vertcat(A’, b’);

% Definir las matrices H, A_eq y b_eq seg n las
especificaciones dadas

2 * AB_concatenado * matriz_concatenada;

c 2 * b;

1b = zeros(m, 1);

% Resolvemos el sistema
[x, vl = quadprog(H, c, [1, [1, [1, [1, 1b);

%» Determinar si el sistema es consistente
if (v > -1)
disp(’El sistema es consistente.’);
else
disp(’El sistema es inconsistente.’);
end
end
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6 Apéndice B
Constante de Hoffman

A = input(’Introduce la matriz A’);

% Obtener el n mero de filas de A (que es m)
m = size(A, 1);

% Definir el vector J que indica las filas de A (de 1
a m)
J = 1:m;

% Combinaciones procesadas
combinaciones_procesadas = [zeros(l,m)];
valores = [];

% Encontrar las combinaciones m s grandes de J que no
contienen el punto (0,0) en su envolvente convexa
for k = m:-1:1
combinaciones = nchoosek(J, k); % Generar todas
las combinaciones de tama o k de los n meros
de fila en J

for j = l:size(combinaciones, 1)
combinacion_actual = combinaciones(j, :);
if size(combinacion_actual, 2) < m
combinacion_actual = [combinacion_actual,

zeros (1, m - size(combinacion_actual,
2))1;

end

seg = 1 ;

for i = 1l:size(combinaciones_procesadas,1)

int = intersect(combinacion_actual,
combinaciones_procesadas(i,:));

int2 = int(find (int));

if size(int2, 2) < m

int2 = [int2, zeros(l, m - size(int2,
2))1;
end
if combinacion_actual == int2
seg = 0;
end
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end
end
end

% Extraer las filas correspondientes a la
combinaci n actual

AJ = A(combinaciones(j, :), :)7;

H 2 x (AJ’ *x AJ);

f = zeros(size(AJ, 2), 1);

Aeq ones (size(AJ, 2), 1)’;

beq ones (size (Aeq, 1), 1);

1b = zeros(size(AJ, 2), 1);

[x, v] = quadprog(H, f, [1, []1, Aeq, beq,
1b, [1);

if v > 0.000001
combinaciones_procesadas = [
combinaciones_procesadas;
combinacion_actuall;
combinaciones_procesadas;
valores = [valores; v];
end

combinaciones_procesadas = combinaciones_procesadas (2:
size (combinaciones_procesadas, 1), :);

valores;

% Encontrar

el valor m nimo y la combinaci n

correspondiente

[min_valor, idx] = min(valores);

combinacion_minima = combinaciones_procesadas(idx, :);
% Encuentra el ltimo ndice no cero

sin0 = find(combinacion_minima, 1, ’last’);

% Recorta el vector hasta el ltimo ndice no cero

J = combinacion_minima(1:sin0);

% Mostrar los resultados

disp(’J=");
disp (J);

disp(’Constante de Hoffman:’);
disp(min_valor);
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