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1. Introduccion

El objetivo de este documento es estudiar una modificacion propuesta para el problema de
ordenacion lineal, en adelante LOP, conocido asi de forma general en el campo de optimizacién
por sus siglas en inglés Linear Ordering Problem. Concretamente se trata de un problema de
optimizacién combinatoria estudiado por primera vez en 1958 por Chenery y Watanabe. Desde
su aparicion, son muchos los campos de estudio donde se ha aplicado, entre ellos arqueologia
(Glover et al., 1972), economia (Leontief, 2008), teoria de grafos (Charon and Hudry, 2007), tra-
duccion (Tromble and Eisner, 2009) y psicologia matemética (Kemeny, 1959). Ademés ha visto
una gran variedad de métodos para su solucién, inicialmente se comenzo resolviendo mediante
técnicas exactas, sin embargo, la cantidad de datos que soportaba en ciertas investigaciones
era de tal tamano que provocaba un tiempo computacional que imposibilitaba la consecucién
de una respuesta. Este matiz se solventd con el uso de técnicas heuristicas, y mas adelante
aplicando los avances producidos en la optimizaciéon meteheuristica. Hoy en dia el Algoritmo
Memético (Memetic Algorithm - MA) y la Busqueda Local Iterada (Iterated Local Search - ILS)
propuestos por Schiavinotto y Stutzle en 2004, son los algoritmos que representan la forma mas
vanguardista de solucionar el LOP.

Los problemas de optimizacién combinatoria son ciertamente curiosos, pues como se ha
visto para la mayoria de ellos, la complejidad de los mismos no sélo depende del tamano de la
instancia, sino de una serie de parametros adicionales que son generalmente desconocidos. La
comunidad cientifica ha tratado durante anos de comprender cudles son estas caracteristicas
con el fin de guiar los algoritmos para garantizar su robustez. En 2004 Schiavinotto y Stutz-
le dieron con ciertas propiedades que caracterizaban la dureza de las instancias del LOP, los
autores definieron: disparidad, coeficiente de variacién, asimetria y correlacion de distancia de
aptitud.

La modificacion del LOP que se pretende tratar en el presente documento, busca estudiar
una posible mejora del algoritmo mediante la agrupacién de los individuos, de forma que se
comparen los sujetos mas parecidos entre ellos y no exista iteracion entre los dispares, de esta
forma obtendriamos grupos internamente homogéneos y externamente heterogéneos, lo cual
garantizaria la calidad de la respuesta ofrecida.

El documento que se presenta es el fruto de la colaboracién con el Departamento de Es-
tadistica de la Universidad Miguel Hernandez justificada a través de la Beca de Colaboracion,
con codigo 998142, ofrecida por el Ministerio de Educacién. Como resultado de la misma abor-
daremos soluciones del LOP en aplicaciones reales en el campo de la educacién, modificaciones
pertinentes en los datos del problema para mejorar la exactitud de la resolucién, la modifica-
cion del modelo antes mencionada y una propuesta de aplicacion del modelo en el sistema de
reconocimiento académico concedido en cada curso por la Universidad Miguel Hernandez de
Elche al mejor alumno de la promocion.



2. Linear Ordering Problem

2.1. Introduccion

Como hemos visto en el primer punto, el LOP es un problema clasico de combinatoria que
busca encontrar el orden que mejor clasifica a los individuos de un conjunto. Supongamos un
conjunto de elementos a ordenar V = {1,...,n} sobre el cual aplicamos una comparacién por
parejas del tipo uno a uno para obtener una matriz cuadrada D de orden n. De este modo, la
fila ¢ de la matriz D, contendra la informacion respectiva a comparar el elemento 4 con el resto
de elementos del conjunto inicial. Asi pues, cada valor de dentro de la matriz D, tal que d;
serd la unidad de bondad que resumira en qué medida va antes el elemento ¢ que j.

El LOP se nutre de la matriz cuadrada de preferencias D, donde cada elemento de esta
matriz se puede ver como la distancia de 7 a j. Cuanto mas grande sea la distancia del valor
d;j, mayor es la prueba de que 7 debe preceder a j. El niimero de 6rdenes que podemos crear
de una matriz de tamano n, es n!, es decir, si tenemos un conjunto con 5 individuos, podremos
establecer 120 6rdenes distintos. Se muestra de una forma intuitiva y grafica en la T'abla 2.2.1,
donde se pretende ilustrar el siguiente célculo: 5% 4% 32+ 1 =120

Tabla 2.2.1: Demostraciéon grafica del nimero de 6rdenes posibles

U= W N =
QU= W N =
QU > W N~
U W N =
U= W N =

2.2. Matriz de preferencias

El calculo de la matriz de preferencias D y de los individuos d;; consiste en realizar un
conteo con el nimero de veces que el individuo 7 es mejor que el individuo 7. Aunque se trate
de aparentemente una tarea sencilla, esta se puede complicar cuando la cantidad de informacién
de cada conjunto de individuos no es del mismo tamano. En esos casos tendremos que valorar
la posibilidad de realizar modificaciones en los datos que veremos de forma evidente en los
ejemplos que presentamos a continuacién, donde primero veremos el origen de los datos y como
son tratados para pasar a sus respectivas matrices de preferencias.



Tabla 2.2.1: Lista de votaciones por jueces

Juez 1: a b e d c
Juez 2: c a e b d
Juez 3: b a e c d
Juez 4: c d b e a
Juez 5: a d c e b
Tabla 2.2.2: Matriz de preferencias Tabla 2.2.1
Juez 1 Juez 2 Juez 3 Juez 4 Juez 5
Juez 1 0 3 3 4 4
Juez 2 2 0 2 3 3
Juez 3 2 3 0 3 3
Juez 4 1 2 2 0 2
Juez 5 1 2 2 3 0

En la Tabla 2. 2.1, vemos el orden establecido por cada uno de los cinco jueces para los par-
ticipantes a, b, ¢, d, y e. En este modelo se clasifican de mejor a peor cada uno de ellos, de forma
que el Juez 1 considera que el individuo a es el mejor y el ¢ el peor, y asi consecuentemente
para el resto de los jueces. La forma de reflejar este orden en una matriz de preferencias, como
se observa en la Tabla 2.2.2. Como se puede intuir por todo lo explicado hasta este punto,
cualquier posicion ¢ j de la matriz representa cuantas veces es mejor ¢ que j, en el ejemplo, la
posicion a b toma el valor 3, representando que el individuo a es mejor que el b en tres ocasio-
nes. Respecto al problema planteado debemos tener una serie de cuestiones en mente para la
correcta resoluciéon del mismo:

1. El maximo valor que puede tomar cualquier posicién ¢ j de la matriz es 5, en cuyo caso
supondria que el individuo ¢ se posicionaria por delante de su correspondiente en los
5 juicios. Por otro lado, el minimo valor de cualquier individuo es el 0, que también
supondria un consenso total, siempre y cuando se clasificara por detras en los 5 juicios.
De forma que si llamamos D a la matriz de la T'abla 2.2. 2, se cumpliria que:
mazx{d;;} <=5 ;min{d;;} =>0Vi,5€{1,2,3,4,5}

2. Como la lista de participantes es cerrada y en el caso son 5 los individuos, el valor de la
posicién 77 mas el valor de la posiciéon ji debe ser igual a 5. Utilizando la nomenclatura
anterior, se cumple que:

dij+dj; =5V 1,5 €{1,2,3,4,5}[ i # j

3. El elemento de la matriz correspondiente a la diagonal de la misma sera siempre 0, ya
que en ningin momento podremos comparar la posiciéon de un individuo consigo mismo.
Utilizando la nomenclatura anterior, se cumple que:

di; =0Vi,je{1,2,3,4,5}i=j



Tabla 2.2.3: Nota media en matematicas por ID de colegio y pais

ID Pais Nota
001 Espana 9,30
002 Espana 7,50
003 Espana 8,00
004 Espana 9,00
005 Espana 5,50
001 Francia 7,10
002 Francia 5,40
003 Francia 6,00
004 Francia 8,20
001 Alemania 7,00
002 Alemania 6,20
003 Alemania 5,30
004 Alemania 7,20
001 Brasil 5,90
002 Brasil 7,90
003 Brasil 7,30
004 Brasil 4,50
005 Brasil 6,90

Tabla 2.2.4: Matriz de preferencias Tabla 2.2.3

Espana Francia Alemania Brasil
Espana 0 17 17 20
Francia 5 0 9 11
Alemania 3 7 0 9
Brasil 5 9 11 0

Tal y como hemos comentado anteriormente, en este segundo ejemplo vemos la realizacién de
una matriz de preferencias a partir de unos datos originales donde las comparaciones no tienen
el mismo tamano, T'abla 2. 2. 3. En el caso de Espana y Brasil nos encontramos con 5 individuos
mientras que en Francia y Alemania tenemos tan solo 4. En este caso, como vemos en la matriz
de preferencias, la suma de los valores d;; 4 dj; sigue siendo un valor que podemos calcular, y
que tiene una légica. Para explicarla, definamos V; Vi € { Espana, Francia, Alemania, Brasil},
que representard el nimero de individuos de cada elemento, asi pues, Vgspaina = VBrasi = 9 ¥
Virancia = Valemania = 4 .Una vez hemos definido estos conceptos, ya podemos asegurar que:

w dij+dji =Vix ViV, j € {1,2,.., I}i # j (Propiedad 2.2.1)

Como vemos con la féormula establecida, para la comparacion Espana — Alemania, tendriamos
15+5 = 5%4 = 20. Ademas, al igual que sucedia en el otro ejemplo, se cumplen las dos propie-
dades mencionadas, ahora con el matiz de que el tamano es distinto para la segunda de ellas,
de esta forma definirfamos:

= dij=0Vi,je{l,2,...I}i=j (Propiedad 2.2.2)

» max{d;;} <= V;*V;;mind;; => 0 (Propiedad 2. 2. 3)



Como se ha podido intuir en el procedimiento de la creacién de la matriz de preferencias,
existe una pequena desventaja en las comparaciones cuando los tamanos son distintos. Al
comparar Espana — Brasil, obtenemos que Espana es en 20 ocasiones mayor que Brasil, por
el contrario, cuando lo comparamos con Alemania, este nimero se reduce a 17. Sin tener en
cuenta el tamano de los grupos de paises, podriamos pensar que E'spana tiene mas superioridad
cuando compite contra Brasil, que cuando lo hace contra Alemania, sin embargo, es tan solo
una cuestion de totales, pues si lo traducimos a porcentajes, obtendriamos el siguiente resultado:

Tabla 2.2.5: Matriz de preferencias transformada

Espana Francia Alemania Brasil
Espana 0 0.75 0.85 0.8
Francia 0.25 0 0.56 0.55
Alemania 0.15 0.44 0 0.45
Brasil 0.2 0.45 0.55 0

Como se refleja claramente en el ejemplo de la T'abla 2. 2. 5, realmente la mayor superioridad
que encuentra Espana es con Alemania, siendo mejor en el 85 % de las ocasiones. La norma-
lizacién de los datos de la matriz de preferencias es la que tenemos que realizar si queremos
garantizar una buena solucién en el LOP, como hemos visto, este simple cambio ha transforma-
do la manera de ver la matriz de preferencias y somos capaces de ofrecer una conclusion mucho
mas acertada. Si llamamos 7" a la matriz que se refleja en la T'abla 2. 2. 5 la transformacién que
se aplica a la Tabla 2.2.4 para obtener dicha matriz es:

d;; o A
.t = T Vi,je{l,2,.,I}i#]

2.3. Explicacion del problema

Por lo que hemos ido apuntando hasta aqui, sabemos que el LOP es un problema que trata
de descifrar el mejor orden para clasificar un nimero indefinido de individuos. Ademas, gracias
a los puntos tratados tenemos algo mas de informacion; sabemos que cuanto mayor es el nimero
de individuos, mayor es la complejidad del sistema a resolver y por ende, mayor es la capacidad
de procesamiento que requerimos en nuestros sistemas informaticos. Sabemos también, que pa-
ra hallar una solucién de este problema necesitamos una matriz de preferencias que ya hemos
aprendido a calcular en el punto 2.2 Matriz de preferencias.

Si la matriz de preferencias estd reflejando para cada par ¢ — 7, el nimero de ocasiones que
el individuo ¢ es mejor que el individuo j, entonces, en el orden correcto, el primer individuo
debera tener una suma total mayor que la del resto. Para entender este concepto, utilizaremos
la Tabla 2.2.5 sobre la cual aplicaremos permutaciones en las filas para mostrar distintos
resultados.

Tabla 2.3.1: Matriz de preferencias Tabla 2.5.5 permutada (1)

Espana Francia Alemania Brasil
Espana 0 0.8 0.75 0.85
Francia 0.2 0 0.45 0.55
Alemania 0.25 0.55 0 0.56
Brasil 0.15 0.45 0.44 0




Tabla 2.3.2: Matriz de preferencias Tabla 2.5.5 permutada (2)

Espana Francia Alemania Brasil
Espana 0 0.75 0.8 0.85
Francia 0.25 0 0.55 0.56
Alemania 0.2 0.45 0 0.55
Brasil 0.15 0.44 0.45 0

Si realizamos la suma por filas, de la matriz de preferencias, estaremos obteniendo el total
de veces que un individuo es mejor que el resto, asi pues, si llamamos P a la matriz permutada
representada en la T'abla 2.3.1, y calculamos la siguiente expresion:

Alemani : . , : :
= > i—Bapana Pij Vi € {Espana, Brasil, Francia, Alemania}

Obtenemos los siguientes resultados para cada uno de los cuatro paises:
- D Espanaj = 2.4
- Zfiﬁ%faaa PBrasilj — 1,2
- Zfieg;??z%aa PFranciaj = 1,36

Alemania
. Zj:Espaﬁa PAlemaniaj = 1704

Como vemos en estos resultados, el primer individuo siempre serd el que obtenga, como
hemos dicho, la suma mas grande de todas las comparaciones, sin embargo, no sucedera lo mis-
mo si seguimos observando el resto de individuos de la matriz. Este primer caso resulta de tal
manera, porque estamos utilizando para el LOP todos los individuos de la fila, por el contrario,
en cuanto bajamos de puestos, se reduce el nimero de individuos posibles para sumar, por lo
que la solucién del sistema requiere estrictamente la aplicacién del algoritmo que estudiamos
en este trabajo, y que basicamente optimiza los espacios restantes para obtener el orden éptimo.

El LOP como ya sabemos se trata de un problema clasico de combinatoria, por lo que
tenemos que ser capaces de resolver lo que se ha plasmado, en un modelo de programacién
matematica. Si nos fijamos en las Tablas 2.2.5, 2.3.1, y 2.3.2., encontraremos que podemos
estudiar la mejorfa de la solucién (el orden) observando los individuos que se encuentran por
encima de la diagonal. Si sumamos los elementos por encima de la matriz de las tablas obtenemos
lo siguiente: T'abla 2.2.5

» Tabla 2.2.5 = 3,96
» Tabla 2.3.1 = 3,96
» Tabla 2.3.2 = 4,06

El problema del LOP es justamente resolver la accion que acabamos de explicar, partimos
de una matriz de preferencias cual sea, en nuestro caso la Tabla 2.2.5, y realizamos una serie
de permutaciones que nos hacen llegar a la matriz cuya diagonal superior es la maxima posible
(Tabla 2.3.2).



2.4. Modelo matematico

Tras lo visto al final de la seccién anterior, sabemos que el modelo matematico que utilizamos
para resolver el problema del LOP, y conseguir el maximo valor posible en la diagonal superior
de la matriz de preferencias tiene como objetivo evidente maximizar, y se plasma de la siguiente
forma:

max E My Trs

r,sEPiT#s

s.a Trs + T =1 rseP:r<s (1)
Tps + Tor + T < 1 r,s,te P:r s tpwd (2)
x5 € {0,1} rse€EP:r+#s (3)

En este modelo tenemos en cuenta que M es el indicativo para la matriz de preferencias
correspondiente, por lo que m,., es el individuo de la matriz de preferencias que hemos explicado
en las anteriores secciones, y que refleja el niimero de veces que el individuo r esta por delante
del s. Por otro lado, la variable x,., es una variable binaria, que toma el valor de 1, si afirmamos
que el individuo r estd por delante en el ranking que el s. De esta forma, la restriccion (1),
establece que, o bien r es preferible a s, o viceversa, pero en ningiin momento podran suceder
las dos. La condicién (2), indica el orden légico cuando tenemos tres individuos, donde si r es
mejor que s, y esta mejor que ¢, la suma siempre serd menor o igual a dos. Para entender esta
condicién pondremos un ejemplo de un ranking ordenado y mostraremos como se cumple la
condicion:

Tabla 2.4.1: Ranking

Puesto Orden
ler
2do
3er
4to

QW

» Top +2Tpoc +xca < 2 » Top +2Tpp +2xpa < 2
» Tac+Tep +xpa <2 » Tpp +Zpc + 2o < 2

Para este orden, el valor de las variables que se muestran acompanando a la Tabla 2.4.1
deberia ser el siguiente:

= Typ =1 = Tyc =1 = Typ =1 = zpp =1
= Tpo =1 = zop =1 = 2pp =0 = Zpc =0
= 2cp =0 = 2p4a =0 = 24 =0 = zop =0

dCon el ejemplo propuesto y el valor de las variables dado, se explica de forma clara la
sencillez y utilidad de la restriccion, en este ejemplo, se puede ver también como actia la
restricciéon (1), ya que por ejemplo, zap + rpa = 1. La ultima restricciéon que queda por
resolver es (3), que mdas que restriccién es una indicacién de que la variable x es una variable
binaria comprendida entre 1 y 0.



2.5. Solucién del LOP

A pesar de que la resolucién del LOP la realizamos con un programa informatico, sin el cual
seria imposible estudiar las matrices que se veran mas adelante, debemos destacar la correcta
interpretacién de los resultados para poder obtener soluciones.

El método que emplearemos, serd la extraccion del programa informatico, en la mayoria
de ocasiones Lingo, aunque también utilizaremos Python, y su importacién en Excel para ser
tratados. A continuacién se detallaran los pasos que dan lugar a la resolucion de cualquier
matriz utilizando Lingo y el algoritmo del LOP.

Tabla 2.5.1: Matriz de preferencias a resolver

A B C D
A 0 13223 35725 142660
B 12233 0 30506 121701
C 223 426 0 91819
D 1648 2471 83532 0
MODEL:
SETS:

EJE I/EIL..EI4/;
EJE_J/EJL..EJ4/;

MATRIZ(EJE_I,EJE J): MRT,X,Z;

ENDSETS
LATA:

MRT= 0, 13223,35725,142660,
12233, 0, 30506, 121701,
223,426,0,91319,
1648,2471,83532, 0;

ENDDATR
@FCR (MATRIZ (I, J) :@BIN(X(I, I} ):
[CBJETIVD] MRX=@SUM(MATRIZ(I,J):MAT(I,J)*%(I,J));

@FCR (EJE_I{I):
BFOR(EJE_J{J) | J#GT#I:
X(I,J)+X{J,I)=1}));

BFCR(EJE_I(I):
BFCR(EJE_J{J) | J#NE#I:
@FOR(EJE_J(T) | T#NE#J #LND# T#NE#I:
X(T,J) 45 (3, T)+E(T, T)<=2) ) ) :
END



¥( EIl, EJ1) 0.000000 0.000000
¥ EIl, EJZ) 1.000000 -13223.00
¥( EIl, EJ3) 1.000000 -35725.00
¥( EIl, EJ4) 1.000000 -142660.0
¥( EIZ, EJL) 0.000000 -12233.00
X[ EIZ, EJZ) 0.000000 0.000000
¥( EIZ, EJ3) 1.000000 -30506.00
X[ EIZ, EJ4) 1.000000 -121701.0
¥( EI3, EJL) 0.000000 -223.0000
¥( EI3, EJZ) 0.000000 —42§,.0000
¥( EI3, EJ3) 0.000000 0.000000
¥( EI3, EJ4) 1.000000 -5181%.00
¥( EI4, EJL) 0.000000 -1648.000
¥( EI4, EJZ) 0.000000 -2471.000
¥( EI4, EJ3) 0.000000 —83532.00
¥( EI4, EJ4) 0.000000 0.000000

Partiendo de la Tabla 2.5.1, lo primero que hacemos es volcar la informacién en Lingo, el
programa que utilizaremos para resolver el modelo, aunque como hemos comentado puede ser
Python o cualquier otro que genere confianza en lo que hacemos. Una vez tenemos la matriz
expresamos el modelo mediante la programacion correspondiente, por la inconveniencia de su
explicacion en este trabajo no vamos a entrar en detalle en ningin punto sobre la programa-
cién que utilizamos ni el funcionamiento de la misma, pero si vamos a adjuntarla en el Anexo.
Cuando calculamos el resultado, la soluciéon del modelo serd un tnico valor que reflejara el
maximo encontrado, sin embargo, la que a nosotros realmente nos interesa es la combinacién
de las variables que dan lugar a ese maximo.

En este caso no utilizamos Excel para ahorrar espacio en el documento y ser més concisos y
practicos, aunque en soluciones con mas datos, debemos sin duda recurrir a este software para
hallar soluciones de forma rapida. Como vemos, obtenemos 1 y 0, pero como tras los apartados
anteriores sabemos lo que significa ese resultado, somos capaces de interpretarlo. Como vemos,
T12, T13, T14, T23, Tog, T34 = 1, 1o que supone el siguiente resultado:

Tabla 2.5.2: Resultado

Puesto Orden
1ro 1
2do 2
der 3
4to 4

Hasta aqui se han dado todas las indicaciones para poder obtener la soluciéon del LOP de
cualquier conjunto de datos, siendo ahora capaces de partir de una base de datos cruda y paso a
paso obtener los elementos necesarios para resolver el orden 6ptimo. De este punto en adelante,
se presentara la realizacion completa del LOP sobre los datos PISA, para mas adelante explicar
las mejoras posibles para el modelo estudiado hasta ahora.
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3. Resolucion LOP informe PISA

3.1. Origen del problema

La idea de resolver el problema del LOP con los datos PISA es el punto de partida de la
investigacion llevada a cabo, y que se comenta mas atras en este documento. Como paso hacia
el completo entendimiento del funcionamiento del problema del LOP, se planted la resolucién
de la base de datos del informe PISA, ya que esta habia sido utilizada por la tutora Mercedes
Landete y el cotutor Juan Francisco Monge en el articulo publicado en 2019 titulado “A linear
ordering problem of sets”, anadido en la Bibliografia de este trabajo. Cabe destacar que en esta
publicacion solo se puede ver el resultado de la aplicacion del LOP a dicha base de datos, por
lo que ha servido como guia de aprendizaje. Para ofrecer mucha més amplitud de conocimiento
en cuanto a la resolucién ante este tipo de situaciones, en los puntos siguientes se detalle con
exactitud todos los pasos seguidos.

3.2. Informe PISA

En primer lugar, describiremos de qué trata el informe PISA, por sus siglas en inglés (Pro-
gramme for International Student Assessment), y en castellano Programa para la Evaluacion
Internacional de los Estudiantes. En él se refleja el estudio elaborado por la OCDE a nivel mun-
dial, que mide el rendimiento académico de los estudiantes de 15 anos en tres campos distintos:
matematicas, ciencias y lectura. Los exdmenes se promueven en cada pais desde el ambito ins-
titucional, es decir, es el estado el encargado de su realizacion, el cual prara garantizar una
muestra representativa de los datos requiere la realizacion de los exdmenes de 4.500 a 10.000
estudiantes por cada pais, aunque en algunos casos como México o Estados Unidos la suma
aumenta hasta mas de 30.000 estudiantes.

El archivo de datos que hemos utilizado para la resolucion del problema es del tipo txt
dividido en 6 columnas:

= CNT: Indica el pais del que se recoge el estudio. Es una variable de tipo cualitativa
nominal.

= UNIT: Recoge el nimero de escuela que se esta evaluando entre todos los paises. Es una
variable de tipo cualitativa ordinal.

= SCHOOLID: Recoge el numero de escuela que se esta evaluando del mismo pais, la cuenta
se inicia desde uno para cada nuevo pais. Es una variable de tipo cualitativa ordinal.

= PVMATH: Recoge la puntuacién obtenida de esa escuela en el examen de matemaéticas.
Es una variable de tipo cuantitativa continua.

= PVREAD: Recoge la puntuacion obtenida de esa escuela en el examen de lectura. Es una
variable de tipo cuantitativa continua.

= PVSCIE: Recoge la puntuacién obtenida de esa escuela en el examen de ciencas. Es una
variable de tipo cuantitativa continua.

A continuacién se representa en la Tabla 3.2.1 una visualizaciéon que busca reflejar el
formato de este archivo, como se observa y teniendo en cuenta la descripcion anterior de las
variables, el dltimo valor de la columna UNIT, que corresponde a USA (por orden alfabético
en la variable CNT'), evidencia el nimero total de escuelas utilizadas para el estudio 13.494. Si
estimamos una media de 80 estudiantes por escuela, tenemos un total de 1.079.520 estudiantes
que han realizado los examenes.
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Tabla 3.2.1: Matriz de preferencias a resolver

CNT UNIT SCHOOLID PVMATH PVREAD PVSCIE
AUS 1 1 559.09 604.22 630.65
AUS 2 2 483.7 514.43 501.76
ESP 4964 771 207.73 518.67 508.37
ESP 4965 772 494.15 737.9 518.43
USA 13494 162 342.38 291.83 331.01

3.3. Objetivo del problema

Una vez sabemos cudl es la base de datos que vamos a tratar, las variables que la componen
y del tipo que son cada una, solo queda saber qué objetivo queremos conseguir para poder
establecer los pasos a seguir. En este caso el objetivo de la aplicacion del LOP conosiste en
conseguir el orden de paises ordenado de mejor a peor segun la puntuacién en el examen de
matematicas para mostrar las diferencias respecto a otro tipo de criterios de ordenacién.

3.4. Transformaciéon base de datos a matriz de preferencias

Para aplicar todas las transformaciones requeridas a los datos que faciliten la resolucion del
problema, importaremos la base de datos txt en nuestro software de computacion estadistica,
R-Studio, en adelante R. Antes de seguir, cabe destacar que toda la programacién relacionada
con lo que se comenta en este apartado queda reflejada en el anexo, pudiendo ser consulta-
da para un mejor entendimiento. En R eliminaremos las columnas que no necesitamos, estas
son UNIT, SCHOOLID, PVREAD,Y PVSCIFE, por lo que quedaran tinicamente CNT', y
PVMATH.

Para obtener la matriz de preferencias, separaremos la base de datos original en tantas
tablas como paises existan en la base de datos, a continuacion crearemos un bucle que pueda
contar cuantas veces un pais es mejor que otro, comparando entre si individuo a individuo de
cada uno de los 39 paises .

En las siguientes tablas se trata de simular el paso desde que entra en el software hasta
que sale en forma de matriz de preferencias. En la Tabla 3.4.1, la primera columna es una
representacion de la visualizacién en el software, y que es indicativa del tamano de cada tabla,
es por ello que esta columna no cuenta con encabezado. Con las T'ablas 3.4.1 y 3.4.2 se busca
representar la separacion de los paises en distintas tablas, al existir 39 paises distintos repre-
sentaremos solo las dos primeras para evitar saturar el documento.

En la Tabla 3.4.3 se ve la matriz de preferencias obtenida de la comparacion de todas
las tablas, como vemos, en el caso de la comparacién Australia — Bulgaria, tenemos que
Australia es superior a Bulgaria en 108.433 ocasiones, mientras que al contrario solo sumamos
37.257. Con la representacion de las Tablas 2.4.1 y 2.4.2, podemos probar la veracidad de la
Propiedad 2.2. 1, pues si llamamos D a la matriz de preferencias de la T'abla 3.4. 3, entonces
Davs_Bar + Dear—avs = 145,700, que es el equivalente a realizar todas las combinaciones
posibles, es decir 775 % 188 = 145,700
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Tabla 3.4.1: Tabla representativa nota matematicas en Australia

CNT PVMATH
1 AUS 559.09
AUS 483.7
775 AUS 468.53

Tabla 3.4.2: Tabla representativa nota matematicas en Bulgaria

CNT PVMATH
1 BGR 361.15

BGR 403.64
188 BGR 328.3

Tabla 3.4.3: Matriz de preferencias obtenida

AUS BGR BRA USA
AUS 0 110964 606105 69387
BGR 34736 0 117423 7922
BRA 44120 40309 0 11408
USA 25388 22142 125086 0

Por lo que se ve en las tablas antes mostradas, el nimero de individuos de cada pais no es
el mismo, por lo que siguiendo las explicaciones de los apartados anteriores, el procedimiento a
seguir en este caso es normalizar la matriz de preferencias para ahorrarnos problemas ocasio-
nados por un tamano excesivamente grande o pequeno en las comparaciones. La nueva matriz
de preferencias, ahora normalizada es la reflejada en la T'abla 3. 4. 4
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Tabla 3.4.4: Matriz de preferencias normalizada

AUS BGR BRA USA
AUS 0 0.7616 0.9321 0.5561
BGR 0.2384 0 0.744 0.2685
BRA 0.0679 0.2556 0 0.0740
USA 0.4439 0.7315 0.9260 0

Podemos comprobar la adecuacién del céalculo ejecutado, en primer lugar, porque la suma
de todas las parejas cumple lo siguiente: N;; + Nji = 1, suponiendo que N es la matriz de la
Tabla 3.4.4. Ademas, vemos que existe diferencias significativa entre las dos tablas, si toma-
mos como ejemplo USA, vemos como Dysa_aus = 55388 , v Dysa_par = 22142, sin embargo,
cuando estas son normalizadas tenemos Nyga_aps = 0,4439, v Nysa_par = 0,7315

Con esta matriz podemos dar por finalizada la etapa de procesamiento de datos en R-
Studio. Cada vez que procesamos el algoritmo que compara las distintas tablas para encontrar
la matriz de preferencias que acabamos de estudiar, el software tarda en torno a 30 minutos
para un tamano de datos equivalente al dado. Por ese motivo exportamos la matriz obtenida a
un archivo CSV que pueda ser mas adelante tratado.

3.5. Solucion modelo de optimizacion

En este apartado trabajaremos en otro software, LINGO/LINDO, comunmente utilizado en
matematicas para la resolucion de sistemas lineales, El cddigo completo se podréa consultar en
el anexo, aunque resulta exactamente igual que el empleado en el Apartado 2,5 modificando la
matriz de datos empleada y el tamano de esta.

Cambiando estos dos detalles, el calculo del problema se eleva a la resolucién de 1.521 varia-
bles, v 55.576 restricciones, cuyo tiempo de resolucién en este programa resulta insignificante.
Evidentemente, por el tamano del problema, resulta imposible interpretar la solucién sin ayuda
externa, para ello recurriremos a Excel, donde con una simple férmula obtendremos la solucién.

En la Tabla 3.5.1 se representa la soluciéon obtenida que refleja el orden que genera el
modelo del LOP para clasificar a los paises de mejor a peor. Aunque la tabla solo contenga dos
variables RANKING, y COUNTRY , sobra definir que refleja cada una, esta se representa en
tres columnas para ahorrar espacio.
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Tabla 3.5.1: Solucién LOP con datos PISA

RANKING COUNTRY  RANKING COUNTRY  RANKING COUNTRY

1 SGP 14 AUS 27 SVN

2 HKG 15 ESP 28 HUN
3 KOR 16 FRA 29 ROU
4 JPN 17 NOR 30 THA
> POL 18 GBR 31 TUR
6 NLD 19 LVA 32 CHL

7 EST 20 SWE 33 BGR
8 FIN 21 USA 34 MEX
9 CHE 22 ITA 35 URY
10 DEU 23 RUS 36 TUN
11 CAN 24 SVK 37 COL

12 CZE 25 ISR 38 IDN

—
w

NZL 26 LTU 39 BRA
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4. Modificando el Problema de Ordenacion Lineal

4.1. Objetivo

Una vez sabemos proceder correctamente con el cdlculo y obtencion de la solucion del
LOP, podemos empezar a pensar en posibles modificaciones del problema que den lugar a una
solucion mucho mas robusta. En nuestro caso, sugerimos mejorar dicho modelo mediante la
comparacion de los individuos en subgrupos, evidentemente de un tamano menor al inicial. El
objetivo es encontrar grupos internamente homogéneos y externamente heterogéneos, con la
idea de establecer comparaciones inicamente con los individuos mas similares entre si, y evitar
comparar entre paises muy desparejos que simplemente crean un mayor peso, muchas veces
descompensado en la matriz de preferencias.

Con animo de precisar el objetivo de este documento, volveremos a utilizar la base de datos
PISA, la cual ha sido explicada con detalle en la secciéon anterior, incluida la transformacién
de los datos. Partimos de la matriz correspondiente a la Tabla 3.4.4. Una vez sabemos esto,
podemos especificar que con la aplicacion de dicho modelo queremos conseguir 3 grupos de
13 individuos cada uno con las caracteristicas antes mencionadas, ademdas queremos ordenar
internamente los grupos.

4.2. Modelo

Para comprender el modelo, tenemos que tener muy presente las indicaciones presentadas
en el apartado anterior; en el caso del modelo original del LOP, buscamos estudiar todos los
valores que quedan por encima de la diagonal superior, sin embargo, ahora tenemos que estu-
diar inicamente las comparaciones entre individuos que pertenezcan al mismo grupo.

Ademas, dicho modelo se modifica segiin el objetivo que busquemos, por ello se ha especi-
ficado en los parrafos anteriores el nimero de grupos e individuos que queremos conseguir. Se
observard en el modelo el uso de las letras A para la restriccion (6), y B para la (7), siendo estas
las tinicas que encuentren variaciones. Antes de presentar el nuevo modelo, recogemos en los
siguientes puntos la explicacién de los indices y variables que interactian en este y que seran
de utilidad para entender la mecéanica matemaética:

P: Conjunto de individuos a comparar r,s € {1,2,...,39}.

K: Conjunto de grupos a realizar k,t € {1,2,3}.

= 1, Variable binaria, toma valor de 1 cuando preferimos el individuo r al s, y ambos estan
en el mismo grupo.

= 2., Variable binaria, toma valor de 1 cuando preferimos el individuo r al s, y ambos no
estan en el mismo grupo.

= gi: Variable binaria, toma valor de 1 cuando asignamos el individuo r al grupo k.
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z,s € {0,1} Vr,seP:r+#s
(10)

zrs € {0, 1} Vr,seP:r+#s
(11)

gir € {0,1} VrePkeK
(12)

Tal y como hemos comentado, hacemos uso tanto de las z, como de las x para estudiar
aquellos individuos que hay dentro de los grupos y buscar aquella combinacién cuya proporcién
de valores dentro y fuera de todos los grupos sea la maxima posible. Asi, si vemos la funcién
objetivo, maximizamos los valores que vamos a introducir en los grupos, y minimizar los que
estén fuera; este es el sentido de la funcion objetivo, y que permite establecer grupos interna-
mente homogéneos, que por ende son externamente heterogéneos.

Con la restriccién (4), estamos indicando la preferencia en cuanto a la comparacién de dos
individuos r, y s de la matriz, estén o no dentro del mismo grupo. La restriccién (5) busca el
mismo objetivo de establecer preferencias ahora con tres individuos r, s, y t, y que estas cumplan
con el orden légico, de nuevo interactuando con individuos del mismo o distintos grupos. La
condicién (6), caracterizada como hemos comentado anteriormente por el uso de la letra A,
busca contar cuantos individuos no pertenecen al mismo grupo, este calculo lo obtenemos del
siguiente razonamiento explicado con la T'abla 4. 2. 1:

Tabla 4.2.1: Solucién LOP con datos PISA

1 2 3 4
1 0 mi2 mis3 mig
2 may 0 ma3 Moy
3 may Mm32 0 M34
4 Mgy M2 M43 0
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En el hipotético caso de establecer los siguientes grupos G1 = {1,2}, y G2 = {3,4}, es
decir, los individuos 1 y 2 pertenecen al grupo 1, y los individuos 3 y 4 al grupo 2, las tnicas
comparaciones que se establecerian serian las del mismo grupo, dejando por fuera los valores
mi3,M14,Ma3, ¥ Moy, ¥ dando lugar a la restriccion:

" ZT’EP ZSEP:T#S “rs = 4

Este valor se puede calcular a mano como hemos hecho, sin embargo, resultaria muy tedioso
repetirlo para la matriz de orden 39 que tenemos que estudiar, por lo que podemos obtener el
valor con un célculo. Adelantamos que el valor de A para las asunciones iniciales que hemos
tomado equivale a 507. Para entender la formula descrita abajo sera necesario saber que n;
hace referencia al tamano del grupo ¢, y N es el orden de la matriz de preferencias. Apuntamos,
que utilizamos el sumatorio para el caso en el que el nimero de individuos por grupo no fuera
siempre el mismo, caso el cual podriamos aplicar al modelo muy sencillamente. De esta forma
tenemos el siguiente calculo:

2 n2—n~ _ _ _
.AZW_ZZ‘GI ) Z:1624_422"#4 2=

La restriccién (7), es otra de las restricciones que varia segin el objetivo, en este caso el célculo
se reduce a la légica, dando a B el valor de 13 para dicho caso, pues es el nimero de indivi-
duos de cada grupo, en caso de que quisiéramos que los grupos no tuvieran el mismo nimero
de individuos lo podriamos forzar manualmente restringiendo para cada grupo, el nimero de
individuos que lo componen. La restriccién (8), indica que cada individuo debe pertenecer tini-
camente a un grupo, es decir, no podemos dejar ningin individuo sin grupo, ni que el mismo
individuo pertenezca a mas de uno, pues la primera supondria un problema y la segunda una
incoherencia. Finalmente, la restriccién (9) sirve para asociar los individuos que se van a com-
parar por estar en el mismo grupo; x, con el grupo al que pertenece cada individuo; g, y que
no existan divergencias entre ambos, por simplificar la aclaracién, que los individuos i, j que
se comparan pertenezcan ambos al mismo grupo.

Para la realizacion de este modelo se han estudiado antes muchos brutos, que no han dado
un buen resultado, pero que han ayudado a obtener la soluciéon que comentaremos mas adelante.
Por ello, estos se incluiran en el anexo para que puedan servir como guia de qué caminos no
tienen solucion, y sirvan de ayuda e idea para trabajos e investigaciones futuras.

Si nos hemos fijado en el modelo que queremos estudiar, nos daremos cuenta de que no
estamos ante un modelo lineal, por ello, habra que aplicar una serie de modificaciones al mis-
mo para que pueda ser perfectamente estudiado por los softwares que disponemos. Con estas
modificaciones, observamos una importante transformacién, a la cual requerimos anadir una
serie de variables; y, v, y w que permiten su linealizaciéon. En este trabajo, no se explicaran
los procedimientos seguidos para linealizar el modelo, simplemente se ofrecerd el resultado final.

En relacion a los formatos del modelo, mantendremos la terminologia utilizada anterior-
mente con las letras A, y B para indicar que en las restricciones (18), y (26), siguen existiendo
modificaciones dependientes del niimero de individuos por grupo. Ademds, anadimos la letra
M, que representa un valor inalcanzable para la consecucion del objetivo; se puede consultar
en el Anexo los valores utilizados para las distintas matrices, en este caso, equivale a 1,000.
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4.3. Aplicacion a los datos PISA

Antes de comentar los resultados de la aplicacién del modelo presentado sobre los datos PI-
SA, cabe mencionar que esta no es la solucién mas 6ptima posible, pues el tiempo de carga del
modelo se extiende indefinidamente, de hecho, el procesamiento mas largo que se ha realizado
ha superado las 358 horas, se adjunta una captura de dicha carga en el Anexo, es decir, cerca
de 15 dias cargando para obtener una solucion.

Debido a dicho obstaculo encontrado, hemos decidido acotar el tiempo de procesamiento

del programa a unas pocas horas, lo que ha dado lugar a la siguiente solucion; mostrada en la
Tabla 4.3.1.
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Tabla 3.5.1: Solucién nuevo modelo con datos PISA

Clasificacion ~ Grupo 1 Clasificacion ~ Grupo 2 Clasificacion ~ Grupo 3
1 POL 1 HKG 1 SGP
2 NLD 2 KOR 2 JPN
3 EST 3 CAN 3 FIN
4 CZE 4 FRA 4 CHE
5 NZL 5 NOR 5 DEU
6 ESP 6 GBR 6 THA
7 AUS 7 LVA 7 CHL
8 SWE 8 ITA 8 BGR
9 USA 9 RUS 9 MEX
10 SVN 10 SVK 10 URY
11 ROU 11 ISR 11 TUN
12 TUR 12 LTU 12 COL
13 IDN 13 HUN 13 BRA

Hemos observado que a medida que aumentamos el tiempo de carga, mejor es la solucién
que obtenemos, al menos en el sentido de aproximacién al objetivo inicialmente planteado. Es
decir, mas homogéneos son los grupos internamente, y més heterogéneos externamente, sin em-
bargo, esta matriz no resulta 1til para comparar los algoritmos utilizados.

Otro punto muy importante a comentar sobre el algoritmo es la importancia que tiene en la
actualidad este tipo de modelos. Durante el pasado mes de mayo de 2024, en el congreso Inter-
national Symposium on Combinatorial Optimization se presenté el paper Cycle of Clusters,
anadido a la bibliografia del trabajo, una investigacién cuyo objetivo es generar clusters de
individuos (como se entiende, homogéneos internamente y heterogéneos respecto a los demés),
y después ordenarlos entre si. Como vemos, el alcance de dicha investigacion es muy similar
al nuestro, sumando que nosotros ordenamos ademas internamente los clusters, anadiendo de
esta manera un punto de complejidad y sofisticacién al resultado.

Gracias a dicha investigacién, obtenemos ideas sobre cémo acortar el tiempo de procesa-
miento del modelo; por ejemplo, mediante restricciones de desigualdad, ya sean triangulares, de
particién, o de subviaje, que se detallan en el paper de la investigacién. Gracias a la asistencia
a este congreso de la tutora Mercedes, podemos entender como de relevante es el modelo que
estamos creando, y como de actual es este tema en la Investigaciéon Operativa.

4.4. Comparacion de algoritmos

Debido al tiempo de procesamiento que requiere el nuevo modelo formulado para resolver
cualquier matriz grande, hemos recortado la matriz de los datos PISA a 12 individuos para
poder hacer pruebas y comparar como funciona nuestro modelo respecto al LOP.

Para poder tener unas comparaciones efectivas, debemos comparar qué soluciéon nos ofrece
el LOP para dicha matriz, qué solucién ofrece nuestro modelo, y cémo de buena es la solucién
si forzamos el resultado del LOP en nuestro modelo, lo que equivale a partir la solucion del
LOP en tantos grupos como hayamos probado en nuestro modelo. En la siguiente T'abla 4. 4.1,
se podra consultar el resultado ordenar los individuos con los tres criterios mencionados. Des-
tacamos ademas, que, para ahorrar espacio en el documento, adjuntaremos el coédigo de Lingo,
junto a las matrices utilizadas en el Anexo del trabajo.
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Tabla 3.5.1: Solucién nuevo modelo con datos PISA

Clasificacion LOP Clasificacion Modelo LOP aplicado al Modelo
1 SGP 1 SGP 1 SGP
2 HKG 2 HKG 2 HKG
3 FIN 3 FIN 3 FIN
4 DEU 4 ESP 4 DEU
5 ESP 5 DEU 5 ESP
6 NOR 6 NOR 6 NOR
7 ISR 7 ISR 7 ISR
8 ROU 8 COL 8 ROU
9 THA 9 ROU 9 THA
10 COL 10 THA 10 COL
11 IDN 11 IDN 11 IDN
12 BRA 12 BRA 12 BRA

Para dichos resultados cabe destacar que el modelo que nosotros hemos programado con-
sidera 3 grupos con 4 individuos para cada uno, por lo que las dos ultimas columnas de la
Tabla 4.4.1 | Clasificacion Modelo, y LOP aplicado al Modelo, se dividen en grupos cada 4
individuos, esto no lo hemos representado porque no es relevante para el analisis de los resul-
tados.

Como apreciamos, existen diferencias entre el resultado que nos ofrece el LOP y el que
ofrece el Modelo, cambiando el orden de los paises ESP — DEU — ROU — COL —THA. Lo
que buscamos encontrar ahora es si el modelo que hemos creado mejora la soluciéon del LOP,
para ello nos centraremos en los objetivos de los modelos, los cuales son los siguientes:

= LOP: 52,11
= LOP aplicado al Modelo: 1,17989
= Modelo: 1,276524

Vistos los resultados, y sabiendo que el objetivo del Modelo es maximizar el objetivo, pode-
mos concluir de esta forma, que existen diferencias entre el LOP (comparar todos los individuos
posibles), con nuestro modelo (comparar solo aquellos individuos que clasificamos en el mismo
grupo), vy que ademads esta diferencia es ventajosa por un lado, en cuanto a resultado obtenido,
y por otro, en cuanto a diversidad de la respuesta. Especificamente, la solucién del Modelo
mejora el ajuste del LOP en un 8,2 %, por lo que existe un incremento significativo. Destaca-
mos ademds de estos tres puntos mencionados arriba, que la respuesta del LOP no se puede
comparar con los otros dos por tener un objetivo completamente distinto, pero es ttil como
informacion que refleja las tres soluciones.
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5. Propuesta aplicacion modelo para Universidad Mi-
guel Hernandez

En este apartado describiremos la propuesta que pretendemos hacer para la Universidad
Miguel Hernandez, en la que detallaremos comos se puede aplciar el Modelo que hemos inven-
tado, para ofrecer una alternativa que mejore un sistema de clasificacién que utiliza un criterio
poco robusto. El foco de la propuesta no es otro que dar valor al trabajo realizado destacando
que no se trata simplemente de un avance tedrico en el campo de la Investigaciéon Operativa,
sino que ademads tiene relevantes implicaciones practicas, y que pueden empezar a ser aplicadas
en sistemas internos de la Universidad.

5.1. Contexto de la propuesta

La Universidad Miguel Herndndez homenajea anualmente a los mejores estudiantes de cada
grado universitario, para dicho reconocimiento, el criterio de seleccion se basa en la media global
del total de asignaturas que se cursan durante los cuatro anos de carrera, y aquel expediente con
mayor media es premiado por su trabajo. Mientras trabajabamos en la creacién del algoritmo,
surgié internamente la idea de ofrecer otro criterio sobre el sistema de clasificacion de alumnos.

5.2. Objetivo

Con esta propuesta buscamos demostrar que el criterio de clasificacién que utiliza la media
para reflejar el orden de los individuos no resulta el mas robusto, y menos en este tipo de
casos donde disponemos de una gran cantidad de datos para trabajar, donde ademas existen
casos en los cuales el alumno graduado ha cursado un nimero distinto de asignaturas que sus
companeros por haberlas convalidado.

Con esta demostracion, pretendemos poder trabajar conjuntamente con departamentos in-
ternos de la Universidad Miguel Herndandez para ayudar a escoger el mejor expediente de cada
promocion de una forma més sensata, y teniendo en cuenta la informacion del niimero total de
asignaturas cursadas.

5.3. Datos y modelo

Aunque nos hubiera gustado poder trabajar con datos reales para hacer la aplicaciéon sobre
un caso ya existente, no ha sido posible tener acceso a estos de ninguna manera, por lo que
hemos tenido que simular las 40 notas de 12 alumnos para poder trabajar. Esta simulacion se
ha realizado en Fxcel, y los datos se han trabajado en R — Studio para luego pasarlos a Lingo y
poder obtener resultados. Se pueden consultar los datos utilizados en el Anexo en la descripcién.

Los datos se han creado aleatoriamente utilizando valores comprendidos entre el 5 y el 10,
esto es asi porque no puede ser considerado ningiin alumno para el premio extraordinario, si no
ha finalizado la carrera, y para ello se requiere haber superado todas las asignaturas. Respecto
a la simulacion de los datos, las 12 observaciones han quedad muy centradas en torno al 8,5,
por lo que los resultados no seran totalmente fieles a la realidad de las universidades.

Respecto a nuestro modelo, es importante comentar que vamos a trabajar tal y como lo
hemos hecho durante las anteriores aplicaciones, con 3 grupos de 4 individuos cada uno, por
lo que en la Tabla 5.4.1, habra que tener en cuenta que existe separacion de grupos cada 4
individuos.
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5.4. Solucion

Para la base de datos que hemos escogido sobre estos 12 individuos, no apreciamos cam-
bios notables en las primeras posiciones. Esto se debe en primer lugar a que la base de datos
no representa fielmente la distribucion de las notas de los estudiantes, y no existe forma de
encontrar dicha distribucién porque no disponemos de ningunos datos originales que sirvan de
guia. En segundo lugar, y quitando el efecto de la base de datos, si no existieran cambios, o
modificaciones en el orden de la clasificacion podria ser una mera coincidencia en los datos,
pues el criterio de ordenamiento es completamente distinto.

Como apreciamos con los siguientes resultados, patentes en la T'abla 5.4.1, al igual que se
producen cambios en las posiciones mas bajas, esto se podrian haber dado en las mas altas
obteniendo un resultado totalmente distinto de los premios extraordinarios.

Para entender la Tabla 5.4.1, destacamos que cuando indicamos, A.X, siendo X un valor
entre uno y doce, hacemos referencia a Alumno.X el nimero que lo identifica para poder llevar
un seguimiento de su variacién a media que aplicamos los distintos resultados.

Tabla 3.5.1: Solucién nuevo modelo con datos PISA

Clasificacién media Clasificaciéon LOP Clasificacién Modelo
A2 A12 A2
A8 A8 A9
A9 A9 A8
A2 A2 A2
A6 A6 A6
AT A.7 AT
A3 A3 A3
A4 Al A.10
Al A.10 Al
A1l A4 A1l
A.10 A1l A4
A5 A5 A5

Como hemos comentado antes, las posiciones més bajas son las que mas cambios tienen,
pero se debe a una mera coincidencia, pues los datos se han calculado de una forma aleatoria,
y no siguiendo ningun tipo de distribucion, por lo que la tnica forma de probar el cambio que
produciria dicho algoritmo en la préactica seria obteniendo los datos reales.
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6. Conclusion del trabajo

En este 1iltimo apartado de redaccién, comentaremos las conclusiones que obtenemos des-
pués de muchos meses de trabajo sobre este algoritmo, asi como las asunciones que podemos
hacer de cara a un futuro.

En primer lugar, hay que destacar que gracias a esta investigacion, existe un avance en la
clasificacién de individuos y una mejora respecto al modelo original LOP, pues ahora estamos
dividiendo en grupos internamente homogéneos y externamente heterogéneos, que a su vez se
clasifican internamente de mayor a menor. Sabemos que existe una mejora, porque en primer
lugar obtenemos una solucion distinta al LOP, es decir, no es lo mismo clasificar comparando
todos los individuos entre si, que hacerlo comparando inicamente aquellos que forman parte del
mismo grupo y, en segundo lugar, porque al hacerlo asi es, como se ha visto en el documento,
mejor.

Por otro lado, es importante comentar como punto negativo sobre el algoritmo que hemos
realizado, el tiempo de carga que requiere para encontrar soluciones. Resulta muy contrapro-
ducente tener que esperar la cantidad de horas vistas en el documento para poder concluir y
avanzar con las investigaciones, este hecho ha ralentizado los avances. Esto se puede dar por-
que, uno, en nuestro modelo (por una cuestiéon de tiempo), no podemos anadir restricciones
desigualdad que agilicen la busqueda del objetivo, y con las cuales adelantariamos muchas horas
de trabajo, y/o dos, porque el software que utilizamos no es realmente potente para el célculo
de problemas de esta dimension, que requieren consecuentemente un numero de restricciones
realmente alto.

Apoyando dicho punto negativo, seria muy interesante continuar dicha investigacién anadien-
do las restricciones de desigualdad comentadas para poder estudiar matrices mucho mas gran-
des con mucho menor tiempo de carga, seria en este momento cuando el Modelo conseguiria su
maximo potencial logrando alcances sorpresivos para muchos campos.

Divagando sobre estos alcances, podriamos crear ranquines de todo tipo, con tamanos de
grupos sin restricciones para estudiar otro tipo de informacién que requiere de un volumen de
datos mas grande, por ejemplo, ciudades de un pais, restaurantes de una provincia, ranquines
deportivos, y otras muchas opciones que irfan apareciendo a medida que se indagara mas en el
problema.

Otro de los puntos en los que se puede seguir trabajando en este Modelo es en la asignacion
de individuos por grupo. Actualmente, somos nosotros los que debemos indicar manualmente
la distribucién equitativa (o no) de los individuos en cada grupo, sin embargo, podria ser muy
interesante obtener el valor éptimo dejando que el algoritmo elija la distribucién que requiera.
Este problema ha estado rondando en nuestras cabezas durante todos estos meses, y ahora mas
que nunca antes parece muy factible gracias a la alta calidad del modelo que hemos generado,
sin embargo, y como hemos ido comentando, por una cuestion de presupuesto temporal hemos
tenido que abandonar la tarea.

Aligual que queremos anadir en el Anexo esos modelos y pruebas que no han dado resultado,
también consideramos oportuno comentar como hemos hecho en el parrafo anterior, esos puntos
que han quedado pendientes, con el dnimo de volver tan pronto como sea al documento y ser
capaces de continuar por donde lo hemos dejado sin perder las ideas que tenemos, ademas de
que puedan servir de ayuda para futuros investigadores que quieran ilustrarse con nuevas ideas.
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8. Anexo

8.1. Bases de datos utilizadas

Tabla 8.8.1: Base de datos PISA cruda

CNT UNIT SCHOOLID PVMATH PVREAD PVSCIE
ESP 4679 486 442.73 4477.75 453.64
MEX 9054 13 336.9 322.45 324.39
CHL 3212 116 474.26 475.58 486.53
LTU 8637 21 442.91 456.58 467.1
EST 2157 62 464.49 454.55 513.6
MEX 10309 1269 392.12 375.89 395.79
LTU 8729 114 386.97 424.19 425.57
POL 11079 17 537.07 540.89 508.04
MEX 9110 69 411.51 410.07 421.31
IDN 6754 58 366.49 398.25 397.94
CHE 3014 329 539.16 509.31 501.88
BRA 1387 424 407.09 417.19 398.75
AUS 476 476 560.61 548.59 958.02
DEU 4032 69 459.13 468.95 474.94
HUN 6521 28 479.74 497.81 518.64
MEX 9302 261 534.13 581.3 532.09
RUS 11565 141 437.54 428.24 427.8
GBR 6140 302 459.91 463.54 484.62
NZL 11030 145 391.88 373.23 359.76
CHE 2967 282 459.68 452.47 421.51
RUS 11503 () 582.94 503.93 526.17
JPN 8349 80 659.02 663.32 657.33
LVA 9000 170 506.52 479.41 519.27
SVN 12150 100 479.47 438.35 497.54
THA 12742 150 393.27 395.57 416.32
MEX 9384 343 428.69 391.72 403.65
THA 12770 178 414.19 425.64 415.53
ESP 4518 325 510.95 495.44 499.96
ESP 4996 803 491.24 482.92 511.83
MEX 10011 971 390.1 387.64 373.03
AUS 617 617 507.84 519.99 515.19
SVK 11936 114 483.02 469.17 482.76
AUS 750 750 453.97 468.06 481.79
HUN 6669 177 348.27 346.64 376.49

Acceso a la tabla completa en el siguiente enlace Link

Acceso a tabla formato csv en el siguiente enlace Link
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Tabla 8.8.1: Base de datos universidad cruda (1)

Al A2 A3 Ad A5 A6
9,81 7.15 7.27 8,23 9,96 9,46
9,92 7.52 9,47 8,22 7.39 9,27
8,07 9,65 8,41 9,38 7,96 8,77
7.38 9,3 8,44 9,57 7,03 7,65
7,26 9,12 7,01 7,67 9,75 7.41
9,96 7,51 7.88 8,41 7.41 7.89
7,65 7,77 7,12 8,38 9,32 8,53
7.18 8,31 751 8,4 9,7 7,69
7,64 8,07 9,58 7 8,35 7,96
7,22 9,57 9,36 7.79 9,96 7,08
9,11 7,21 9,44 9,04 7.8 9,61
8,44 8,37 9,21 8,68 7,97 8,03
8,17 9,07 8,9 7,36 9,83 8,96
7.79 8,1 7,21 7.85 7.35 8,68
9,27 8,65 7,01 7,22 7,63 7,94
8,47 9,3 8,34 8,2 9,13 8,85
8,48 8,39 7,53 8,75 9,23 9,35
9,65 8,64 7,97 8,32 7,97 7,76
75 9,31 8,82 9,36 9,22 9,22
8,04 7,66 8,16 8,36 7,91 8,43
8,08 7,58 8,7 7.81 7.45 7,78
8,39 9,29 9,39 8,81 7,51 8,36
9,29 0,48 9,33 9,51 9,71 9,26
9,6 8,13 8,03 7.9 8,57 9,49
8,79 9,57 7,38 7.2 748 9,73
8,13 7,57 9,67 7,42 7,48 8,33
8,91 8,73 7.17 8,73 7,83 7,7

8,28 8,74 8,51 8,12 7,85 9,93
8,42 7.81 9,85 9,3 7,92 7,05
7.3 7,95 7,51 8,1 7,42 7,02
7,61 8,05 9,32 9,18 8,58 9,96
9,93 7,14 7,91 9,99 7,62 9,55
8,03 9,12 8,52 7.19 9,19 7,59
7,01 7,33 8,55 754 7.18 9,76
9,13 9,82 8,13 8,07 8,11 7.25
7.45 9,49 7,73 7.35 8,27 7,18
7,03 8,13 8,01 8,68 7.1 8,25
7,24 8,99 9,89 8,42 7.98 7.11
8,51 9,64 9,21 7,64 9,38 8,8

9,7 7,27 7,39 9,14 7,27 9,3
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Tabla 8.8.1: Base de datos universidad cruda (2)

AT A8 A9 A10 Al A12
7 8,99 9,08 7.35 8,13 8,35
7,57 7,63 7,46 9,53 9,36 8,66
9,61 8,15 9,16 8,25 7.18 7,74
9,74 8,53 7,08 9,68 9,01 8,99
8,29 9,56 9,15 9,84 7.24 8,79
9,39 7,43 7,38 7,14 7,36 9,93
7,01 7.12 8,53 8,15 7,76 8,76
9,69 7,25 7,39 7.1 7,07 7,61
9,18 9,78 7,36 7,69 8,01 9,15
9,95 9,98 9,48 8,01 9,13 8,57
7.85 9,87 9,16 8,45 9,43 9,7

8,96 9,83 9,04 8,66 78 7,14
8,11 8,94 9,47 7.88 8,18 7,15
8,62 9,19 8,65 7.89 9,71 8,4

8,46 7,08 8,18 8,38 7.67 7,7

8,45 8,62 7,73 8,6 8,67 9,98
9,81 9,21 9,61 8,49 7.7 9,3

9,48 8,75 7,96 7,25 8,17 9,72
8,49 7.19 9,96 7,22 9,29 811
8,33 9,56 7,11 9,66 8,34 8,41
8,82 8,25 9 8,71 7,89 7.5

7,73 8,45 7,77 7.53 7.4 8,37
9,41 9,85 9,61 755 8,5 9,79
9,13 7,61 9,28 9,28 9,83 8,09
8,04 9,91 8,2 7,73 7,96 9,29
8,37 7,97 8,65 9,01 7.59 9,69
8,21 10 8,01 7,42 9,21 7.7

7.11 8,75 9,79 8,15 9,42 8,87
7.13 7,62 8,66 9,51 8,61 7,75
7,76 8,81 8,03 9,24 9,64 8,45
7.81 8,54 8,87 7.39 7,82 9,49
7,29 9,2 8.8 7,44 7,94 9,68
8,61 8,05 8,3 7.72 8,52 8,94
8,49 8,75 8,38 9,39 7,63 9,77
9,57 7,81 7,31 8,77 7.84 7.92
7.71 8,21 7,86 9,84 8,55 7.11
7,69 9,66 8,56 9,04 8,2 8,59
75 8,02 7,46 9,67 7 8,71
7.85 7,57 9,83 754 9,79 9,14
7.83 8,84 7,51 7.13 7,29 8,25
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8.2. Programacion R-Studio para consecucién de matrices

Cédigo utilizado para obtencién de matrices de preferencia PISA

#library (tidyverse)
library (backports)

#Carga de datos

datos=read.table ("DATOS_PISA2012.txt”, header=T, sep="", dec=".")
datos

datos$CNT=as . factor (datos$CNT)

datos

paises=levels (datos$CNT)

base _mates=vector (mode="1ist” , length=length(paises))
for (i in 1l:length(paises)){

x=data .frame (subset (datos ,(N==paises [i]))

x=cbind (x[1] ,x[4])

base _mates [[1]]=x
}
base _read=vector (mode="1ist” , length=length(paises))
for (i in 1l:length(paises)){

x=data . frame (subset (datos ,(N==paises [i]))

x=cbind (x[1],x[5])

base_read [[i]]=x
}
base _read
base_scie=vector (mode="1list” , length=length(paises))
for (i in 1:length(paises)){

x=data.frame (subset (datos ,C(N=paises [i]))

x=cbind (x[1] ,x[6])

base_scie [[1]]=x
}
base_scie
length (base _mates)=—length (paises)

dim=length (base _mates)
matriz=matrix (0 ,nrow=dim, ncol=dim)
colnames (matriz)=paises [1:dim]|
rownames( matriz )=paises [1:dim]|
View (matriz)

#

contador=0
for (¢ in 1:(dim—1)){
for (d in (c+1):(dim)){
contador=0
for (i in l:nrow(base_mates|[[c
for (j in 1:nrow(base_mates |
contador=(contador+ifelse (

)

1)){
dJ])

A

}
}

matriz [c,d]=contador

}
}
matriz
View (matriz)

#
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contador=0
for (¢ in 1:(dim—1)){
for (d in (c+1):(dim)){
contador=0
for (i in l:nrow(base_read[[c]])){
for (j in l:nrow(base_read[[d]])){
contador=(contador+ifelse (b
}

}
matriz [c,d]=contador
}
}
matriz
View (matriz)
write.csv(matriz, "matriz_pisa_read.csv”)

#
7#

contador=0
for (¢ in 1:(dim—1)){
for (d in (c+1):(dim)){
contador=0
for (i in 1l:nrow(base_scie[[c]])){
for (j in 1l:nrow(base_scie[[d]])){
contador=(contador+ifelse (b
}
}
matriz [c,d]=contador

}

}

matriz

View (matriz)

write.csv(matriz, "matriz_pisa_scie.csv”)

# MATRIZ MATES
matriz=read.csv2(” matriz_pisa.csv”  sep=",")

rownames( matriz )=matriz [ ,1]
matriz=matriz [ ,2: ncol(matriz) ]
View (matriz)
matriz2=matrix (0 ,nrow=dim, ncol=dim)
for (i in 2:nrow(matriz)){

for (j in 1:(i—1)){

matriz2 [i,j]=((nrow(base_mates[[1]]) )*(nrow(base_mates[[j]])))

}
}

View (matriz2)
colnames (matriz2 )=rownames(matriz2 )=colnames (matriz)
View (matriz2)

nrow ( base _mates [[1]]) *xnrow( base _mates [[24]])

matrizb=matriz2—t (matriz)
View (matrizb)

for (i in 2:nrow(matriz)){
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for (j in 1:(i—1)){
matriz [i,]j]=matrizb[i,]]

}
}
View (matriz)

# MATRIZ READ

2 7

matriz=read.csv2(” matriz _pisa_read.csv” ;sep=",")
rownames( matriz )=matriz [ ,1]

matriz=matriz [ ,2: ncol(matriz) ]

View (matriz)

matriz2=matrix (0 ,nrow=dim, ncol=dim)
for (i in 2:nrow(matriz)){
for (j in 1:(i—1)){
matriz2 [i,]j]=((nrow(base_read[[1]]) )*(nrow(base_read[[j]])))

}
}

View (matriz2)
colnames (matriz2 )=rownames( matriz2 )=colnames(matriz)
View (matriz2)

nrow(base _read [[1]]) #nrow (base _read [[24]])

matrizb=matriz2—t (matriz)
View (matrizb)
for (i in 2:nrow(matriz)){
for (j in 1:(i—1)){
matriz [i,j]=matrizb[i,j]
}
}
View (matriz)

write.csv(matriz ,” matriz _pisa2_read.csv” ,row.names= F)

# MATRIZ SCIE
matriz=read.csv2(” matriz _pisa_scie.csv” sep=",")
rownames( matriz )=matriz [ ,1]

matriz=matriz [ ,2: ncol(matriz) ]

View (matriz)

matriz2=matrix (0 ,nrow=dim, ncol=dim)

for (i in 2:nrow(matriz)){
for (j in 1:(i—1)){
matriz2 [i,j]=((nrow(base_mates [[i]]) )*(nrow(base_mates[[j]])))

}
}

View (matriz2)
colnames (matriz2 )=rownames(matriz2 )=colnames(matriz)
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View (matriz2)

nrow ( base _mates [[1]]) *nrow( base _mates [[24]])

matrizb=matriz2—t (matriz)
View (matrizb)

for (i in 2:nrow(matriz)){
for (j in 1:(i—1)){
matriz [1,]j]=matrizb[i,]]
}
}
View (matriz)
## ejemplo de comprobacion — perfecto

write.csv(matriz ,” matriz _pisa2_scie.csv”)

which (verdad=—FALSE)
verdad

write.csv(matriz ,” matriz _pisa2_scie.csv” ,row.names=F)

matriz=read.csv2(” matriz_pisa2_scie.csv” ,sep=",")
matriz

nombres=colnames(matriz)

rownames( matriz )=nombres

verdad=c ()
for (i in 1:38){
for(j in (i+1):39){
verdad=c(verdad ,matriz [i,j]+matriz[j,i]==nrow(base_mates[[1]])*nrow(base_

mates [[j]]))
}
}

verdad
which (verdad=="TRUE" )
(39%39—39) /2==length (which(verdad=="TRUE" ) )

View (matriz)
### Visor de matrices #4#

#1) Read
matriz=read.csv(” matriz _pisa2 _read.csv”)
rownames( matriz )=colnames (matriz )
View (matriz)

#2) Scie
matriz=read.csv(” matriz_pisa2_scie.csv”)
rownames( matriz )=colnames (matriz )
View (matriz)

#3) Mat
matriz=read.csv(” matriz_pisa2 _mat.csv”)
rownames( matriz )=colnames(matriz)
View (matriz)
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## Cambio de matrices a tanto por 1 ##
# Mat

matriz=read.csv(”matriz _pisa2_mat.csv”)

rownames( matriz )=colnames (matriz )

View (matriz)

matriz _nueva_mat=matrix (0 ,ncol=39,nrow=39)
for (i in 1:39){
for (j in 1:39){
matriz _nueva_mat[i,j]=matriz[i,j]/(matriz[i,j]+matriz[j,i])
}
}

matriz _nueva_mat|[is.na(matriz _nueva_mat)]=0

matriz _nueva_mat=round ( matriz _nueva_mat, digits=4)

View (matriz _nueva _mat)

write.csv(matriz _nueva_mat,” mat_norm_mat.csv” ;row.names=F)
# Scie

matriz=read.csv(” matriz _pisa2 _scie.csv”)

rownames( matriz )=colnames (matriz )

View (matriz)

matriz _nueva_scie=matrix (0,ncol=39 nrow=39)
for (i in 1:39){
for (j in 1:39){
matriz _nueva_scie [i,]j]=matriz[i,j]/(matriz[i,j]+matriz[j,i])
¥
}

matriz _nueva_scie [is.na(matriz_nueva_scie)]=0

matriz _nueva_scie=round(matriz _nueva_scie ,digits=4)

View (matriz _nueva_scie)

write.csv(matriz _nueva_scie ,”mat_norm_scie.csv” ,row.names=F)
# Read

matriz=read.csv(” matriz_pisa2_read.csv”)

rownames( matriz )=colnames (matriz )

View (matriz)

matriz _nueva_read=matrix (0 ,ncol=39,nrow=39)
for (i in 1:39){
for(j in 1:39){
matriz _nueva_read[i,j]=matriz[i,j]/(matriz[i,j]+matriz[j,i])
}
}

matriz _nueva_read[is.na(matriz _nueva_read)]=0

matriz _nueva_read=round (matriz _nueva_read, digits=4)

View (matriz _nueva_read)

write.csv(matriz _nueva_read,”mat_norm_read.csv” ,row.names=F)

C:C ( 9 SGP77 , 77I_I[<G7’ , 9 IDN77 , 2 BRA77 )
seis=matrix (0 ,nrow=6,ncol=6)

matriz=read.csv(” matriz_pisa2 _mat.csv”)
paises=colnames(matriz)
colnames (matriz _nueva_mat)=paises
rownames( matriz _nueva_mat)=paises
for (i in 1:6){

for(j in 1:6){
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A=c|i]
B=c[j]
seis [i,j]=matriz _nueva_mat[A,B]

}
}

seis

mates=read . csv(”mat_norm_mat.csv”)
View (mates)

sumas=rowSums ( mates)

frame=data . frame ()

for (i in 1:39){
frame[i,1]=as.numeric(sumas[i])

}

frame

row .names(frame)=paises
frame

frame <— arrange (frame, vl)
library (dplyr)

# Prueba 2 matriz solucionada

mates=read.csv2(”mat_norm_mat.csv” ;sep=",")
colnames (mates)=paises

row.names(mates)=paises

View (mates)

eleccion=c (”SGP” ,”BRA” ,”DEU” ,”ROU” ;”ESP” ,”ISR”)
matriz62=matrix (nrow=6,ncol=6)

colnames (matriz62)=eleccion
row.names(matriz62)=eleccion

for (i in eleccion){
for(j in eleccion){
matriz62 [i,j]=mates[i,]]
}
}

View (matriz62)
write.csv(matriz62 ,” matriz62.csv”)

#
datos=read . table ("DATOS_PISA2012. txt” , header=T, sep="", dec=".")

datos$CNI=as. factor (datos$CNT)
paises=levels (datos$CNT)

mates=read.csv2(”mat_norm_mat.csv” ,sep=";")

colnames (mates)=paises

row.names(mates)=paises

View (mates)

eleccion=c (”SGP” ,”BRA” ,”DEU” ,”ROU” ,”ESP” ,”ISR” ,”COL” ,”HKG” ,” FIN” ,”THA” ,”NOR” ,”
IDN”)

matrizl2=matrix (nrow=12,ncol=12)

colnames (matrizl2)=eleccion

row.names( matrizl2)=eleccion

for (i in eleccion){

for(j in eleccion){
matrizl2[i,j]=mates[i,]]
}
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}

View (matrizl2)
write.csv(matrizl2 ,” matrizl2.csv” ;row.names=F)
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Cédigo utilizado para obtencién de matrices de preferencia de universidad

umh=read .csv2(”datosumh.csv”)

umh=umh | ,2:13]

umh

precedencias _umh=matrix (0 ,ncol=12 nrow=12)

contador=0
for (¢ in 1:11){
for (d in (c+1):12){
contador=0
for (i in 1:40){
for (j in 1:40){
contador=(contador+ifelse (umh[i,c]>umh[j,d],1,0))
}
}

precedencias _umh[c,d]=contador
}
}
precedencias _umh

contador=0
for (c in 1:11){
for (d in (c+1):12){
contador=0
for (i in 1:40){
for (j in 1:40){
contador=(contador+ifelse (umh[i,d]>umh[j,c],1,0))
}
}
precedencias _umh[d,c]=contador

}
}

write.csv(precedencias _umh,” precedencias _umh. csv” ,row.names=F)
precedencias _umh_norm=matrix (0,ncol=12 nrow=12)
for (i in 1:12){

for(j in 1:12){
if(i = j){

precedencias _umh_norm[i, j] =0
}
else {
precedencias _umh_norm[i, j] = precedencias_umh[i, j] / (precedencias_umh][i

} , j] + precedencias_umh[j, i])
}
}

precedencias _umh_norm
write.csv(precedencias _umh_norm,” precedencias _umh_norm.csv” ,row.names=F)
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8.3. (Cddigo de programacion Lingo para obtencion de resultados

Cédigo utilizado para obtener solucién del LOP - datos PISA

MODEL:

SETS:
EJE_I/EI1..EI39/;
EJE_J/EJ1..EJ39/;
MATRIZ(EJE_I ,EJE_J): MAT,X;

ENDSETS

DATA:

MAT= 0,0.7616,0.9321,0.4076,0.4003,0.7451,0.9308,0.4581,0.4324,0.4906,
0.3515,0.3953,0.5037,0.5284,0.2273,0.6248,0.9386,0.5975,0.5603,0.3244 ,
.2436,0.6186,0.5356,0.8721,0.3983,0.5056,0.4769,0.3398,0.7396,0.5883,
.1834,0.5837,0.6282,0.5492,0.7354,0.9204,0.7549,0.8564,0.5561,0.2384,
,0.7444,0.1798,0.1737,0.4853,0.706,0.2375,0.2261,0.2253.,0.142,0.1729,
.2865,0.2455,0.0957,0.382,0.7336,0.3517,0.315,0.1512,0.1052,0.3204 ,
.245,0.5665,0.2033,0.2218,0.223,0.1415,0.4326,0.2856,0.0735,0.3155 ,
.3652.,0.257,0.4586,0.6871,0.4814,0.5999,0.2685,0.0679,0.2556,0,0.042,
.0372,0.2409,0.4288,0.088,0.0795,0.0594,0.0267,0.0442,0.1133.,0.0616,
.0199,0.1776,0.4764,0.1581.,0.1255,0.0391.,0.0219,0.103,0.061,0.271,0.063,
.0516,0.0576,0.029,0.1703,0.079,0.0114,0.1225,0.1469,0.0704,0.197,
.4202,0.2125,0.3407,0.074,0.5924,0.8202,0.958,0,0.491,0.8041,0.9599,
.534,0.4987,0.5967,0.4347,0.489,0.553,0.6298,0.2707,0.6915,0.9676 ,
.6733,0.6294,0.3852,0.2861,0.7141,0.6461,0.9291,0.4565,0.6234,0.5633,
.423.,0.8115,0.6927,0.2172,0.6736,0.6929,0.6654,0.7905,0.9525.,0.7983,
.9093,0.6566,0.5997,0.8263,0.9628.,0.509,0,0.8098,0.9656,0.5469,
.5198,0.5978,0.4491,0.4969,0.5759,0.6335,0.3012,0.7006,0.9714,
.6809,0.642,0.4057,0.3203,0.7147,0.6461,0.9318,0.4817,0.6215,0.5744,
.4358,0.8165,0.6921,0.2499,0.6783,0.7048,0.6604,0.7997,0.9581,
.8103,0.9121,0.6582,0.2549,0.5147,0.7591,0.1959,0.1902,0,0.7218,
.2505,0.2362,0.2453,0.1589,0.1936,0.2905,0.2652,0.1002,0.3962,
.7507,0.3667,0.3275,0.1587,0.1061,0.339,0.2686,0.58,0.2106,0.2472,
.2404,0.1571,0.4487,0.3063,0.0723,0.3341,0.3756,0.2817,0.4682,
.6966.,0.4853.,0.6183,0.2877,0.0692,0.294,0.5712,0.0401,0.0344,
.2782,0,0.0923.,0.0866,0.058,0.0224,0.0423,0.1281,0.0618,0.0186,
.2027,0.5493,0.1773,0.1411,0.0403,0.0213,0.1121,0.0605,0.3149,
.0692,0.0469,0.0601,0.0254,0.1981,0.083,0.0099,0.1329,0.1686,
.0701,0.2321,0.4819,0.2506,0.3926,0.0769,0.5419,0.7625,0.912,
.466,0.4531,0.7495,0.9077,0,0.479,0.537,0.4164,0.4541,0.5463,

5654 ,0.2868,0.6457,0.9157,0.6265,0.5927,0.38,0.3143,0.6409,0.5716 ,
.8534,0.4476,0.5474,0.5208,0.4005,0.7401,0.6155,0.2565,0.6129,0.6489 ,
.5822,0.7378,0.8989,0.752,0.8438,0.5898,0.5676,0.7739,0.9205,0.5013,
.4802,0.7638,0.9134,0.521,0,0.5673,0.4563,0.4937,0.571,0.5885,0.3061,
.6626,0.9239,0.6513,0.6141,0.4031,0.3432,0.6585,0.5963,0.8544,0.465,
.5749,0.5488,0.4331,0.7504,0.6362,0.2884,0.6307,0.6631,0.6052,0.7458,
.9021,0.7532,0.8523,0.6151,0.5094,0.7747,0.9406,0.4033,0.4022,0.7547,
.942.,0.463,0.4327,0,0.3343,0.3857,0.4916,0.5446,0.2112,0.6328,0.9497,
.602,0.5626,0.3144,0.2219,0.6386,0.5554,0.8951,0.3968,0.5254,0.4782,
.3326,0.7596,0.6102,0.1511,0.6015,0.6363,0.5735,0.7459,0.9328,0.7639,
.8749.,0.5699,0.6485.,0.858,0.9733,0.5653,0.5509,0.8411,0.9776,0.5836 ,
.5437,0.6657,0,0.5586,0.5896,0.6902,0.3069,0.7349,0.9836,0.7254,
.6753,0.4291,0.3193,0.7698,0.7108,0.9608,0.4981,0.6947,0.6204,0.4827,
.8541,0.7537,0.2529,0.7263,0.7344,0.734,0.8255,0.9702,0.828,0.9375 ,
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.7219,0.6047,0.8271,0.9558,0.511,0.5031,0.8064,0.9577,0.5459.,0.5063 ,
.6143,0.4414,0,0.5455,0.6461,0.2724,0.6982,0.9658,0.6819,0.6334,
.3892,0.2812,0.729,0.6663,0.9349,0.4629,0.6481,0.573,0.4327,0.8206 ,
.7114,0.2103,0.6882,0.6975,0.6906,0.7935,0.9508,0.7982,0.9133,
.6749,0.4963,0.7135,0.8867,0.447,0.4241,0.7095,0.8719,0.4537,0.429 ,
.5084,0.4104,0.4545.,0,0.5163,0.2489,0.6036,0.8846,0.5949,0.5485,
.3455,0.2714,0.5876,0.5275,0.7888,0.3879,0.5107,0.4858,0.3826,0.6775,
.562,0.234,0.5594,0.5935,0.5379,0.6814,0.851,0.6889,0.7977,0.5486 ,
4716,0.7545,0.9384,0.3702,0.3665,0.7348,0.9382,0.4346,0.4115,0.4554 ,
.3098,0.3539,0.4837,0,0.2033,0.609,0.9457,0.5756,0.5399,0.2972,0.2192,
.5961,0.5052,0.8717,0.3803,0.471,0.4464,0.3042,0.7292,0.5635,0.1546 ,
.5626,0.6139,0.5184,0.7275,0.9258,0.7509,0.8556,0.5263,0.7727,0.9043 ,
.9801,0.7293,0.6988,0.8998,0.9814,0.7132,0.6939,0.7888,0.6931,0.7276,
.7511,0.7967,0,0.8228,0.9862,0.8299,0.7945,0.6028,0.5424,0.8458,0.8078,
.19661,0.656,0.7978,0.7612,0.6543,0.8985,0.8345,0.4806,0.8152,0.8265,
.8154,0.884,0.9789,0.8802,0.9545,0.8226,0.3752,0.618,0.8224.,0.3085,
.2994,0.6038,0.7973,0.3543,0.3374,0.3672,0.2651,0.3018,0.3964,0.391,
.1772,0,0.818,0.4755,0.4375,0.2487.,0.1906,0.466,0.3962,0.6934,0.3063 ,
.373,0.3555,0.2578,0.5714,0.4373,0.1474,0.4496,0.4894,0.4079,0.5791,
.7783,0.5939,0.7123,0.4139,0.0614,0.2664,0.5236,0.0324,0.0286,0.2493,
.4507,0.0843,0.0761,0.0503,0.0164,0.0342,0.1154,0.0543,0.0138,0.182,
,0.159.,0.1259,0.035,0.0161,0.0987,0.0515,0.2867,0.0612,0.0402,0.0523 ,
.0191,0.1754,0.0729,0.0062,0.1204,0.1523,0.061,0.2072,0.4471,0.229 ,
.3555,0.0683,0.4025,0.6483,0.8419,0.3267,0.3191,0.6333,0.8227,0.3735,
.3487.0.398,0.2746,0.3181,0.4051,0.4244,0.1701,0.5245,0.841,0,0.459 ,
.2559,0.1832,0.5047,0.4323,0.7364,0.3163,0.4102,0.38,0.2701,0.6095 ,
.4766,0.1333,0.4822.,0.5166,0.4483.,0.613,0.8097,0.6286,0.7446,0.4492,
.4397,0.685,0.8745,0.3706,0.358,0.6725,0.8589,0.4073,0.3859,0.4374,
.3247,0.3666,0.4515,0.4601,0.2055,0.5625,0.8741,0.541,0,0.2929,0.2225,
.5394,0.4677,0.7708,0.352,0.4446,0.4221,0.3112,0.6465,0.5105,0.1766,
.5151,0.5554,0.4803,0.6517,0.8413,0.6665,0.7777,0.4879,0.6756,0.8488,
.9609,0.6148,0.5943,0.8413,0.9597.,0.62,0.5969,0.6856,0.5709,0.6108 ,
.6545,0.7028,0.3972,0.7513,0.965,0.7441,0.7071,0,0.4302,0.764,0.7145,
.9266,0.5571,0.6987,0.6581,0.5435,0.8388,0.7479,0.3676,0.733.,0.7511,
.7255,0.8248,0.9496,0.8263,0.9167,0.7266,0.7564,0.8948,0.9781,0.7139,
.6797,0.8939,0.9787,0.6857,0.6568,0.7781,0.6807,0.7188,0.7286,0.7808,
.4576,0.8094,0.9839.,0.8168,0.7775,0.5698,0,0.8354,0.7962,0.9619,0.6119,
.7865,0.7459,0.6342,0.8905,0.8221,0.4485,0.796,0.8107,0.803,0.8731,
.9741,0.8668,0.9504,0.8121,0.3814,0.6796,0.897,0.2859,0.2853,0.661,
.8879,0.3591,0.3415,0.3614,0.2302,0.271,0.4124,0.4039,0.1542,0.534,
.9013,0.4953,0.4606,0.236,0.1646,0,0.4055,0.7884,0.3141,0.3704,0.3575,
.2298,0.6385,0.4626,0.1078,0.4756,0.5324,0.4199,0.6484,0.8675,0.6742,
7878 ,0.4287,0.4644,0.755,0.939,0.3539,0.3539,0.7314,0.9395,0.4284 ,
.4037,0.4446,0.2892,0.3337,0.4725,0.4948,0.1922,0.6038,0.9485,0.5677,
.5323,0.2855,0.2038,0.5945,0,0.8778,0.3734,0.464,0.4353,0.2878,0.7317,
.561,0.1355,0.5595,0.6109,0.5144,0.7275,0.9315,0.7524,0.8592,0.5206 ,
.1279,0.4335.,0.729.,0.0709,0.0682,0.42,0.6851,0.1466,0.1456,0.1049 ,
.0392,0.0651,0.2112,0.1283,0.0339,0.3066,0.7133,0.2636,0.2292,0.0734,
.0381,0.2116,0.1222,0,0.1271,0.0936,0.1186,0.044,0.348,0.1673,0.0142,
.2143,0.2837,0.1322,0.3915,0.6476,0.4208,0.5472,0.1489,0.6017,0.7967,
.937.,0.5435,0.5183,0.7894,0.9308,0.5524,0.535,0.6032,0.5019,0.5371,
6121,0.6197,0.344,0.6937,0.9388,0.6837,0.648,0.4429,0.3881,0.6859 ,
.6266,0.8729,0,0.6058,0.5862,0.4749,0.773,0.6618,0.3369,0.6593,0.6954 ,
.632,0.7744,0.9205,0.7822,0.87,0.6455,0.4944.,0.7782,0.9484.,0.3766 ,
.3785,0.7528,0.9531,0.4526,0.4251,0.4746,0.3053,0.3519,0.4893,0.529 ,
.2022,0.627,0.9598,0.5898,0.5554,0.3013,0.2135,0.6296,0.536,0.9064 ,
.3942,0,0.4603,0.3074,0.7623,0.5982,0.1392,0.5924,0.6361,0.5531,
.7508,0.9483,0.7758,0.8812,0.5532,0.5231,0.777,0.9424,0.4367,0.4256 ,
.7596,0.9399,0.4792,0.4512,0.5218.,0.3796,0.427,0.5142,0.5536,0.2388,
6445 ,0.9477,0.62,0.5779,0.3419,0.2541,0.6425,0.5647,0.8814,0.4138,
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.5397,0,0.3666,0.7548,0.6149,0.1949,0.6069,0.643,0.5818,0.7472,0.9257,
.7621,0.8686,0.5825,0.6602,0.8585,0.971,0.577,0.5642,0.8429,0.9746 ,
.5995,0.5669,0.6674,0.5173,0.5673,0.6174,0.6958,0.3457,0.7422,0.9809,
.7299,0.6888,0.4565,0.3658,0.7702,0.7122,0.956,0.5251,0.6926,0.6334,
,0.8544,0.7544.,0.2967,0.7318,0.7453,0.7297,0.83,0.97,0.8341,0.9356,
.7222,0.2604,0.5674,0.8297,0.1885,0.1835,0.5513,0.8019,0.2599,0.2496 ,
.2404,0.1459,0.1794,0.3225,0.2708,0.1015,0.4286,0.8246,0.3905,0.3535,
.1612,0.1095,0.3615,0.2683,0.652,0.227,0.2377,0.2452,0.1456,0,0.3205 ,
.0719,0.3505,0.4148,0.2807,0.528,0.7721,0.5551,0.6794,0.2974,
4117,0.7144,0.921,0.3073,0.3079,0.6937,0.917,0.3845,0.3638,0.3898 ,
.2463,0.2886,0.438,0.4365,0.1655,0.5627,0.9271,0.5234,0.4895,0.2521 ,
.1779,0.5374,0.439,0.8327,0.3382,0.4018,0.3851,0.2456,0.6795,0,0.1159,
.5079,0.5669,0.4526,0.6866,0.9021,0.715,0.8209,0.4622,0.8166,0.9265,
.9886,0.7828,0.7501,0.9277,0.9901,0.7435,0.7116,0.8489,0.7471,0.7897,
.766,0.8454,0.5194,0.8526,0.9938,0.8667,0.8234,0.6324,0.5515,0.8922,
.8645,0.9858,0.6631,0.8608,0.8051,0.7033,0.9281,0.8841,0,0.8521,0.8502,
.876.,0.9041,0.9833,0.8922,0.9745,0.8735,0.4163,0.6845,0.8775,0.3264,
.3217,0.6659,0.8671,0.3871,0.3693,0.3985,0.2737,0.3118,0.4406,0.4374,
.1848,0.5504,0.8796,0.5178,0.4849,0.267,0.204,0.5244,0.4405,0.7857 ,
.3407,0.4076,0.3931,0.2682,0.6495,0.4921,0.1479,0,0.5519,0.4498,0.6552 ,
.8554,0.6786,0.7814,0.461,0.3718,0.6348,0.8531,0.3071,0.2952.,0.6244,
.8314,0.3511,0.3369,0.3637,0.2656,0.3025,0.4065,0.3861,0.1735,0.5106,
.8477,0.4834,0.4446,0.2489,0.1893,0.4676,0.3891,0.7163,0.3046,0.3639,
.357,0.2547,0.5852,0.4331,0.1498,0.4481,0,0.3993,0.6012,0.8045,0.6187,
.7334.,0.4116,0.4508,0.743,0.9296,0.3346,0.3396,0.7183,0.9299,0.4178,
.3948,0.4265,0.266,0.3094,0.4621,0.4816,0.1846,0.5921,0.939,0.5517,
.5197,0.2745,0.197.,0.5801,0.4856,0.8678,0.368,0.4469,0.4182.,0.2703 ,
.7193,0.5474,0.124.,0.5502,0.6007,0,0.7156,0.9243,0.743,0.8482,0.5032,
.2646,0.5414,0.803,0.2095,0.2003,0.5318,0.7679,0.2622,0.2542,0.2541,
.1745,0.2065,0.3186,0.2725,0.116,0.4209,0.7928,0.387,0.3483,0.1752,
.1269,0.3516,0.2725,0.6085,0.2256,0.2492,0.2528,0.17,0.472.,0.3134,
.0959,0.3448,0.3988,0.2844,0,0.729,0.5179,0.6496,0.2937.,0.0796,0.3129,
.5798,0.0475,0.0419,0.3034,0.5181,0.1011,0.0979,0.0672,0.0298,0.0492,
.149,0.0742,0.0211,0.2217,0.5529,0.1903,0.1587,0.0504,0.0259,0.1325,
.0685,0.3524,0.0795,0.0517,0.0743,0.03,0.2279,0.0979,0.0167,0.1446 ,
.1955,0.0757,0.271,0,0.2985,0.4068,0.0905,0.2451,0.5186,0.7875,
.2017,0.1897,0.5147,0.7494,0.248,0.2468,0.2361,0.172,0.2018,
.3111,0.2491,0.1198,0.4061,0.771,0.3714,0.3335,0.1737,0.1332,
.3258,0.2476,0.5792,0.2178,0.2242,0.2379,0.1659,0.4449,0.285.,0.1078 ,
.3214,0.3813,0.257,0.4821,0.7015,0,0.6239,0.2695,0.1436,0.4001,0.6593 ,
.0907.,0.0879,0.3817,0.6074,0.1562,0.1477,0.1251,0.0625,0.0867,0.2023,
.1444,0.0455,0.2877,0.6445,0.2554,0.2223,0.0833,0.0496,0.2122,0.1408,
.4528,0.13,0.1188,0.1314,0.0644,0.3206,0.1791,0.0255,0.2186,0.2666 ,
.1518,0.3504,0.5932,0.3761,0,0.1629,0.4439,0.7315,0.926,0.3434,0.3418,
.7123,0.9231,0.4102,0.3849,0.4301,0.2781,0.3251,0.4514,0.4737,0.1774,
.5861,0.9317,0.5508,0.5121,0.2734,0.1879,0.5713,0.4794,0.8511,0.3545,
.4468,0.4175,0.2778,0.7026,0.5378,0.1265,0.539,0.5884,0.4968,0.7063 ,
.9095,0.7305,0.8371,0;
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ENDDATA

! Variable binaria;

@FOR(MATRIZ(I,J) :@BIN(X(I,J)));

[OBJETIVO] MAX=GSUM(MATRIZ (I ,J) :MAT(I,J)*X(1,J));

@FOR (EJE_I(I):
@QFOR(EJE_J(J) | J#NE#I :
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X(I,J)4X(J,I)=1));

@QFOR(EJE_I (1) :
QFOR(EJE_J (J) | J#NE#I :
QFOR(EJE_J(T) | T4NE#] #ANDY THNE# :
X(1,J)4X(J, T)4X(T,1)<=2))) ;
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Cédigo utilizado para obtener solucién del Modelo forzando datos LOP

MODEL:

SETS:

ENDSETS

DATA:

EJE_I/EIL ..
EJE_J/EJ1.
EJE_K/EJ1.

EI39/;

.EJ39/;
.EJ3/;

MATRIZ(EJE_I ,EJE_J) : MAT,X,Z,VW;
GRUPOS(EJE _K,EJE_I) :G:

MAT= 0,0.7616,0.9321,0.4076,0.4003,0.7451,0.9308,0.4581,0.4324,0.4906,

0.3515,0.3953,0.5037,0.5284,0.2273,0.6248,0.9386,0.5975,0.5603,0.3244,
0.2436,0.6186,0.5356,0.8721,0.3983,0.5056,0.4769,0.3398,0.7396,0.5883,
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.1834.,0.5837,0.6282,0.5492,0.7354,0.9204,0.7549,0.8564,0.5561,0.2384,
,0.7444,0.1798,0.1737,0.4853,0.706,0.2375,0.2261,0.2253.,0.142,0.1729 ,
.2865,0.2455,0.0957,0.382,0.7336,0.3517,0.315,0.1512,0.1052,0.3204 ,
.245.,0.5665,0.2033,0.2218,0.223,0.1415,0.4326,0.2856,0.0735,0.3155 ,
.3652,0.257,0.4586,0.6871,0.4814,0.5999,0.2685,0.0679,0.2556,0,0.042,
.0372,0.2409,0.4288,0.088,0.0795,0.0594,0.0267,0.0442,0.1133,0.0616,
.0199,0.1776,0.4764,0.1581.,0.1255,0.0391,0.0219,0.103,0.061,0.271,0.063,
.0516,0.0576,0.029.,0.1703,0.079,0.0114,0.1225,0.1469,0.0704,0.197,
.4202,0.2125,0.3407,0.074,0.5924,0.8202,0.958,0,0.491,0.8041,0.9599 ,
.534,0.4987,0.5967,0.4347,0.489,0.553,0.6298,0.2707,0.6915,0.9676 ,
.6733,0.6294,0.3852,0.2861,0.7141,0.6461,0.9291,0.4565,0.6234,0.5633,
.423.,0.8115,0.6927,0.2172,0.6736,0.6929,0.6654,0.7905,0.9525.,0.7983,
.9093,0.6566,0.5997,0.8263,0.9628.,0.509,0,0.8098,0.9656,0.5469,
.5198,0.5978,0.4491,0.4969,0.5759,0.6335,0.3012,0.7006,0.9714,
.6809,0.642,0.4057,0.3203,0.7147,0.6461,0.9318,0.4817,0.6215,0.5744,
.4358,0.8165,0.6921,0.2499,0.6783,0.7048,0.6604,0.7997,0.9581,
.8103.,0.9121,0.6582,0.2549,0.5147,0.7591,0.1959,0.1902,0,0.7218,
.2505,0.2362,0.2453,0.1589,0.1936,0.2905,0.2652,0.1002,0.3962,
.7507,0.3667,0.3275,0.1587,0.1061,0.339,0.2686,0.58,0.2106,0.2472,
.2404,0.1571,0.4487,0.3063,0.0723,0.3341,0.3756,0.2817,0.4682,
.6966,0.4853,0.6183,0.2877,0.0692,0.294,0.5712,0.0401,0.0344,
.2782,0,0.0923,0.0866,0.058,0.0224,0.0423,0.1281,0.0618,0.0186,
.2027,0.5493,0.1773,0.1411,0.0403,0.0213,0.1121,0.0605,0.3149,
.0692,0.0469,0.0601,0.0254,0.1981,0.083,0.0099,0.1329,0.1686,
.0701,0.2321,0.4819,0.2506,0.3926,0.0769,0.5419,0.7625,0.912,
.466,0.4531,0.7495,0.9077,0,0.479,0.537,0.4164,0.4541,0.5463,
.5654,0.2868,0.6457,0.9157,0.6265,0.5927,0.38,0.3143,0.6409,0.5716,
.8534,0.4476,0.5474,0.5208,0.4005,0.7401,0.6155,0.2565,0.6129,0.6489 ,
.5822,0.7378,0.8989,0.752,0.8438,0.5898,0.5676,0.7739,0.9205,0.5013,
.4802,0.7638,0.9134,0.521,0,0.5673,0.4563,0.4937,0.571,0.5885,0.3061,
.6626,0.9239,0.6513,0.6141,0.4031,0.3432,0.6585,0.5963,0.8544,0.465,
.5749,0.5488,0.4331,0.7504,0.6362,0.2884,0.6307,0.6631,0.6052,0.7458,
.9021,0.7532,0.8523.,0.6151,0.5094,0.7747,0.9406,0.4033,0.4022,0.7547,
.942.,0.463,0.4327,0,0.3343,0.3857,0.4916,0.5446,0.2112,0.6328,0.9497,
.602.,0.5626,0.3144,0.2219,0.6386,0.5554,0.8951,0.3968,0.5254,0.4782,
.3326,0.7596,0.6102,0.1511,0.6015,0.6363,0.5735,0.7459,0.9328,0.7639,
.8749,0.5699,0.6485,0.858,0.9733,0.5653,0.5509,0.8411,0.9776,0.5836 ,
.5437,0.6657,0,0.5586,0.5896,0.6902,0.3069,0.7349,0.9836,0.7254,
.6753,0.4291,0.3193,0.7698,0.7108,0.9608,0.4981,0.6947,0.6204,0.4827,
.8541,0.7537,0.2529,0.7263,0.7344,0.734,0.8255,0.9702,0.828.,0.9375 ,
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.7219,0.6047,0.8271,0.9558,0.511,0.5031,0.8064,0.9577,0.5459.,0.5063 ,
.6143,0.4414,0,0.5455,0.6461,0.2724,0.6982,0.9658,0.6819,0.6334,
.3892,0.2812,0.729,0.6663,0.9349,0.4629,0.6481,0.573,0.4327,0.8206 ,
.7114,0.2103,0.6882,0.6975,0.6906,0.7935,0.9508,0.7982,0.9133,
.6749,0.4963,0.7135,0.8867,0.447,0.4241,0.7095,0.8719,0.4537,0.429 ,
.5084,0.4104,0.4545.,0,0.5163,0.2489,0.6036,0.8846,0.5949,0.5485,
.3455,0.2714,0.5876,0.5275,0.7888,0.3879,0.5107,0.4858,0.3826,0.6775,
.562,0.234,0.5594,0.5935,0.5379,0.6814,0.851,0.6889,0.7977,0.5486 ,
4716,0.7545,0.9384,0.3702,0.3665,0.7348,0.9382,0.4346,0.4115,0.4554 ,
.3098,0.3539,0.4837,0,0.2033,0.609,0.9457,0.5756,0.5399,0.2972,0.2192,
.5961,0.5052,0.8717,0.3803,0.471,0.4464,0.3042,0.7292,0.5635,0.1546 ,
.5626,0.6139,0.5184,0.7275,0.9258,0.7509,0.8556,0.5263,0.7727,0.9043 ,
.9801,0.7293,0.6988,0.8998,0.9814,0.7132,0.6939,0.7888,0.6931,0.7276,
.7511,0.7967,0,0.8228,0.9862,0.8299,0.7945,0.6028,0.5424,0.8458,0.8078,
.19661,0.656,0.7978,0.7612,0.6543,0.8985,0.8345,0.4806,0.8152,0.8265,
.8154,0.884,0.9789,0.8802,0.9545,0.8226,0.3752,0.618,0.8224.,0.3085,
.2994,0.6038,0.7973,0.3543,0.3374,0.3672,0.2651,0.3018,0.3964,0.391,
.1772,0,0.818,0.4755,0.4375,0.2487.,0.1906,0.466,0.3962,0.6934,0.3063 ,
.373,0.3555,0.2578,0.5714,0.4373,0.1474,0.4496,0.4894,0.4079,0.5791,
.7783,0.5939,0.7123,0.4139,0.0614,0.2664,0.5236,0.0324,0.0286,0.2493,
.4507,0.0843,0.0761,0.0503,0.0164,0.0342,0.1154,0.0543,0.0138,0.182,
,0.159.,0.1259,0.035,0.0161,0.0987,0.0515,0.2867,0.0612,0.0402,0.0523 ,
.0191,0.1754,0.0729,0.0062,0.1204,0.1523,0.061,0.2072,0.4471,0.229 ,
.3555,0.0683,0.4025,0.6483,0.8419,0.3267,0.3191,0.6333,0.8227,0.3735,
.3487.0.398,0.2746,0.3181,0.4051,0.4244,0.1701,0.5245,0.841,0,0.459 ,
.2559,0.1832,0.5047,0.4323,0.7364,0.3163,0.4102,0.38,0.2701,0.6095 ,
.4766,0.1333,0.4822.,0.5166,0.4483.,0.613,0.8097,0.6286,0.7446,0.4492,
.4397,0.685,0.8745,0.3706,0.358,0.6725,0.8589,0.4073,0.3859,0.4374,
.3247,0.3666,0.4515,0.4601,0.2055,0.5625,0.8741,0.541,0,0.2929,0.2225,
.5394,0.4677,0.7708,0.352,0.4446,0.4221,0.3112,0.6465,0.5105,0.1766,
.5151,0.5554,0.4803,0.6517,0.8413,0.6665,0.7777,0.4879,0.6756,0.8488,
.9609,0.6148,0.5943,0.8413,0.9597.,0.62,0.5969,0.6856,0.5709,0.6108 ,
.6545,0.7028,0.3972,0.7513,0.965,0.7441,0.7071,0,0.4302,0.764,0.7145,
.9266,0.5571,0.6987,0.6581,0.5435,0.8388,0.7479,0.3676,0.733.,0.7511,
.7255,0.8248,0.9496,0.8263,0.9167,0.7266,0.7564,0.8948,0.9781,0.7139,
.6797,0.8939,0.9787,0.6857,0.6568,0.7781,0.6807,0.7188,0.7286,0.7808,
.4576,0.8094,0.9839.,0.8168,0.7775,0.5698,0,0.8354,0.7962,0.9619,0.6119,
.7865,0.7459,0.6342,0.8905,0.8221,0.4485,0.796,0.8107,0.803,0.8731,
.9741,0.8668,0.9504,0.8121,0.3814,0.6796,0.897,0.2859,0.2853,0.661,
.8879,0.3591,0.3415,0.3614,0.2302,0.271,0.4124,0.4039,0.1542,0.534,
.9013,0.4953,0.4606,0.236,0.1646,0,0.4055,0.7884,0.3141,0.3704,0.3575,
.2298,0.6385,0.4626,0.1078,0.4756,0.5324,0.4199,0.6484,0.8675,0.6742,
7878 ,0.4287,0.4644,0.755,0.939,0.3539,0.3539,0.7314,0.9395,0.4284 ,
.4037,0.4446,0.2892,0.3337,0.4725,0.4948,0.1922,0.6038,0.9485,0.5677,
.5323,0.2855,0.2038,0.5945,0,0.8778,0.3734,0.464,0.4353,0.2878,0.7317,
.561,0.1355,0.5595,0.6109,0.5144,0.7275,0.9315,0.7524,0.8592,0.5206 ,
.1279,0.4335.,0.729.,0.0709,0.0682,0.42,0.6851,0.1466,0.1456,0.1049 ,
.0392,0.0651,0.2112,0.1283,0.0339,0.3066,0.7133,0.2636,0.2292,0.0734,
.0381,0.2116,0.1222,0,0.1271,0.0936,0.1186,0.044,0.348,0.1673,0.0142,
.2143,0.2837,0.1322,0.3915,0.6476,0.4208,0.5472,0.1489,0.6017,0.7967,
.937.,0.5435,0.5183,0.7894,0.9308,0.5524,0.535,0.6032,0.5019,0.5371,
6121,0.6197,0.344,0.6937,0.9388,0.6837,0.648,0.4429,0.3881,0.6859 ,
.6266,0.8729,0,0.6058,0.5862,0.4749,0.773,0.6618,0.3369,0.6593,0.6954 ,
.632,0.7744,0.9205,0.7822,0.87,0.6455,0.4944.,0.7782,0.9484.,0.3766 ,
.3785,0.7528,0.9531,0.4526,0.4251,0.4746,0.3053,0.3519,0.4893,0.529 ,
.2022,0.627,0.9598,0.5898,0.5554,0.3013,0.2135,0.6296,0.536,0.9064 ,
.3942,0,0.4603,0.3074,0.7623,0.5982,0.1392,0.5924,0.6361,0.5531,
.7508,0.9483,0.7758,0.8812,0.5532,0.5231,0.777,0.9424,0.4367,0.4256 ,
.7596,0.9399,0.4792,0.4512,0.5218.,0.3796,0.427,0.5142,0.5536,0.2388,
6445 ,0.9477,0.62,0.5779,0.3419,0.2541,0.6425,0.5647,0.8814,0.4138,
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.5397,0,0.3666,0.7548,0.6149,0.1949,0.6069,0.643,0.5818,0.7472,0.9257,
.7621,0.8686,0.5825,0.6602,0.8585,0.971,0.577,0.5642,0.8429,0.9746 ,
.5995,0.5669,0.6674,0.5173,0.5673,0.6174,0.6958,0.3457,0.7422,0.9809,
.7299,0.6888,0.4565,0.3658,0.7702,0.7122,0.956,0.5251,0.6926,0.6334,
,0.8544,0.7544.,0.2967,0.7318,0.7453,0.7297,0.83,0.97,0.8341,0.9356,
.7222,0.2604,0.5674,0.8297,0.1885,0.1835,0.5513,0.8019,0.2599,0.2496 ,
.2404,0.1459,0.1794,0.3225,0.2708,0.1015,0.4286,0.8246,0.3905,0.3535,
.1612,0.1095,0.3615,0.2683,0.652,0.227,0.2377,0.2452,0.1456,0,0.3205 ,
.0719,0.3505,0.4148,0.2807,0.528,0.7721,0.5551,0.6794,0.2974,
4117,0.7144,0.921,0.3073,0.3079,0.6937,0.917,0.3845,0.3638,0.3898 ,
.2463,0.2886,0.438,0.4365,0.1655,0.5627,0.9271,0.5234,0.4895,0.2521 ,
.1779,0.5374,0.439,0.8327,0.3382,0.4018,0.3851,0.2456,0.6795,0,0.1159,
.5079,0.5669,0.4526,0.6866,0.9021,0.715,0.8209,0.4622,0.8166,0.9265,
.9886,0.7828,0.7501,0.9277,0.9901,0.7435,0.7116,0.8489,0.7471,0.7897,
.766,0.8454,0.5194,0.8526,0.9938,0.8667,0.8234,0.6324,0.5515,0.8922,
.8645,0.9858,0.6631,0.8608,0.8051,0.7033,0.9281,0.8841,0,0.8521,0.8502,
.876.,0.9041,0.9833,0.8922,0.9745,0.8735,0.4163,0.6845,0.8775,0.3264,
.3217,0.6659,0.8671,0.3871,0.3693,0.3985,0.2737,0.3118,0.4406,0.4374,
.1848,0.5504,0.8796,0.5178,0.4849,0.267,0.204,0.5244,0.4405,0.7857 ,
.3407,0.4076,0.3931,0.2682,0.6495,0.4921,0.1479,0,0.5519,0.4498,0.6552 ,
.8554,0.6786,0.7814,0.461,0.3718,0.6348,0.8531,0.3071,0.2952.,0.6244,
.8314,0.3511,0.3369,0.3637,0.2656,0.3025,0.4065,0.3861,0.1735,0.5106,
.8477,0.4834,0.4446,0.2489,0.1893,0.4676,0.3891,0.7163,0.3046,0.3639,
.357,0.2547,0.5852,0.4331,0.1498,0.4481,0,0.3993,0.6012,0.8045,0.6187,
.7334.,0.4116,0.4508,0.743,0.9296,0.3346,0.3396,0.7183,0.9299,0.4178,
.3948,0.4265,0.266,0.3094,0.4621,0.4816,0.1846,0.5921,0.939,0.5517,
.5197,0.2745,0.197.,0.5801,0.4856,0.8678,0.368,0.4469,0.4182.,0.2703 ,
.7193,0.5474,0.124.,0.5502,0.6007,0,0.7156,0.9243,0.743,0.8482,0.5032,
.2646,0.5414,0.803,0.2095,0.2003,0.5318,0.7679,0.2622,0.2542,0.2541,
.1745,0.2065,0.3186,0.2725,0.116,0.4209,0.7928,0.387,0.3483,0.1752,
.1269,0.3516,0.2725,0.6085,0.2256,0.2492,0.2528,0.17,0.472.,0.3134,
.0959,0.3448,0.3988,0.2844,0,0.729,0.5179,0.6496,0.2937.,0.0796,0.3129,
.5798,0.0475,0.0419,0.3034,0.5181,0.1011,0.0979,0.0672,0.0298,0.0492,
.149,0.0742,0.0211,0.2217,0.5529,0.1903,0.1587,0.0504,0.0259,0.1325,
.0685,0.3524,0.0795,0.0517,0.0743,0.03,0.2279,0.0979,0.0167,0.1446 ,
.1955,0.0757,0.271,0,0.2985,0.4068,0.0905,0.2451,0.5186,0.7875,
.2017,0.1897,0.5147,0.7494,0.248,0.2468,0.2361,0.172,0.2018,
.3111,0.2491,0.1198,0.4061,0.771,0.3714,0.3335,0.1737,0.1332,
.3258,0.2476,0.5792,0.2178,0.2242,0.2379,0.1659,0.4449,0.285.,0.1078 ,
.3214,0.3813,0.257,0.4821,0.7015,0,0.6239,0.2695,0.1436,0.4001,0.6593 ,
.0907.,0.0879,0.3817,0.6074,0.1562,0.1477,0.1251,0.0625,0.0867,0.2023,
.1444,0.0455,0.2877,0.6445,0.2554,0.2223,0.0833,0.0496,0.2122,0.1408,
.4528,0.13,0.1188,0.1314,0.0644,0.3206,0.1791,0.0255,0.2186,0.2666 ,
.1518,0.3504,0.5932,0.3761,0,0.1629,0.4439,0.7315,0.926,0.3434,0.3418,
.7123,0.9231,0.4102,0.3849,0.4301,0.2781,0.3251,0.4514,0.4737,0.1774,
.5861,0.9317,0.5508,0.5121,0.2734,0.1879,0.5713,0.4794,0.8511,0.3545,
.4468,0.4175,0.2778,0.7026,0.5378,0.1265,0.539,0.5884,0.4968,0.7063 ,
.9095,0.7305,0.8371,0;

OO OO OO DO DD DD OO0 DO DD ODOODDOD OO DOODDODOOOD DD OO0 OO0 oo oo oococooo

ENDDATA

!'Variable binaria;

@FOR(MATRIZ(I,J) :@BIN(X(I1,J)));
@FOR(MATRIZ(I,J) :@BIN(Z(I,J)));
@FOR(GRUPOS(K, I) :@BIN(G(K,I1)));
Q@QFOR(MATRIZ(1,J) :@BND(0 ,W(I,J) ,0.1));
@QFOR(MATRIZ(1,J) :@BND(0,V(I,J) ,0.1));
@BND(0,Y,0.1) ;
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! objetivo

[OBJETIVO] MAX=GSUM(MATRIZ (T ,J) | JANEAL :MAT(T ,J)sW(1,J)) :

! RESTRICCIONES
! 1
@QFOR (EJE_I(I):
QFOR(EJE_J(J)| J
(I,J)+X (J I)+Z(I J)+Z(J,1)=1));

! )
@FOR(EJE_I(1):
@FOR(EJE_J (J) | J#NEHI :
@QFOR(EJE_J (T) | T¥NE#] #ANDY THNEAI :
X(1,3)4X(J,T)4X(T, 1)+Z(1,3)+Z(J, T)+Z(T,1)<=2)) ) ;

1 3

@SUM(MATRIZ (1, J) | NEAI :Z(1,J) ) =507;

! 4
@SUM(MATRIZ(1 ,J) | HANEAL :MAT(1 ,J)*V(1,J))=

! 5.1

@QFOR (EJE_I(I):

QFOR(EJE_J(J) | J
WL, J)-Y<= ))
1 5.2
@QFOR (EJE_I(I):
QFOR(EJE_J(J) | J
W(T, J)—1x ( )< 0))
! 6.1

@QFOR (EJE_I(I):

@FOR(EJE_J (J) | J#NEHI :
V(I,J)-Y<=0));
! 6.2
@FOR (EJE_I(I):
QFOR(EJE_J(J) | J#NE#I :
V(I,J)—1+Z(1,J)<=0));
! 6.3

@FOR (EJE_I(I):
@QFOR(EJE_J(J)| J
V(I,J)-Y 1*2(1 J)>=—1));

! 71
@FOR (EJE_K(K) :

GSUM(EJE_I(1):G(K,I))=13);
! 7.2

@FOR (EJE_I(I):
@SUM(EJE _K(K) :G(K,1))=1);
! 7.2

@FOR(EJE_T (1) :
@QFOR(EJE_J (J) | J#NE#I :
QFOR(EJE _K(K) :
@QFOR(EJE_K(T
I

X(T,

) | THANEK:
J)HX(J,1)<=2-G(K,1)-G(T,J)))));
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30,22)=1;

R oA A A A R A AR R A R A A IR A A R A A R A A A R A R A A R A A R A A
ot
g
v

Nota: Para calcular el modelo normal habrd que quitar las restricciones que fuerzan el LOP
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8.4. (Cddigo de programacion Python para obtencion de resultados

Cédigo utilizado para obtener solucion del Modelo

#Modelo modificado Mercedes
# 12 individuos , 8 grupos 4, 4, y 4

I=range(12)
K=range (3)
mdl2= Model ()
#Variables
#binarias

x =[[mdl2.binary _var (name="x_i%d_j%d” %(i,j)) for j in I | for i in I ]

z =[[mdl2.binary _var(name="z_i%d_j%d” %(i,j)) for j in I | for i in I ]

g =[[mdl2.binary _var (name="g_k%d_i%” %(k,i)) for i in I | for k in K |
#continuas

w =[[mdl2. continuous_var (name="w_i%_j%d” %(i,j)) for j in I | for i in I ]

v =[[mdl2. continuous _var (name="v_i%d_j%d” %(i,j)) for j in I ] for i in I ]

y = mdl2. continuous _var (name="y”)

mdl2.add_constraints ( x[i][j] + x[j][i] + z[i][]j] 4+z[j][i] =1 for i in I

for j in I if il!=j )
mdl2.add_constraints ( x[i][j] + x[j][k] + x[k][i] +z[i][i] + z[j][k] + z[k][i
J<= 2 for i in I for j in I for k in I if i!=j and j!=k and k!= i )
mdl2.add_constraint ( mdl2.sum( z[i][j] for j in I for i in I if il=j) = 48

)

mdl2.add_constraint ( mdl2.sum( (df[i][j])*v[i][j] for j in I for i in I if il!=

i =)

mdl2.add_constraints( w[i][j] —y <=0 for i in I for j in I if il=j )
mdl2.add_constraints ( w[i][]j] — 1#x[i][j] <= 0 for i in I for j in I if il=j )
mdl2.add_constraints( v[i][j] — y <=0 for i in I for j in I if il!=j )
mdl2.add_constraints( v[i][j] — 1*z[i][j] <=0 for i in I for j in I if il=j )

mdl2.add_constraints( v[i][j] —y — 1*z[i][j] >= -1 for i in I for j in I if i!
=j )

#NUEVAS RESTRICCIONES
mdl2.add _constraints (mdl2.sum(g[k][i] for i in I)
mdl2.add_constraints (mdl2.sum(g[k][i] for k in K)

4 for k in K)
1 for i in I)

mdl2.add_constraints ( x[1][]j] + x[j][i] <=2 — glk][i] — g[t][j] for i in I
for j in I for k in K for t in K if i!=j and k!=t)

7#

mdl2. maximize ( mdl2.sum( df[i][j]*w[i][]] for j in I for i in I if i!=j) )

mdl2. export _as _lp ("p_fraccional .lp”)

s = mdl2.solve (log _output=False)

print (” Solucion - del -MODELO-FRACCIONAL” )

20




print (mdl2.solution)
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8.5. Otro contenido

Tiempo de carga esperado para obtener la solucién del Modelo para los datos PISA

Solver Status Variables
Maodel PILP Total: §202
Monlinear: g
Statﬂ: Feasible |I'ItEgEr5: 6202
i Ve 165652
Objective: Constraints
Infeasibility: 1.11022=-018 Total: Sesas
MNonlinear: o
lterations: liis7&229
Nonzeros
Extended Solver Status Total: 28618
MNonlinear: o
Solver Type: B-and-5
Best Obj: 185652 Generator Memory Used (K]
. 10582
0bj Bound: zosoz0
- QT71E2
2teps Elapsed Runtime [(hh:mm:ss)
Active: i 258:59:10
Update Interval: |2 Interrupt Solver Close

Nota: 360 horas equivalen a 15 dias esperando la respuesta
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Apuntes brutos relevantes tomados durante la creaciéon del Modelo.
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()
Solucidén del MODELO FRACCIONAL
solution for: docplex model3
1.8627

lucién del MODELO FRACCIONAL

lution for: docplex model2 .
.32 UMADNED
—_—

objecti
status: OPTIMAL_SOLUTION(2)
o-2
4-2
4-2
-4 -2
1-3 2 -3
3-Y L-Yy
2-5
y-3

0.176
=0
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8.6. Enlaces

A continuacién, se adjuntan enlaces que dirigen a carpetas de Google Drive, donde se podran
descargar los archivos utilizados para la consecucion de este trabjo.

= Acceso a todas las matrices formato CSV utilizadas durante el trabajo: Acceso

= Acceso a codigo Lingo utilizado durante el documento: Acceso
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https://drive.google.com/drive/folders/1dOmMntcScMHjgRKYwjP7s9uAiH8taAy_?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1js7vbfxp-FD-JodQaCkGDyJJcBKjH3Ik?usp=sharing
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