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ABSTRACT

The definition of technical efficiency through the prior estimation of a production frontier
has been a relevant topic in the literature related to production theory and engineering. In
the last forty years, many parametric and non-parametric approaches have been
introduced to estimate production frontiers for a given set of data. However, few of these
methodologies are based on machine learning techniques, despite being a growing field
of research. In this thesis, a new methodology based on regression trees is introduced to
estimate the production frontiers satisfying the fundamental postulates of
microeconomics, such as the property of free disposal. This new approach, known as
Efficiency Analysis Trees (EAT), shares some similarities with the Free Disposal Hull
(FDH) technique. However, unlike FDH, EAT overcomes the overfitting problem by
using cross-validation to prune the deep tree obtained in a first stage. Through Monte
Carlo simulations, the performance of EAT is measured, showing that the new approach
reduces the mean square error associated with the estimation of the real frontier between

13% and 70% compared to standard FDH.

However, these individual decision trees have some drawbacks: (1) Individual trees do
not usually have a high level of prediction accuracy, and (2) trees can be very poorly
robust, that is, a small change in the data can cause a big change in the final structure of
the fitted tree. That is why an aggregation learning method that works by building a
multitude of decision trees at the time of training and aggregating the information from

the individual trees into a final prediction value, a technique known as Random Forest,



shows that it is capable of overcoming these limitations (James et al., 2013). In this sense,
in this thesis, the Random Forest technique is adapted (Breiman, 2001) (RF+EAT) to
estimate production frontiers and technical efficiency. To do this, decision tree models
are applied to estimate non-overfitted production possibility sets that satisfy the property
of free disposability in the context of FDH. There are three main implications of the
development of the new approach in this thesis. First, the estimates derived from technical
efficiency are robust to resampling of the data and input variables. Secondly, a method is
suggested to determine the importance of the input variables in the model, which allows
a classification of the inputs to be established. Third, if the relationship between the
sample size and the number of variables (inputs and outputs) is low or moderately low,
the standard efficiency models in the literature may result in a considerable number of
units being evaluated as technically efficient; especially in the case of FDH. This lack of
discrimination is often referred to in the literature as the "curse of dimensionality." In this
thesis, it is shown that the Random Forest technique can also be considered a remedy for

this type of problem.

In another sense, from the computational point of view, the algorithm used by EAT is
based on a heuristic technique to select the next node to be divided during the growth
process of the corresponding decision tree. However, as shown in this thesis, this heuristic
does not always produce the minimum mean square error among all the possible trees that
could be developed. Therefore, one of the main objectives is to improve the accuracy of
the production function estimator generated from EAT by resorting to backtracking
techniques (Baase, 2009 and Horowitz and Sahni, 1978). In particular, we combine the
idea behind the heuristic approach with the potentiality of backtracking ((Pearl, 1984 and
Tarjan, 1972) to improve the quality of the EAT-based production function estimator. In
addition, through this new approach, it is possible to reduce the computational load of the
standard backtracking techniques applied to the EAT methodology, as shown in the

simulated experiences carried out.
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On the other hand, also from a computational approach, this thesis develops a new
package in R, named eat, which includes the functions to estimate the production frontiers
and the technical efficiency measures of EAT and RF+EAT. The package includes the
functions to estimate the input and output oriented radial measures, the input and output
oriented Russell measures, the directional distance function and the weighted additive
model. Furthermore, from the perspective of visualizing the models, the package includes
graphical representations of the production frontier through tree structures and obtaining
rankings of input variable importance in the analysis. In this thesis, the operation of the

package is described through the use of a real database.






RESUMEN

La definicion de la eficiencia técnica mediante la estimacion previa de una frontera de
produccion ha sido un tema relevante en la literatura relacionada con la teoria de la
produccién y la ingenieria. En los ultimos cuarenta afios se han introducido muchos
enfoques paramétricos y no paramétricos para estimar las fronteras de produccion dada
una muestra de datos. Sin embargo, pocas de estas metodologias se basan en técnicas de
aprendizaje automatico, a pesar de ser un campo de investigacion creciente. En esta tesis,
se introduce una nueva metodologia basada en arboles de regresion para estimar las
fronteras de produccion satisfaciendo los postulados fundamentales de la microeconomia,
como la propiedad de libre disposicion. Este nuevo enfoque, bautizado en inglés como
Efficiency Analysis Trees (EAT), comparte algunas similitudes con la técnica de Free
Disposal Hull (FDH). Sin embargo, y a diferencia de FDH, EAT supera el problema del
sobreajuste utilizando validacion cruzada para podar el arbol profundo obtenido en una
primera etapa. Mediante simulaciones de Monte Carlo se mide el rendimiento de EAT
mostrando que el nuevo enfoque reduce el error cuadratico medio asociado a la
estimacion de la frontera real entre un 13% y un 70% en comparacion con el FDH

estandar.

Sin embargo, estos arboles de decision individuales presentan algunos inconvenientes:
(1) Los arboles individuales no suelen presentar un alto nivel de exactitud de prediccion
y (2) los arboles pueden ser muy poco robustos, es decir, un pequefio cambio en los datos

puede causar un gran cambio en la estructura final del arbol ajustado. Es por ello que un



método de aprendizaje por agregacion que funciona construyendo una multitud de arboles
de decision en el momento de la formacidn y agregando la informacion de los arboles
individuales en un valor de prediccion final, técnica conocida como Random Forest,
demuestra que es capaz de superar estas limitaciones (James et al., 2013). En este sentido,
en esta tesis, se adapta la técnica Random Forest (Breiman, 2001) (RF+EAT) para estimar
las fronteras de produccién y la eficiencia técnica. Para ello, se aplica modelos de arboles
de decision para estimar conjuntos de posibilidades de produccion no sobreajustados que
satisfagan la propiedad de libre disponibilidad en el contexto de FDH. Las principales
implicaciones del desarrollo del nuevo enfoque en esta tesis son tres. En primer lugar, las
estimaciones derivadas de la eficiencia técnica son robustas al remuestreo de los datos y
al remuestreo de las variables de entrada. En segundo lugar, se sugiere un método para
determinar la importancia de las variables de entrada (inputs) en el modelo, que permite
establecer una clasificacion de los inputs. En tercer lugar, si la relacion entre el tamafio
de la muestra y el nimero de variables (inputs y outputs) es baja o moderadamente baja,
los modelos de eficiencia estandar de la literatura pueden dar lugar a que un numero
considerable de unidades sean evaluadas como técnicamente eficientes; especialmente en
el caso de FDH. Esta falta de discriminacion suele denominarse en la literatura "maldicion
de la dimensionalidad". En esta tesis, se muestra que la técnica Random Forest también

puede considerarse un remedio para este tipo de problemas.

En otro sentido, desde el punto de vista computacional, el algoritmo utilizado por EAT
se basa en una técnica heuristica para seleccionar el siguiente nodo que se va a dividir
durante el proceso de crecimiento del arbol de decision correspondiente. Sin embargo,
como se muestra en esta tesis, esta heuristica no siempre produce el minimo error
cuadratico medio entre todos los arboles posibles que podrian desarrollarse. Por
consiguiente, uno de los principales objetivos es mejorar la precision del estimador de la
funcion de produccion generada a partir de EAT recurriendo a técnicas de backtracking
(Baase, 2009 y Horowitz y Sahni, 1978). En particular, combinamos la idea que subyace
en el enfoque heuristico con la potencialidad del backtracking (Pearl, 1984 y Tarjan,
1972) para mejorar la calidad del estimador de la funcién de produccion basada en EAT.

Ademas, a través de este nuevo enfoque, se consigue disminuir la carga computacional
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de las técnicas estandar de backtracking aplicadas a la metodologia de EAT, como se

muestra en las experiencias simuladas realizadas.

Por otro lado, también desde un enfoque computacional, en esta tesis se desarrolla un
nuevo paquete en R, bautizado como eat, que incluye las funciones para estimar las
fronteras de produccion y las medidas de eficiencia técnica de EAT y RF+EAT. El
paquete incluye las funciones para estimar las medidas radiales orientadas a los inputs y
los outputs, las medidas de Russell orientadas a los inputs y outputs, la funciéon de
distancia direccional y el modelo aditivo ponderado. Ademas, desde la perspectiva de la
visualizacién de los modelos, el paquete incluye representaciones graficas de la frontera
de produccion mediante estructuras de arbol y la obtencion de los rankings de importancia
de las variables de entrada en el analisis. En esta tesis, se describe el funcionamiento del

paquete mediante la utilizacion de una base de datos real.






CAPITULO 1: INTRODUCCION

La medicion de la eficiencia técnica con respecto al desempefio de cualquier tipo de
empresa privada u organizacion publica ha sido una cuestion relevante para los gerentes
de empresas, los ingenieros de produccion y los encargados de formular politicas publicas
en la Administracion desde principios del siglo XX (véase, por ejemplo, Farrell, 1957;
Fried et al, 2008; Arnaboldi et al, 2018 y O’Donnell, 2018). En este contexto, el objetivo
es evaluar el rendimiento de un conjunto de observaciones, denominadas en general
DMUs (Unidades Tomadoras de Decisiones o Decision Making Units, en inglés), que
utilizan varios inputs para producir varios outputs en un analisis de “caja negra”, ya que
la forma en que se convierten los outputs a partir de los inputs, es decir, la tecnologia
subyacente, suele ser desconocida para cualquier observador externo (Cook y Zhu, 2014,
y Lozano y Khezri, 2019). Un ejemplo de DMU es una granja que utiliza la tierra, la mano
de obra y el capital (inputs/entradas) para producir, por ejemplo, fruta
(output/produccion). La medicion de la eficiencia es un area de interés para una gran
variedad de sectores, desde las empresas privadas que producen bienes hasta las industrias
de servicios, como los hospitales. De igual modo, desde un punto de vista practico, la
estimacion de la eficiencia es interesante para los ingenieros industriales dedicados a
mejorar y supervisar el rendimiento de los procesos de fabricacion dentro de las empresas.
En este sentido, algunos trabajos recientes en esta linea son Yang y Chen (2020), donde
la medicion de la eficiencia se aplica para evaluar el rendimiento de la operacion
industrial de TFT-LCD de Taiwan, Olfati et al (2020), donde el anélisis de la eficiencia
se aplica bajo incertidumbre, y Shah et al (2019), donde se determina la eficiencia de los

bancos comerciales.



Las técnicas modernas para medir la eficiencia técnica se basan en la evaluacion de cierto
tipo de distancia desde cada DMU hasta el limite (superior) de la tecnologia, donde la
tecnologia representa el conjunto de puntos “producibles” en el espacio de inputs y
outputs. Los puntos que pertenecen a esta frontera, también llamada frontera de
produccion, estan asociados a las mejores practicas (reales o virtuales) en materia de
rendimiento y caracterizan la tecnologia. De este modo, la estimacion de la frontera de
produccion suele ser clave en la practica para abordar el problema de la determinacion de
la eficiencia técnica a partir de una muestra de datos de las DMUs. Adaptando la

nomenclatura de Fére y Primont (1995), donde se usa la notacion x e y para denotar a
los inputs x = (x,, x,,...,x,) € R" y alos outputs y=(y,,y,,...,»,) € R}, respectivamente,
en términos generales puede definirse al conjunto de posibilidades de produccion o
tecnologia, es decir al conjunto de combinaciones técnicamente factibles de (x,y),

como:

Y= {(x, ») € R : x puede producir y} (1)

En este conjunto se hacen ciertas suposiciones, como la monotonia (frree disposability, en

inglés) de los inputs y outputs, lo que de manera mas formal significa que si (x, y) eVvV,

entonces (x',y')e¥ si x'>x y y'<y.Normalmente, se asume la convexidad de ¥

(ver, por ejemplo, Fire y Primont, 1995). En lo que respecta a la medicion de la eficiencia
técnica, una cierta parte del borde del conjunto de ¥ es de interés. Especificamente, la

frontera eficiente de b4 se puede definir como

o(¥):= {(x,y) eVY:x<x,p>y=>(%,p)¢e ‘P} La eficiencia técnica se define como la
distancia desde un punto que pertenece a ¥ hasta la frontera de produccion 6(‘1’) Para

un punto situado dentro de W, es evidente que hay muchos caminos posibles para llegar
a la frontera, cada uno asociado con una medida de eficiencia técnica diferente. Una de
las medidas de eficiencia técnica mas utilizas en la literatura es la conocida como modelo
radial orientado al output (véase Charnes et al, 1978 y Banker et al., 1984), que es el

inverso de la funcion clasica de la distancia de salida de Shepard (1953). Esta medida es
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especialmente util en un contexto en el que los inputs estdn predeterminadas (como, por
ejemplo, la tierra y la mano de obra en una explotacion agricola) y la generacion del
maximo rendimiento es el objetivo apropiado desde una perspectiva técnica. En
particular, el modelo radial orientado al output determina la puntuacion de la eficiencia
para un punto evaluado aumentando equiproporcionalmente todos sus outputs mientras

se mantienen los inputs constantes:

¢(xk’yk):max{¢kER:(xk=¢kyk)€\P} (2)

Las propiedades mencionadas anteriormente no son exhaustivas ni se mantienen
universalmente. Por ejemplo, el supuesto de monotonia se relaja en los casos de
congestion de los inputs (por ejemplo, cuando se contrata mano de obra hasta el punto de
que tener mas mozos de almacén interfieren en el trabajo de los demas debido a la

congestion de personas en un espacio fisico reducido).

Para ilustrar alguna de estas ideas, la Figura 1 representa una funcion de produccion

definida sobre un solo input x que produce un solo output y .

Figura 1. Frontera de produccion para un solo output. Elaboracion propia.



La estimacion, en la practica, de estas funciones de producciéon como superficies
envolventes de las observaciones que satisfaces las propiedades anteriormente descritas
(como la monotonia y la convexidad) comenzd con los trabajos de Farrell et al (1957),
Aigner y Chu (1968) y Afriat (1972). Hoy en dia, la estimacion de las fronteras de
produccion se basa en metodologias muy diferentes, organizadas principalmente en
técnicas paramétricas y no paramétricas. En el primer enfoque se necesita especificar
paramétricamente la expresion matematica de la funcion de produccion en funcion de una
serie de parametros que deben ser estimados y adoptar un conjunto de supuestos sobre
los términos de error y eficiencia. En el mundo paramétrico, la funcion de produccion
debe ser descrita paramétricamente y debe afiadir una componente estocastica que
describa los choques aleatorios que afecten al proceso de produccion. En este modelo, el
Analisis de Fronteras Estocasticas (Stochastic Frontier Analysis, en inglés) (SFA) destaca
como la metodologia més relevante para estimar funciones de produccion (Aigner et al,
1977; Meeusen y Broeck, 1977). En el segundo enfoque, el no paramétrico, la funcion de
produccion solo se basa en un conjunto de pocos postulados porque se basa mas en los
datos. Los métodos no paramétricos son capaces de considerar todos los outputs al mismo
tiempo en el modelo de forma mas natural que en el enfoque paramétrico, ya que éstas
necesitan recurrir al concepto de funcion de distancia y asumir una serie de supuestos
(Orea y Zofio, 2019). En la presente tesis, se centra toda la atencion en los métodos no

paramétricos.

En la actualidad, algunos de los enfoques no paramétricos mas famosos para estimar las
fronteras de produccion son el Analisis Envolvente de Datos (o Data Envelopment
Analysis, en inglés) (DEA) de Charnes et al. (1978) y Banker et al. (1984) y el Free
Disposal Hull (FDH) de Deprins et al. (1984). En el caso de DEA, el estimador de la
frontera de produccion es una funcion lineal a trozos mientras que en el caso de FDH, el
estimador es una funcion escalonada. DEA se basa en la construccion de una tecnologia
a partir de la satisfaccion de unos pocos axiomas, la convexidad es uno de ellos. Otro
postulado importante es el de libre disponibilidad (free-disposability, en inglés), que
establece que, si cierto conjunto de inputs y outputs es producible, entonces cualquier

conjunto de inputs y outputs que presente un valor mayor para los inputs y menor para
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los outputs también es producible. En cierto sentido, significa que hacerlo peor siempre
es factible. Ademas, se supone que DEA es determinista. Esto se refiere a que los valores
de entrada y salida de DEA que pertenecen a la muestra de datos se han observado sin
ningun ruido. Por consiguiente, la frontera de produccion asociada con el conjunto de
posibilidades de produccion de DEA siempre envuelve por encima todas las
observaciones de la muestra de datos. Sin embargo, muchos estimadores cumplen todos
estos axiomas y, por lo tanto, se necesitan requisitos adicionales para determinar uno
adecuado. En particular, la estimacion mas conservadora de la frontera de produccion
seria la asociada a una superficie que envolviera los datos y, al mismo tiempo, fuera lo
mas cercana posible a ellos. Este es el principio de conservacion, también conocido como
de minima extrapolacién o navaja de Ockham. Por supuesto, este Gltimo postulado es
asimismo responsable del problema de sobreentrenamiento o sobreajuste (overfitting, en
inglés) asociado a DEA. La estimacién de DEA se ajusta como “un guante” a los datos
con el que se ha construido el modelo. Por otro lado, Deprins et al. (1984) introdujeron el
enfoque alternativo conocido como Free Disposal Hull (FDH), que es una técnica que se
basa Unicamente en la libre disponibilidad y en la minima extrapolacion y que, a
diferencia de DEA, no asume la convexidad. Estas caracteristicas conducen a un
estimador de la frontera de produccion basado en FDH, que tiene una forma escalonada,

y que comparte con DEA el problema estadistico del sobreentrenamiento.

El problema del sobreentrenamiento que presentan DEA y FDH esta relacionado con la
falta de potencia de estas técnicas cuando el objetivo es de naturaleza inferencial. Se
puede asumir que un Proceso de Generacion de Datos (o Data Generating Process, en
inglés) (DGP) produjo las observaciones, es decir, las DMUs. Para muchos cientificos la
capacidad de predecir con precision es una medida crucial del valor del modelo. Si el
enfoque considerado no puede predecir bien significa que el modelo no puede captar los
patrones esenciales del DGP original. De ello se deduce que el modelo puede tener poco
valor, excepto si su objetivo es meramente descriptivo para las observaciones. De hecho,
un modelo que se ajusta bien a la muestra de los datos, como DEA o FDH, no

necesariamente predecira bien. El llamado, en el aprendizaje estadistico, rendimiento



fuera de la muestra (out-of-sample, en inglés) es tan importante como el rendimiento
dentro de la muestra del modelo considerado. Si la capacidad de prediccion es un criterio
muy importante para evaluar un modelo, entonces la contribucién de un predictor a esa
capacidad es seguramente una medida razonable de la importancia de su prediccion (Berk,
2016). La forma de evaluar el error de prediccion de un modelo, también conocido como
error de generalizacion, no consiste en utilizar los mismos datos que se emplean en el
proceso de ajuste del modelo, sino en recurrir a una muestra de datos de prueba diferente

(por ejemplo, aplicando validacion cruzada, véase Browne, 2000).

La incorporacion de ciertas caracteristicas a DEA y a FDH vinculadas a las técnicas de
prediccion e inferencia ha atraido la atencion de algunos investigadores en las tltimas
décadas. Cronologicamente hablando, Banker y Maindiratta (1992) y Banker (1993)
demostraron que DEA puede ser interpretado como un estimador de maxima
verosimilitud. Mas tarde, Simar y Wilson (1998) y Simar y Wilson (2000a, 2000b)
introdujeron la forma de determinar los intervalos de confianza para la puntuacion (score,
en inglés) de la eficiencia técnica, adaptando la metodologia de bootstrapping (Efron,
1979) al contexto de DEA y FDH. Kuosmanen y Johnson (2010, 2017) demostraron que
DEA puede interpretarse como una regresion de minimos cuadrados no paramétricos
sujeta a restricciones de forma en la frontera de produccion y limitaciones de signo en los
residuos. Ademads, estos autores presentaron los Minimos Cuadrados Concavos No
Paramétricos Corregidos (Corrected Concave Non-Parametric Least Squares, en inglés)
y demostraron que, si el proceso de generacion de datos es deterministico y los términos
de ineficiencia estan distribuidos de forma idéntica e independiente, su estimador es
asintoticamente consistente. Otras técnicas alternativas no paramétricas recientes para
estimar las fronteras de produccion son las que aplican enfoques basadas en funciones de
kernel y técnicas de regresion local (véase Du et al. 2013 y Tortosa-Ausina et al., 2012),
donde los autores proponen un método de suavizado de kernel que considera restricciones
de forma (por ejemplo, la monotonia) para funciones multivariadas, generalizando Hall y
Huang (2001). Otra contribucion interesante es la de Parmeter et al. (2014), que mostraron
como se puede aplicar el bootstrapping ponderado por restricciones para imponer

condiciones de suavidad a las estimaciones lineales. En particular, estos autores estimaron



Capitulo 1: Introduccion 19

una funcion de distancia de entrada tanto de forma paramétrica como no paramétrica,
recurriendo en este ultimo caso a la regresion lineal local generalizada. Véase también
Henderson y Parmeter (2009). Sin embargo, ninguno de los enfoques mencionados
aborda el problema mediante técnicas de aprendizaje automatico, a pesar de que es uno
de los marcos tedricos mas naturales que se deben considerar dada la naturaleza basada

puramente en datos de DEA y FDH.

El aprendizaje automatico, la mineria de datos, los grandes volimenes de datos o el
analisis de datos son solo algunas de las formas de referirse al conjunto de técnicas
modernas, basadas en algoritmos informaticos, que mejoran automaticamente a partir de
la informacion proporcionada por un conjunto de datos de "entrenamiento", con el fin de
hacer predicciones o tomar decisiones sin ser supervisados explicitamente para ello. En
los ultimos tiempos, estas técnicas suelen estar vinculadas a grandes bases de datos. En
este aspecto, la comunidad cientifica, en general, se esta orientando hacia este campo del
analisis de datos, donde las técnicas de aprendizaje automdatico de las maquinas son
usuales. Uno de los problemas que resuelve este tipo de técnicas es el sobreentrenamiento
o sobreajuste (overfitting, en inglés). Por ejemplo, los arboles de clasificacion y regresion
(o Classification and Regression Trees, en inglés) (CART) de Breiman et al. (1984)
construyen arboles de decision binarios dividiendo repetidamente los nodos en dos nodos
hijos, comenzando por el nodo raiz que contiene toda la muestra de aprendizaje. Sin
embargo, un arbol demasiado profundo produce estimaciones demasiados optimistas, es
decir, demasiado ajustadas a los datos y un arbol demasiado corto presenta una baja
precision sobre el conjunto de aprendizaje. En este sentido, Breiman et al. (1984)
introdujeron una medida de complejidad de costes y un procedimiento de poda, basado
en la validacion cruzada, para superar dicho problema y evitar el sobreajuste en arboles

demasiado profundos.

La presente tesis esta organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se presentan

los objetivos principales de la tesis. En el Capitulo 3 se introducen las técnicas FDH,



CART y Random Forest. En el Capitulo 4 Seccion 4.1. se muestra la nueva metodologia,
bautizada con el nombre de Arboles de Analisis de Eficiencia (Efficiency Analysis Trees,
en inglés) (de ahora en adelante nos referiremos a esta técnica como EAT), basada en las
dos primeras técnicas descritas en el Capitulo 3. Ademas, se afiaden ejemplos ilustrativos
de la nueva técnica. En la Capitulo 4 Seccion 4.2. se presenta la evolucion de EAT al
Random Forest para dotar a la nueva técnica de robustez. En la Capitulo 4 Seccion 4.3.
de la presente tesis se enfoca en los problemas computacionales derivados de esta nueva
técnica y en sus soluciones a nivel de implementacion y eficiencia computacional. En la
Capitulo 5 Seccion 4.4. se presenta el paquete de R (CRAN) que incorpora las principales
funcionalidades de EAT, Random Forest para EAT, DEA y FDH. Por tltimo, en el
Capitulo 5 y Capitulo 7 se recogen las discusiones y conclusiones de todo el trabajo

desarrollado en esta tesis.



CAPITULO 2: OBJETIVOS

FDH es una de las técnicas no paramétricas para la estimacion de fronteras de produccion
que asume que, si cierto conjunto de inputs y outputs es producible, entonces cualquier
otro conjunto de inputs y outputs que presente un valor mayor para los inputs y un valor
menor para los outputs también es producible (libre disponibilidad). Esta propiedad esta
relacionada con la estimacion de las funciones de producciéon no decrecientes.
Adicionalmente, FDH es deterministico, lo que significa que siempre contiene a todas las
observaciones que pertenecen a la muestra de datos (es decir, a la muestra de aprendizaje
siguiendo la terminologia del aprendizaje automatico) y, graficamente, la frontera de
produccion (superior) envuelve toda la nube de datos. Finalmente, el tercer postulado que
cumple FDH se conoce como minima extrapolacion y se asocia al tipico principio de
solucion de problemas de la navaja de Ockham. Se necesita afiadir requisitos para
seleccionar el estimador debido a que hay muchos posibles estimadores que pueden
cumplir con la libre disponibilidad y ser deterministas. En este sentido, si uno se atiene a
la navaja de Ockham, la estimacion mas conservadora de la frontera de produccion seria
la relativa a una superficie que envolviera los datos desde arriba y, al mismo tiempo, lo
mas cerca posible de la nube de datos. Por todo ello, desde una perspectiva no
paramétrica, FDH es una técnica muy atractiva, ya que no se basa en hip6tesis limitadoras
del Proceso de Generacion de Datos (DGP). Esta es una caracteristica compartida con las
técnicas habituales de aprendizaje automatico, que son claramente enfoques basados en
datos. Sin embargo, FDH estandar no puede considerarse una técnica de aprendizaje
adecuada. El objetivo principal de FDH parece ser la descripcion del comportamiento

extremo de un conjunto de observaciones, satisfaciendo los axiomas microecondmicos



antes mencionados. En cambio, la mayoria de las técnicas del aprendizaje automatico
(como, por ejemplo, arboles de clasificacion y regresion, bosque aleatorio, maquinas de
vectores soporte, por nombrar algunas) presentan ademas otros objetivos mas alla de la
estadistica descriptiva. Se ocupan de la nocion de generalizacion o error de prediccion,
que es una medida de la precision con que un método puede predecir los valores de los
resultados de datos no vistos anteriormente. En particular, el principio de minima
extrapolacion no permite que FDH abandone el campo de la estadistica descriptiva para
entrar en el mas interesante y moderno campo del aprendizaje estadistico. Una
consecuencia de esta caracteristica de FDH es su conocido problema de sobreajuste. El
principio de minima extrapolacion es responsable de este inconveniente. La superficie
envolvente superior estimada por FDH encaja como un “guante” en la muestra de datos.
En la practica, el problema del sobreajuste se observa en el hecho de observar que la
mayoria de DMUs evaluadas con una puntuacion de eficiencia por el FDH es de uno (es
decir, muchas unidades son identificadas como eficientes). Ademas, la potencia de
prediccion o generalizacion de FDH es baja, por lo que reporta malos resultados cuando
el objetivo es predecir, por ejemplo, el valor de salida de una nueva unidad no observada.
En el marco tradicional, la nocidon de generalizacion y error de prediccion esta vinculada
a la inferencia estadistica. Por supuesto, si la descripcion de la muestra es el objetivo
principal, entonces FDH es una técnica adecuada. Sin embargo, los investigadores y
profesionales deben ser conscientes de las limitaciones de las técnicas como las de FDH
para determinar una estimacion precisa del DGP subyacente. Si aplicamos FDH estandar,
algunas unidades evaluadas en la muestra pueden parecer técnicamente eficientes, pero
solo lo son dentro de esta muestra. En cierto sentido, la definicion habitual de eficiencia
técnica en el marco de FDH es una nocidn especifica de la muestra o una estimacion
dentro de la muestra de la puntuacion de eficiencia. Por el contrario, las técnicas
habituales del aprendizaje automatico aplican la nocién de estimaciones fuera de la
muestra, centrandose en el DGP real. Las estimaciones de la funcion de produccion
subyacente generadas por la técnica de FDH son funciones escalonadas (véase Figura 3).
Otra técnica no paramétrica muy conocida para determinar los conjuntos de posibilidades
de produccion es el andlisis envolvente de datos (DEA) de Charnes et al. (1978) y Banker
et al. (1984). En este caso, las estimaciones son funciones lineales a trozos. A diferencia

de FDH, DEA también asume la convexidad. Esto significa que, si se supone que dos
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perfiles de entrada y salida son producibles, entonces cualquier combinacién convexa de
ellos también es factible. Graficamente, FDH podria considerarse el "esqueleto" de DEA,
ya que la envoltura convexa de la frontera estimada por FDH coincide con la frontera de

DEA (Daraio y Simar, 2005) (véase Figura 4).

La idea detrds del concepto de generalizacion en la teoria del aprendizaje estadistico
(Vapnik, 2000) consiste en lograr un equilibrio entre la precision alcanzada en algunos
de los datos (conjunto de entrenamiento) y la capacidad del método para “aprender”
cualquier conjunto de entrenamiento sin errores. Como se ha comentado, muchas de las
técnicas del aprendizaje automatico siguen ciertos objetivos predictivos que, ademas,
permiten paliar el problema del sobreentrenamiento o sobreajuste. En concreto, los
Arboles de Clasificacion y Regresion (CART) de Breiman et al. (1984) introducen una
medida de complejidad de costes y un procedimiento de poda basado en la validacion
cruzada que permite superar este problema. CART para la regresion permite predecir el
valor de una variable respuesta numérica a partir de un conjunto de predictores. El éxito
de CART en la literatura especializada se debe, en parte, a la simplicidad del principio
que esta detras del método: se selecciona un criterio (normalmente minimizar el error
cuadratico medio) para generar recursivamente particiones binarias de los datos.
Graficamente hablando, la salida final de este procedimiento es un arbol que comienza
en el nodo raiz, que contiene todos los datos observados, se construye a través de nodos
intermedios y termina en los nodos terminales, también llamados hojas, que contienen

subconjuntos disjuntos de los datos observados (véase Figura 5).

La naturaleza binaria del proceso se refleja en cada uno de los nodos padre, excepto en
las hojas, que dan lugar a dos nodos hijos. La division de los datos en cualquier nodo esta
causada por una variable predictiva y un umbral para esta variable. Dadas todas las
posibles combinaciones de cada predictor y cada umbral, CART construye arboles de

regresion eligiendo la division que minimiza la suma del error cuadratico medio (MSE)



de los dos nodos hijos. CART produce una prediccion sobre la media de la variable de

respuesta condicionada a los valores de los predictores.

Alcanzado este punto, si se comparan las Figura 2 y Figura 5, es decir las funciones de
prediccion de FDH y de CART, se observa claramente un gran parecido en la forma
“escalonada” de sus estimadores. En este sentido, la hipotesis principal que se plantea en
esta tesis es que, al existir un enorme parecido en la estructura “escalonada” de sus

funciones, parece posible relacionar estas dos técnicas, CART y FDH.

El objetivo principal de la tesis consiste en adaptar la técnica de los arboles de regresion,
basada en CART, para que sean capaces de estimar las fronteras de produccion que
satisfagan las propiedades de libre disponibilidad y que envuelvan por encima los datos.
A través del nuevo enfoque, se observara que el espacio de inputs es dividido por una
secuencia de particiones binarias en nodos terminales (o nodos hoja). En cada nodo
terminal, el valor de la respuesta prevista (el output) sera constante. Asi que,
graficamente, la funcion del predictor parecera “escalonada” y presentara similitudes y
diferencias con respecto a FDH cuando se construya su arbol profundo. Por otra parte,
con el fin de superar el problema habitual del sobreentrenamiento o sobreajuste, se
aplicara un procedimiento de poda basado en la validacién cruzada. Por esta razon, la
nueva metodologia bautizada como Efficiency Analysis Trees (EAT) también podra ser
vista como una version fuera de la muestra de FDH. Véase también Misiunas et al. (2016),
Zhu et al. (2018), Badiezadeh et al. (2018), Zhu (2019), Lee y Cai (2020) y Olesen y
Ruggiero (2022) para leer sobre el reciente interés de la comunidad DEA en salvar la
brecha entre la estimacion de las fronteras de produccion y la ciencia de datos, el
aprendizaje automatico y los grandes volimenes de datos. Entre otras ventajas, se
permitira determinar la evaluacion de la eficiencia fuera de la muestra para las DMUs
evaluadas dentro del nuevo modelo. Ademas, y aunque este tipo de técnica no paramétrica
no puede aportar informacidn relativa a la importancia o significacion estadistica de cada
predictor (variables de entrada), la nueva metodologia propuesta sera capaz de determinar

un listado ordenado de la importancia de cada uno de ellos. Finalmente, y a partir del
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punto de vista de la visualizaciéon de los datos, el nuevo enfoque representara
graficamente a través de simples arboles situaciones multivariantes que de otra manera

serian dificiles de dibujar.

Otro de los objetivos que se abordan en la tesis, es el de mezclar otra de las técnicas del
aprendizaje automatico basado en arboles y la estimacion de fronteras de produccion,
adaptando el Random Forest de Breiman (2001) para estimar la eficiencia técnica.
Random Forest suele proporcionar un mejor rendimiento predictivo que el que se podria
obtener de cualquiera de los arboles de decision individuales que lo componen. En este
nuevo enfoque, los arboles de decision se construirdn para estimar las superficies
envolventes superiores de todas las observaciones en el correspondiente espacio de input-
output, capturando el comportamiento extremo de los datos, y satisfaciendo las
propiedades del FDH, como libre disponibilidad. Esta adaptacion, bautizada como
RF+EAT, dara como resultado una nueva metodologia més robusta en sus predicciones
debido al remuestreo de los datos y las variables de entrada. También, esta nueva
adaptacion, sugerird otro método para determinar la importancia de las variables de
entrada en el modelo, basandose en la formulacidon que se suele utilizar con frecuencia en
Random Forest estandar. Otra aportacion a la literatura de RF+EAT sera la solucion del
problema de la “maldicion de la dimensionalidad”, que sufren técnicas como FDH y

DEA.

Desde un enfoque computacional, el algoritmo implementado para EAT se basa en una
técnica heuristica para seleccionar el siguiente nodo que se va a dividir durante el proceso
de crecimiento del arbol de decision correspondiente. En la presente tesis, se demostrara
que esta heuristica no siempre producira el minimo error cuadratico medio de todos los
posibles arboles que se podrian generar si plantedsemos todas sus posibles
combinaciones. En este aspecto, otro de los objetivos es el de mejorar la precision de la
funcion de prediccion generada a partir de EAT recurriendo a técnicas de retroceso (o

backtracking, en inglés) (Baase, 2009 y Horowitz y Sahni, 1978). En concreto, se



combinard la idea que subyace al enfoque heuristico con la potencialidad del backtracking
(Pearl, 1984 y Tarjan, 1972) para mejorar la calidad del estimador de la funcion de
produccion de EAT. Ademas, gracias a este nuevo enfoque, se podra disminuir la carga
computacional de las técnicas estandar de backtracking aplicada a las metodologias de

arbol de decision como EAT, como se demostrara en las experiencias simuladas.

Por ultimo, se introducira la libreria de EAT implementada en R que se encuentra
disponible como software libre bajo la licencia GNU General Public License version 3 en

el repositorio GitHub (https://github.com/MiriamEsteve/EAT) y que esta disponible en el

Comprehensive R Archive Network (CRAN) en https://cran.r-

project.org/web/packages/eat.
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CAPITULO 3: MATERIALES Y
METODOS

En este tercer capitulo se describen brevemente las principales nociones relacionadas con
Free Disposal Hull (FDH), Classification and Regression Trees (CART) y Random
Forest. Adicionalmente, se afiadiran otras nociones necesarias para la introduccion de la

nueva metodologia propuesta en el Capitulo 4.

3.1. FREE DISPOSAL HULL (FDH)

Hoy en dia, hay diferentes métodos no paramétricos en la literatura para estimar la
frontera eficiente de WV . Entre ellas, cabe mencionar las siguientes. El estimador FDH
fue introducido por Deprins et al. (1984) y se basa s6lo en el supuesto de libre
disponibilidad. En cambio, el estimador DEA requiere supuestos mas fuertes, como la
convexidad del conjunto de W . El supuesto de la convexidad se utiliza ampliamente en
la economia, pero no siempre es valido. El conjunto de posibilidades de produccion podria
admitir rendimientos crecientes a escala (es decir, la producciéon aumenta mas
rapidamente que los inputs, lo que graficamente no puede ser modelado por la
convexidad), o podrian no existir valores fraccionarios de inputs o outputs. Por lo tanto,

FDH puede dar un estimador mas general y flexible que DEA (véase Aragon et al., 2005).

En lo que respecta a la técnica de FDH, este enfoque ha vuelto a atraer el interés de los

investigadores en los tltimos afios. Por ejemplo, Tavakoli y Mostafaee (2019) adaptaron



los modelos de analisis envolvente de datos en red a modelos bajo libre disponibilidad,
proporcionando los outputs intermedios objetivo para las observaciones ineficientes.
Barbosa et al. (2019) desarrollaron un Algoritmo Genético Hibrido Evolutivo para
trabajar sobre ciertos problemas de asignacion en el que se explotan DEA y FDH para
comparar el rendimiento de especificaciones alternativas en los parametros del algoritmo.
Kerstens et al. (2019) reconsideraron la forma en que se obtienen las metafronteras a
partir de estimaciones no paramétricas de las fronteras subyacentes especificas de los
grupos, y llegaron a la conclusion de que la estrategia habitual de convexificacion
consistente en suponer un metaconjunto convexo suele dar resultados erroneos. O, desde
un punto de vista teorico, los trabajos de Cazals et al. (2002) y Daraio y Simar (2005),
donde le introduce un estimador basado en FDH, robusto a los valores extremos y el

concepto de medida de eficiencia condicional de orden-m, respectivamente.

Los modelos no paramétricos, como FDH, son especialmente atractivos, ya que no se
basan en hipdtesis restrictivas sobre el proceso de generacion de datos, una caracteristica
compartida con las técnicas habituales de aprendizaje automatico, que son claramente
enfoques basados en datos. En particular, Deprins et al. (1984) propusieron la forma de
estimar el conjunto de posibilidades de produccion a través de Free Disposal Hull como

sigue:

A

W,y = {(x,y) eR"™ :Ji=1,.,ntalquey< y, x> x,.} (3)

En el caso de la produccién univariante, la funcion de produccion se estimaria mediante

f o ( x) = I_nax{ yl.}. A continuacion, en la Figura 2, se presenta un ejemplo grafico del

estimador de FDH, mostrando su tipica forma escalonada no decreciente.
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Figura 2. Frontera de produccion de FDH.

Ademas, la puntuacion de la eficiencia (su score) ¢(x,,y,), para una medida radial

orientada al output, puede ser estimada “enchufando” W, dentro de
max {¢k ER: (xk NS ) € ‘P} en lugarde ¥ . De esta forma, el problema de optimizacién
puede ser reescrito como un programa de optimizacion lineal entero mixto:

¢FDH(xk,yk)= max ¢
S.t.

n
Z/Iixﬁ S Xps j=1..,m
i=1

n (4)
Z;tiyn‘zﬂéyrka r=1,..,s
i1

St
i=1

A, 6{0,1}, i=1,...,n

La técnica FDH es muy atractiva porque se basa en muy pocas suposiciones, pero, por

construccion, sufre de sobreentrenamiento o sobreajuste (overfitting, en inglés). Notese,



en la Figura 2, que la frontera estimada por FDH se ajusta como un “guante” a la muestra
de datos, satisfaciendo ademas la libre disponibilidad (monotonia o free disposability).
Este problema es compartido por otros enfoques bien conocidos basados en datos. En
particular, las técnicas que pertenecen al campo del aprendizaje automatico como, por
ejemplo, los Arboles de Clasificacion y Regresion (CART), presentan problemas de
sobreajuste cuando se genera un arbol profundo. Este problema puede resolverse podando

el arbol profundo mediante, por ejemplo, un proceso inteligente de validacion cruzada.

El mismo tipo de medida técnica puede estimarse mediante el Analisis Envolvente de
Datos por convexificacion de la frontera de produccion generada por FDH. Al fin y al
cabo, FDH podria interpretarse como el “esqueleto” de DEA. A continuacidn, se muestra

el modelo de Programacion Lineal que se debe resolver en ese caso:

g (xk’yk): max ¢
s.t.
Zn:/lixﬁ < Xjgs j=L...m
i=1
Zn:ﬂ’iyn’ 2@ Yur r=L..,s (%)
i=1
Zn:/li =1,
i=1

A 20, i=1..,n

La diferencia entre los modelos (4) y (5) es la Gltima restriccion. DEA so6lo requiere la no
negatividad de las variables /lambda (variables de intensidad) de valor real, mientras que
FDH recurre a variables binarias. En la Figura 3 se ve claramente que DEA es el convexo

de FDH.
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Figura 3. Frontera de produccion de FDH y de DEA.

3.2. CLASSIFICATION AND REGRESSION TREES (CART)

CART (Breiman et al., 1984) es una técnica de aprendizaje automatico con dos objetivos,
dependiendo de la naturaleza de la variable respuesta. CART funciona como un modelo
de clasificacion no paramétrico cuando la variable respuesta es categoérica y como un
modelo de regresion cuando es numérica. Esta tesis se centra en este ultimo enfoque,
debido a la naturaleza de la variable respuesta (output en el contexto de produccion). El
principio que rige el funcionamiento de CART es relativamente simple: se elige un
criterio determinado para generar recursivamente particiones binarias de los datos (la
muestra de entrenamiento) hasta que ya no sea posible una division significativa o se
mantenga una regla de parada. El resultado grafico de este proceso es un arbol que
comienza en el nodo raiz, se desarrolla a través de los nodos intermedios y termina en los
nodos terminales (hojas). La naturaleza binaria de CART se refleja en cada nodo (padre),
excepto en las hojas, dando lugar a dos nodos hijos. La division en cualquier nodo no
terminal es causada por una variable predictiva y un umbral para esta variable. Dadas

todas las formas posibles de dividir los datos en un nodo (padre) (es decir, las



combinaciones de cada predictor y cada umbral), CART construye arboles de regresion
eligiendo la divisiéon que minimiza la suma del error cuadratico medio (MSE) de los dos

nodos hijos. Especificamente, dada una muestra de entrenamiento X que consiste en
(%3 )seer(%,52, ), con x, e R" € ¥, € R, i=1,...,n, CART tiene como objetivo predecir
la variable respuesta y a través de los predictores x,,...,x, . Para hacer esto, la primera
division de CART selecciona una variable predictiva j, j=1,...,m,yunumbral s, €S,
donde S, es el conjunto de umbrales para la variable j, de tal forma que la suma del

MSE calculada para los datos pertenecientes al nodo hijo izquierdo, es decir, los datos

que satisfacen la condicion x; <s;, y el MSE determinado con los datos pertenecientes
al nodo hoja derecho, es decir, los datos que cumplen x, > s, es minimizado. Si ¢ es la
forma de denotar al nodo padre y , ademds, ¢, y #, son los nodos hoja izquierdo y
derecho, respectivamente, entonces, CART selecciona la mejor combinacion (x S ) que
minimiza:
1 2 1 2
R(tL)"'R(tR):_ Z (yi_y(tL)) = Z (yi_y(tR)) (6)
n (3 vi)et, n (x.31)tp
donde 7 es el tamafio de la muestrae y(7,) e y(z;) son las estimaciones de la variable

respuesta y para los datos en los nodos ¢, y ¢,, respectivamente. Normalmente,

y(t,)= n(ltL)( > yiey(t)= n(ltR)( Y. y,,donde n(t) es el tamafio de la muestra

X.0i)et, X;.V; )Elg

que contiene . En otras palabras, y(t,) ¢ y(t;) son la media de los datos contenidos en

cada nodo hoja. De esta manera, el arbol tendria un nodo raiz y dos nodos adicionales.
Una vez que CART genera una division, el proceso completo se repite para los nodos

hijos resultantes. El proceso continia hasta que no se puedan hacer mas divisiones

significativas o se cumpla una regla de parada predefinida (la usual es n(t) <5=n_,

para todos los nodos hoja).

Incluso en una situacion multivariante como la tratada por CART, esta técnica admite una

representacion grafica del predictor final por un simple arbol como el de la Figura 4.
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Figura 4. Ejemplo de una estructura de arbol CART.

Ademéds, en dimensiones bajas, es posible dibujar el predictor a través de una funcién
“escalonada” como la que se muestra en la Figura 5. El predictor es constante en cada
nodo terminal. Obsérvese también que el predictor determinado por CART no envuelve
los datos, sino que se ocupa del promedio de la variable de respuesta y, ademads, el
predictor no satisface la propiedad de libre disponibilidad (o monotonidad). Estos hechos
contrastan claramente con las caracteristicas del predictor FDH (véase la Figura 2).
Obviamente, CART no fue disefiado por Breiman et al. (1984) para tratar la estimacion
de fronteras de produccién en microeconomia. Sin embargo, notese que ambos enfoques,

FDH y CART, generan funciones escalonadas como predictores.
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Figura 5. Funcion de prediccion de CART.

Merece la pena mencionar que CART sufre de sobreentrenamiento o sobreajuste. El arbol
que crece suele ser demasiado grande y las estimaciones que se hacen son demasiado
optimistas. Incluso en el caso de que se utilice una restriccion menos estricta como regla
de parada, con un umbral para el tamafo de la muestra en cada nodo de la hoja mayor de
cinco, se podria argumentar que este nivel prefijado es arbitrario. Ademas, en los arboles

grandes (n_. pequefio) la precision del enfoque es buena con respecto a la muestra de

entrenamiento, ya que la funcion de paso asociada al predictor es muy cercana a los datos
observados. Lamentablemente, el predictor depende demasiado de la muestra, lo que
dificulta la generalizacion de los resultados y la obtencidon de una estimaciéon adecuada.
Esta fue una limitacion claramente reconocida por Breiman et al. (1984) en su famoso
libro. Para superar este problema sin asumir previamente ninguna distribucion sobre el

ruido estadistico, Breiman et al. (1984) propusieron podar el arbol de manera apropiada.
Para ello, definieron la medida de complejidad del error R, (T ), que esta basado en dos
indicadores. La primera es una medida de la precision del arbol, definida como la

agregacion del error cuadratico medio determinado en cada nodo hoja, mientras que la

segunda es el nimero de nodos hoja como medida del tamafio o la complejidad del arbol.
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Al mismo tiempo, un tercer elemento entra en juego: un parametro « , que funciona como

un peso para equilibrar los dos indicadores anteriores:
R,(T)=R(T)+alT| (7)
donde T es el conjunto de nodos hojas del érbol T, R(T') = lz > (y,. —y(t))2 N

M ieT (x,3;)et

denotan la cardinalidad del conjunto S'.

Ahora, la idea es podar minimizando la medida de la complejidad del error. El resultado

es una secuencia de subarboles de tamafio decreciente 7. >7, > T, >~ ...> {to}, donde

max

max

T, es el arbol obtenido mediante el uso de la regla de parada n(¢)<n,; y t, eselnodo

raiz. Ademas, una secuencia creciente del valor de « esta asociada a cada subarbol en la

forma 0=, <, <...ysatisfaciendo que a sea o, <a <«,,,. I, denota el subarbol mas

pequefio de 7, que minimiza R, (7).

max

Para puntuar cada subérbol en la secuencia y seleccionar el mejor, se suele recurrir a la

validacion cruzada. En la validacion cruzada, la muestra de aprendizaje N se divide al

azar en N,,...,N,, es decir dividiendo la muestra en submuestras de tamafio similar,

siendo cada submuestra de aprendizaje N =N - N,. El proceso para obtener una
puntuacion para cada subarbol se basa en la repeticion del procedimiento de crecimiento
y poda de los arboles que se ha comentado anteriormente utilizando N en vez de N

Para cada v, se producen los arboles T ) (a) que son aquellos que presentan el menor
error de complejidad para el parametro « , definido como @, =+/a, ., . Se denota como

d ,Ev) (x) al predictor que se corresponde con el arbol T ) (). Entonces, la puntuacion



asociada al subarbol 7, en la secuencia original T, > T, > T, >...>{t,} se denota de la

max

siguiente forma:

> Y (n-d(x)) ®)

v=l (x;,0;)eN,

R (7)) =

S | =

Finalmente, el subarbol seleccionado 7, es el arbol mas pequefio que satisface la

condicion:
R (T,)<R" (T, )+SE (9)

donde 7, es tal que R (Tk0 ) = min {RCV (7, )} y SE es la estimacion del error estandar

para R (Tko )

En la Figura 6, se muestra como la forma del arbol final es determinada por CART

después de que el proceso de poda haya sido implementado.
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Figura 6. Funcion de prediccion de CART podado.
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A diferencia de los modelos tradicionales de regresion paramétrica, CART para la

regresion no proporciona informacion sobre cual es la relacion entre cada variable x,

j=1,...,m, con la variable respuesta. Mientras que los modelos paramétricos pueden

proporcionar estimaciones puntuales y en intervalos de los coeficientes asociados a esa
relacion, CART no lo hace. No obstante, Breiman et al. (1984) también sugirieron como

proporcionar al menos una clasificacion de las variables x, dependiendo de la

importancia de cada variable. A priori, no es trivial como clasificar estas variables ya que
al no dar la mejor division en un nodo, podria ser la segunda o tercera mejor opcion. Por

ejemplo, en el arbol final seleccionado, x; podria no ocurrir en ninguna division. Sin
embargo, si una cierta variable x, se elimina del analisis y se construye otro arbol,
entonces x, podria aparecer de forma prominente en las divisiones, incluso con un arbol

resultante tan preciso como el original. En tal contexto, se necesita que el método de

clasificacion detecte la importancia de x, en el arbol original construido. Con tal fin,

Breiman et al. (1984) propusieron un procedimiento para un ranking adecuado, jugando

con la nocidn de las particiones alternativas.

Por otra parte, muchas son las propuestas en la literatura sobre como extender las técnicas
de arboles de decisidon con una sola variable respuesta al contexto de multiples variables
respuesta: De’ath, 2002; Appice y Dzeroski, 2007; Stojanova et al., 2012; y Levatic et al.,
2014, por nombrar alguno. De estos, De’ath (2002), parece ser la extension natural del
método de particion recursivo univariado de CART (véase Borchani et al., 2015). Este
enfoque funciona siguiendo los mismos pasos que CART, es decir, comenzando con
todos los datos en el nodo raiz, y luego recursivamente encontrando la mejor division
posible en los nodos padres y dividiendo los datos en consecuencia hasta que se satisfaga

una cierta regla de parada. La principal diferencia con CART estandar es la redefinicion

. g . . . ., * * e e ey,
de la medida utilizada para seleccionar la mejor combinacién [ x .,s . ) en cada division.
i’

En otras palabras, en el caso de la respuesta tnica el criterio utilizado coincide con el

error cuadratico medio asociado a la variable de respuesta Uinica, mientras que en el caso



de la respuesta multiple los errores cuadraticos vinculados a todas las variables de
respuesta se agregan en una medida final. Por ultimo, otra diferencia es que cada hoja del
arbol generada por el enfoque de De'ath (2002) se caracteriza por la media multivariante
de los datos que le pertenecen, como una generalizacion directa del estdndar univariante
de CART. De'ath (2002) también indic6 algunas caracteristicas interesantes de la técnica.
Los arboles multivariantes son faciles de construir y visualizar. También son robustos a
la adicion de ruido aleatorio. Ademas, detectan automaticamente las interacciones entre
las variables. Por ultimo, manejan los valores perdidos en las variables predictoras (los

inputs en nuestro contexto) con una minima pérdida de informacion.

3.3. RANDOM FOREST

Random Forest es un método de aprendizaje por agregacion que funciona construyendo
una multitud de arboles de decision en el momento de la formacidén y agregando la
informacion de los arboles individuales en un valor de prediccion final (Ia media en el
problema de regresion) (Breiman, 2001). El algoritmo de entrenamiento para el Random
Forest aplica una doble técnica de aleatorizacion: sobre los datos (a través del
bootstrapping) y sobre la seleccion de los predictores. Dada una muestra de aprendizaje
N de tamafio n, Random Forest repetidamente selecciona de forma aleatoria una muestra
de tamafio n con reemplazamientos del conjunto N. Entonces, el método ajusta los
arboles CART a estas muestras pero, para ello, recurre a un algoritmo de aprendizaje de
arbol modificado que elige, en cada division candidata del proceso de aprendizaje, un
subconjunto aleatorio de los predictores. La razén de hacer esto es intentar
descorrelacionar los arboles individuales que pueden ser estimados a partir de muestras
ordinarias de bootstrap: si un determinado subconjunto de predictores es muy fuerte para
predecir la variable de respuesta, estos mismos predictores seran seleccionados en
muchos de los arboles individuales analizados, haciendo que se correlacionen. La
agregacion (no correlacionada) de modelos aleatorios reduce el error de prediccion al
disminuir el término de la varianza; la combinacién de varios modelos aleatorios logra un

mejor rendimiento que un solo modelo no aleatorio (Berk, 2016).
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Los pasos tipicos que se deben llevar a cabo en Random Forest se muestran en el
Algoritmo 1 (véase Kuhn y Johnson, 2013). En primer lugar, el investigador elige el

numero de arboles que se van a ajustar (el parametro p ). En la practica, suele bastar con
considerar 500 6 1000. En segundo lugar, p muestras de boostrap deben generarse,

siendo cada una de ellas denotada como N, ¢ =1,..., p. Para cada muestra boostrap X _,

un arbol T (N q) es entrenado por el algoritmo CART. Sin embargo, en cada division,

el algoritmo ya no considera todos los posibles predictores y sus umbrales. En su lugar,

mtry predictores se seleccionan cada vez al azar y pasan a ser las variables que se

consideran para dividir el nodo padre correspondiente en dos nodos hijos. En el caso de
Random Forest, no es necesario podar cada arbol. El proceso de poda por validacion
cruzada se sustituye por la doble técnica de aleatorizacion, sobre los datos y sobre la
seleccion de los predictores, y la agregacion final de las predicciones de todos los arboles.
En general, los arboles mas grandes pueden dar lugar a un menor sesgo en la prediccion,
mientras que la agregacion de modelos de arboles de decision aleatorios no

correlacionados reduce la varianza del predictor.

Una vez ajustados todos los arboles a través de la aplicacion del Algoritmo 1, la
prediccion del valor de la variable respuesta a partir de un vector de valores de los
predictores, que no es necesariamente un vector de valores observado, se determina

promediando la prediccion individual correspondiente a cada arbol.

Una caracteristica atractiva de los métodos de agregacion en aprendizaje automatico,
como Random Forest, que construye modelos sobre muestras bootstrap, es el uso de las

muestras complementarias X\ para formar estimaciones de ciertas medidas de interés,

como el error de prediccion, también conocido como error de generalizacion en la teoria
del aprendizaje estadistico. En particular, Random Forest suele explotar la nocion de Out-

Of-Bag (OOB). El Out-Of-Bag estima el valor de la variable respuesta para la



observacion (x,,y,) utilizando solo los modelos individuales T cart (Nq) que

corresponden a las muestras bootstrap N tal que (xi,yi)séNq. A partir de esta

definicidn, el error de prediccion se define como el promedio de las estimaciones del Out-

Of-Bag calculadas sobre todas las observaciones de la muestra de aprendizaje X :

e REFCART(Y) :l Z ZY:(J/ A _yRF+CART(N) (x_))2 (10)

n (x;,3;)eN r=1

donde yrR FACART(N) (xi ) es el componente r-ésimo del vector
N : 1
RF CART(N)(xi):—|K (N) ;N)drﬂ”(xq)(xi)’ Ki(N):{q:q:1,...,p,(xi,yi)€:‘Nq}.
i qek;

K, (X) representa el conjunto de indices entre p arboles entrenados de tal forma que sus

1

correspondientes submuestras no incluyen (xl., Y )

Input of the algorithm:
p, number of trees
N, original data with m predictors and s outputs
mitry, number of predictors to select (using a specific rule)
#min, Max number of observations in a leaf node (5 by default)
Output of the algorithm:
RFCART ;= { TCART(Rq): ¢ =1, ....p }
(Xg:g=1,...p}

RFCART := {}

FOR¢:=1TOp

Ng := Bootstrap sample of X

TCARI(Ng) = { £y : tp=root node }

FOR EACH ¢ in TCART(R,) : tis a leaf node < #(f) £ 7w
Randomly select mfry (= m) of the original predictors
Select the best predictor among the miry predictors for ¢ and split the data in #; and 7z nodes
TCARI(Ng) := TC4RT(Rg) U {17,z )

END FOR

RFCART := RFCART 1) { T4RT(Xy) |
END FOR

Algoritmo 1. Random Forest.
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El error de prediccion es util, por ejemplo, para determinar una medida de importancia de
las variables predictoras, que puede utilizarse para crear una clasificacion o ranking de

predictores x,,...,x,,. Para calcular la importancia del predictor x,, se pueden seguir los

siguientes pasos. Generar una nueva base de datos, N/, idéntica a la original N, donde

especificamente los valores de la variable x, se han permutado aleatoriamente. Este

proceso de "barajado" hace que ese predictor, en promedio, no esté relacionado con las
variables de respuesta y todos los demas predictores. Aplicar la técnica de Random Forest
sobre la nueva muestra de aprendizaje “virtual” N’. Determinar el valor del error de

RF+CART(N/) . .
. Finalmente, es posible

prediccion vinculado a este ultimo Random Forest: err
calcular cuanto porcentaje aumenta el error de prediccion del modelo cuando la variable

RF+CART(N) RF+CART(X)
err —err

: o RF+CART _ .
x, es barajada como %lInc (xj) =100 RO






CAPITULO 4: RESULTADOS

4.1. ARBOLES DE ANALISIS DE EFICIENCIA

En este capitulo se introduce la nueva técnica basada en la adaptacion de CART para
estimar las fronteras de produccion, que se ha bautizado como Arboles de Analisis de
Eficiencia (Efficiency Analysis Trees, en inglés). De aqui en adelante nos referiremos a
esta nueva técnica mediante el acronimo EAT. Este nuevo enfoque permite determinar
fronteras de produccion satisfaciendo los axiomas habituales de la microeconomia
mediante un modelo basado en datos que no asume ninguna distribucioén de probabilidad
particular y, ademas, genera una funcion escalonada como predictor. Estas caracteristicas
son compartidas con la técnica de FDH. Sin embargo, mientras que FDH sufre de
sobreajuste, el nuevo método supera este problema mediante la validacion cruzada y la
poda, propuesta en Breiman et al. (1984), que explota su estructura natural de arbol. Otra
diferencia notable entre estas dos técnicas, EAT y FDH, es que el crecimiento del arbol,
en el caso de EAT, se lleva a cabo de manera estadistica, es decir, minimiza el error
cuadratico medio y utiliza reglas de parada ligadas al tamafio de la muestra, y evita que
se produzcan nodos terminales vacios. Un nodo vacio implica una region en el espacio de
inputs sin datos, pero con una estimacion de la variable de respuesta (el output). En el

caso de FDH, si que puede producir este tipo de regiones, como se muestra mas adelante,



un hecho algo extrafio desde una perspectiva basada en los datos, ya que no es posible

calcular una medida del error en ese nodo en particular.

A continuacion, el nuevo enfoque EAT se divide en dos secciones, una para el caso de
una unica variable respuesta y otra para el caso de multiples variables respuesta. Se afade
otra seccion a este capitulo para mostrar las bondades de la nueva metodologia a partir de

una experiencia computacional.

4.1.1. EL CASO DE UNA UNICA VARIABLE RESPUESTA
En el Aprendizaje Estadistico Supervisado convencional, todo comienza con una muestra
de aprendizaje N, que consta con ejemplos de (x,,,),...(x,,¥,), con x, e R" ¢ y, €R,
i=1,...,n, como en CART. Ahora, comparando este nuevo enfoque con Breiman (1984),

hay tres elementos que son clave para determinar el arbol predictor:

1. Una regla para asignar una estimacion de la variable respuesta a cada nodo: y(t).

2. Una forma de seleccionar una particién en cada nodo intermedio.

3. Unaregla de parada para determinar cudndo un nodo es terminal.

Ademas, es necesario afiadir dos claves mas a nuestra nueva técnica de produccion:

4. y(t) debe estimar la frontera de produccion en lugar de la media de la variable

respuesta. Esta caracteristica se vincula facilmente con el punto 1 anterior.

5. La satisfaccion de la libre disponibilidad. Este punto es probablemente el mas
dificil de abordar, por ello en esta seccion se propone una forma de seleccionar el
siguiente nodo que debe dividirse en el algoritmo de crecimiento del arbol y se

sugiere una forma de modificar la estimacion del output en cada nodo.
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Se empieza con los puntos 1 y 4 proponiendo una estimacion envolvente adecuada para

la variable respuesta en el nodo ¢: y(¢). En este sentido, el valor y(¢) es aquél que

minimiza R(¢)= 1 > ( v, — y(t))2 en el nodo ¢, es decir, la suma de los cuadrados del
n (x;,0;)et

nodo interior, y, al mismo tiempo, satisface y(t) >y, V(x[, yl.) €t, que es el valor

maximo de la variable respuesta observada en la muestra de datos perteneciente al nodo

t. Este resultado se demuestra en la Proposicion 4.1:

> (yl.—y(t))2 sujeto a

(xi ’yi)Et

Proposicion 4.1. El valor de y(¢) que minimiza R(t)=

y(t)zyi’ v(xi’yi)et’ es y(t):(?l%it{yf}'

Demostracién. Se asume que y(t):(ma§< {y,}+6, con &6>0. Entonces,
X,

1 2 2
Z(x§et(yf‘ )‘_xz ( (xmf)i, Y,}+5D ;(xzeﬂy, (g}git{y,})—éj _

i’yi)

2
L > (y,»—(max {yi}) +52ﬂ—25l > (y,.—max {yi}j. Notar que A>0
(%3 )et

N (xy, X9 )et n n (x,.1 )et (x;.0; )et

=4

como ¥, < max ) V(x,y)et Por lo tanto,
X Vi €t
2 1 2
- Z ( (max yl}+§D Z; Z (y"_(m%(t{y"})’ Vo >0, que prueba esta
(x,-,y,-)et Xii)e

proposicion. m

Volviendo al punto 2, se asume que hay un nodo que debe ser dividido. Ademas, se

recuerda que, en esta situacion, CART estandar selecciona una variable predictora j,
J=L..,m,yunumbral s, €S, donde S, es el conjunto de posibles umbrales para la
variable j, tal que se minimiza la suma del error cuadratico medio (MSE) calculado para

los datos pertenecientes al nodo hijo izquierdo, es decir, los datos que cumplen la



condicion x, <s,, y el MSE determinado con los datos que pertenecen al nodo hijo

derecho, es decir, que cumplen la condiciéon x, >s,. Si ¢ es la forma de denotar al nodo
padre, entonces ¢, y f, son los nodos hijos izquierdo y derecho, respectivamente.

Entonces, CART selecciona la mejor combinacion (x S j) que minimiza la expresion

(6). EAT sigue el mismo criterio cuando divide un nodo intermedio.

Adicionalmente, un nodo terminal o final en EAT (punto 3) es aquél que satisface cierta

regla de parada, como n (t) <n_. .En este sentido, Breiman (1984) recomienda n_. =5.

min
Otra regla de parada natural es la asociada con la situacion en la que todas las
observaciones de un nodo comparten los mismos valores para todas los inputs (comparten
el mismo perfil de entrada). En este caso, no es posible dividir el nodo. En esta tesis se
usa estas condiciones para las experiencias computacionales efectuadas. Sin embargo,
con el proposito de buscar la simplicidad en el desarrollo de la parte metodoldgica, se
asume en esta seccion que no todas las observaciones en un nodo comparten el mismo

perfil de entrada.

Como se ha mencionado anteriormente, probablemente la tarea mas dificil es la
relacionada con la definiciéon de un algoritmo que divida iterativamente los nodos
minimizando (6) y, al mismo tiempo, garantice la satisfaccion de la propiedad de libre
disponibilidad. En este nuevo enfoque, la clave estd en el algoritmo de division de cada

nodo intermedio. Antes de mostrar el algoritmo, es necesario introducir algunas

definiciones y notaciones adicionales. 7, es el arbol creado después de la k-ésima
division. 7, es el conjunto de nodos terminales (u hojas) del arbol 7,. Por ejemplo, T,
para el ejemplo grafico de la Figura 4 es el (sub)arbol compuesto por {to,tl,tz} con los
nodos terminales #, y ¢,. Para este mismo ejemplo, 7, es el arbol {to,t,,tz,t3,t4} con el

conjunto de nodos terminales 7, = {t,,t,,,}.
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En esta estructura, cada nodo ¢ se define por la satisfaccion de una serie de condiciones

en el espacio de input del tipo {x ;<s j} 0 {x ;2 j} (condiciones que se asocian con cada

division). Por lo tanto, después de ejecutar un cierto nimero de divisiones, hay una region
en el espacio de input en forma de un segmento si m =1, un rectangulo si m=2, un

paralelepipedo si m =3, etc. Este es el soporte de un nodo ¢:

Definicion 4.1. Siendo £ =1,...,K . Teniendo ¢ e Tk Entonces, el soporte de un nodo ¢

se denota y define como supp(¢)= {x €R!:a,<x;<b,j= 1,...,m}.

El parametro ' puede ser cero, mientras que el pardmetro b’ puede ser +w. En la
J ? J
r . t ;o1 . . .y y, ~ .
. X.
practica, a; esta limitado por abajo por la observacion mas pequeiia de la variable x, en

la muestra de aprendizaje, es decir, a; =min{xﬂ}. Notar también que si (xl., yl.) et,

1<i<n
entonces X, esupp(7). Lo contrario también es cierto si x, esupp(), entonces
(xl., yl.)et porque las divisiones producen subconjuntos disjuntos de la muestra de

aprendizaje original.

Otra nocion necesaria es la del conjunto de nodos Pareto dominantes dado un nodo ¢ e 7,.

Esta definicion esta relacionada con la satisfaccion de la propiedad de libre disponibilidad

de la frontera de produccion estimada a través de EAT.

Definicién 4.2. Dado k =1,...,K. Teniendo ¢ € 7,. Entonces, el conjunto de nodos Pareto
dominantes por un nodo t se denota y define como

I (t)= {t' eT, —t:3x esupp(¢),3x" e supp(¢') tal que x' < x}.

Un elemento en 1, (t) es un nodo con al menos un vector de input en su correspondiente

soporte, no necesariamente observado en la muestra de aprendizaje, de tal manera que



domina al menos un vector de input perteneciente al soporte del nodo ¢ en el sentido de

Pareto. Esta nocion se explota para la satisfaccion de la propiedad de libre disponibilidad.

Comprobar si un nodo ¢ e 7, pertenece a I, (¢) es una tarea sencilla ya que basta con
comparar las componentes de dos vectores, a” y b', tal y como se muestra en la siguiente

proposicion.

Proposicion 4.2. '€ I, (¢) siysolosi a” <b'.

Demostracion. Se asume que ¢’ € I, (¢). Entonces, por la Definicion 4.2, 3x € supp(¢),
Ax"esupp (') tal que x'<x. Por la Definicion 4.1, a” <x’ y x <b'. Por lo tanto,
a’ <b'. Ahora se asume que a’ <b'. Observar también que a" esupp(t’) por la
Definicion 4.1. Este no es el caso de " respecto a supp(t). Se busca un punto x en
supp(?) tal que & <% Se puede aproximar a b', desde el interior de supp(z),
siguiendo el camino asociado a la consideracion de puntos definidos como la
combinacién convexa de a” y b': Aa" +(1-1)b', 1€(0,1). Para ello, basta con tomar
valores de lambda cercanos a cero. Notar que a’ < la’ + (1 - ﬂ)bt. Por tanto, e (O,l)

tal que a” < %, con X =Aa" +(1-21)b" y % esupp(¢). Consecuentemente, ¢’ € 1, (¢). m

En la Figura 7 se muestra una ilustracion de la Proposicion 4.2. Dos soportes asociados a
los nodos ¢ y t' aparecen en ella. Claramente, se sostiene la hipotesis de la proposicion,

es decir, a” <b'. Consecuentemente, El nodo ¢ esta Pareto dominado por el nodo ¢'.
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Figura 7. Ejemplo de Pareto dominancia de nodos. El nodo #' Pareto domina al nodo ¢.

Por otra parte, y volviendo a la notacion, dado " 7, tal que este nodo no satisface
ninguna regla de parada y, ademads, es posible dividirlo en dos nodos hijos ¢, y 7,
entonces el arbol asociado con esta division especifica viene denotado como

T(klt*—>tL,tR). Notar que, en T(k|t*—>tL,tR), t&f(klf—)tL,tR). En efecto,

T(k|t" > t,.t,)=(T, =" )Uft,.t,}.

Seguidamente, se muestra como implementar bajo este nuevo enfoque el proceso de

division dado un nodo ¢ e 7, que no satisface ninguna regla de parada. Primero de todo,

para todas las posibles combinaciones para (dividir) la variable x, y los umbrales s, € S,
es decir, (x S ), el algoritmo debe determinar la suma de los errores cuadraticos medios

(MSE) asociados a la division del nodo #* en un nodo izquierdo y un nodo derecho con

sus correspondientes estimaciones de la variable respuesta y . Después de eso, se obtiene
. . ., . * * Ce .
la mejor combinacién posible Xeh8. ) aquella que minimiza la suma de los errores.

Para estimar la variable respuesta en cada nodo hijo, dada una combinacién particular

(x S ].), se sugiere combinar la Proposicion 4.1 con el concepto de Pareto dominancia



de un nodo. Como se muestra mas adelante, este punto sera la clave para garantizar la

libre disponibilidad. Se empieza con la descripciéon de este nuevo algoritmo con la

evaluacion del nodo hijo izquierdo, #,, dada la combinacion (x].,s].). Primero, el
algoritmo determina el conjunto de nodos que Pareto dominan a ¢,, es decir,
L5ty a0) (tL ) Una vez que se conocen los elementos de este conjunto, se puede calcular

la estimacion de la variable respuesta y (el output) para el nodo #,. En este nuevo

enfoque, se fuerza a que la estimacion nunca sea menor que las estimaciones de la variable

respuesta en los nodos pertenecientes al conjunto de nodos que Pareto dominan a ¢, . Asi

se consigue satisfacer la libre disponibilidad de una manera constructiva. Por lo tanto, se

sugiere la siguiente estimacion de la variable respuesta para el nodo hijo ¢, :

max{yl. :(xl,,yl.) S tL}, si max{yi :(xl.,yl.) S tL} > y(lr(ktbtm) (tL ))

y(t,)= (11)

y(IT(kt*_)t . )(tL )), €n otro caso
donde y(IT(klt*%,tR) (tL )) = max {y(z’) e IT(k|t*atL,tR) (tL )} e y(t’) es la estimacion de la

variable respuesta de ¢’ € f(k - tL,tR). En otras palabras, y(lr(kt*_)l t )(tL )j es la

estimacion mas grande de la variable y de los nodos que Pareto dominan a #,. La

expresion (11) se puede reescribir de una manera mas compacta como

y(t, ) = max {max{y,. (x.0)e tL}’y(IT(k;*_»L,tR) (¢, ))}

En cuanto al nodo hijo derecho, la expresion seria muy similar a la anterior.

max{y,:(x,,y,)€t,}, si max{y :(x,y)et,}> y(lT(M*%LJR) (¢4 ))
y(t)= (12)

y (IT(kt*—)tL ,[R) (tR )j > en otro caso
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Continuando con este andlisis, se puede calcular el error cometido cuando y es la

estimacion y(#,) para el nodo ¢, y cuando y es la estimacion y(¢,) para el nodo 7,

es decir, R(tL)=% Z (y[—y(tL))2 y R(tR):l Z (J’i_y(tR))z’

(xi,y,)etL n (xi’yi)E[R

respectivamente. La suma de estos dos errores es la que hay que minimizar. Asi pues,

(x:* ,S; ) esta definida como la combinacion de las variables x; y los umbrales s, €S,
Jj=L...m, tal que R(t,)+R(t;) es minimizado. También, ¢, y ¢, son los nodos hijos

. N * * . * * ok
asociados a la division (xl,* S ) De esta manera, se tiene que 7,,, =T (k |t —1,,t, )

Una vez que se ha obtenido el arbol T (k|t* —>tz,t;), la forma de actualizar los

parametros a y b correspondientes a los soportes de 7, y ¢, es la siguiente:

Vji=1,..,m
b =b., Vj=l.,mj#]

) %
bt =5,

J J

. ' L (13)
af =a;, Vj=l.,m,j#]

*

a*=s.,

J J

La expresion (12) puede ser sustituida simplemente por y(tR) = y(¢"), donde y(¢') esla

estimacion del nodo padre ¢, como muestra la siguiente proposicion, tras demostrar algun

resultado necesario previo.

Lemad.1.Si el

- (t,),entonces ¢’ e I, (t*).



Demostracién. Notar que, por definicion, f(k = tL,tR) = (fk —t ) U{t,,t,}. Ademas,

t EIT(k\t*—)t t )(tL) si y solo si a” <b" (ver Proposicion 4.2). Por (13), b" <b'". Esto

implica que a' <b' . Por tanto, ' € 1 (t*) ]

Corolario 4.1. y(1,)< y([n (t*)).
Demostracion. Por el Lema 4.1, IT(k‘t*_n”R) (tL) c ITk (t*). Entonces,
y(lT(kt*%’tR) (1, )) < y(ITA (t*)) Ademas, max{yi (x,5)€ t*} > max{y,:(x,y,)€t, |

. Por el algoritmo EAT, se sabe que y(t*):max{max{yi :(xl.,yl.)et*},y(lTk (t*))}

Finalmente, por la forma més compacta de (11), se tiene que y(tL) < y(la (t*))- u

Corolario 4.2. y(7,)< y(t*).

Demostracion. Por el algoritmo EAT, y(t*) = max {max {yi : (xl.,yl.) € t*} , y(]Tk (t* ))}

Por el Corolario 4.1, y(t,)< y([Tk (t* )) Por tanto,

y(t*):max{max{yi :(xl.,yl.)et*},y(ln (t*))} >y(7,). m

Proposicién 4.3. y(1;)= y(t*).
Demostracion. Ir(k\zutL,tR)(tR)lek (t*)u{tL} porque, por (13), los nodos ¢, y t°

comparten el mismo parametro b (b;’e = b;*, Vj=1,.,m)y a" =a' <b'. Entonces, por

(11), y(tR)zmax{max{yl.:(xl,,yl.)etR},y([Tk (t*)),y(tL)}' Adicionalmente, por el
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algoritmo EAT, se sabe que y(t*)zmax{max{y (x y) } y(ITk (t))} Se tiene

(t*)) De esta forma, se tiene que

dos escenarios. Escenario A: y(t*): y(ITk

(I (¢))zmax{y, :(x.3) et} Si p(f (€))2max{y:(x,5) e}, entonces
(I (£)) 2 max {3, (x,,3,) 1, porque max{y,:(x,,y,) et} 2
max {y, :(x,,);) €, }. Adems, por el Corolario 4.1, y(I, (¢'))2y(t,). Por tanto,
y(tg) = y(ln (r*)): »(f).  como se queria  probar.  Escenario  B:
y(t")=max{y,:(x.y,)et’}. Por lo tanto, max{y,:(x,y)e }>y(lrk(t*)). Se
considera dos escenarios adicionales: B1 y B2. Escenario B1: max{y,:(x,,,)et}=

max{y,:(x,y)et,}. Por e Lema 4.1, [T(k\t*—nL,tR)(tL)C I, (t*) Entonces,
y(lr(kt*_” ) )(z‘L )j < y(ITk (t*)). Como consecuencia, se tiene que

y(lr(h*_}, P )(IL )j<max{y ( a)’) } max{y ( ay) } Por tanto, por (12),

()=
max{rnax : )et } y(ITk (t*)>,y(tL)} y max{y (x,.y)et }S
{

( ) Ahora, se  conmsigue  y(f;)=y (t* ) desde  y(#)

max |y, :(x,, ) } Escenario B2: max{y (x.)e } max{y (x,,y,)et }

Por el Corolario 4.2, y (tL ) <y (t* ) Por tanto, y (tR ) =

max{rnax{yi :(xl.,yl.)etR},y([Tk (t*)),y(fL)} :y(t*)- n

Después de realizar la division 7, , se tiene una estimacion de la variable respuesta para

cada nodo que pertenece a 7,,,. En particular, se tiene que y, (¢)=y, (¢) si t#1 vy,

por (11) y (12), y, ( ) y( )ny ( )—y(t;).Ademés, se define la estimacion de



la  variable  respuesta  correspondiente al nodo  raiz t como
Yr() (1) = max {9, :(x,,)et,} =max{y, :i=1,..,n}, es decir, esta estimacion coincide

con el maximo valor observado para la variable respuesta en la muestra de aprendizaje.

En este nuevo enfoque, la forma de seleccionar el nodo que va a ser dividido entre todos
los nodos pertenecientes a 7, consiste en escoger siempre el nodo hijo izquierdo que no
cumpla ninguna regla de parada (esta estrategia sera estudiada en mas detalle en el
Capitulo 4 Seccion 4.3.). Por otra parte, hay muchas formas de definir el conjunto de

umbrales S, para cada variable x;, j=1,....m. En este nuevo algoritmo, todos los
elementos del conjunto S, son los observados para las variables x, en los datos

pertenecientes al nodo ¢.

El proceso se repite hasta que se realizan todas las posibles divisiones, de tal manera que
cada nodo terminal satisface la regla de parada. Sea K el nimero de divisiones ejecutadas

en el proceso de crecimiento del arbol que corresponde a la ultima division realizada y

sea T el arbol final. Asi pues, T =T.

max

Ahora, es el momento de mostrar el principal resultado de este trabajo, en el que se

establece que el predictor asociado a la estructura del arbol 7 cumple con el axioma

de libre disponibilidad (traducido a monotonia en el caso mono-output). En particular, el

predictor d (x) definido desde la informacion que contiene 7 tiene la siguiente forma:

max

d; (x)=y; (t), parateT,, talque a' <x<b', esdecir, x €supp(z).

Teorema4.1. d, (x):R] — R es una funcién mondtona no decreciente.

max
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Demostracién. Se tiene que probar que si x < x', entonces d; (x)<d, (x'). Primero,
se prueba que si d; (x) es una funcién mondtona no decreciente, entonces d; (x) es
también una funcion mondtona no decreciente. La diferencia entre los arboles 7, y 7, ,
estd en que un nodo de 7, llamado ¢, ha sido dividido en dos nodos hijos, 7, y 7,. De
esta manera, T, = T(k £ — tz,t;). Ademas, d, (x)=d, (x) para todo
xe (R —supp( )) y dp (x) =V, (tZ) si xe Supp(tZ) y dp (x) =V, (t;) si
Xe supp(t;). Entonces, se tienen varios casos que estudiar. (i) Se asume que
x,x'efsupp(t*). Entonces, d, (x)=d, (x) vy 4, o (x ):dr(k)(x') ya que solo la

estimacion relacionada con ¢  podria haber sido modificada después de la k +1 division.

Como consecuencia, d, (x)<d, (x') bajo la suposicion de que d, (x) es una
funcion mondtona no decreciente. (ii) Se asume que xesupp(t*),x’esupp(t*).
Entonces, se puede asumir que x esupp(s) para algunos re7,,,. Si x'et,, por la

Definicion 2, tel, (1) Por (10), v, (1) =

max {max{yl. :(xl.,yl.) € t;},y(lT(kt*_nbtR) (tz ))} > y(lr(kt*_m’tk) (tz )j 2 Yr, (t) . Ahora,

dy (x)<d; () ya que y, (1)=d; (x)=d, (x) y d; (x)=y, (1) Por el

contrario, si x' € ¢,, se pueden seguir pasos similares y lograr el mismo resultado. (iii) Se

asume que x € supp(t*), x'¢ supp(t*). Por la hipotesis de monotonia de d;, (x), se tiene
d; (x)<d, (x').. Recordar que d; (x')=d, (x') porque x'e (Ri” —supp(t*)). Se va
a probar que d, (x)<d,(x'). Para hacer esto, primero se prueba que

Vr (t) > max{ym ( ) Y, ( )} Por (11) y (12), se tiene

Vi (tZ)=maX{max{yl. (x5 01) E’Z}’y(lr(kmt;,z;)(tz)j}’ y v, (1) =



mafmax (3, () €14y Ly () ) Ademés, v (1)
max {y, :(x,.y,) €1’} por la forma en la que se define la estimacion de la variable de
respuesta de un nodo [expresiones (11) y (12)] y quey, (4)=max{y,:(x,,)et}.
Ademis,  y, (t*)Zmax{yi:(xi,yl.)etZ} y yT(k)(t*)Zmax{yi :(xi,yi)et;}.
Adicionalmente, si ¢ € L i) (£ ). entonces, por la Definicién 4.2, 3% € supp(; ) y
3x" e supp(#') tal que x"< %. Pero entonces, ' € I;, (t) ya que supp(tz ) C supp (t)
Por la hipétesis de monotonia de dy,(x), se tiene que d;, (x")<d; (%). Sin embargo,

notar que d, (x")=y, (') y d (%)=, (t*) Asi pues, yT(k)(t*)Z v, (1) para todo

£

e Ir(k\zbz;,t;;) (ZZ) Esto implica que y,, (1*) > y(lr(kzbt;,t;) (tL )) Y, por consecuencia,

Vi, (z) > max {max{yi (x,0,)€ tZ},y(IT(ktutz’t;) (tL )j} =y (tL) Por analogia, se

pueden seguir pasos similares para el nodo hijo derecho ¢, y tener que V. (t*)z

v

macfmax {3, (5.3 €61 £y () =0, (6) Asi (1)
max{ya+I (tZ),yTHI (t;)} De esta forma, se tiene que d;, (x)=y, (tL) si xer, y
dp (%)=, (tR) si xet, e, incluso, dT(k)(x)=yT(k) (t) Por consiguiente, se
consigue que d, (x)<d, (x). Recordad que se tenia d, (x)<d, (x')=d, (x'). Asi
pues, se consigue lo que se queria probar: d, (x)<d, (¥'). (iv) Se asume que
x,x’esupp(t*). Si x,x'esupp(ti) 0 x,x'esupp(t;), entonces d; (x)=d, (x')y
se obtiene el resultado que se queria. Por ello, se supone que xesupp(tZ) y
x' esupp(t, ). El otro caso no es posible a través de (12) a =a’ y b =b%, por la
hipotesis de @’ <b" [por el contrario, supp(¢')=@] y, por la aplicacion de la

Proposicion 4.2, tenemos que f, € IT(k‘t*%tz’t;) (tR) y t, & IT(klt*%tz,t;) (tL). Ahora, por (9),
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Vi (t;) = max {max {yl : (xi’ yl) € t;} > y(IT(kp*—)tz t;) (t; )j} 2 y(IT(kt*—nz t;) (t; )) 2 Y, (IZ)

yaque t, €1 )(t;). Entonces, d; (x)<d, (x'). Finalmente, por induccion, se

T(k\t*%tz A
obtiene el resultado deseado ya que d;, (x) es trivialmente una funcién monotona no

decreciente. m

En los procesos de produccion de un solo output, la libre disponibilidad se traduce en la

monotonia del predictor. De esta manera, el Teorema 4.1 indica que la tecnologia

inducida W, = {(x, y)eR!" :y< d; (x)}, definida por el arbol profundo T

max max ?

satisface la conocida propiedad en la microeconomia de la libre disponibilidad. Siguiendo
un razonamiento similar, y debido al proceso de actualizacion de la estimacion de la

variable de salida, cada subarbol 7, estd también asociado con un predictor mono6tono
decreciente d, (x) y una tecnologia ‘i’Tk = {(x,y) eR":y<d, (x)} que satisface la
libre disponibilidad. Ademas, EAT genera predictores que son funciones escalonadas en
R” como la técnica conocida como FDH en el andlisis de fronteras. Por consiguiente,

parece apropiado comparar ambos enfoques.

Aunque EAT y FDH no producen los mismos predictores en general, la siguiente
proposicién muestra que ambas técnicas construyen la misma funcion escalonada como

estimador del output cuando el nimero de variables x, es uno, es decir, m =1, y la regla

deparaes n_. =1.

min

Proposicion 4.4. Dado m =1y n_. =1.Entonces, dTmax (x) = fFDH (x) paratodo x e R, .

Demostracion. Se asume, sin pérdida de generalidad, que la muestra de aprendizaje puede

ser clasificada en la forma (x,,,),(%,, ¥, )s-r(%,., ), con x, <x, <...<x,. Después de



aplicar el algoritmo EAT, se obtendria que cada ejemplo de aprendizaje (x,-»J’,-)

perteneceria a un nodo terminal # €7, con un soporte de la forma supp(7,) =[x, x,,),

max

i=1,..,n [x,,=+0]. Dado x.= min {xi}. Entonces, fi,y (x):yi* para todo
G

x>x.. En cuanto a la técnica EAT, por construccion, d, (x)SmaX{ yk} =). para

1<k<n

cualquier x € R, . Incluso, d; (x) 2 y. paratodo x> x.. Estaultima desigualdad se debe

al Teorema 1y que d (xl_*)z y.. Por lo tanto, d;, (x): Y, para todo x>x. y

dTmax (x) = fron (x) paratodo x> x.. Obsérvese que tanto la estimacion generada a partir
de FDH como la estimacion producida por EAT para un punto x < x. no dependen de la

estimacion de la variable respuesta para los valores x > x.. En el caso de FDH, este hecho

es evidente como consecuencia de su definicion f,,, (x)=max{y,}. Enel caso de EAT,

X2X; i
durante la aplicacion del algoritmo correspondiente, cuando la estimacion de la variable

respuesta para cualquier nodo ¢, i =1,..., i" —1, debe determinarse, solo los nodos con un
soporte contenido en el segmento [x,,x,) son los nodos Pareto dominantes de ¢, y, por lo

tanto, son los tnicos nodos que pueden influir en la estimacion final para ¢,. Ahora, se
puede repetir el proceso, pero centrando la atencion en la submuestra de aprendizaje

(x,21).(x,, yz)"“’<xi21’ ym)' Si se repite tantas veces como sea necesario, se obtiene

que d; (x) = fFDH (x) paratodo xe R”. m

Por lo tanto, la Figura 2, que ilustra la forma tipica del predictor de salida determinado
por la aplicacion de la técnica de FDH, también es valida para la técnica EAT suponiendo
que n_. =1. Sin embargo, la Proposicion 4.4 no se sostiene en general. De hecho, se
muestra en la seccidon correspondiente a la experiencia computacional que las

discrepancias entre FDH y EAT aumentan a medida que el tamafio de la muestra y el

numero de variables predictoras x, aumentan.
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A continuacion, se muestra un ejemplo sencillo con m =2 (es decir, dos inputs) con el
fin de ilustrar algunas diferencias especificas entre las dos técnicas en cuanto a los
resultados obtenidos. Se supone que la muestra de aprendizaje consiste en los siguientes

ejemplos (x,,,%,,7,): A=(1,4,2),B=(2,2,1),C=(3,1,3),D=(2,6,5),E=(3,4, 1),
F=(4,3,2),G=(51,1),H=(4,8,10),1=(5,5,6),]=(6,4,4) yK=(7, 2, 7). Entonces,

si se aplica la técnica de FDH, se obtiene el siguiente predictor de la funcion de
produccion (ver Figura 8). En esta Figura 8, se muestran las regiones determinadas por

FDH en el espacio de input junto con los datos y el valor de la estimacion del output.

9 = 10
8 - o
7 - 5
6
= D
5 - 2 ' 7
g 4
2= a* E |
| By 1 .
3
=5 B K
1 4 &

Figura 8. Ejemplo de FDH para dos inputs.

En cuanto a la técnica EAT, jugando con los mismos ejemplos, genera con n_. =1 el

predictor que se muestra en la Figura 9. Obsérvese que cada nodo terminal del arbol esta
asociado a un soporte, es decir, un rectangulo. Obsérvese también que cada nodo tiene al

menos una observacion. Ademas, es facil comprobar que ambas técnicas no devuelven la



misma estimacion de la variable respuesta para todos los (x,,x, )€ R}". Por ejemplo, los

puntos de la esquina noroeste de la Figura 9 presentan una estimacion de 2 en el caso de

FDH y 10 en el caso de EAT.

9 - 10
e H
79 5

6
=] 0
s - 2  S— 7

g
3 3
1 .
3 - T - a
=i 8" 3 K
3

19 ¢ G

X1

Figura 9. Ejemplo de EAT con dos inputs (n,, =1).

Ademas, aunque la técnica de FDH genera una funcion escalonada como predictor, como
EAT, se sabe que no puede ser interpretada como una estructura basada en nodos y
soportes en el espacio de inputs. Sin embargo, para reinterpretar los resultados asociados
a la técnica FDH de esa manera, se podria obtener la estructura de soportes que se muestra
en la Figura 10. En esta estructura, el nodo relacionado con el soporte que aparece en la
esquina noroeste estaria vacio, es decir, ninguna observacion pertenece a cada soporte.
La técnica es capaz de determinar una estimacion del output para el mismo, debido a los
supuestos de la metodologia FDH. Sin embargo, los enfoques habituales basados en datos
necesitan datos para determinar una estimacion en esa region del espacio de inputs. EAT,
al igual que CART, no es capaz de determinar los nodos terminales sin datos, ya que para

ejecutar una division ambos requieren calcular el error cuadratico medio en cada nodo
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hijo, algo que so6lo es posible si tenemos al menos un ejemplo en cada soporte

correspondiente.

X2
£ w
1 1
]

w

e

w

Fs

Figura 10. Ejemplo de FDH como un éarbol de regresion.

Desafortunadamente, como se menciona anteriormente, FDH muestra un notable
sobreajuste en los datos. De hecho, FDH produce estimaciones de eficiencia que son
demasiado optimistas. Lo mismo ocurre con la técnica EAT cuando se permite que crezca
un arbol profundo. Asi que, en este punto, uno podria pensar que la introduccion de este
nuevo enfoque no tiene sentido, salvo por el hecho de que nos ha permitido crear un
puente entre dos literaturas que han crecido en paralelo: el analisis de fronteras y el
aprendizaje automatico. Sin embargo, esto no es cierto. El nuevo enfoque, que se basa en
CART, puede explotar ciertas técnicas normalmente vinculadas a CART, como la poda

y la validacioén cruzada para superar el sobreajuste. En adelante, se denomina al arbol

resultante del proceso de poda como 7.

En general, se sugiere que siempre se aplique EAT junto con la poda y la validacion

cruzada para determinar una estimacién adecuada de las funciones de produccion. Para



ello, el proceso estandar llevado a cabo por CART para la poda del arbol profundo deberia
adaptarse ligeramente al contexto del analisis de fronteras. En el Capitulo 3 Seccion 3.2.,
se menciona como podar un arbol profundo en CART a través de la validacion cruzada.
En el caso de EAT, el proceso es idéntico, excepto por la forma en que crecen los arboles,
que se basa en el algoritmo introducido en esta seccidn, y por el orden de los subarboles
seguido en el proceso de poda. En este nuevo contexto, la clave para la modificacion del
enfoque estandar sera fijar la forma en la que se determina la secuencia de subarboles.

Dado que el algoritmo EAT genera una secuencia de arboles de tamafio creciente en la

forma {¢,} <T, < T, <..<T, =T, vy se garantiza que cada arbol 7} satisface la libre

max

disponibilidad, se usa la secuencia inversa, es decir, T, > T, > T;_, >...>{f,} como

una secuencia de subarboles para el proceso de poda.

En la Figura 11, se muestra el predictor generado por EAT después de la poda, basado en

el mismo ejemplo desarrollado en la Figura 2.

® Data
09 Pruned EAT — -

Figura 11. Ejemplo de las estimaciones EAT después del proceso de la poda.

Ademas, se muestra un ejemplo en tres dimensiones en las Figuras 12 y Figura 13. En la

Figura 12 se muestra el predictor generado por EAT sin poda, mientras que en la Figura
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13 se ilustra el predictor EAT de la funcién de produccion después de realizar el proceso

de poda.

Figura 13. Ejemplo de las estimaciones EAT en tres dimensiones después del proceso
de la poda.

La discusion anterior permite interpretar la técnica EAT como una forma de estimar las

funciones de produccion basada en los fundamentos del aprendizaje automatico,



determinando una funcidn escalonada mondtona no decreciente como predictor. En cierto
sentido, el nuevo enfoque es similar a la técnica estandar de FDH. Sin embargo, mientras
que FDH sufre un problema de sobreajuste, la técnica EAT lo evita mediante la poda y la

validacion cruzada (Breiman et al., 1984), resolviendo los problemas iniciales.

Seguidamente, se establece la relacion que existe entre la estimacion de la produccion de
FDH, EAT sin poda y EAT podado. La funciéon de produccién estimada mediante el
procedimiento de poda siempre es mayor o igual a la estimacion obtenida al aplicar EAT
sin poda y ésta es, a su vez, mayor o igual a la funcion de produccién generada mediante

la técnica FDH.

Proposicién 4.5. d . (x) >d, (x) > fFDH (x)

max

Demostracion. Este resultado es inmediato. m

4.1.2. EL CASO DE MULTIPLES VARIABLES RESPUESTA

En esta seccion se muestra como extender el algoritmo EAT univariado al contexto de
multiples outputs mediante la aplicacion del enfoque de De'ath (2002). Los cambios son
los mismos que en CART. En particular, e inspirados por el algoritmo de output tnico de

EAT, se sugiere estimar el valor de la variable de respuesta y_, r=1,...,s, a través de la

formula y, (¢, ) = max {max{yri (x.3)€t, )., (IT(M*_» t )(tL ))} para el nodo hijo
izquierdo; y la formula y, (7, ) = max {max{yﬁ (x.0,) €t}s, (IT(H;HZ [ )(tR )j} para
el nodo hijo derecho; donde y, (IT(M*_” t)(tL)j: max{yr(t’):t,e[T(kt*—)t t)(tL)},

¥, (IT(kt*%tL,tR)(tR )): max{yr(t’):t’ e]T(k‘t*%,tR)(tR )} y »,(#') es la estimacion de la
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variable respuesta y, paraelnodo ¢’ € f(k 11 —>1,,t, ) , r =1,...,5. Ademads, el algoritmo

multivariante EAT elige la combinacion (xj,sj) tal que R(t,)+R(t;)=

N N

L Z Z(y,,- -V, (Q))z -i-l Z Z(y,,- =Y, (IR))Z, es decir, el objetivo es minimizar
n

(x, ,yl.)et,_ r=1 (x[,y[)etk r=1
la suma del error cuadratico medio (MSE) sobre todas las variables respuesta. Finalmente,

como en el caso del output tnico, el proceso de division se repite hasta que se encuentra

una divisién k', tal que para todo ¢e T (k') la regla de parada n(¢)<5 es alcanzada.

Entonces, £’ sera K y el arbol construido sera el arbol profundo 7' =T (K ) También,

dado d, (x)=y, (t) para teT,, tal que xesupp(), es decir, d, (x) es el
predictor multidimensional definido a partir del arbol 7, . A partir de este predictor, es

posible definir la tecnologia o el conjunto de posibilidades de produccion inducido por

d, (x) como:

¥, ={(x.y)eR":y<d, (x)} (14)

Sin embargo, aunque la ampliacion propuesta del algoritmo EAT de output Gnico parece
valida a priori porque corresponde a una aplicacion directa del enfoque CART de
respuesta multiple de De'ath (2002), el método EAT de output multiple no seria adecuado
para abordar la estimacion de las fronteras de produccion a menos que las estimaciones
de las tecnologias subyacentes que este nuevo algoritmo produce satisfagan el axioma de

la libre disponibilidad. La proposicion siguiente establece dicho resultado.

Proposicion 4.6. El conjunto ‘i’T cumple la propiedad de libre disponibilidad en inputs

y outputs.



Demostracién. Sea (x,y)e‘i’r y (x',y")eR!"" tal que x'>x e y'<y. Se quiere

max

probar que (X, )')€ ‘i’Tm. Por un lado, se tiene que y <d, (x) porque(x, y)e ‘i’Tm :

X

Por otra parte, por la forma en que se define la actualizacion de la estimacion de cada

componente del vector de salida y(t) para cada nodo del algoritmo EAT de output
multiple, que sigue la definicion del enfoque EAT de output tinico, se tiene que si x' > x,

entonces d;, (x')>d, (x) porel Teorema 4.1. Ademas, y'<y<d, (x)<d, (x'),

lo que implica, por (14), que (x',y') € ‘i’T .

max

Como se ha demostrado, el algoritmo EAT de output multiple es capaz de producir
estimaciones de una tecnologia que satisface los axiomas clésicos de la microeconomia.
En particular EAT, satisface la libre disponibilidad, como FDH. Ademas, el algoritmo
EAT genera funciones de produccion escalonadas; tal y como sucede con FDH. Sin
embargo, FDH también se basa en el postulado de la minima extrapolacion, que establece
que la estimacion mas conservadora de la frontera de produccion seria la asociada a una
superficie que envuelva los datos y esté lo més cerca posible de ellos. Se recuerda que la
satisfaccion de este enfoque estd ligada al problema del sobredimensionamiento o
sobreajuste mencionado anteriormente en la tesis. A priori, el algoritmo EAT no se basa
en el axioma de la minima extrapolacion. No obstante, y dado que el arbol que se ha
generado en este momento en esta seccion por el enfoque EAT es el arbol mas profundo,
en cierto sentido, este arbol como predictor también sufre el problema del sobreajuste
(véase Breiman et al., 1984). Es bien conocida la forma de corregir el problema del
sobreajuste con los arboles de decision. Una solucion estdndar consiste en podar el arbol
profundo recurriendo a un proceso de validacion cruzada. Esta es una de las ventajas de
haber relacionado la estimacion de las fronteras de produccion con CART. En particular,
para el caso de multiples outputs, aplicamos los mismos pasos previamente definidos para

el algoritmo EAT de output tnico.
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Después del proceso de poda, obtenemos un subarbol final 7° que permite definir una

estimacion de la tecnologia subyacente como ¥ r = {(x, y) eER' :1y< d. (x)} , donde

A A

d. (x) es el predictor asociado con 7. Como con ‘I’me, es posible probar que ‘¥ .

satisface el axioma de libre disponibilidad. Sin embargo, 7" no es tan profundo como

T ... Las semejanzas entre FDH estandar y EAT multi-output pueden resumirse en el
siguiente resultado, que establece que el FDH generado a partir de una cierta muestra
“virtual” de aprendizaje coincide con la estimacion de la tecnologia subyacente producida
por el algoritmo EAT multi-output. Los ejemplos que forman parte de esta muestra

especial de aprendizaje son los siguientes puntos en el espacio de input-output:
(at,dT* (at)), para todo ¢ € T". En otras palabras, son unidades “virtuales”, es decir, no
se observan necesariamente en la muestra original de aprendizaje, que consumen el vector
de entrada a' perteneciente al soporte del nodo ¢, y produce el output correspondiente a

la estimacion EAT del conjunto de outputs para el vector de entrada a'.

Proposicion 4.7. La tecnologia FDH construida a partir del conjunto de puntos
{(a’,dr* (a’))}tef* coincide con ‘i’T* :

A

Y. ={(x,y)eRf’” At e T tal quey<d. (a’),xZa’} (15)

T

EAT

o S€a

Demostracion. Se denota el lado derecho de la expresion (15) como ¥
(x,p)e ‘i’T*. Entonces, por definicion, y<d .(x). Sea r eT" tal que x esupp(z,).
Entonces, d_.(x)=y.(z,). Notar que a"esupp(z,), lo que implica que
d. (at'* ) =y, (t,). Ademas, se tiene que a" < x porque x €supp(z, ). En este sentido,

T

se tiene que d.(x)=y.(1,)=d. (a’~‘) y x>a". Como consecuencia,

FDH *

It eT" tal que y < d. (at) y x>a' y, también, (x,y)e ¥, Seaahora (x,y)e ¥y,



Entonces, 3teT tal quey<d. (a’) y x>a'. Debido a la forma de denotar la

actualizacion del estimador de cada componente del vector de salida y (t) para cada nodo
bajo el algoritmo EAT de output mdltiple, se tiene que si x'>x, entonces

d.(x')>d,. (x). Por tanto, d. (x)= d. (a’ ) Entonces, tenemos

A

y<d. (a’) <d. (x), que implica, por la definicion de ‘i’T* , que (x,y) e¥Y .. m

T

La Proposicion 4.7 tiene implicaciones muy importantes. Este resultado muestra el modo

A

de calcular cualquier medida de eficiencia técnica utilizando la estimacién ‘PT* como

caso base. En el caso de la medida radial orientada a la produccién, la puntuacion de
eficiencia ¢(xk, yk) puede ser estimada “enchufando” ‘i’T* en (2) en lugar de V. En

nuestro caso, y gracias a la relacion entre FDH y la técnica de EAT multi-output
establecida en la Proposicion 4.7, por analogia con (4), el programa lineal de nimeros

enteros mixtos que se debe resolver es el siguiente:

" (X, 3 )= max 4,
S.t.

t .
Zﬂkiajéxkj, j=1..,m

ref”

Z;/lkidr*r (at)2¢kykr: r=1..s

teT

zlki =1,

tel”

A €{0,1}, i=1,..,n

(16)

En la siguiente seccion, mostramos cémo funciona el nuevo enfoque en comparacion con

FDH en varias experiencias computacionales.
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4.1.3. EXPERIENCIA COMPUTACIONAL

En esta seccion se describen los resultados de la simulacion que sirven para comparar los
métodos: FDH vs. EAT (podado). Para ello, se presenta una comparacion sistematica de
estos dos métodos de estimacion de frontera en cuatro escenarios simulados alternativos
para el caso de un solo output, y en otro escenario para el caso de multiples outputs. La

descripcion de los cinco escenarios aparece en la Tabla 1.

Tabla 1. Escenarios a simular.

Escena #Inputs|

_rios #Outputs Forma funcional

(1) 11 y=In(x)+3
(2) 112 y = 0.1x; + 0.1x, + 0.3(x;x,)/?
(3) 13 y = 0.1x; + 0.1x, + 0.1x3 + 0.3(x;x,x3)/3
“4) 19 _TT1°
y= Hj:lxj
(5) 22

_ Iny, In y,\?
—Iny, = 1405 (1ny1)+0'25 (lnyl) 15 - (Inx,) — 0.6
* (Inxy) +0.2 - (Inx;)? +0.05 - (Inx;)> —0.1 - (Inx;)

- (Inx,) + 0.05 - (Inx,) - (lnyz)— 0.05 - (Inx,)

Iny,
(1 2)
Iny,

El escenario 1 representa un caso de un tnico input con una funciéon de produccién muy
conocida que utiliza la funcion logaritmica. El escenario 2 implica dos inputs, y el
escenario 3 es la experiencia computacional que utiliza tres inputs. Para todos los

escenarios, se prueban tres tamafos de conjuntos de datos de 50, 100 y 150 observaciones.
Los datos de entrada fueron muestreados al azar con una Uni [1, 1 0] independiente de cada
input y observacion. Luego, se calculd el nivel de rendimiento eficiente y un término de

ineficiencia aleatorio u ~ |N (0, 0.4)| que se resto para obtener los datos utilizados para el

analisis. Se hicieron 100 experimentos / =1,...,100 para cada combinacién de escenario
y tamaino del conjunto de datos para investigar el rendimiento relativo de los métodos.
Estos tres escenarios fueron tomados de Kuosmanen y Johnson (2010). En cuanto al

cuarto escenario, se tomd de Lee y Cai (2020), y se consideraron un output y nueve inputs.



Ademas, se simuld una situacion de produccion multi-input multi-output en el escenario
5. Se siguieron las ideas propuestas por Perelman y Santin (2009). La situacion de
multiples outputs es mas dificil de simular. En este caso, la dificultad esta asociada con
la forma de generar datos adecuados para los procesos de produccion multi-output que
satisfagan las tipicas condiciones de regularidad en teoria de la produccion. Al igual que
en Perelman y Santin (2009), se considerd una distribucion seminormal (halfnormal, en
inglés) para generar el término de ineficiencia y también se incorporaron dos
perturbaciones estadisticas aleatorias independientes (ruido aleatorio), lo que permite que
las perturbaciones aleatorias afecten a los outputs en diferente cantidad y direccion.
Ademés, se permitid que el 0%, 10% y 25% de las DMUs simuladas estuvieran en la

frontera teodrica. Se lanzaron 100 experimentos /=1,...,100 para cada combinacién de

tamafio de muestra y porcentaje de unidades en la frontera. El rendimiento de cada método

se evalua mediante dos criterios estandar: el error cuadratico medio (MSE) y el sesgo

100 n

(bias, en inglés). El MSE se define como ZZ(dT* (x!)-f(x! ))2 / 1007 para el método
==

EAT y como ]Z()O:Zn:(fFDH/ (xf)—f(xl{))z/loOn para el método FDH, donde [ esta

=1 i=1
asociada a los datos simulados y los predictores de EAT y FDH en el experimento /,
[=1,...,100. Como de costumbre, el MSE mide la precisiéon de las estimaciones en

términos cuadraticos. El sesgo, sin embargo, se calcula de dos maneras diferentes. La

100 n

primera como d.(x')-f(x'))/100n para el enfoque de EAT y como

100 n
ZZ(fFDH] (xi’)—f(xi’))/IOOn para el de FDH. En este caso, el signo del sesgo indica
=1 i=l
si la frontera estimada subestima sistematicamente (signo negativo) o sobreestima (signo
positivo) la frontera teorica f (x) Sin embargo, como las desviaciones positivas y

negativas se anulan cuando promediamos todas las observaciones y experimentos,

también calculamos un segundo sesgo basado en el valor absoluto de las desviaciones:
100 n

> /IOOn para EAT y fzn:
=1 =1 =1 =1

(ver Kuosmanen and Johnson, 2010).

dT; (xf)—f(xf)

iFDH, (x,-l)—f(xf)/IOOn para FDH
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En la Tabla 2 se presentan las estadisticas de MSE y de sesgo de los dos enfoques
evaluados en los escenarios de un solo output y la medida de la discrepancia entre EAT
(profundo) y FDH. Las dos primeras columnas indican el escenario y el tamafio de la
muestra. Las dos columnas siguientes indican el MSE de las técnicas EAT y FDH. Las
dos columnas siguientes muestran el sesgo, mientras que las dos siguientes estan
relacionadas con el sesgo basado en el valor absoluto. Por ultimo, la tltima columna de
la Tabla 2 indica la media del porcentaje de observaciones sobre todos los experimentos
en los que la medida de la discrepancia entre EAT profundo y FDH es mayor o igual al
10%. Ademas, también se ha calculado (y mostrado entre paréntesis) la diferencia relativa
entre EAT podado y FDH con respecto al MSE y el sesgo para facilitar la comparacion
de los resultados. Estos valores podrian verse como los porcentajes de reduccion del MSE

y el sesgo cuando se aplica EAT podado en lugar de FDH.
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Tabla 2. Resultados de los escenarios (1)-(4) para FDH vs EAT.

Error cuadratico medio Sesgo Sesgo absoluto Discrepancias

Escenario Num. entre FDH y
Obs. FDH EAT podado FDH EAT podado FDH EAT podado EAT
profundo

(1) 50 0.032 0.028 (13%) -0.145 -0.115 (21%) 0.145 0.130 (10%) 0%
(1) 100 0.019 0.015 (18%) -0.109 -0.079 (28%) 0.109 0.093 (15%) 0%
(1) 150 0.013 0.010 (19%) -0.089 -0.057 (36%) 0.089 0.076 (15%) 0%
(2) 50 0.121 0.102 (16%) -0.281 -0.241 (14%) 0.281 0.253 (10%) 2.23%
(2) 100 0.104 0.086 (18%) -0.268 -0.235 (12%) 0.268 0.240 (10%) 4.27%
(2) 150 0.091 0.073 (19%) -0.251 -0.218 (13%) 0.251 0.222 (12%) 5.93%
(3) 50 0.146 0.109 (25%) -0.297 -0.192 (35%) 0.297 0.250 (16%) 5.46%
(3) 100 0.136 0.097 (29%) -0.287 -0.188 (35%) 0.287 0.236 (18%) 12.72%
(3) 150 0.130 0.086 (34%) -0.278 -0.188 (33%) 0.278 0.220 (21%) 20.59%
4) 50 0.037 0.013 (65%) -0.161 -0.048 (70%) 0.161 0.089 (45%) 46.00%
4) 100 0.038 0.011 (70%) -0.164 -0.028 (83%) 0.164 0.084 (49%) 62.00%

4) 150 0.037 0.011 (70%) -0.161 -0.011 (93%) 0.161 0.082 (49%) 65.33%
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En cuanto a los resultados, todos los métodos se vieron afectados por el aumento de la
dimensionalidad de un solo input a multiples inputs, ya que el MSE aumenta a medida
que aumenta el nimero de inputs. Ademas, el MSE del método EAT podado fue menor
que el MSE de la técnica FDH para todos los escenarios y tamafios de muestra. Las
mejoras oscilaron entre el 13% y el 70%. Se observa una cierta tendencia en los
resultados. En particular, cuanto mayor es el tamafo de la muestra, mayor es la mejora.
Ademas, el escenario con nueve inputs es el que presenta mayores diferencias entre los
dos enfoques considerados en este analisis. En cuanto al sesgo, EAT podado supera a
FDH en todas las experiencias computacionales realizadas, con una reduccion que va del
12% al 93%, en el caso de la primera medida de sesgo calculada, y del 10% al 49% en el
caso del sesgo basado en el valor absoluto. Por ultimo, la medida de la discrepancia entre
EAT profundo y FDH muestra que es cero en el contexto de considerar s6lo un input
(escenario 1), algo que se esperaba a raiz de la Proposicion 4.4; relativamente baja en el
caso del escenario 2 basado en dos inputs; y es mas alta en el caso del tercer y cuarto
escenarios con mas inputs. En todos los casos, la discrepancia observada aumenta a
medida que aumenta el tamafo de la muestra. En la Figura 14 se muestra un ejemplo del

resultado de una de nuestras simulaciones.
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Figura 14. Ejemplo ilustrativo de los resultados obtenidos para una de las simulaciones
de FDH vs EAT.



Otra caracteristica de la técnica EAT es que la frontera estimada puede ser ilustrada
facilmente de manera grafica aprovechando su estructura de arbol. Esto es importante
desde el punto de vista de la visualizacion de los datos, y esta caracteristica contrasta con
las limitaciones de FDH en mas de dos o tres dimensiones. Por ejemplo, en la Figura 15
se muestra el arbol final obtenido después de ejecutar el algoritmo correspondiente a la
técnica EAT (podada) para uno de los experimentos asociados al escenario 3, en el que
se consumen tres inputs para producir un output. En cada nodo, se puede encontrar un
numero de identificacion, el error cuadratico medio, el tamafio de la muestra, la division
ejecutada y la estimacion del output. Una etiqueta como “X3 < 7.69 | X3 >7.69” significa

que el nodo hijo izquierdo esta asociado a los ejemplos del nodo padre que satisfacen la

condicion x; < 7.69 , mientras que el nodo hijo derecho esta relacionado con los ejemplos

que cumplen x; >7.69. En la parte inferior del arbol estan los nodos terminales (las

hojas) donde aparece la estimacion final de la variable respuesta (el output). De esta
manera, se puede visualizar la frontera escalonada visitando las diferentes ramas del arbol

de arriba a abajo.

W
E
B

/ =1 \ =2 \
/ R=184 \ R=057 A
( n=39 | n=11
\ X1<635IX1>=635 ‘\ X1 <5.531K1 22553
o S \ 3-53
Y s \ / s \
/ \ -0l
Q 359\\.>— 39

y=421

Figura 15. Ejemplo gréfico de la estructura de arbol de uno de los experimentos
ejecutados para FDH vs EAT.
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Las Tabla 3 y Tabla 4 muestran los resultados asociados a la simulacion de multiples

inputs y outputs. La estructura de estas tablas es similar a la de la Tabla 2, excepto por el

hecho de que ahora se considera el porcentaje de DMUs en la frontera teodrica y la

posibilidad de ruido aleatorio. Una vez mas, se observa que EAT supera a FDH con

respecto al MSE y al sesgo.

Tabla 3. Resultados sin ruido de las simulaciones multi-output para FDH vs EAT.

%. de Error cuadratico medio Sesgo absoluto
Nim. obs.enla
Obs. front. FDH EAT EAT FDH EAT EAT
‘e profundo profundo
teorica
50 25 0.394 0.279 0.346 (12%)  0.398 0.327 0.339 (15%)
50 10 0.481 0.361 0.368 (24%)  0.480 0.403 0.371 (23%)
50 0 0.567 0.431 0.405 (29%)  0.549 0.473 0.411 (25%)
100 25 0.309 0.187 0.190 (38%)  0.357 0.265 0.258 (28%)
100 10 0.396 0.253 0.240 (39%)  0.440 0.341 0.304 (31%)
100 0 0.506 0.336 0.250 (51%)  0.525 0.419 0.341 (35%)
200 25 0.221 0.111 0.121 (45%) 0.301 0.203 0.205 (32%)
200 10 0.311 0.179 0.159 (49%) 0.394 0.284 0.248 (37%)
200 0 0.398 0.237 0.175 (56%) 0.474 0.357 0.287 (39%)

Tabla 4.Resultados con ruido de las simulaciones multi-output para FDH vs EAT.

%. de Error cuadratico medio Sesgo absoluto
Niam. obs.enla
Obs. front. FDH EAT EAT FDH EAT EAT
. . profundo profundo
teorica
50 25 0.398 0.263 0.380 (4%)  0.398 0.318 0.342 (14%)
50 10 0.506  0.371 0.368 (27%)  0.478 0.396 0.369 (23%)
50 0 0.596  0.440 0.429 (28%)  0.555 0.468 0.418 (25%)
100 25 0.301 0.182 0.208 (31%)  0.349 0.258 0.265 (24%)
100 10 0.413 0.257 0.261 (37%)  0.447 0.341 0.313 (30%)
100 0 0.482 0.306 0.258 (46%)  0.515 0.400 0.342 (34%)
200 25 0.481 0.361 0.368 (24%)  0.480 0.403 0.371 (23%)
200 10 0.313 0.171 0.137 (56%)  0.390 0.271 0.240 (38%)
200 0 0.400  0.228 0.198 (50%) 0.471 0.343 0.291 (38%)




Cabe mencionar que un inconveniente del nuevo enfoque en comparacion con la técnica
de FDH es el tiempo de computacion empleado. En esta seccidn, los experimentos se
llevaron a cabo en un ordenador con un procesador Intel Core i5 de doble nucleo con
CPU 2.6 GHz y RAM 8 GB vy sistema operativo OS X 10.12.1. El algoritmo se
implementd en codigo Python (disponible como software libre bajo la licencia GNU
General  Public  License  version 3 en el repositorio  GitHub

https://github.com/MiriamEsteve/EATpy). Se utilizo CPLEX v12.8 como nucleo para

resolver los problemas de optimizacion; se utilizaron las opciones predeterminadas. En
lo que respecta al tiempo de ejecucion, para una instancia que constaba de dos outputs,
dos inputs y 200 DMU, la técnica FDH utilizo 20.04 segundos para obtener todos los
puntajes de eficiencia, mientras que la técnica EAT utilizo 85.55 segundos
(aproximadamente cuatro veces mas). Por este motivo, en el Capitulo 4 Seccion 4.3. se
propone una mejora algoritmica que, en un trabajo futuro y presente, permita su
paralelizacion y, por tanto, reducir el tiempo computacional empleado para obtener los

resultados.

Finalmente, se centra nuestra atencion en la “maldicién de la dimensionalidad” (Charles
etal., 2019, Ruggiero, 2005 y Nataraja and Johnson, 2011). En el caso de las medidas de
eficiencia técnica, este problema esta relacionado con la falta de discriminacion entre las
DMUs eficientes e ineficientes. Es un inconveniente que suele estar relacionado con el
uso de demasiados inputs y outputs en comparacion con el tamafio de la muestra del
problema. A continuacién, se muestra como funciona el algoritmo EAT cuando se aplica
a un conjunto de datos reales de 15 DMUSs con el uso de 6 inputs para producir 6 outputs,
aunque este es un tema que merece una investigacion mas profunda y por ello se aborda
en el Capitulo 4 Seccion 4.2. con la adaptacion del EAT al Random Forest de Breiman
(2001). Para este ejemplo, se retoma el conjunto de datos de las 15 mejores ciudades de
los EE.UU. de la revista Fortune en 1996 (véase Charles et al., 2019). En el ejemplo, en
la Tabla 5, la técnica FDH muestra todas las DMUs como técnicamente eficientes,
mientras que el nuevo enfoque puede determinar una puntuacion que ayude a discriminar

entre las ciudades eficientes e ineficientes (s6lo 5 de 15 son técnicamente eficientes).


https://github.com/MiriamEsteve/EATpy
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Tabla 5. Resultados de eficiencia de las 15 mejores ciudades de los EE.UU. de la revista Fortune en 1996.

FDH EAT

DMU X1 X2 X3 X4 X5 X6 Y1 Y2 Y3 YVa Ys Ye score score
Seattle 586,000 581 145 4.50 21 5423 46,928 0.297 4.49 7 117 22 1.00 1.00
Denver 475,000 558 097 4.00 14 595.6 42,879 0.291 2.79 5 60 71 1.00 1.09
Philadelphia 201,000 600 1.50 4.75 21 693.6 43,576 0.227 3.64 25 216 166 1.00 1.00
Minneapolis 299,000 609 1.49  4.00 24 496.5 45,673 0270 2.67 6 131 125 1.00 1.03
Ral-Durham 318,000 613 099 4.50 18 634.7 40,990 0.319 4.94 7 33 47 1.00 1.00
St. Louis 265,000 558  0.89  3.00 18 263.0 39,079 0.206 3.40 10 104 62 1.00 1.20
Cincinnati 467,000 580 1.25 3.75 20 551.5 38,455 0.199 2.80 4 71 94 1.00 1.22
Washington 583,000 625 1.29 3.75 33 7145 54,291 0.373 3.35 30 148 105 1.00 1.00
Pittsburgh 347,000 535 099 3.75 17 382.1 34,534 0.188 3.66 8 124 112 1.00 1.35
Dallas-FW 296,000 650 1.50 5.00 18 8254 41,984 0.271 1.96 3 98 77 1.00 1.12
Atlanta 600,000 740 1.19 6.75 20 846.6 43,249 0.263 2.23 9 118 102 1.00 1.09
Baltimore 575,000 775 099 3.99 18 12963 43,291 0.233 4.02 8 102 45 1.00 1.08
Boston 351,000 888 1.09 4.25 34 686.6 46,444 0.325 5.69 25 240 55 1.00 1.00
Milwaukee 283,000 727 1.53  3.50 26 5189 41,841 0.214 3.11 6 52 50 1.00 1.12
Nashville 431,000 695 1.19 4.00 26 11325 40,221 0.215 3.25 4 37 37 1.00 1.17
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4.2. RANDOM FOREST PARA LOS ARBOLES DE
ANALISIS DE EFICIENCIA

En este capitulo de tesis, se aplica el enfoque de Esteve et al. (2020) al contexto del uso
de conjuntos (ensembles, en inglés) para proporcionar estimaciones en el campo del
aprendizaje automatico. En particular, se introduce como adaptar la técnica estandar de
Random Forest (Breiman, 2001) para estimar las fronteras de produccion en
microeconomia e ingenieria satisfaciendo ciertos postulados estdndar, como la libre
disponibilidad. En lugar de utilizar arboles entrenados por CART (Breiman et al., 1984),
nuestro enfoque utilizard arboles entrenados por EAT (Esteve et al., 2020), lo que
permitira estimar las fronteras de produccion. Por la naturaleza del Random Forest, esta

nueva propuesta sera robusta al remuestreo de datos y variables de entrada.

La robustez ha sido un tema de gran interés en la literatura sobre la medicion de la
eficiencia técnica. En cuanto a la robustez de los datos observados, Simar y Wilson (1998,
2000a, 2000b) fueron los primeros en adaptar la metodologia de bootstrapping (Efron,
1979) al contexto de DEA y FDH. En el caso de estos autores, el objetivo principal era
aproximar la distribucion muestral de las puntuaciones de eficiencia. En este caso
particular, se recurre a una técnica denominada Bagging en Aprendizaje Estadistico, que
significa Agregacion Bootstrap (LeBlanc y Tibshirani, 1996; Mojirsheibani, 1997, 1999;
Berk, 2016), con el objetivo de determinar buenas predicciones de las variables respuesta
a partir de un conjunto de predictores y una muestra de datos de aprendizaje.
Concretamente, el Bagging es un procedimiento que explota conjuntos de valores
entrenados sobre muestras aleatorias de los datos. El Bagging no es una forma de llegar
a un modelo en particular. En su lugar, es un algoritmo que puede ayudar a mejorar el
rendimiento de los valores entrenados a partir de un enfoque estadistico determinado. El
algoritmo detras de Bagging funciona de la siguiente manera. El algoritmo realiza varias
pasadas sobre los datos (muestras bootstraps) en las que, en cada pasada, los predictores
se vinculan a las variables respuesta a través de un determinado enfoque estadistico, por

ejemplo, entrenando los Arboles de Decision. El procedimiento vinculado al Bagging
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termina cuando se recogen/agrupan las predicciones de todas las muestras individuales
para obtener una prediccion final de las variables respuesta a partir de un vector de los
predictores. En los problemas de regresion, en los que las variables respuesta son de
naturaleza continua, las predicciones individuales suelen agregarse aplicando la media
aritmética. La agregacion de los resultados de muchas pasadas de los datos puede tener
importantes beneficios desde una perspectiva estadistica. El promedio sobre conjuntos de
valores entrenados puede aumentar su estabilidad. El proceso de promediacion tiende a
anular los resultados respaldados por las caracteristicas idiosincrasicas de los datos.
Ademas, el Bagging puede tener consecuencias beneficiosas para el equilibrio entre el
sesgo y la varianza. Aunque, por lo general, el objetivo principal de esta técnica es la
reduccion de la varianza de los valores entrenados, en determinadas circunstancias puede
haber también una disminucién del sesgo. La gran diferencia entre Random Forest, que
también explota el Bagging, y el Bagging "puro" es que el primero también utiliza el
remuestreo en los predictores, mientras que el segundo no. En otras palabras, la principal
diferencia entre estas dos técnicas es la eleccion del tamafio del subconjunto de
predictores en cada nodo que se va a dividir en cada arbol a lo largo del procedimiento.
De hecho, si Random Forest se construye utilizando todos los predictores disponibles,

entonces equivale al Bagging “puro”.

En cuanto a la importancia de la robustez de las variables de entrada y salida en la
medicion no paramétrica de la eficiencia, desde el comienzo de DEA y FDH, los
investigadores han sido conscientes de que la seleccion de las variables de entrada y salida
que deben considerarse en el andlisis de la eficiencia es uno de los temas cruciales de la
especificacion del modelo. En la practica, la experiencia previa de los investigadores
puede llevar a la seleccion de algunos inputs y outputs considerados esenciales para
representar la tecnologia subyacente. Sin embargo, puede haber otras variables de cuya
inclusion en el modelo el analista no siempre esté¢ seguro (Pastor et al., 2002). Esta
situacion se ha abordado de diferentes maneras en la literatura. Por una parte, algunos
enfoques se centran en proponer un mecanismo para seleccionar los inputs y outputs

adecuados a partir de un conjunto de variables. La idea principal es equilibrar la



experiencia de los investigadores con la informacion proporcionada por las observaciones
(véase, por ejemplo, Banker, 1993, 1996; Pastor et al., 2002). Por otro lado, otro método
se basa en la determinacion de las puntuaciones de eficiencia que sean robustas frente a
la seleccion de las variables. En esta linea, se puede encontrar un documento reciente de
Landete et al. (2017), en el que los autores consideran sistematicamente todos los posibles
escenarios asociados a todas las especificaciones de los inputs y outputs que podrian
definirse a partir del conjunto original de inputs y outputs. La inclusién de un input/output
en el conjunto de variables seleccionadas se modela a través de la probabilidad de que esa
variable sea considerada en el modelo DEA. En Landete et al. (2017), la puntuacién
robusta de la eficiencia para una unidad dada se define entonces como el valor esperado
de esa variable aleatoria. La consideracion de todas las combinaciones de inputs/outputs

da lugar a un nimero exponencial de problemas que deben ser resueltos.

Hasta donde sabemos, este trabajo abordado en la tesis es el primero que se centra en la
introduccion de una metodologia para medir la eficiencia técnica que es robusta frente al
remuestreo de datos y, al mismo tiempo, frente a la especificacion de las variables de
entrada. Esta doble robustez se logrard adaptando Random Forest a la estimacion de las
fronteras de produccion. En comparacion con la técnica de Bagging, el Random Forest
comparte el mismo conjunto de predictores para ajustar cada arbol individual de cada
submuestra de bootstrap. Este conjunto comun de variables predictoras disponibles puede
crear una dependencia adicional, lo que podria producir que el proceso de promediacion
vinculado al Bagging no fuera tan eficaz como se esperaba. German et al. (1992) fueron
los primeros en mostrar como el error de generalizacion esperado de un algoritmo de
aprendizaje automatico puede descomponerse en ruido puro, sesgo y varianza del
predictor. Como sefialé Breiman (2001), un enfoque sensato para disminuir el error de
generalizacion consiste en reducir la varianza de la prediccion, siempre que el sesgo
respectivo pueda fijarse o, al menos, no se aumente excesivamente. En particular, los
métodos de conjunto, como el de Random Forest, es una forma de hacer precisamente
eso. La idea que subyace a Random Forest es introducir perturbaciones aleatorias en el

proceso de aprendizaje para obtener diferentes modelos a partir de una tnica muestra de
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aprendizaje y luego combinar las predicciones de cada modelo individual para formar la
prediccion final del conjunto (Louppe y Geurts, 2012, Louppe, 2014). Como muestra
Louppe (2014), la varianza del predictor, cuando el numero de elementos del conjunto es
aleatoriamente grande, es igual al producto de la correlacion entre las predicciones de dos
elementos aleatorios cualesquiera del conjunto y la varianza de la prediccion de cualquier
elemento aleatorio, bajo la hipotesis de independencia e idéntica distribucion de las
variables aleatorias que controlan la aleatoriedad del algoritmo de aprendizaje. Ademas,
el ruido y los términos de sesgo en la descomposicion del error de generalizacion
permanecen constantes e idénticos al ruido y al sesgo de cualquiera de los modelos
aleatorios que componen el conjunto. Por lo tanto, la clave en los métodos de conjunto es
introducir perturbaciones aleatorias para descorrelacionar en la mayor medida posible las
predicciones de los modelos individuales ya que, de esta manera, la correlacion entre las
predicciones de dos elementos aleatorios cualesquiera del conjunto tomaran un valor
negativo, lo que significa que la varianza del conjunto serd estrictamente menor que la
varianza de un modelo individual. En nuestros contextos, esto implica que, bajo el
principio de incorrelacion, Random Forest presentard un error de generalizacion
estrictamente menor que CART ejecutado en una muestra particular (bootstrap) (ver,
también, Geurts, 2002, para una descomposicion alternativa de la varianza). En este
capitulo de la tesis, se explota este resultado para mejorar la potencia de EAT para estimar
las fronteras eficientes, adaptando la técnica de Random Forest al contexto de la
produccion. Véanse también Kwok y Carter (1990), Breiman (1994), Dietterich y Kong
(1995), Amit et al. (1997), Ho (1998), Cutler y Zhao (2001), Geurts et al. (2006) y
Rodriguez et al. (2006), donde se han propuesto diferentes conjuntos y arboles de decision

para mejorar el error de generalizacion de los modelos individuales.

A continuacion, el nuevo enfoque Random Forest para EAT se divide en dos secciones,
una para introducir esta adaptacion y otra para mostrar los resultados obtenidos a partir
de una experiencia computacional. Tras demostrar con estos resultados que la nueva
técnica RF+EAT es adecuada se aborda la forma de crear una lista ordenada con la

importancia de las variables de entrada y la resolucion para el problema de la maldicién



de la dimensionalidad, a través de ejemplos numéricos, que puede lograr Random Forest

estandar y, por tanto, RF+EAT.

4.2.1. RANDOM FOREST PARA EAT (RF+EAT)

En esta seccion se presenta el algoritmo asociado a la adaptacion de la técnica del Random
Forest (Breiman, 2001) al mundo de la evaluacion de la eficiencia técnica, llamado aqui

RF+EAT.

Input of the algorithm:
p, mumber of trees
N, original data with # inputs and s outputs
mitry, number of inputs to selected for each split
#min, max number of observations in a leaf nodes
Output of the algorithm:
RFEAT := | TEAI(Rg): g =1, ..., p }, Random Forest + EAT model
{Re:g=1,....p}
RFEAT = {}
FORg:=1TOp
Ny := Bootstrap sample of ¥
TEA(R) == { 1y t; = root node }
FOR EACH ¢ in TE4T(Ry) : tis a leaf node = n() £ #win
Randomly selects m#ry (== m) of the original inputs
Select the best input among the mifry inputs for ¢ and split the data in #; and 7z nodes
TEAT(Rg) = TEI(Rg) U {1, .1z}
END FOR
RFEAT = RFEAT U { TEAT(R,) }
END FOR

Algoritmo 2. Algoritmo RF+EAT.

En la primera etapa, se selecciona el nimero de arboles que conformaran el bosque

(forest, en inglés) o conjunto de arboles, éste es el hiperparametro p . Después, se generan

p (bootstrap) muestras aleatorias con reemplazamientos a partir de la muestra original
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de datos. Seguidamente, se ejecuta el algoritmo EAT sobre cada submuestra, sin podar

pero usando la regla de parada n(t) <n_. . En este algoritmo, n_, se trata como un

hiperpardmetro que podria ser modificado, tal y como sucede con p (ver Flowchart I).

Inputs ofthe algorithm:
+ p:num of trees

+ N :orginal data with m inputs and s outputs
» mfry:num. of inputs selected for each split -

*  ,,,:max num. of observations in leaf nodes

W, - = Bootstrap sample of N

T‘E‘T(HQ): = {rc: root node}

!

— q=q—1 >

VieT* (X))
is ¢ aleafnode? (n(r) < n,,,)

l\"es

Mo more
leaf nodes

Select miry ( < m) random inputs

TEIR ) =T (R ) U {n 1}

Split  into #; and 7 using the EAT of mfry inputs

Yes

Outputs of the alsorithm:
e  RF®-The Random Forest for Efficiency Analysis Trees

. {.\:q : q=1:...:p}

Flowchart 1. Pasos del algoritmo RF+EAT.

Durante la ejecucion del algoritmo EAT, se selecciona aleatoriamente un subconjunto de

variables de entrada del conjunto original cada vez que se llama a la subrutina de division.

Para ello, se utiliza una de las siguientes cinco reglas generales:




e Regla de Breiman: mtry = m/3

n(t)
e Regla DEAL: mtry:T—s

n(t)
e Regla DEA2: mtry:T—s

n(t)
e Regla DEA3: mtry = e
s

. {n(t) n(t) }
Regla DEA4: miry = min 3 s
s

La primera regla fue sugerida por Breiman (2001) y es el valor habitual utilizado en
Random Forest estandar para el problema de regresion. El numero de inputs
seleccionados al azar debe ser un tercio del nimero de inputs totales. Como de costumbre,

el valor obtenido debe redondearse hacia abajo, y se aplica lo mismo para todas las reglas

restantes. Notese también que esta férmula no depende de n (t), es decir, el tamafo de la

muestra que contiene el nodo (padre) que va a ser dividido. Por el contrario, se sugieren

otras cuatro reglas diferentes que si dependen de n(t) y todas ellas provienen de la

literatura que trata sobre el establecimiento de una buena relacion entre el tamafio de la
muestra y el nimero de variables en DEA. De hecho, la literatura indica algunas reglas
empiricas con respecto al nimero de datos frente al nimero de inputs y outputs. La Regla
DEAI1 procede de Golany y Roll (1989) y Homburg (2001), que sugieren que el nimero
de observaciones debe ser al menos el doble del nimero de inputs y outputs. La Regla
DEA?2 procede de los articulos de Nunamaker (1985), Banker et al. (1989), Friedman y
Sinuany-Stern (1998) y Raab y Lichty (2002), que sefialan que el numero de DMUs
deberia ser de al menos el triple del nimero de inputs y outputs. Por otro lado, Dyson et
at. (2001) sugirieron que el nimero de unidades deberia ser de al menos el doble del
producto del numero de inputs y el nimero de outputs, lo que generd la Regla DEA3. Por

ultimo, otra regla empirica es la de Cooper et al. (2007), que afirmaron

n > max {m -8,3-(m+ S)} , que dio lugar a la regla DEA4. Obviamente, las reglas DEA1-

DEA4 son nuevas, y no se han utilizado anteriormente en la literatura de Random Forest.
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Una vez ejecutado el Algoritmo 2, se tiene p arboles entrenados para ser agregados con

el proposito de obtener una estimacion de salida dado un vector de entrada x € R”. En
este sentido, se tiene T (Nl),...,T AT (N p) estructuras de arbol derivadas de la

aplicacion del algoritmo EAT con las p submuestras bootstrap X,,...,KX . Dado un vector
de inputs x e R”, la salida del estimador asociado a cada estructura de arbol T (N q)

es denotada como d_,,, (s )(x). Como es habitual en Random Forest, un estimador de

produccion para un vector x € R” se determina promediando el estimador individual

correspondiente a cada arbol:

RF+EAT(N 1 £
YOO )= Y d (%) 17)

A partir de este estimador, es posible definir el conjunto de tecnologia o posibilidad de

produccion inducida por la técnica de Random Forest como:

A

g {(x’y) ER™ 1 y< yRF+EAT(N) (x)} (18)

Recurriendo a ciertos resultados en Esteve et al. (2020), no es dificil demostrar que el
conjunto de posibilidades de producciéon inducido por Random Forest cumple con la

propiedad clasica en la teoria de la produccion de libre disponibilidad.

Proposicion 5.1. ¥ ., . satisface la libre disponibilidad en inputs y outputs.

Demostracion. Sea (X, y) € P errmar ¥ (x',y")e R tal que x'>x e y'< y.Se prueba

que (x', y') eV rrepar- S€ sabe que la tecnologia inducida por la aplicacion del algoritmo



EAT sobre cada submuestra de bootstrap N es {(x, y)eR!" 1 y< aITEAT(N )(x)}. Por

como la estimacion de cada componente del vector de salida y(t) se actualiza para cada
nodo bajo el algoritmo EAT, se tiene que si x'> x, entonces d ) (x')= d_.. ) (x)

(ver, Esteve et al, 2020). De esta manera, por (17), se tiene que

RF+EAT(X) ( )

y x! > yRF+EAT(N) (x)

Por consiguiente, y' <y <

porque (x,3)e¥ gy par

RF+EAT(N) (x) < yRF+EAT(N) (x/)

y , que implica, por definicion, (x',y') S S

Sin embargo, la técnica de Random Forest para estimar las fronteras de produccion no
cumple la propiedad de la minima extrapolacion, que si satisface el FDH y que es culpable
de su clasico problema de sobreajuste. Ademads, por su naturaleza, EAT genera un
estimador de la frontera de produccion que tiene una forma escalonada y, en
consecuencia, el conjunto de posibilidades de produccion inducido a partir de EAT no
cumple con la convexidad. De esta manera, EAT compite con FDH y, por tanto, la

adaptacion de Random Forest que se introduce en este capitulo de tesis también lo hace.

En RF+EAT, la puntuacion (radial) orientada al output de la eficiencia

é(x..¥,) :max{¢k eR:(x,.,4p, )€ ‘P} para x, e R" ¢ y, € R', puede ser estimada

A

sustituyendo la tecnologia tedrica W por su estimacion W es decir,

RF+EAT®

¢ (x,, y, ) = max {(ék S HENRACE T } El siguiente resultado establece la

forma de calcular el valor de ¢"" " (

x,,y,) en la practica.
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Proposicion 5.2. Dado x, R’ € Y. €R].. Entonces,
RF+EAT(X)
X
¢RF+EAT(xk’yk): min Ve ( k) '
r=l,..,s yrk

Demostracion. El valor maximo en max{qﬁk eR:(xk,¢k yk)e‘PRF+EAT} se alcanza

realmente ya que (i) {¢ eR:(x..0y,)€ ‘i’RﬂEAT} = {¢ eR: gy, <y" N (x, )} es un

politopo y (i1) si una funcioén lineal estd acotada superiormente en un politopo, entonces

alcanza su supremo en el politopo (Mangasarian, 1994, p. 130). Por consiguiente,

(xk>¢RF+EAT (xk’yk)yk) = \%RF+EAT' Entonces, por (18), """ (xk’yk)yk =

RF+EAT(N) RF+EAT : yRF+EAT(N) (xk) i
y (x,). De ahi que, 6" (x,,y,)< min {~————"%2+  Ademas, se tiene

r=l,...,8

yrk

para  todo

RF+EAT(N) x RF+EAT(X) x .
{yz ( k)}yrk S.yr—(k) _ yRF+EAT(bs) (xk)’
ik Yok

r=l,..,s y "
r

yRFJrEAT(N) (x )
¢RF+EAT (xk’yk) _ l'l'llin Zr A\l .
r=l1,..., s yrk

yRF+EAT(N)(x ) .
r=1,..,s. Esto implica que | x,, min<~‘—-—"%20ly e vy, también,

4.2.2. EXPERIENCIA COMPUTACIONAL

En esta seccion se muestra los resultados de las simulaciones que sirven para comparar
los métodos: FDH, EAT y RF+EAT. Para ello, se presenta una comparacion sistematica
de estos tres métodos de estimacion de frontera en una experiencia computacional, tal y
como se hizo en el Capitulo 4 Seccion 4.1.3. Los datos simulados provienen de la tipica
funcion Cobb-Douglas de un solo output en microeconomia, jugando con diferentes

tamafios de muestra: 50, 75 y 100 unidades, y nimero de inputs: 6, 9, 12 y 15. Los datos

de entrada fueron muestreados aleatoriamente siguiendo una distribucion Uni [1, 10] con

independencia de cada input y observacién, y el término de ineficiencia sigui6 una



distribucion normal truncada |N (0,0.4)|. Se hicieron 100 experimentos para cada

combinacion de tamafio de muestra y niimero de inputs. El rendimiento de cada método

se evalua con el error cuadratico medio (MSE) y el sesgo.

La Tabla 6 muestra las estadisticas de MSE y de sesgo de las tres técnicas evaluadas
(FDH, EAT y RF+EAT). Las dos primeras columnas indican el nimero de observaciones

y el nimero de inputs. La tercera columna corresponde al valor del pardmetro n_. . Se

comprueban diferentes valores, siempre mayores o iguales a 5, y se muestran en la tabla
el mas pequefio que hace que la técnica RF+EAT genere mejores resultados que el
enfoque EAT. Las siguientes tres columnas indican el MSE de las técnicas FDH, EAT y
RF+EAT. Las tres columnas siguientes muestran el sesgo de las mismas tres
metodologias. Ademads, también se ha calculado (y mostrado entre paréntesis) la
diferencia relativa entre FDH y RF+EAT con respecto al MSE vy el sesgo para facilitar la
comparacion de los resultados. Estos valores son los porcentajes de reduccion del MSE y
el sesgo cuando se aplica la nueva técnica RF+EAT en lugar de FDH. Merece la pena

mencionar que, durante la experiencia de calculo, se utilizaron diferentes configuraciones

para el hiperpardmetro p en el algoritmo RF+EAT. En concreto, se probaron con
p =500y p=1000 arboles, obteniendo resultados similares con respecto al MSE y el

sesgo. Ademas, buscando la simplicidad, se muestran exclusivamente los resultados

derivados de la aplicacion de la regla de Breiman para definir mtry . También se probaron

las otras cuatro reglas, obteniendo cifras similares.
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Tabla 6. Resultados de las simulaciones para FDH vs EAT vs RF+EAT.

Nuam. HInputs 1. Error cuadratico medio Sesgo

Obs. FDH EAT RF+EAT FDH EAT RF+EAT
50 6 5 3.565 0920 0.814(77.16%) 1.571 0.749 0.707 (55.01%)
50 9 5 3.836  0.861 0.760 (80.19%) 1.618 0.741  0.795 (50.86%)
50 12 5 4.120 1.224  0.541 (86.87%) 1.721 0.857 0.594 (65.51%)
50 15 5 3.903 1427 0.369 (90.55%) 1.661 0.906 0.482 (70.99%)
75 6 5 2998 1.258 1.129(62.35%) 1.455 0917 0.896 (38.40%)
75 9 5 4.036 1.126  1.075(73.35%) 1.662 0.849 0.839 (49.51%)
75 12 5 3.677 0921 0.644 (82.48%) 1.617 0.141 0.638 (60.56%)
75 15 5 3.583  1.300 0.425(88.14%) 1.599 0.943  0.520 (67.48%)
100 6 10 3917 1401 1.181(69.84%) 1.697 0.989 0.810 (52.30%)
100 9 15 4229 1585 1.294(69.41%) 1.720 1.074 0.875(49.10%)
100 12 5 3.566  1.032  0.766 (78.51%) 1.571 0.844 0.689 (56.12%)
100 15 5 3.923  1.137 0.495(87.40%) 1.642 0.818 0.553 (66.32%)

En cuanto a los resultados, el MSE vy el sesgo del método RF+EAT fueron claramente
mas pequefios que las mismas medidas de rendimiento para la técnica de FDH. Las
mejoras oscilaron entre el 62% y el 91% en el caso de MSE, y entre el 38% y el 71% en
el caso del sesgo. Se observa una cierta tendencia en los resultados. En particular, dado
el tamafno de la muestra, cuanto mayor es el nimero de inputs, mayor es la mejora.
Ademas, el nuevo enfoque, es decir, RF+EAT, supera la técnica EAT, mostrando, en
general, mejores resultados tanto en MSE como en el sesgo. Una vez mas, se puede
identificar un patron en este sentido. Con respecto a los valores observados para EAT en
la Tabla 6, la mejora exhibida por RF+EAT es mas intensa a medida que aumenta el

numero de variables. Por otra parte, se observa que el parametro n_. cobra importancia

n
en estas experiencias computacionales. Para los casos en los que la muestra contiene

pocas DMUs (hasta 75 DMUs) la regla de parada se mantiene a 5 datos en los nodos hoja,



pero a medida que aumenta este tamafio 7, también debe de aumentar para lograr una

mejora superior respecto al FDH.

Por ultimo, en la Figura 16 se muestran las correspondientes curvas MSE y en la Figura
17 se muestran los graficos de contorno de algunas de las simulaciones anteriores. Las

curvas MSE permiten ver como converge el error del modelo con respecto al parametro

Figura 16. Curvas MSE.

m=6 m=9 MSE
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50 2.450[02910 2577 50 2125 20862718 18
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n n 1.4
1.2
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Figura 17. Gréafico de contorno del MSE.
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4.2.3. CALCULO DE LA IMPORTANCIA DE LAS VARIABLES DE
ENTRADA

En esta seccidn, se introduce una medida de la importancia de las variables de entrada,
calculada a partir de un conjunto de arboles aleatorios de EAT. Se presenta primero como
la adaptacion de Random Forest al contexto de la teoria de la produccion puede ser
utilizada para evaluar la importancia de las variables de entrada. Seguidamente, se ilustra

el uso de esta medida de importancia mediante un ejemplo empirico.

Una mision relevante en el aprendizaje automatico es la predicciéon de una o varias
variables respuesta basada en un conjunto de variables de prediccion. Sin embargo, el
objetivo principal no es s6lo hacer la prediccion més exacta de las variables respuesta,
sino también identificar qué variables predictoras son las mas pertinentes para hacer esas
predicciones; principalmente con el objetivo de comprender el proceso fundamental que
gener6 los datos (Louppe et al., 2013). En este sentido, Random Forest estandar es una
técnica que permite calcular ese tipo de medida. En nuestro contexto, se adapta de nuevo
esta medida para tratar la medicion de la relevancia de los inputs cuando el foco de
atencion sea la estimacion de las fronteras de produccion. La medida permitira determinar

una clasificacion de la importancia de las variables de entrada.

En cierto sentido, el calculo de una medida de la importancia de los inputs esta vinculado
a la determinacion de la significacion estadistica de esas variables en el ambito de la
medicion de la eficiencia técnica basada en técnicas paramétricas, en las que se
consideran ciertas distribuciones de probabilidad y permiten calcular p-valores e
intervalos de confianza. En el mundo no paramétrico, como en el aprendizaje automatico,
es habitual no asumir ninguna distribucion de probabilidad particular en la generacion de
los datos, lo que tiene como consecuencia la imposibilidad de determinar la medida del
error tipico de muestreo. En cambio, al tratar de imitar el mundo paramétrico, las técnicas

de aprendizaje automatico pueden dar lugar alternativamente a una clasificacion de la



importancia de los predictores (inputs en nuestro contexto de produccion) para estimar

las variables respuesta (los outputs).

En el contexto de los arboles de decision, como en CART (Breiman et al., 1984), ya existe
una medida de la importancia de las variables predictoras. Se basa en la nocién de
divisiones subrogadas para una determinada variable. Se trata de la division mds cercana
definida en un predictor que puede imitar la division real definida en un nodo
determinado. Las divisiones subrogadas se introdujeron para considerar los efectos de
enmascaramiento. Por ejemplo, puede ocurrir en la construccion de un arbol que alguna

variable x, nunca sea seleccionada en ningun nodo como la variable de division, porque

lleva a nodos hijos que son ligeramente peores en cuanto al error cuadratico medio en

comparacion con otro predictor x,.. Sin embargo, si x, se elimina y se genera un nuevo
arbol, entonces x, puede aparecer como el predictor mas relevante en las divisiones,

dando un arbol tan bueno como el original en cuanto a precision. La medida de la
importancia introducida por Breiman et al. (1984) si tiene en cuenta estas situaciones

mediante divisiones subrogadas (alternativas).

Seguidamente, se adapta al marco de la produccion la medida de importancia que se suele
utilizar en el estandar de Random Forest, véase la subseccion 2.3. Breiman (2001)
introdujo una forma de evaluar el papel de cada predictor en Random Forest que se basa
en la aleatoriedad y no en divisiones subrogadas. En particular, se basa en la reduccion
de la exactitud de la prediccion, cuando un predictor se “baraja” de manera que no puede
hacer una contribucion sistematica a la prediccion de la variable de respuesta. En el
problema de la regresion, el enfoque ordinario consiste en utilizar el aumento del error
cuadratico medio para los datos del Out-Of-Bag (fuera de la muestra), que desempefia un
papel fundamental en la evaluacion de la calidad de las estimaciones proporcionadas por
Random Forest. Mediante el proceso de doble aleatorizacion en Random Forest, se

inhiben los efectos de enmascaramiento dentro del conjunto de arboles aleatorizados.
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Siguiendo a Breiman (2001), se sugiere evaluar la importancia del input x; determinando
el Error de Incremento Medio del conjunto de arboles cuando los valores de x; son

permutados aleatoriamente. Para ello, se recurre al uso de las muestras Out-Of-Bag. En

particular, para calcular la importancia del input x,, se siguen los siguientes pasos.

Generar una nueva base de datos, N/, idéntica a la original X, donde las variables de

entrada x, se han permutado aleatoriamente. Este proceso de “barajado” hace que este

input, en promedio, no esté relacionada con otros inputs y outputs. Aplicar la técnica
adaptada de Random Forest (RF+EAT) sobre la muestra de aprendizaje N’. Determinar

el valor del error de generalizacion vinculado a este Gltimo bosque (conjunto de arboles)

RF+EAT(N/
como err ( ), donde

errRF+EAT(Nf) _ l Z i(y” —yfF+EAT(N/) (xi)) (1%
n

(x;,y; )ENj r=l1

En (19), yRF+EAT(N/) (x,) es el r-ésimo componente del vector

r

RF+EAT(N) 1 ;
y X )=7—— d ... (x) y, como antes, K,(N’) representa el
) T ™) )

conjunto de indices de los p arboles entrenados mediante EAT tal que las submuestras

correspondientes no incluyen (xi, yl.). Ademads, de manera similar, es necesario

RF+EAT(N)

determinar el error de generalizacion del bosque aleatorio original err . Por

ultimo, es posible calcular cudnto aumenta en porcentajes el error de generalizacion del

modelo cuando la variable de x, es permutada aleatoriamente de la siguiente manera:

RF+EAT(N/) RF+EAT(X)
err —err

RF+EAT(N)
rr

(20)

% Inc AT (xj) =100-

A continuacidn, se ilustra como funciona este enfoque a través de un ejemplo empirico.

En particular, basamos esta ilustracion se basa en una base de datos de 102 almacenes



que operan en la zona del Benelux en 2017 (véase Kaps y Koster, 2019). Siguiendo a
Balk et al (2017), se utilizan tres inputs y cuatro outputs. Los inputs son: el tamafio del
almacén en m? (superficie); el nimero de empleados a tiempo completo (ETC); y el
numero de unidades de mantenimiento de existencias (SKU). Los outputs son: namero de
lineas de pedido (lineas de pedido enviadas por dia); porcentaje de lineas de pedido sin
errores (porcentaje sin errores); flexibilidad de los pedidos (por dia); y numero de
procesos especiales (manejados por dia). Véase en Aparicio y Zofio (2020) una

descripcion de la muestra de datos.

Después de ejecutar el modelo estindar FDH (4) y el nuevo algoritmo RF+EAT
(Algoritmo 2), se obtienen estimaciones de las puntuaciones de las 102 unidades
evaluadas. La Figura 18 es la representacion grafica de las densidades vinculadas a las
puntuaciones determinadas por ambas metodologias. Los resultados muestran claras
diferencias entre las puntuaciones estimadas, siguiendo diferentes patrones. Como es
habitual, FDH identifica muchas unidades como técnicamente eficientes, algo que ya no

ocurre con el nuevo enfoque.

— FDH
-~ RF+EAT

Density

Figura 18. Densidades de las puntuaciones asociados con FDH y RF+EAT
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En cuanto a la importancia de las variables, cuando lo que preocupa es la determinacion
de los resultados de los inputs, el enfoque RF+EAT es capaz de producir una clasificacion
como la que se discuti6 anteriormente. En la Figura 19 se ilustra graficamente el valor de
importancia de cada input, calculado a partir de la expresion (20). Segun los resultados,
la superficie y el nimero de unidades de mantenimiento de existencias son muy similares
en cuanto a su nivel de importancia, siendo el nimero de empleados equivalentes a tiempo
completo la variable de entrada mas importante. En particular, el error de generalizacion
aumenta mas del 80% cuando este ultimo input se permuta aleatoriamente, lo que, en

cierto sentido, equivale a eliminarla del modelo.

Variable Importance Ranking

80

60 +

40 -

20 A

T T T
X1FS17 X2FTEL17 X3KUs17

Figura 19. Representacion grafica del ranking de la importancia de las variables de
entrada.

4.2.4. RESOLUCION DEL PROBLEMA DE LA MALDICION DE LA
DIMENSIONALIDAD

Cualquier profesional podria creer que a medida que aumenta el numero de predictores
utilizados para ajustar un modelo, la precision del modelo ajustado también aumentara.
Sin embargo, este no es necesariamente el caso. En términos generales, la adicion de
predictores adicionales que estén fuertemente relacionados con la respuesta mejorara la
calidad del modelo ajustado, al reducir el error de generalizacion. Sin embargo, la
inclusion de variables que no estan realmente asociadas con la respuesta dard lugar a un

deterioro del modelo ajustado, y a un aumento del error de generalizacion. La razon es



que la adicion de variables de “ruido” (aquellas que no tienen una relacion real con la
variable respuesta) aumenta la dimensionalidad del problema, agravando el riesgo de
sobreajuste (ya que las variables de ruido pueden parecer relevantes en el modelo como
consecuencia del azar relacionado con la estructura de los valores de la variable respuesta
y los predictores de los datos de entrenamiento) sin ningin beneficio potencial en
términos de reduccion real del error de generalizacion. Asi pues, el manejo de muchas
variables puede conducir a modelos mejorados si los predictores son de hecho pertinentes
para el problema, pero de otro modo conducira a peores resultados (James et al., 2013).
En particular, en el caso del andlisis envolvente de datos o del Free Disposal Hull, si la
relacion entre el tamafio de la muestra y el nimero de variables (inputs y outputs) es baja
o moderadamente baja, los modelos de eficiencia pueden dar lugar a que se evalue un
numero considerable de unidades como técnicamente eficientes; especialmente en el caso
de FDH. Esta falta de discriminacion se denomina en la literatura “maldicion de la
dimensionalidad”. En esta seccion del Capitulo 4 Seccion 4.2., se muestra que RF+EAT

puede considerarse como una solucion para este tipo de problemas.

La maldicion de la dimensionalidad ha atraido la atenciéon de muchos investigadores
durante los ultimos afios en el andlisis de la eficiencia no paramétrica, ya que en
numerosas contribuciones empiricas se observa en los resultados una falta de
diferenciacion entre las unidades evaluadas. Por lo general, se debe a un nimero excesivo
de variables con respecto al numero total de observaciones. En la literatura, algunos
autores han optado por aplicar el analisis de componentes principales (PCA) de diferentes
maneras para mejorar el poder de discriminacion en DEA (véase, por ejemplo, Ueda y
Hoshiai, 1997; Adler y Berechman, 2001; Adler y Golany, 2002; Araujo et al., 2014).
Una posibilidad es reducir el nimero de inputs y outputs en los factores mediante PCA.
Si la mayor parte de la varianza de los datos puede atribuirse a los primeros factores,
entonces los inputs y outputs originales en DEA pueden ser reemplazadas por estos
factores sin mucha pérdida de informacion. Otra posibilidad es utilizar PCA como medio
de ponderar las variables de entrada y salida y agregarlas. Otros investigadores prefieren

el uso de técnicas asociadas con la reduccion directa de las variables en lugar de la
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agregacion de la informacion por PCA. Probablemente, el primero en esta linea fue Pastor
et al. (2002), centrado en analizar el papel marginal de una determinada variable
“candidata”, con respecto a la eficiencia medida por medio de un modelo DEA. Estos
autores desarrollaron un test estadistico especifico que permite evaluar la importancia de
la contribucion de la eficiencia observada del candidato. En ultima instancia, esta técnica
puede proporcionar ciertas sefales para decidir la incorporacion o la eliminacion de una
variable del modelo DEA correspondiente. Otras contribuciones relacionadas son
Ruggiero (2005) y Nataraja y Johnson (2011). Mas recientemente, Charles et al. (2019)
han proporcionado un enfoque sencillo para aumentar el poder de discriminacion entre
las DMUs eficientes e ineficientes utilizando el conocido modelo puro de DEA, que
considera so6lo los inputs o sélo los outputs. Véase también Shen et al. (2016). Ademas,
se han introducido en la literatura algunas reglas empiricas relativas al nimero de DMUs
frente al nimero de inputs y outputs, que hoy en dia son bien conocidas. Por ejemplo,
Golany y Roll (1989) y Homburg (2001) sugieren que el nimero de DMUs deberia ser al
menos el doble del nimero de inputs y outputs. Nunamaker (1985), Banker et al. (1989),
Friedman y Sinuany-Stern (1998) y Raab y Lichty (2002) sugieren que el nimero de
DMU s deberia ser al menos tres veces el nimero de inputs y outputs; y Dyson et al. (2001)
sugieren que el nuimero de DMUs deberia ser al menos el doble del producto del numero

de inputs y el numero de outputs. Ademas, otra regla empirica que puede servir de

orientacion es, en consonancia con Cooper et al. (2007), n> max{m-s,3-(m +s)}. Las

reglas empiricas 2-5 de la Seccion 4.2.1. se definieron a partir de estas ltimas relaciones

entre el tamano de la muestra y el nimero de inputs y outputs.

En esta seccion, se ilustra la utilidad del enfoque RF+EAT para hacer frente a la maldicion
de la dimensionalidad mediante tres bases de datos tomadas de la literatura. En particular,
se utilizan los datos explotados en Sarkis (2000), Jenkins y Anderson (2003) y Homburg
(2001).



De los resultados (Tabla 7, Tabla 8 y Tabla 9), se puede concluir que el poder de
discriminacién de EAT es mayor que el poder de discriminacion de FDH pero, al mismo
tiempo, el poder de discriminacién de la nueva técnica, RF+EAT, es claramente mejor
que el poder de discriminacion de EAT. Se puede ver un caso extremo en la Tabla 7,
donde FDH identifica todas las unidades como técnicamente eficientes (la puntuacion es
igual a uno). Solo cuatro de las veintidds unidades evaluadas se muestran como
ineficientes por EAT, mientras que en el caso de la técnica RF+EAT, hasta doce DMUs
se identifican como técnicamente ineficientes (una puntuacidn superior a uno),

dependiendo de la regla utilizada para determinar el parametro mtry en el Algoritmo 2.

Ademas, los resultados obtenidos al aplicar las cinco reglas para seleccionar
aleatoriamente un subconjunto de variables de entrada muestran, en general, patrones
similares. Por ultimo, cabe mencionar que, en el caso del enfoque RF+EAT, la puntuacién
de eficiencia puede tomar valores inferiores a uno, algo que no puede suceder con FDH
y EAT. Este resultado se debe a que la frontera de produccion estimada por Random
Forest no envuelve por arriba necesariamente todas las observaciones. El proceso de
Bagging que forma parte de Random Forest implica que muchos modelos individuales
(arboles) se ajustan utilizando diferentes muestras de datos, seleccionadas al azar del
conjunto de datos original. Por consiguiente, cada DMU so6lo aparece en un cierto numero
de estas muestras aleatorias (el muestreo con sustitucion en promedio hace que se excluya
alrededor del 37% de las unidades de una muestra determinada) y las fronteras de
produccion individuales estimadas no siempre pueden envolver todas las unidades. Por
lo tanto, el proceso final de agregacion, que se aplica en RF+EAT, podria dar una
puntuacion inferior a uno, especialmente en el caso de las unidades que muestran un
patron relacionado con un buen rendimiento. En el caso de estas unidades, cuando la
puntuacion de eficiencia de RF+EAT toma un valor inferior a uno, la puntuacion debe
interpretarse como una puntuacion de supereficiencia en la linea de la literatura anterior,
como en Andersen y Petersen (1993). FDH y DEA evalua la eficiencia relativa de las
DMU s pero no permite una clasificacion de las unidades eficientes. Andersen y Petersen
(1993) fueron los primeros en introducir una version modificada de DEA basada en la
comparacion de las unidades eficientes en relacion con una tecnologia de referencia

construida por todas las demas unidades, es decir, sin considerar la unidad objeto de
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evaluacion. RF+EAT funciona en esta misma linea, permitiendo detectar unidades

supereficientes.
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Tabla 7. Resultados usando los datos de Sarkis (2000).
DMU | X1 X2 X3 X4 X5 | Y1 | Y2 Y3 FDH | EAT | RF+EAT | RF+EAT | RF+EAT | RF+EAT | RF+EAT
Breiman DEA1 DEA2 DEA3 DEA4

1 656 | 552678100 | 609 | 1190 | 670 | 5 14 | 13900 |1 1 1.504 1.271 1.274 1.267 1.294

2 786 | 539113200 | 575 | 1190 | 682 | 4 18 | 23600 |1 1 1.170 0.989 1.016 0.986 1.007

3 912 | 480565400 | 670 | 1222 | 594 | 4 24 139767 |1 1 0.938 0.968 0.967 0.962 0.965

4 589 | 559780715 | 411 | 1191 | 443 |9 10 | 13900 |1 1 0.991 1 1 1 1

5 706 | 532286214 | 325 | 1191 | 404 |7 14 | 23600 |1 1 1.263 1 1.010 1 1

6 834 | 470613514 | 500 | 1226 | 384 | 6.5 | 18 | 40667 | 1 1.027 | 1.051 1.054 1.085 1.059 1.058

7 580 | 560987877 | 398 | 1191 | 420 |9 10 | 13900 | 1 1 1 1 1 1 1

8 682 | 532224858 | 314 | 1191 [393 |7 14 | 23600 | 1 1 1.263 1 0.984 1 1

9 838 | 466586058 | 501 | 1229 | 373 | 6.5 |22 | 41747 | 1 1 0.991 1.056 1.053 1.047 1.053

10 579 | 561555877 | 373 | 1191 | 405 |9 9 13900 |1 1 1 1 1 1 1

11 688 | 532302258 292 | 1191 |370 |7 13 | 23600 | 1 1 1.263 1 0.984 1 1

12 838 | 465356158 | 499 | 1230 | 361 | 6.5 | 17 | 42467 | 1 1.064 | 1.006 1.056 1.049 1.044 1.032

13 595 | 560500215 | 500 | 1191 | 538 |9 12 | 13900 | 1 1 1 1 1 1 1

14 709 | 532974014 | 402 | 1191 | 489 |7 17 | 23600 | 1 1 1.148 1 1.037 1 1

15 849 | 474137314 | 648 | 1226 | 538 | 6.5 | 20 | 40667 | 1 1.027 | 1.099 1.103 1.106 1.090 1.089

16 604 | 560500215 | 500 | 1191 | 538 |9 12 | 13900 | 1 1 1 1 1 1 1

17 736 | 532974014 | 402 | 1191 | 489 |7 17 | 23600 |1 1 1.148 1 1.037 1 1

18 871 | 474137314 | 648 | 1226 | 538 | 6.5 | 20 | 40667 |1 1.027 | 1.099 1.103 1.106 1.100 1.089
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19 579 | 568674539 | 495 | 1193 | 558 |9 7 13900 1 1 1 1 1 1

20 695 | 536936873 | 424 | 1195 | 535 |6 18 | 23600 1 1.106 0.989 0.998 0.986 1

21 827 | 457184239 | 651 | 1237 | 513 |7 16 | 45167 1 0.973 0.828 0.866 0.790 0.872

22 982 | 457206173 | 651 | 1239 | 513 |7 16 | 45167 1 0.982 0.993 0.996 0.991 0.990

Tabla 8. Resultados usando los datos de Jenkins y Anderson (2003).
DMU X1 X2 X3 X4 X5 X6 Y1 Y2 FDH EAT RF+EAT RF+EAT RF+EAT RF+EAT RF+EAT
Breiman DEA1 DEA2 DEA3 DEA4

1 15 27 70 23 18 33 85 82 1.129 1.129 1.108 1.112 1.126 1.103 1.123

2 5 2 70 15 11 5 96 93 1 1 0.978 0.982 0.989 0.975 0.990

3 25 26 75 22 24 32 78 87 1.069 1.069 1.066 1.068 1.073 1.062 1.075

4 18 15 75 18 16 23 87 88 1.057 1.057 1.052 1.054 1.058 1.049 1.062

5 9 4 80 5 14 26 89 94 1 1 0.995 0.996 0.994 0.995 0.995

6 6 2 80 13 9 28 93 93 1 1.011 1.004 1.006 1.005 1.006 1.003

7 14 6 85 14 13 21 92 91 1 1.033 1.026 1.028 1.025 1.028 1.026

8 17 17 90 3 17 18 97 92 1 1 0.988 0.994 0.993 0.984 0.988




Tabla 9. Resultados usando los datos de Homburg (2001).

DMU | X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | X6 | Y1 | Y2 | FDH EAT RF+EAT RF+EAT RF+EAT RF+EAT RF+EAT
Breiman DEA1 DEA2 DEA3 DEA4
1 300 |75 60 |42 |45 75 500 |25 |1 1.040 1.015 1.012 1.017 1.019 1.019
2 250 |66 |40 |30 (30 |73 500 |23 |1 1 1.001 1 1.005 0.997 1.003
3 310 |80 |65 |41 47 &5 510 |21 |1 1.020 1.011 1.004 1.008 1.008 1.005
4 270 | 77 54 |48 |40 80 (490 |27 |1 1 0.959 0.970 0.973 0.971 0.969
5 239 |74 |62 |41 54 |79 480 |2 1 1.042 1.045 1.046 1.058 1.035 1.060
6 280 | 73 57 (47 |60 |77 (490 |25 |1 1.020 1.019 1.035 1.040 1.024 1.046
7 340 |76 |70 | 45 50 84 470 |19 | 1.106 1.106 1.102 1.092 1.096 1.097 1.097
8 290 | 72 55 |43 39 80 520 |25 |1 1 0.993 0.985 0.987 0.990 0.989
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4.3. EFICIENCIA COMPUTACIONAL

En esta seccion de la tesis, en comparacion con la literatura descrita hasta ahora sobre las
fronteras de produccién, la principal contribucion es la mejora de la precision del
estimador de la funcion de produccion generada a partir de EAT, recurriendo al
backtracking y a técnicas heuristicas, al tiempo que se reduce la carga computacional del
algoritmo. Tal y como se ha descrito anteriormente, el algoritmo utilizado por EAT se
basa en una técnica heuristica para seleccionar el siguiente nodo que se va a dividir
durante el proceso de crecimiento del arbol de decision correspondiente. Sin embargo,
como se mostrara en este capitulo de tesis, esta heuristica no siempre produce el minimo
error cuadratico medio entre todos los arboles posibles que podrian desarrollarse. Por
consiguiente, uno de los principales objetivos de este trabajo es mejorar la precision del
estimador de la funciéon de produccion generada a partir de EAT recurriendo a técnicas
de backtracking (Baase, 2009 y Horowitz y Sahni, 1978). En particular, se combina la
idea que subyace en el enfoque heuristico con la potencialidad del backtracking (Pearl,
1984 y Tarjan, 1972) para mejorar la calidad del estimador de la funcién de produccion
basada en EAT. Ademds, a través de nuestro enfoque, se disminuye la carga
computacional de las técnicas estandar de backtracking aplicadas a la metodologia del
arbol de decision basado en EAT, como se muestra en las experiencias simuladas. Hasta
donde sabemos, este trabajo es el primero que contempla los aspectos computacionales
de la técnica de Efficiency Analysis Trees (Esteve et al., 2020). Por un lado, hay algunos
trabajos anteriores dedicados a la medicion de la eficiencia y relacionados con las
caracteristicas computacionales del problema DEA (véase, por ejemplo, Dula y Thrall,
2001 y Dula, 2008). Sin embargo, explotan caracteristicas vinculadas a la estructura del
problema como un modelo de Programacién Matematica. Por consiguiente, estas
contribuciones estan muy alejadas de la estructura de arbol que se estudia en este capitulo.
Por otra parte, hay otros trabajos anteriores que se centran en las técnicas de aprendizaje
automatico, como los arboles de decision, y la eficiencia. A pesar de ello, estas
contribuciones no combinan realmente estas dos facetas, sino que aplican cada una en
una etapa diferente: en una primera etapa se determina la eficiencia técnica y, en una

segunda etapa, se utiliza la eficiencia como variable respuesta con los arboles de decision



o Random Forest, para dar detalles de los factores relacionados con la eficiencia técnica
(ver, por ejemplo, Emrouznejad y Anouze, 2010 y Rebai, et al., 2019). Por el contrario,
EAT, conecta metodologicamente estos dos temas clave, es decir, los arboles de decision
y lamedicidn de la eficiencia, tal y como se ha podido comprobar a lo largo del desarrollo

de la presente tesis.

Hasta este momento, el desarrollo de la tesis se ha abordado desde un punto de vista
exclusivamente metodologico y no desde uno computacional. EAT es un algoritmo voraz
cuya heuristica de division de un nodo no obtiene el arbol con el menor error cuadratico
medio (MSE). Existe, por tanto, la posibilidad de mejorarlo aplicando la técnica
algoritmica bien conocida de backtracking. Sin embargo, esta técnica
computacionalmente es muy costosa de aplicar puesto que calcula todas las posibles
combinaciones de division de todos los nodos de un arbol EAT. En este sentido, en esta
seccion, se proponen dos algoritmos adicionales al EAT heuristico (el estandar) y al EAT
con backtracking “puro”, que combinan ambos enfoques, es decir, la heuristica y el
backtracking con el propoésito de alcanzar precisiones cercanas a EAT con backtracking
en tiempos computaciones (en segundos) mas proximos a EAT heuristico. Se ha
encontrado que EAT heuristico es mas rapido con un MSE peor que EAT con
backtracking que obtiene mejor MSE, pero en un tiempo excesivo. La implementacion
de estos cuatro algoritmos se ha realizado en el lenguaje de programaciéon C debido a que,
junto a Python y R, es uno de los lenguajes de programacion que se usa en el campo del
aprendizaje automatico. Ademas, a diferencia de Python y R, el lenguaje C, sin lugar a
dudas, es el mas rapido, aunque, del mismo modo, es el mas complejo de utilizar. Hasta
ahora, todos los experimentos computacionales que se han presentado en esta tesis se han
realizado a través de los algoritmos implementados en Python, pero, alcanzado este
capitulo en el que la eficiencia computacional toma gran relevancia, todos los
experimentos que se muestran se han implementado en el lenguaje de programacion C.
Los algoritmos implementados se encuentran disponibles como software libre bajo la
licencia  GNU General Public License version 3 en el repositorio GitHub

https://github.com/MiriamEsteve/EATpy, en el caso del lenguaje de programacion
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Python, y en https://github.com/MiriamEsteve/BackEATC, en el caso de los algoritmos

que se presentaran en este capitulo en el lenguaje C. La siguiente subccion se enfocara
exclusivamente en el codigo implementado en el lenguaje de programacién R, debido a
que se ha desarrollado un paquete de R bajo la Licencia Publica General de GNU version
3 que se puede descargar desde Comprehensive R Archive Network (CRAN) en
https://cran.r-project.org/web/packages/eat. Este paquete incorpora las principales

funcionalidades de EAT, Random Forest para EAT, DEA y FDH.

El Capitulo 4 Seccion 4.3. se divide en dos secciones. En la primera parte se abordan los
cuatro algoritmos propuestos y en la segunda parte se muestran los resultados a partir de

simulaciones.

4.3.1. ESQUEMAS DE LOS ALGORITMOS DESARROLLADOS
PARA ESTIMAR LAS FUNCIONES DE PRODUCCION

En esta seccidon, se analiza el rendimiento de cuatro algoritmos vinculados a la

metodologia EAT con respecto a cuestiones de computacion y precision.

4.3.1.1. ALGORITMO BACKTRACKING BASADO EN EL METODO
EAT
En este trabajo se propone un algoritmo backtracking para obtener el arbol que da los

valores mas pequefios de la suma del MSE de las diferentes combinaciones de (x;,S)).

El arbol heuristico, vinculado al algoritmo estandar de EAT, solo explora una solucion

factible mientras que backtracking explora todas ellas, obteniendo la mejor.

El desarrollo del algoritmo backtracking en el presente trabajo considera la estructura de
descomposicion del arbol en la funcion de division, obteniendo esta estructura de arbol
segun el principio de monotonia (o free disposability, en inglés). El arbol se desarrolla de

forma similar a la subseccion anterior, aunque la profundidad del &rbol viene marcada por


https://github.com/MiriamEsteve/BackEATC
https://cran.r-project.org/web/packages/eat

el nimero de nodos que pueden ser creados mediante la particion recursiva hasta alcanzar

un nodo hoja.

4.3.1.2. COMBINACION DE LAS TECNICAS DE LA HEURISTICA Y

DEL BACKTRACKING
El algoritmo heuristico propuesto como método estandar en EAT obtiene valores
adecuados para el MSE. Sin embargo, estos valores son peores que los obtenidos por el
algoritmo backtracking propuesto en la Seccion 4.3.1.1. a expensas de utilizar un alto
coste de célculo. Por lo tanto, en esta subseccién se proponen nuevos algoritmos con
ambos esquemas para obtener valores adecuados de MSE en un tiempo razonable. De
hecho, en general, el coste computacional consumido por el algoritmo backtracking es
inviable. En este sentido, nuestras propuestas combinan ambos enfoques para obtener

mejores resultados que utilizando ambos por separado.

Se estudian dos enfoques. El primero combina en primer lugar la heuristica y en segundo
lugar el backtracking. El arbol se construye mediante la heuristica hasta que se alcanza
una condicion (denotada por numStopH). Cuando esta parte del arbol esta terminada, el
backtracking continia construyendo el arbol hasta que se alcanza una condicion final
(denotada por numStopB). En ese caso, numStopH debe ser mayor que numStopB, de lo
contrario el arbol se completard, y el backtracking no podra continuar su expansion. El
cumplimiento de estas condiciones para numStopH y numStopB, estan determinadas por
la matriz de datos asociada al nodo. Asi, cuando se alcanzan las condiciones finales en el
proceso de division, los nodos obtenidos se marcan como nodos hojas. Por esta razon,
cuando se cumple la primera de ellas, es decir, numStopH, es necesario redefinir los nodos

que son hojas y, luego, el estado del arbol le permite seguir expandiendo los nodos.

El segundo enfoque es similar al anterior, pero implica cambiar el orden de los algoritmos,

es decir, en primer lugar se emplea el del backtracking y en segundo lugar el del



Capitulo 4: Resultados 107

heuristico. En este caso, el arbol comienza a construirse a través del backtracking hasta
que se alcanza el numStopB y continta expandiéndose a través de la heuristica hasta que

se satisface la condicion vinculada al numStopH.

La Figura 20 muestra los algoritmos propuestos: Algoritmo A (la heuristica), Algoritmo
B (el backtracking), Algoritmo C (primero la heuristica y luego el backtracking) vy,
finalmente, Algoritmo D (primero el backtracking y luego la heuristica). Los nodos con
forma de circulo significan que han sido construidos siguiendo el enfoque heuristico. Los
nodos triangulados son todos los posibles nodos que pueden ser construidos. Los
parametros numStopH y numStopB indican la condicion que deben cumplir los nodos,
tanto los representados por circulos como los representados por tridngulos, para completar
la construccion del arbol mediante el enfoque heuristico o de backtracking,

respectivamente.

A L Root

@ Splitted node by heuristic /\ Splitted node by backtracking

Figura 20. Desarrollo de las estructuras de arboles de los diferentes enfoques.



4.3.2. SIMULACIONES

Los experimentos fueron llevados a cabo en un ordenador con Intel(R) Core (TM) 17-
10510U con CPU 1.80 GHz y RAM 16 GB. El codigo fue implementado en C (disponible
como software libre bajo la licencia GNU General Public License version 3 en el

repositorio GitHub https://github.com/MiriamEsteve/BackEATC), tal y como se ha

explicado al principio de este capitulo. Se realizaron algunos experimentos para afinar
ciertos parametros del algoritmo. En todos ellos, los datos se simularon a partir de una
funcion de produccion teorica tipica de Cobb-Douglas en microeconomia. Los datos de

las entradas fueron generados al azar siguiendo una distribucion Uni(0,1) independiente

de cada input y observacion. Entonces, el nivel de output "eficiente", es decir, la frontera

n
de produccion teorica, se calcula como f(x,,...,x,) =x" +...+x, siendo Z% =0.5.
i=1

Por ultimo, el término de “ineficiencia” se determina aleatoriamente como u ~ Exp (— .

En este trabajo, los experimentos se han llevado a cabo utilizando los valores mostrados

en la Tabla 10.

Las simulaciones se realizaron en 100 experimentos para cada combinacion del tamafio
del conjunto de datos y el nimero de inputs. El segundo experimento estudia el coste de
la ejecucion al variar el tamafio del conjunto de datos y el nimero de inputs. En estos

experimentos, numStopH y numStopB toman el valor 2.

Tabla 10. Funciones de produccion teoricas utilizadas en los experimentos en funcién
del nimero de inputs.

#Inputs Forma functional f(x)
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2 F()=x""+x " +e™

3 f(x) — xlo.l +x2041 +x30.4 +e

4 f(x)= xlo.l +x20.1 +x30.2 +x40.2 te

5 f(X) — x10.05 + x2041 + x30.05 + x4041 + xsoz +e

6 f(x)= xlo.os +x20.1 +x30405 +x40.05 +x5041 +x60.15 te

7 f(x)= xlo.os + x20405 +x30.05 + x4o.05 + xso.l + x60405 +x70.15 te

8 f(X) — x10.05 + x20<05 +x30,05 + x40.05 + xso.l + x60‘05 + x7o,05 + x8041 +e

En la Tabla 11 se indica el tiempo medio de ejecucion (en segundos) y la media de la
suma de los MSE de los nodos hoja en los diferentes experimentos considerados. En
particular, las dos primeras columnas indican el tamafio de la muestra y el nimero de
inputs. El resto de columnas muestran el tiempo de ejecucion y la media de la suma del

MSE en los nodos hojas obtenida en los cuatro algoritmos propuestos.

En cuanto a los resultados, todos los métodos se ven afectados por el aumento de la
complejidad del problema asociado al namero de filas en los conjuntos de datos, ya que
detectamos que cuanto mayor es el tamafio de la muestra, mayor es el valor de MSE.
Ademas, el aumento de la complejidad relacionado con el numero de inputs en los
conjuntos de datos afecta a todos los métodos, ya que observamos que MSE disminuye.
El tiempo necesario para ejecutar los experimentos solo se ve afectado por el aumento del

nuamero de filas.

Ademas, el Algoritmo A presenta el valor mas alto para MSE, el Algoritmo B el més bajo
y los otros tienen valores de MSE entre estos dos. Por un lado, el Algoritmo C, que tiene

un coste de ejecucion mayor que el del Algoritmo A, tiene un valor de MSE que se



aproxima al correspondiente del Algoritmo A. Por otro lado, el Algoritmo D, que tiene
un coste de ejecucion menor que el del Algoritmo B, tiene un valor de MSE que se
aproxima al del Algoritmo B. Ademas, en la Tabla 11, parece que el Algoritmo D es el

mejor algoritmo para obtener un MSE atractivo en un tiempo de ejecucion aceptable.

Tabla 11. Coste de ejecucion y error de precision cuando los cuatro algoritmos se
utilizan para varios problemas y tamafo de inputs

Algoritmo A Algoritmo B Algoritmo C Algoritmo D

Num.

Obs. #Inputs | Tiempo MSE | Tiempo MSE | Tiempo MSE | Tiempo MSE
10 2 0.000 0.26 | 309.204 0.07 | 32.524 0.26| 35.789 0.08
15 2 0.001 196 | 318.757 095 | 17.664 1.62| 79.800 1.06
20 2 0.002 4.59| 330.005 4.04| 19.544 433 | 157.196 4.04
10 3 0.001 0.15 82.775 0.05 6.585 0.15| 48.600 0.13
15 3 0.001 1.25| 131355 0.73| 10309 1.25| 84.235 1.07
20 3 0.002 0.50| 183.638 0.45| 17.700 0.50 | 163.225 0.49
10 4 0.001 0.20| 91.175 0.07 | 10.531 021 | 42593 0.18
15 4 0.001 0.12| 276.829 0.07 | 12.563 0.12| 88.602 0.10
20 4 0.002 0.74| 176.645 0.63 | 18.283 0.74 | 180.085 0.69
10 5 0.001 091 62.846 0.33 9.027 091 | 41.844 0.77
15 5 0.002 0.19| 100.198 0.11 | 16.003 0.19| 106.907 0.16
20 5 0.002 0.62| 141.652 0.58 | 18.689 0.62| 185.002 0.56
10 6 0.001 0.24 58.681 0.09 8346 0.23 | 39.893 0.20
15 6 0.001 0.76 90.44 0.44 12.02  0.76 | 93.025 0.64
20 6 0.002 0.19| 118.405 0.18 | 16.827 0.19| 194903 0.18
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10 7 0.001 045 61.117 0.17 8.642 045| 40443 0.38
15 7 0.001 0.34 91.154 0.20 | 12987 033 | 92246 0.28
20 7 0.003 0.11 | 124467 0.10| 17.445 0.11 | 187.113 0.10
10 8 0.001 0.01 65.492  0.01 9.028 0.01 | 40.777 0.01
15 8 0.002 0.01 | 114.744 0.01 | 16.823 0.01 | 99.984 0.01
20 8 0.002 0.21| 126.868 0.20 | 19.734 0.21 | 191372 0.19

El algoritmo D es el que obtiene los valores de MSE mas cercanos a los observados para

el Algoritmo B, que presenta los minimos, en un tiempo de ejecucion factible.

Se ejecutaron nuevos experimentos usando el Algoritmo D y variando la primera
condicion final, es decir, numStopB. La Tabla 12 muestra resultados similares a los de la
Tabla 11, pero solo con el Algoritmo D. Las dos primeras columnas son el tamafio del
problema y el tamafio del input, y los bloques de columnas restantes muestran el valor
aplicado de numStopB. Ademas, cada uno de estos bloques muestra tres columnas con el
tiempo de ejecucion, el valor de MSE y el porcentaje de mejora con respecto al Algoritmo

B.

Al igual que en la Tabla 11, los valores de MSE crecen cuando el tamafio del problema
aumenta y estos resultados estan notoriamente influenciados por el crecimiento de la
primera condicion final. Este efecto puede observarse en la columna “%B”, que
representa la mejora del algoritmo D con respecto al Algoritmo B. El porcentaje de mejora
aumenta del 30% al 94%. El coste de ejecucion también se ve afectado por el incremento
del numStopB, que se acerca cada vez mas a los tiempos de ejecucion obtenidos en el
Algoritmo A. Asi pues, el mejor numStopB es el que equilibra por igual el trabajo de
backtracking y la heuristica. De esta manera, se puede obtener un resultado aceptable en

un tiempo de ejecucion factible.
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Tabla 12. Coste de ejecucion y error de precision del Algoritmo D cuando la primera condicion final varia en 4, 6, 8 y 9.

numStopB = 4 numStopB = 6 numStopB = 8 numStopB =9

Num.

Obs. #Inputs Tiempo MSE %B | Tiempo MSE %B | Tiempo MSE %B | Tiempo MSE %B
10 2 24434  0.08 94.6 13.115 0.08 92.2 5390 0.20 339 4.002 020 313
15 2 57.733 126  68.7 35.471 1.27  68.3 9.183 1.77 189 5374 1.85 10.2
20 2 124.601 141 31.8 73.625 144 274 | 26403 143 289 92643 144 27.1
10 3 23.855 0.14 5.2 15813  0.15 1.5 6.209  0.15 0.8 4328 0.15 0.4
15 3 68.680 1.07 35.7 46.821 1.07 352 8381 1.19 11.7 5.7634  1.21 9.1
20 3 134.692 048 43.0 104.128 0.50 11.7| 24974 0.50 5.2 9.634  0.50 1.2
10 4 26775  0.19 155 15810 0.19 14.6 6.154  0.20 9.7 4.836 0.20 7.6
15 4 72.738  0.11 232 65.130 0.11 21.0| 15746 0.12 34 5.897 0.12 0.7
20 4 139.782  0.72  20.5 105.389  0.72 18.7| 20.193 0.72 123 10.006  0.74 0.8
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10 5 27.374  0.78 229 17479 0.79 213 | 10.842 0.83 133 4982  0.90 2.5
15 5 81.548 0.16 342 50.558 0.16 31.5| 12384 0.16 30.3 6.008 0.16 30.7
20 5 149.646  0.59  56.1 114.125 0.59  50.1 19.193  0.60 32.3 10.235  0.61 114
10 6 31.683 020 219 16.266 020 20.5| 13.573 0.22 4.2 5.002 0.23 0.7
15 6 68.658  0.63  40.3 51.365  0.63 394 | 28.197 0.72 127 6.735 0.73 7.4
20 6 139.837 0.18 61.6| 112.087 0.19 252 | 32.645 0.19 252 10.935 0.19 228
10 7 27936  0.38  23.6 18.906 040 164 7203  0.42 8.9 5.009 042 8.2
15 7 73.134 029 378 58.651 029 335 17342 031 18.0 6.892 031 172
20 7 142.477 0.10 487 | 127912 0.10 21.6| 23201 0.10 21.6 11.281 0.10 16.5
10 8 28.105 0.00 10.0 18.513  0.00 20| 10240 0.01 0 5321  0.01 0
15 8 82.828 0.01 30.2 61.398 0.01 22.6| 23.420 0.01 5.3 6.746  0.01 7.5
20 8 143.567 020 554 | 122804 020 369 | 27293 021 138 10.386  0.21 9.2
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La Figura 21 muestra el rendimiento del Algoritmo D para diferentes problemas de
numStopB cuando el tamafo del problema cambia. El eje X describe el tamafio de la
muestra en relacion con el numero de las variables de entradas (n/tamafo de las variables
de entrada) y el eje Y muestra el porcentaje de mejora de MSE con respecto al algoritmo
de backtracking (Algoritmo B). La Figura 21 revela que el porcentaje de mejora es mayor

cuando numStopB es igual a4 y 6.

100.0%

EnumStopB = 4 numStopB = 6
£0.0%

£0.0% mnumStopB = 8 mnumStopB =9
70.0%
50.0%
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Figura 21. Porcentaje de mejora en la precision entre el Algoritmo D y el Algoritmo B
cuando el tamafio del problema, el nimero de inputs y numStop se modifica.

En el caso de las aplicaciones reales, nuestros resultados podrian ser ftutiles para
determinar ciertos parametros, como el numStopB. En particular, la forma de determinar
el valor mas adecuado del parametro numStopB para aplicar el Algoritmo D depende
directamente del coste de calculo y, por lo tanto, del tiempo de célculo disponible del
usuario. Por ejemplo, siguiendo nuestros resultados, en un problema con un tamafio de
muestra de 10 y un tamafo de variables de entrada de 5; si el usuario tiene un tiempo
aproximado de 5 segundos, el numStopB mas adecuado es 9. Si, por el contrario, el
usuario tiene hasta 30 segundos disponibles, entonces el valor adecuado para el numStopB

seria 4, obteniendo el menor MSE.
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4.4. PAQUETE DE R (EAT)

En esta seccion de la tesis, se presenta el paquete de R (CRAN), bautizado como eat, que
incorpora las principales funcionalidades de Efficiency Analysis Trees (EAT), Random
Forest para Efficiency Analysis Trees (RF+EAT), Data Envelopment Analysis (DEA) y
Free Disposal Hull (FDH). El paquete eat estd disponible como software libre, bajo la

Licencia Publica General GNU version 3, y puede descargarse de la Comprehensive R

Archive Network (CRAN) en https://CRAN.R-project.org/package=eat, incluyendo
material suplementario como conjuntos de datos o vifietas para replicar todos los
resultados presentados en este trabajo. Ademas, eat estd alojado en un repositorio de

codigo abierto en GitHub en https://github.com/MiriamEsteve/EAT.

Hoy en dia se pueden encontrar diversos paquetes de R para estimar la eficiencia técnica,
como por ejemplo, Benchmarking (Bogetoft y Otto, 2010), para estimar tecnologias y
medir la eficiencia técnica usando DEA y Stochastic Frontier Analysis (SFA); nonparaeff
(Oh y Suh, 2013), para medir la eficiencia y la productividad usando DEA y sus
variaciones; npbr (Daouia, Laurent y Noh, 2017), que abarca las técnicas de envoltura de
datos basadas en polinomios a trozos (o splines, en inglés), ajuste lineal local, valores
extremos y suavizado de nucleos; snfa (McKenzie, 2018), que se ajusta tanto al suavizado
del DEA como al no paramétrico de SFA; o semsfa (Ferrara y Vidoli, 2018), que, en una
primera etapa, estima los modelos de frontera estocastica mediante técnicas de regresion
semiparamétricas o no paramétricas para relajar las restricciones paramétricas y, en una
segunda etapa, aplica una técnica basada en la pseudoverosimilitud o el método de los
momentos para estimar los parametros de varianza. Ademas, existen otros paquetes sobre
medicion de la eficiencia desarrollados para plataformas alternativas. En MATLAB (The
MathWorks Inc., 2021), se puede encontrar el Data Envelopment Analysis Toolbox
(Alvarez, Barbero y Zofio, 2020), que implementa los principales modelos DEA y
resuelve medidas como la funcion de distancia direccional (con outputs deseables e
indeseables), el modelo aditivo ponderado y el indice de Malmquist-Luenberger; o el

Total Factor Productivity (TFP) Toolbox para MATLAB (Balk, Barbero y Zofio, 2018),


https://cran.r-project.org/package=eat
https://github.com/MiriamEsteve/EAT

que incluye funciones para calcular los principales indices de Productividad Total de
Factores y su descomposicion mediante modelos DEA. En Stata (StataCorp, 2021), es

posible encontrar un paquete similar en Ji y Lee (2010).

Sin embargo, ninguna de estas herramientas tiene el objetivo principal de estimar una
frontera de produccion mediante arboles de regresion satisfaciendo los principios
microecondmicos de libre disponibilidad (o free disposability, en inglés), convexidad y
datos deterministas. En cuanto a las medidas de eficiencia técnica implementadas en el
nuevo paquete eat, cabe mencionar que se proporcionan puntuaciones numéricas y
graficos de barras para los modelos radiales BCC orientados al output y al input (Banker,
Charnes y Cooper, 1984), la funcion de distancia direccional (Chambers, Chung y Fire,
1998), el modelo aditivo ponderado (Lovell y Pastor, 1995; y Charnes, Cooper, Golany,
Seiford y Stutz, 1985) y las medidas Russell orientadas al output y al input (Fére y Lovell,
1978). Ademas, la adaptacion de Random Forest (Breiman, 2001) para tratar conjuntos
de arboles de analisis de eficiencia RF+EAT también se ha incorporado al nuevo paquete
eat. Por otra parte, los modelos estdndar FDH y DEA han sido incluidos en el paquete
para facilitar la comparacion con las puntuaciones de eficiencia determinadas por la
técnica EAT. Asimismo, la convexificacion de la estimacion de la tecnologia
proporcionada por EAT, Convexified Efficiency Analysis Trees (CEAT) (Aparicio et. al,

2021), se implementa en el paquete eat.

4.4.1. ESTRUCTURA DE LOS DATOS

Los datos son manejados como un tipo de dato usual en R, denominado Data Frame.
Todas las funciones devuelven una estructura objeto que contiene los resultados de la

estimacion y los argumentos de la funcion de estimacion.

Algunos de los campos de las estructuras de las principales funciones del paquete son los

siguientes':

! Para obtener una lista completa es necesario escribir “help” més el nombre de la funcién en R.
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data: Contiene las variables de entrada y de salida.

o

©)

©)

x e y: Contienen las variables de entrada y de salida.
input_name y output_name: Contienen los indices de entrada y de
salida que les corresponde dentro del conjunto de datos.

row_names: Nombre de las observaciones.

Control: Contiene los hiperpardmetros seleccionados por el usuario:

O

©)

numStop: Valor minimo de observaciones que contiene un nodo.

fold: Numero de trozos en los que se divide el conjunto de datos al aplicar
cross validation.

na.rm: Variable l6gica que indica si las variables vacias deben ser
ignoradas.

max .depth: Hiperparametro que limita el nimero de nodos entre el nodo
raiz y el nodo hoja mas lejano (no se incluye la raiz).

max.leaves: Hiperparametro que determina el niimero méximo de

nodos hoja.

tree: Lista que contiene los nodos de EAT. Estd construida por los siguientes

elementos:

o id: Node index.

o F: Indice del nodo padre.

o SL: Indice del nodo hijo izquierdo.

o SR: Indice del nodo hijo derecho.

o index: Conjunto de indices correspondientes a las observaciones que
contiene el nodo.

o R: Error del nodo.

o xi: Indice de la variable de entrada por el que se produce la division
del nodo.

o s: Valor numérico de la variable x1i.

o a: Componentes del vector a'.



o b: Componentes del vector b'.

o nodes_df: Contiene la informacion siguiente relacionada con todos los nodos

que componen la estructura tree:

o id: Indice del nodo.
o N: Numero de observaciones en el nodo.
o Proportion: Proporcion de observaciones en el nodo.
o y: Valores predichos.
o R: Error cuadratico medio (MSE) del nodo.
o Index: Indices de las observaciones del nodo.
o model: Contiene la informacion siguiente relacionada con el modelo
entrenado:
o nodes: Numero de nodos en el arbol.
o leaf_nodes: Numero de nodos hoja en el arbol.
o a: Componentes del vector a'.
o y: La estimacién del output de cada nodo hoja.

En concreto, el objeto RFEAT contiene alguna informacién mas:

e forest: Lista que contiene cada uno de los EAT.
e Error: Error Out-Of-Bag del conjunto de arboles.

e 0OB: Lista que contiene el conjunto de Out-Of-Bag para cada arbol.

4.4.2. CONJUNTO DE DATOS Y FUENTES ESTADISTICAS

En este apartado de la tesis se ilustran todos los modelos presentados en el paquete eat
recurriendo a un unico conjunto de datos. Los datos han sido recogidos por la encuesta
PISA (Programme for International Student Assessment) 2018. Este conjunto de datos
consta de 72 paises con tres outputs: dominio de lectura, matematicas y ciencias; y trece

inputs relacionados con el entorno socioecondémico de estos paises recogidos del Indice
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de Progreso Social (Social Progress Index, 2020). Estos inputs se pueden clasificar en

cuatro bloques como se muestra a continuacion:

Campo de necesidades humanas basicas: NBMC (Nutricion y Atenciéon Médica
Basica), WS (Agua y Saneamiento), S (Vivienda) y PS (Seguridad Personal).
Ambito de los fundamentos del bienestar: ABK (Acceso a los conocimientos
basicos), AIC (Acceso a la informacién y las comunicaciones), HW (Salud y
bienestar) y EQ (Calidad ambiental).

Campo de oportunidades: PR (Derechos Personales), PFC (Libertad y Eleccion
Personal), I (Inclusion) y AAE (Acceso a la Educacion Avanzada).

Campo econémico: GDP_PPP (Producto Interior Bruto basado en la Paridad de

Poder Adquisitivo).

La Tabla 13 recoge las estadisticas descriptivas de todas estas variables (outputs e inputs):

Tabla 13. Estadisticas descriptivas de las variables incluidas en los datos.

Desv.

Variable Tipo Media Estand. Min. Max.
Reading Output 450.9 50.5 340.0 549.0
Science Output 455.1 48.3 336.0 551.0
Mathematics Output 454.8 52.2 325.0 569.0
NBMC Input 95.6 3.9 79.2 98.9
WS Input 94.5 6.6 72.7 99.8
S Input 93.6 5.5 67.8 98.9
PS Input 77.0 11.7 53.6 96.7
ABK Input 90.1 7.9 61.6 99.1
AIC Input 82.9 9.3 60.4 98.3
HW Input 74.8 10.9 47.0 90.8
EQ Input 79.3 11.9 34.9 93.6
PR Input 81.6 18.0 21.1 98.1
PFC Input 75.4 11.0 472 91.7



I Input
AAE Input
GDP_PPP Input

54.2 17.1 12.4 81.9
71.7 10.7 48.4 90.4
36.0 21.9 7.4 114.1

4.4.3. FUNCIONES DEL PAQUETE

Las funciones incluidas en el paquete eat se resumen en la Tabla 14. Esta tabla se

compone de tres columnas divididas en cinco subsecciones para la técnica EAT,

RF+EAT, FDH, DEA y CEAT. La primera columna es el nombre de la funciéon y la

segunda es la descripcion de la funcion.

Tabla 14. Funciones del paquete eat.

Funcion Descripcion
EAT Genera un modelo EAT.
bestEAT Produce el modelo EAT con los mejores valores de los
hiperparametros que minimizan el error calculado en una
muestra de prueba de un modelo EAT ajustado con una
muestra de entrenamiento.
efficiencyEAT El resultado es un conjunto de datos con las variables de

entrada, las puntuaciones de eficiencia obtenidas mediante
un modelo EAT vy, opcionalmente, las puntuaciones FDH.

Las alternativas disponibles son:

e “BCC.OUT”: Vector numérico con las puntuaciones
de eficiencia calculadas mediante el modelo radial
BCC orientado al output.

e “BCC.INP”: Vector numérico con las puntuaciones
de eficiencia calculadas mediante el modelo radial

BCC orientado al input.
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efficiencyJitter

efficiencyDensity

predictEAT

rankingEAT

e “DDF”: Vector numérico con las puntuaciones de
eficiencia calculadas mediante la funcion de distancia
direccional.

e “RSL.OUT”: Vector numérico con las puntuaciones
de eficiencia calculadas mediante el modelo Russell
orientado a la produccion.

e “RSL.INP”: Vector numérico con las puntuaciones
de eficiencia calculadas mediante el modelo Russell
orientado a los inputs.

e “WAM.MIP”: Vector numérico con las puntuaciones
de eficiencia calculadas mediante el modelo aditivo
ponderado con Medida de la Proporcion de
Ineficiencia.

e “WAM.RAM”: Vector numérico con las
puntuaciones de eficiencia calculadas mediante el
modelo aditivo ponderado con la medida de

ineficiencia ajustada al rango.

Gréfico de fluctuacion que representa la dispersion de las
puntuaciones de eficiencia de las DMU en un nodo

determinado. Se muestran la media y la desviacion estandar.

Gréfico de densidad para comparar la distribucion de las

puntuaciones de eficiencia entre dos modelos determinados.

Conjunto de datos con los datos originales y los valores
predichos por un modelo EAT dado un conjunto de perfiles

de entrada.

Conjunto de datos con la importancia de las variables
obtenidas por un modelo EAT o una lista con las
puntuaciones y un grafico de barras que representa la

importancia de las variables.



plotEAT

frontier

Grafico de un modeloEAT mediante una estructura de arbol.

En el caso de un escenario de un input y output, esta funcion
dibuja la funcion de produccion estimada obtenida por EAT.

La frontera FDH es opcional.

RFEAT

Genera un modelo RF+EAT.

bestRFEAT

efficiencyRFEAT

predictRFEAT

rankingRFEAT

plotRFEAT

Produce el modelo RF+EAT con los mejores valores de los
hiperparametros que minimizan el error calculado en una
muestra de prueba de un modelo RF+EAT ajustado con una

muestra de entrenamiento.

Conjunto de datos con las variables de entrada y las
puntuaciones de eficiencia de RF+EAT y, opcionalmente, las
puntuaciones FDH. Solo est4 disponible el modelo radial de

BCC orientacion output.

Conjunto de datos con los datos originales, los valores
predichos por un modelo RF+EAT dado un conjunto de

perfiles de entrada.

Conjunto de datos con las puntuaciones de la importancia de
las variables obtenidas por un modelo RF+EAT o una lista
con las puntuaciones y un grafico de barras que las

representa.

Gréfico con el error Out-of-Bag (OOB) para un RF+EAT

formado por £ arboles.

efficiencyCEAT

Produce un conjunto de datos con las variables de entrada,
las puntuaciones de eficiencia obtenidas a través de un

modelo CEAT y, opcionalmente, las puntuaciones DEA.
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“BCC.OUT”: Vector numérico con las puntuaciones
de eficiencia calculadas mediante el modelo radial
BCC orientado al output.

e “BCC.INP”: Vector numérico con las puntuaciones
de eficiencia calculadas mediante el modelo radial
BCC orientado al input.

e “DDF”: Vector numérico con las puntuaciones de
eficiencia calculadas mediante la funcion de distancia
direccional.

e “RSL.OUT”: Vector numérico con las puntuaciones
de eficiencia calculadas mediante el modelo Russell
orientado a la produccion.

e “RSL.INP”: Vector numérico con las puntuaciones
de eficiencia calculadas mediante el modelo Russell
orientado a los inputs.

e “WAM.MIP”: Vector numérico con las puntuaciones
de eficiencia calculadas mediante el modelo aditivo
ponderado con Medida de la Proporcion de
Ineficiencia.

e “WAM.RAM”: Vector numérico con las

puntuaciones de eficiencia calculadas mediante el

modelo aditivo ponderado con la medida de

ineficiencia ajustada al rango.

Y1l.sim

Simula un conjunto de datos en un escenario de un Unico

output. Se pueden generar 1, 3, 6,9, 12 y 15 inputs.

X2Y2.sim

Simula un conjunto de datos en un escenario con 2 inputs y

2 outputs.




4.4.3.1. EL MODELO EAT

El modelo Efficiency Analysis Trees se implementa en R utilizando la funcion
EAT(data, x, y, ..).Estafuncion es la mas importante del paquete. Los argumentos
minimos de esta funcion son los datos (data) que contienen las variables de estudio, los
indices de las variables predictoras o inputs (X) y los indices de las variables predichas o
outputs (y). Ademads, se incluyen los argumentos numStop, fold, max.depth y
max.leaves para los usuarios mas experimentados en el campo del aprendizaje
automatico y los modelos basados en arboles. La modificacion de estos cuatro parametros
permite obtener diferentes estimaciones de la frontera y, por tanto, seleccionar la que

mejor se adapte a las necesidades del analisis. La descripcion de estos parametros es la

siguiente:

. numStop se refiere al nimero minimo de observaciones de un nodo que se va
a dividir y estd directamente relacionado con el tamaino del arbol. Cuanto
mayor sea el valor de numStop, menor sera el tamafo del arbol.

o fold se refiere al nimero de partes en que se divide el conjunto de datos para
aplicar la técnica de validacion cruzada. Las variaciones en el argumento fold
no estan directamente relacionadas con el tamano del arbol.

o max.depth limita el nimero de nodos entre el nodo raiz y el nodo hoja mas
lejano (raiz no incluida). Cuando se introduce este argumento, no se lleva a
cabo el tipico proceso de poda. En este caso, se permite que el arbol crezca
hasta la profundidad requerida.

o max.leaves determina el nimero maximo de nodos hoja. Al igual que en

max.depth, no se realiza el proceso de poda, sino que el arbol crece hasta

alcanzar el nimero requerido de nodos hoja y, entonces, se devuelve el arbol.

Hay que tener en cuenta que la inclusion de los argumentos max.depth o max. leaves
reduce el tiempo de célculo al eliminar el procedimiento de poda. Sin embargo, el proceso
de poda es preferible si el objetivo del estudio es inferencial en lugar de simplemente
descriptivo. Si se incluyen ambos al mismo tiempo, se muestra un mensaje de advertencia

y s6lo se utiliza max.depth.
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Como ejemplo de esta funcion se usa los datos PISA anteriormente explicados para crear
un arbol multi respuesta usando el siguiente c6digo. Como resultado de esta funcion se

devuelve la estructura del objeto explicado también en la subseccion anterior.

modelEAT <- EAT(data = PISAindex,

X

6:18, # input

y = 3:5 # output)

4.4.3.2. EL MODELO RF+EAT

El modelo de Random Forest for Efficiency Analysis Treesse puede implementar en R
utilizando la funcion RFEAT(data, X, Yy, ..). La funcion RFEAT también se ha
desarrollado con el objetivo de proporcionar mayor robustez estadistica a los resultados
obtenidos por la funcién EAT. La funcion RFEAT requiere los datos que contienen las
variables para el andlisis, X e y correspondientes a los indices de entradas y salidas
respectivamente, el nimero minimo de observaciones en un nodo para que se intente una
divisiéon (numStop) y na.rm para ignorar las observaciones con celdas NA, es decir,
vacias. Todos estos argumentos se utilizan para la construccion de los p arboles
individuales EAT que componen el bosque aleatorio RF+EAT. Por ultimo, el argumento
s_mtry indica el nimero de inputs que se pueden seleccionar aleatoriamente en cada
division. Puede establecerse como cualquier nimero entero, aunque también hay ciertos
valores predefinidos. Por lo tanto, siendo m el numero de inputs, s el nimero de outputs

y n(t) el nimero de observaciones que contiene el nodo, las opciones disponibles para

s_mtry son:



e DEA3= M
2s

o DEA4= min{M %t)—s}

9

N

Como ejemplo se crea el modelo RFEAT con 30 arboles que devuelve la estructura de

objeto explicada en la anterior subseccion:

forest <- RFEAT(data = PISAindex,

X

6:18, # input
y = 3:5, # output
numStop = 5,

p = 30,

s_mtry = "BRM",

na.rm = TRUE)

4.4.3.3. PREDICCIONES

Los estimadores de Efficiency Analysis Trees y Random Forest for Efficiency Analysis
Trees pueden usarse en R utilizando predictEAT(object, data, x) vy
predictRFEAT(object, data, x),respectivamente. Estas funciones devuelven un
Data Frame con los datos y el resultado esperado para un conjunto de observaciones. En
ambos casos, newdata se refiere al Data Frame y x al conjunto de inputs usados. En
cuanto al argumento object, en el primer caso, se corresponde a un objeto EAT y, en el

segundo caso, a un objeto RFEAT.

Para las predicciones con un objeto EAT s6lo es necesario un arbol. Sin embargo, para el
modelo RFEAT, el output viene dada por cada uno de los p arboles individuales

entrenados que, posteriormente, se calcula el valor medio de todas las predicciones.
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Como ejemplo, a continuacion, se evaltan las tltimas 10 DMUs del ejemplo utilizado en
la Seccion 4.4.2.. Los resultados se devuelven en una estructura Data Frame con las

predicciones del output.

S_PISA pred R_PISA pred M_PISA pred

1 396 399 393
2 429 420 423
3 429 420 423
4 487 479 496
5 396 377 379
6 396 399 393
7 396 377 379
8 396 377 379
9 396 377 379
10 396 377 379

S_PISA pred R_PISA pred M_PISA pred

1 400.02 393.18 401.92
2 421.78 418.16 413.56
3 420.74 417.80 412.44
4 448.74 447 .32 443 .68
5 382.60 368.40 371.38
6 412.02 411.96 412.58
7 384.54 371.28 373.22
8 392.58 382.12 382.94
9 379.28 365.68 370.52
10 376.30 364.94 365.42

Del mismo modo, el usuario puede crear nuevos conjuntos de datos y calcular su

prediccion de la siguiente manera:

new <- data.frame(NBMC = c(99, 95, 93),
WS = c(87, 92, 99),
S = c(93, 90, 90),
HW = c(90, 91, 92),
AAE = c(88, 91, 89))



predictions EAT <- predictEAT(object = modelEAT,
newdata = new,
X = 1:5)

4.4.3.4. IMPORTANCIA DE LAS VARIABLES

La forma de calcular la importancia de los valores de los predictores mediante los
Efficiency Analysis Trees es utilizando la funcion rankingEAT (objeto, ...).La
puntuacion de la importancia representa la influencia de cada variable en el modelo. El
usuario puede especificar el numero de unidades decimales mediante el parametro
digits, incluir un grafico de barras con las puntuaciones de la importancia usando
barplot y mostrar una linea horizontal en el grafico para facilitar el punto de corte entre

las variables importantes e irrelevantes con threshold.

Esta funciéon devuelve el nombre de las variables predictoras, la puntuacion de
importancia y el grafico de barras (ver Figura 22), tal y como se puede ver en el siguiente
ejemplo.

rankingEAT(object = modelEAT, threshold = 70, barplot = TRUE,
digits = 2)

Importance
AAE 100.00
WS 97.65
NBMC 82.55
HW 82.49
S 82.24
ABK 67.16
GDP_PPP 64.54
AIC 64.08
EQ 56.29
PR 56.22
I 56.22
PS 45.38

PFC 29.35
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Figura 22. Grafico de barras de la importancia de las variables para los EAT en los
datos de PISAindex mediante la funcion rankingEAT().

Al igual que en rankingEAT(), la funcion rankingRFEAT() permite calcular una

puntuacién de la importancia para las variables utilizando un objeto RFEAT. Es posible

que puedan aparecer puntuaciones negativas al calcular la importancia de las variables

mediante rankingRFEAT (). La aparicion de este tipo de puntuacion (negativa) puede

entenderse como que, si se eliminara esa variable del modelo, se produciria una mejora

en la capacidad predictiva del mismo.

rankingRFEAT (object

Importance
PFC 7.1977380
HW 2.8658000
EQ 2.2628482
I 1.6523514
AIC 0.9298688
PR -0.5867114
AAE -0.6801898
S -0.8349269
PS -1.0268028

GDP_PPP -1.

2789753

= modelRFEAT, barplot = TRUE)



NBMC -1.8264092
ABK -2.8606368
WS -4.0611915

25-

Importance

o0o- ..-
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Figura 23. Gréfico de barras de la importancia de la variable para los EAT en los datos
de PISAindex mediante rankingRFEAT().

4.4.4. MODELOS BASICOS DE EAT Y RFEAT

Las puntuaciones de eficiencia son valores numéricos que indican el grado de eficiencia
de un conjunto de unidades de decision (DMU). Se debe introducir un conjunto de datos
(data) y los correspondientes indices de inputs(s) (x) y outputs(s) (y). Se recomienda
que el conjunto de datos con las DMU cuya eficiencia se va a calcular coincida con los
utilizados para estimar la frontera. Sin embargo, también es posible calcular las
puntuaciones de eficiencia para un nuevo conjunto de datos. Las puntuaciones de
eficiencia se calculan utilizando el modelo de programaciéon matematica incluido en el

argumento score_model. En el paquete de R estan disponibles los siguientes modelos:

e BCC.OUT: El modelo radial orientado al output (Banker et al., 1984).

e BCC.INP: El modelo radial orientado al input (Banker et al., 1984).

e RSL.OUT: El modelo Russell orientado al output (Fire and Lovell, 1978).
e RSL.INP: El modelo Russell orientado al input (Fire and Lovell, 1978).

e DDF: La funcion de distancia direccional (Chambers et al., 1998).
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e WAM.MIP: La medida de las proporciones de ineficacia como un tipo de modelo
aditivo ponderado (Cooper et al., 1999).
e WAM.RAM: La medida de ineficacia ajustada al rango como un tipo de modelo

aditivo ponderado (Cooper et al., 1999).

Las puntuaciones de FDH pueden calcularse opcionalmente estableciendo FDH = TRUE
en efficiencyEAT() y efficiencyREAT(). Las puntuaciones DEA también pueden
calcularse estableciendo DEA = TRUE en la funcion efficiencyCEAT(). Por ultimo,
se incluye un breve resumen de la distribucion de las puntuaciones calculadas a partir de

cada modelo.

4.4.4.1. EL MODELO RADIAL ORIENTADO AL OUTPUT

El modelo radial orientado al output puede calcularse en R utilizando la funcién
efficiencyEAT(data, X, y, ...) con el parametro scores_model establecido
en “BCC.OUT”. Los resultados se devuelven en una estructura Data Frame con los valores
de input y output y la puntuacion de eficiencia BCC orientada al output. Se muestra un

ejemplo de este codigo:

eff <- efficiencyEAT(data = PISAindex,
x = c(6:18),
y = c(3.’4.’5))
object = modelEAT,
scores_model = “BCC.OUT”,
digits = 3,
FDH=TRUE,
na.rm = TRUE)

EAT_BCC_out FDH_BCC_out

SGP 1.000 1.000
IPN 1.042 1.000
KOR 1.000 1.000
PAN 1.000 1.000
PHL 1.074 1.000

DOM 1.102 1.000



Model Mean
EAT 1.02

Model Mean
FDH 1

Std.

Std.

Dev. Min Q1 Median Q3 Max
.03 1 1 1.01 1.01 1.16

Dev. Min Q1 Median Q3 Max
0.01 1 1 1 11.04

La convexificacion de EAT puede calcularse en R utilizando Ia

efficiencyCEAT(data, x, y, ...).Siguiendo con el mismo ejemplo:

eff <- efficiencyCEAT(data = PISAindex,

x = c(6:18),

y = c(3,4,5),

object = modelEAT,
scores_model = “BCC.OUT”,
digits = 3,

DEA=TRUE,

na.rm = TRUE)

CEAT_BCC_out DEA_BCC_out

SGP
JPN
KOR
PAN
PHL
DOM

Model Mean
CEAT 1.17

Model Mean
DEA 1.03

1.000
1.042
1.060

1.371
1.199
1.326

Std.

Std.

.000
.000
.000

[

=

.084
1.000
1.000

Dev. Min Q1 Median Q3 Max
.09 11.1 1.15 1.15 1.37

Dev. Min Q1 Median Q3 Max
0.04 1 1 1.01 1.01 1.17

funciéon

Como en efficiencyEAT(), la funcion efficiencyRFEAT() devuelve las

puntuaciones de eficiencia bajo Random Forest para un conjunto de DMUs. Sin embargo,

en este caso, solo estd disponible para el modelo BCC orientado al output. Las

puntuaciones FDH también pueden calcularse estableciendo FDH = TRUE. Los resultados
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se devuelven en una estructura Data Frame con los valores de los inputs y outputs y las

puntuaciones de eficiencia de la BCC orientadas al output. Continuando con el ejemplo.

eff <- efficiencyRFEAT(data = PISAindex,
x = c(6:18),
y = C(3J4J5))
object = forest,
digits = 3,
FDH=TRUE)

RFEAT_BCC_out FDH_BCC_out

SGP 0.968 1.000
JPN 1.005 1.000
KOR 0.993 1.000
PAN 1.016 1.000
PHL 1.034 1.000
DOM 1.066 1.000

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
RFEAT 1.01 0.03 0.96 0.99 1 11.1

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
FDH 1 .01 1 1 1 11.04

4.44.2. EL MODELO RADIAL ORIENTADO AL INPUT

El modelo radial orientado al input puede calcularse en R utilizando la funcion
efficiencyEAT(data, x, y, ...) estableciendo score_model = "BCC.INP".
Los resultados se devuelven en una estructura Data Frame con los valores de input y

output y las puntuaciones de eficiencia orientada al input de BCC. Viendo un ejemplo:

eff <- efficiencyEAT(data = PISAindex,
x = c(6:18),
y = C(3J4J5))
object = modelEAT,
scores_model = “BCC.INP”,
digits = 3,
FDH=TRUE,
na.rm = TRUE)



EAT_BCC_in FDH_BCC_in

SGP 1.000 1.000
JPN 1.000 1.000
KOR 0.989 1.000
PAN 0.884 1.000
PHL 1.000 1.000
DOM 1.000 1.000

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
EAT 0.98 0.03 0.83 .98 0.99 0.99 1

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
FDH 1 0.01 .97 1 1 1 1

Para el caso de la convexificacion, utilizamos la funcion efficiencyCEAT (data, x,

Y, ...).Semuestra un ejemplo del codigo:

eff <- efficiencyCEAT(data = PISAindex,
x = c(6:18),
y = C(3J4J5))
object = modelEAT,
scores_model = “BCC.INP”,
digits = 3,
DEA=TRUE,
na.rm = TRUE)

CEAT_BCC_in DEA_BCC_in

SGP 1.000 1.000
JPN 0.937 1.000
KOR 0.898 1.000
PAN 0.884 0.961
PHL 1.000 1.000
DOM 1.000 1.000

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
CEAT ©.89 0.06 0.81 0.85 0.87 0.87 1

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
DEA ©.98 0.02 0.92 0.96 0.99 0.99 1
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4.4.4.3. EL MODELO RUSSELL ORIENTADO AL OUTPUT

La medida de Russell orientada al output puede calcularse en R utilizando la funciéon
efficiencyEAT(data, X, y, ...) con el parametro scores_model establecido
en "RSL.OUT". Los resultados se devuelven en una estructura Data Frame con los
valores de input y output y las puntuaciones de eficiencia de Russell orientadas al output.

Se muestra un ejemplo:

eff <- efficiencyEAT(data = PISAindex,
x = c(6:18),
y = c(3J4J5))
object = modelEAT,
scores_model = “RSL.OUT”,
digits = 3,
FDH=TRUE,
na.rm = TRUE)

EAT_RSL_out FDH_RSL_out

SGP 1.000 1.000
JPN 1.070 1.000
KOR 1.006 1.000
PAN 1.053 1.000
PHL 1.097 1.000
DOM 1.149 1.000

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
EAT 1.04 0.03 11.01 1.03 1.03 1.17

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max

FDH 1.01 0.01 1 1 1 11.07

Finalmente, los arboles de andlisis de eficiencia convexos pueden calcularse utilizando
efficiencyCEAT(data, x, y, ...) con score_model -establecido en

"RSL.OUT". Continuando con el ejemplo:



eff <- efficiencyCEAT(data = PISAindex,
x = c(6:18),
y = c(3J4J5))
object = modelEAT,
scores_model = “RSL.OUT”,
digits = 3,
DEA=TRUE,
na.rm = TRUE)

CEAT_RSL_out DEA_RSL_out

SGP 1.000 1.000
JPN 1.070 1.004
KOR 1.068 1.000
PAN 1.439 1.140
PHL 1.209 1.000
DOM 1.374 1.000

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
CEAT 1.19 0.1 11.11 1.16 1.16 1.44

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
DEA 1.04 .04 1 1 1.02 1.02 1.19

4.4.4.4. EL MODELO RUSSELL ORIENTADO AL INPUT

La medida de Russell orientada al input puede calcularse en R utilizando la funcion
efficiencyEAT(data, X, y, ...) con el parametro scores_model establecido
en "RSL.INP". Los resultados se devuelven en una estructura Data Frame con los
valores de input y output y las puntuaciones de eficiencia de Russell orientadas al input.

A continuacion, se muestra un ejemplo del codigo a utilizar.

eff <- efficiencyEAT(data = PISAindex,
x = c(6:18),
y = c(3,4,5),
object = modelEAT,
scores_model = “RSL.INP”,
digits = 3,
FDH=TRUE,
na.rm = TRUE)

EAT_RSL_in FDH_RSL_in
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SGP 0.588 1.000
JPN 0.571 1.000
KOR 0.576 1.000
PAN 0.624 0.789
PHL 0.764 0.992
DOM 0.707 0.898

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
EAT 0.62 0.06 0.54 .57 ©0.61 0.61 0.78

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
FDH ©.93 .06 0.77 0.89 0.93 0.93 1

Bajo el supuesto de la convexidad de la tecnologia, la funcion efficiencyCEAT (data,
X, Y, ...) debe utilizarse con score_model ajustado a "RSL.INP". Viendo un

ejemplo.

eff <- efficiencyCEAT(data = PISAindex,
x = c(6:18),
y = c(3,4,5),
object = modelEAT,
scores_model = “RSL.INP”,
digits = 3,
DEA=TRUE,
na.rm = TRUE)

CEAT_RSL_in DEA_RSL_in

SGP 0.588 1.000
JPN 0.558 0.956
KOR 0.555 0.933
PAN 0.624 0.789
PHL 0.764 0.992
DOM 0.707 0.898

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
CEAT @.61 0.07 0.52 0.56 ©0.59 0.59 0.78

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
DEA ©.88 0.07 0.76 0.84 0.88 0.88 1



4.4.4.5. LA FUNCION DE DISTANCIA DIRECCIONAL

La funcién distancia direccional puede calcularse en R utilizando la funcion
efficiencyEAT(data, X, y, ...) conscores_model establecido como "DDF".
Los resultados se devuelven en una estructura Data Frame con los valores de input y

output y las puntuaciones de eficiencia DDF. Mostramos un ejemplo del cddigo abajo.

eff <- efficiencyEAT(data = PISAindex,
x = c(6:18),
y = c(3J4J5))
object = modelEAT,
scores_model = “DDF”,
digits = 3,
FDH=TRUE,
na.rm = TRUE)

EAT_DDF FDH_DDF

SGP 0.000 0.000

JPN 0.000 0.000

KOR 0.000 0.000

PAN

0.000 0.000
PHL 0.000 0.000
DOM ©0.000 0.000

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
EAT 0.01 0.01 ©0 0o @ 0 0.09

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
FDH 0 0 0 0o O 0 0.02

Ademas, la convexificacion de EAT puede calcularse en R utilizando la funcion
efficiencyCEAT(data, x, y, ...) con score_model ajustado a "DDF". Se

muestra un ejemplo de esta posibilidad.

eff <- efficiencyCEAT(data = PISAindex,
x = c(6:18),
y = c(3,4,5),
object = modelEAT,
scores_model = “DDF”,
digits = 3,
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DEA=TRUE,
na.rm = TRUE)

CEAT_DDF DEA_DDF
SGP 0.000 0.000
JPN 0.025 0.000
KOR 0.041 0.000

PAN 0.092 0.028
PHL 0.000 0.000
DOM 0.000 0.000

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
CEAT 0.06 0.04 0 0.04 0.07 0.07 0.15

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
DEA 0.01 0.01 ©0 0o @ 0 0.05

4.4.4.6. LA MEDIDA DE LAS PROPORCIONES DE INEFICIENCIA Y LA
MEDIDA DE INEFICIENCIA AJUSTADA AL RANGO COMO TIPOS DE
MODELOS ADITIVOS PONDERADOS

El modelo aditivo ponderado puede calcularse en R utilizando la funcion
efficiencyEAT(data, x, y, ...) con scores_model ajustado a "WAM.MIP"
para la Medida de Proporciones de Ineficiencia o "WAM.RAM" para la Medida de
Ineficiencia Ajustada al Rango (ver Cooper et al., 1999). Los resultados se devuelven en
una estructura Data Frame con los valores de los inputs y outputs y las puntuaciones
correspondientes al modelo aditivo ponderado. Se muestra un ejemplo del codigo

correspondiente.

eff <- efficiencyEAT(data = PISAindex,
x = c(6:18),
y = c(3,4,5),
object = modelEAT,
scores_model = “WAM.MIP”,
digits = 3,
FDH=TRUE,
na.rm = TRUE)



EAT_WAM  FDH_WAM

SGP 5.359 0.000
JPN 5.782 0.000
KOR  4.945 0.000
PAN 5.041 0.000
PHL 3.362 0.000
DOM  4.259 0.000

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max

EAT 4.71 0.81 2.72 4.11 4.86 4.86 6.11
Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
FDH -5.633803e+28 2.322144e+29 -1e+30 © 0 0 2.73

El modelo aditivo ponderado asociado al Convexified Efficiency Analysis Trees se
calcula mediante efficiencyCEAT(data, x, y, ...) con el parametro
score_model establecido en "WAM.MIP" o "WAM.RAM". A continuacion, se muestra

un ejemplo.

eff <- efficiencyCEAT(data = PISAindex,
x = c(6:18),
y = c(3J4J5))
object = modelEAT,
scores_model = “WAM.MIP”,
digits = 3,
DEA=TRUE,
na.rm = TRUE)

CEAT_WAM DEA WAM

SGP 5.359 ©0.000

JPN 5.821 0.000

KOR 5.789 ©0.000

PAN 5.556

2.835
PHL 3.483 0.000
DOM 4.665 0.000

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
CEAT 5.27 0.75 3.32 4.75 5.45 5.45 6.24

Model Mean Std. Dev. Min Q1 Median Q3 Max
DEA 1.05 1.07 0 0o 1.08 1.08 3.13
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4.4.5. OPCIONES AVANZADAS, VISUALIZACION Y
EXPORTACION DE RESULTADOS

4.4.5.1. OPCIONES AVANZADAS DE OPTIMIZACION

A veces es necesario encontrar el valor de los hiperparametros que minimizan el error
calculado a partir de la muestra de prueba (fest, en inglés) mediante EAT “profundo” (sin
podar) utilizando una muestra de entrenamiento (zrain, en inglés). En esta seccion, la base
de datos PISAindex, explicada al principio de este capitulo de tesis, se divide en un
subconjunto de entrenamiento con el 70% de las DMUs y un subconjunto de prueba con
el 30% restante. A continuacion, se aplica la funcion bestEAT () para encontrar el valor
de los hiperparametros que minimizan el error calculado en la muestra de prueba a partir

de EAT ajustado con la muestra de entrenamiento.

Primero se genera la muestra de entrenamiento y prueba:

n <- nrow(PISAindex) # Observations in the dataset
selected <- sample(l:n, n * ©.7) # Training indexes

training <- PISAindex[selected, ] # Training set

test <- PISAindex[- selected, ] # Test set

La funcion bestEAT () requiere un conjunto de entrenamiento (training) sobre el que
ajustar un modelo EAT y un conjunto de prueba (test) sobre el que calcular el error. El
numero de arboles construidos viene dado por el nimero de combinaciones diferentes
que pueden dar los argumentos humStop, fold, max.depth y max.leaves. Hay que
tener en cuenta que no es posible introducir NULL y un valor determinado en los
argumentos max.depth o max.leaves al mismo tiempo. La funcion bestEAT()

devuelve un Data Frame con las siguientes columnas:

. numStop: Valor del hiperpardmetro numStop.

. fold: Valor del hiperparametro fold.



o max.depth: Valor del hiperparametro max.depth. Si no se establece en

NULL.

. max.leaves: Valor del hiperpardmetro max.leaves. Sino se establece en
NULL.

o RMSE: Error cuadratico medio calculado en la muestra de prueba con un arbol

construido con la muestra de entrenamiento y el conjunto de hiperparametros

dados.

o leaves: Numero de nodos hoja en el arbol.

El codigo de la funcion es el siguiente:

bestEAT(training, test,

X5 Y,

numStop = 5,

fold = 5,
max.depth = NULL,
max.leaves = NULL,
na.rm = TRUE)

Por ejemplo, si los argumentos introducidos son numStop = {3, 5, 7} y fold =
{5, 7}, se construyen seis modelos diferentes con {numStop = 3, fold = 5},
{numStop = 3, fold = 7}, {numStop = 5, fold = 5}, {numStop = 5,
fold = 7}, {numStop = 7, fold = 5} y {numStop = 7, fold = 7}.Se

muestra un ejemplo numérico:

bestEAT(training = training,

test = test,
x = c(6, 7, 8, 12, 17),
y = 3:5,

numStop = c(3, 5, 7),
fold = c(5, 7))
numStop fold RMSE leaves
1 3 7 56.82 24
2 3 5 58.81 13
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3 7 5 59.14 10
4 7 7 59.14 10
5 5 7 60.13 12
6 5 5 60.24 11

El mejor modelo devuelto es el dado por los hiperparametros {numStop = 3, fold =
7%} conun RMSE = 56.82 y 24 nodos hojas. Sin embargo, este modelo es muy complejo.
Por lo tanto, alternativamente, podriamos seleccionar el modelo con parametros
{numStop = 7, fold = 5} quetieneun RMSE = 59.14, pero con solo 10 nodos
hojas. Con este resultado, se ajusta el modelo EAT final utilizando todos los datos

originales.

bestEAT _model <- EAT(data = PISAindex,
x = c(6, 7, 8, 12, 17),
y = 3:5,
numStop = 7,
fold = 5)

4.4.5.2. VISUALIZACION PERSONALIZADA

Después de calcular los modelos EAT y CEAT, se muestran en pantalla algunas funciones
de visualizacion personalizadas. La funcion efficiencyJitter() devuelve un grafico
de fluctuaciones mediante la libreria ggplot2. Este grafico muestra como las DMUs se
agrupan en nodos hoja en un modelo construido con la funcion EAT (). Cada nodo hoja
agrupa DMUs con el mismo nivel de recursos. Una linea de puntos y una linea negra
representan, respectivamente, el valor medio y la desviacion estandar de las puntuaciones
de su nodo correspondiente. Ademas, las etiquetas de las DMU eficientes se muestran
siempre en funcidon del modelo introducido en el argumento score_model. Por tltimo,
el usuario puede especificar un limite superior (upb) y un limite inferior (lwb) para
mostrar también las etiquetas cuya puntuacion de eficiencia se encuentra entre ellos.

También se pueden utilizar las puntuaciones de un modelo CEAT.



Como ejemplo de esta funcion, se evalian las puntuaciones de eficiencia de EAT
correspondientes al modelo radial orientado al output y las representamos mediante
efficiencyJlitter().

efficiencyJitter(object = modelEAT,

df_scores = scores_ EAT$EAT_BCC_OUT,
scores_model = "BCC.OUT",

lwb = 1.2)
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Figura 24. Gréfico de fluctuacion que muestra como se agrupan las DMU en nodos hoja
en un modelo construido con la funcion EAT().

Otra funcidon de visualizacion personalizada es efficiencyDensity(df_scores,
model) que devuelve un grafico de densidad usando la libreria ggplot2. De esta
manera, se puede comprobar la similitud entre las puntuaciones obtenidas por las

diferentes metodologias disponibles.

En este ejemplo:

efficiencyDensity(df_scores = scores EAT[, 3:4],
model = c("EAT", "FDH"))
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Figura 25. Gréfico de densidad que muestra las diferencias entre las puntuaciones
obtenidas por las funciones EAT() y FDH().

efficiencyDensity(df_scores = scores CEAT[, 3:4],

model = c("CEAT", "DEA"))
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Figura 26. Grafico de densidad que muestra las diferencias entre las puntuaciones
obtenidas por las funciones CEAT () y DEA().

Ademas, en el caso limitado de utilizar s6lo un input para producir s6lo un output,
podemos mostrar la frontera estimada por la funciéon EAT() a través de un grafico de
ggplot2. La frontera estimada por FDH también se puede representar si se establece
FDH = TRUE. Las DMUs observadas pueden mostrarse mediante un grafico de dispersion
si observed.data = TRUE y, ademas, su color, forma y tamaio pueden modificarse
con observed.color, pch y size, respectivamente. Finalmente, los nombres de las

filas pueden incluirse con rwn = TRUE.

Como ejemplo, se utilizan los datos simulados del paquete eat para generar un input y un
output mediante la funcion Y1.sim(N = 50, nX = 1). El parametro N corresponde al

numero de DMUs y el pardmetro nX es el nimero de inputs.

simulated <- Y1.sim(N = 50, nX = 1)

modelEAT <- EAT(data = simulated, x = 1,y = 2)
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frontier <- frontier(object = modelEAT, FDH = TRUE, observed.data

= TRUE, rwn = TRUE)
plot(frontier)
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Figura 27. Gréfico de la estimacion de la frontera mediante FDH y EAT.

4.4.5.3. EXPORTACION DE RESULTADOS

10.0

La funcion frontier () mostrada anteriormente so6lo funciona para el caso simple con

un input y un output. Para escenarios de multiples inputs y/o outputs, la estructura tipica

de arbol que muestra las relaciones entre los outputs y los inputs viene dada por la funcion

plotEAT().

Para cada nodo, se puede obtener la siguiente informacion:

. id: indice del nodo.

° R: Error en el nodo.

o n(t): Numero de DMUs en el nodo.

o Input name: Variable de entrada asociada a la division.



o y: Vector de predicciones de output.

Ademas, los nodos se colorean segun la variable por la que se realiza la division o son

negros en el caso de ser un nodo hoja.

A continuacion, se muestra como funciona la funcion plotEAT () vinculada a tres formas

diferentes de controlar el tamafio de un modelo de arbol: numStop, max.depth y

max.leaves:
1. Control del tamafio por numStop

reduced _modell <- EAT(data = PISAindex,

x = c(6, 7, 8, 12, 17),
y = 3:5,
numStop = 9)

plotEAT(object = reduced_modell)

# input
# output
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Figura 28. Gréfico del arbol construido por EAT utilizando numStop.

2. Control del tamafio por max.depth

reduced_model2 <- EAT(data = PISAindex,

x = c(6, 7, 8, 12, 17), # input

3:5, # output

y
numStop = 9,
max.depth = 5)

plotEAT(reduced_model2)
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Figura 29. Gréfico del arbol construido por EAT utilizando max.depth.

3. Control del tamafio por max.leaves

reduced_model3 <- EAT(data = PISAindex,
x = c(6, 7, 8, 12, 17), # input
y = 3:5, # output
numStop = 9,
max.leaves = 4)
plotEAT(object = reduced_model3)
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Figura 30. Grafico del arbol construido por EAT utilizando max. leaves.

Finalmente, la funcion plotRFEAT () devuelve el error Out-Of-Bag para un conjunto de

datos de entrenamiento y un bosque formado por p arboles, como se muestra a través de

un ejemplo numérico.



plotRFEAT (forest)
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Figura 31. Gréfico del error Out-Of-Bag para el conjunto de datos de entrenamiento
generado por un bosque formado por p arboles.



CAPITULO 5: DISCUSION

En este capitulo de tesis se discuten los resultados obtenidos en los capitulos anteriores,

relacionando estos con la literatura previa sobre la temética en cuestion.

Desde un punto de vista puramente metodologico, existe toda una literatura reciente que
tiene como objetivo fundamental el uso de técnicas de aprendizaje automatico o similar
para la prediccion de eficiencia y la determinacion de la frontera de produccion. En este
sentido, Kuosmanen y Johnson (2010, 2017) mostraron como DEA puede ser interpretado
como un modelo de regresion basado en minimos cuadrados condicionado a restricciones
de forma sobre la superficie a ajustar (la frontera de produccién) y restricciones de signo
de los residuos. Ademas, estos autores introdujeron en la literatura el modelo denominado
CCNLS (Corrected Concave Non-parametric Least Squares, en inglés). Bajo este
enfoque, muchos hiperplanos, a priori uno diferente para cada dato, deben de ser ajustados
mediante la nube de puntos de las observaciones muestrales, mientras que la condicion
de convexidad de la tecnologia asi generada viene garantizada por el sistema de
desigualdades de Afriat (1972). Por otro lado, Hernderson y Parmeter (2009), Du et al.
(2013) y Parmeter y Racine (2013) introdujeron estimadores de fronteras de produccion
basados en kernels no paramétricos. Estos métodos proporcionan una aproximacion
suavizada de la frontera de produccion. Ademads, Daouia et al. (2016) introdujeron un
método que puede ser utilizado para estimar funciones de produccion a través de ‘trozos’
de polinomios de grado dos y tres y teniendo en cuenta restricciones de forma (monotonia
y concavidad). El modelo en cuestion es regularizado mediante la determinacion de una

cuadricula de puntos 6ptimos para la subdivision del espacio de los inputs. Tsionas (2022)



recientemente defini6 arboles de regresion probabilisticos, también condicionados a
restricciones de forma (concavidad y suavizado) para estimar eficiencia. Valero-Carreras
etal. (2021, 2022) adaptaron las maquinas de soporte vectorial para la determinacion del
grado de eficiencia absoluta (en lugar de relativa), introduciendo, a su vez, el concepto de
eficiencia robusta denominado “épsilon-insensibilidad”. Guerrero et al. (2022) han
introducido recientemente una metodologia que permite estimar tecnologias poliédricas
siguiendo el principio de minimizacidon del riesgo estructural. Por ultimo, Olesen y
Ruggiero (2018, 2022) propusieron el uso de hiperplanos articulados (Breiman, 1993)
como una representacion flexible no paramétrica de una funciéon de produccion.
Comparando la nueva metodologia, introducida en esta tesis doctoral, con la literatura
previa, cabe indicar que las anteriores aproximaciones estdn basadas en estimadores
tecnologicos que cumplen con la propiedad de convexidad (exceptuando el caso de
Olesen y Ruggiero, 2022, que pretenden estimar una funcién en forma de S), mientras
que, en el caso de los EAT, la base fundamental es el uso de estimadores no convexos.
Esto cumple con las criticas recientemente formuladas en la literatura hacia un uso
excesivo, e incluso en ocasiones innecesario, del postulado de convexidad del conjunto
de posibilidades de produccion (véase, por ejemplo, Kerstens y Van de Woestyne, 2021).
Ademéas, sélo nosotros y Tsionas proponemos la adaptacion de métodos basados en
arboles de regresion para trabajar en el contexto de la medicion de la eficiencia. En el
caso de Tsionas, se requiere del uso de arboles probabilisticos. En nuestro caso, la

adaptacion estd fundamentada en el algoritmo original CART de Breiman et al. (1984).

Desde un punto de vista computacional, nuestros resultados incluyen la comparacion
sistematica de las estimaciones de frontera mono-output y multi-output obtenidas por la
técnica FDH, la nueva técnica EAT y la adaptacion de EAT al Random Forest (RF+EAT).
También se incluyen los resultados del EAT profundo, es decir, EAT sin poda con la regla

de parada de los nodos hoja finales a n_. =1 para probar su relacion con el FDH. Por

otra parte, se incluyen los resultados obtenidos tras la mejora computacional del EAT tras

su adaptacion a la tipica técnica de arboles llamada Backtracking.
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La primera comparacion establecida fue la realizada entre el EAT profundo y el FDH
donde se encontrd que la discrepancia entre estas técnicas al hallar la estimacion de la
frontera es del 0%, es decir, ambas técnicas obtienen la misma estimacion cuando se
trabaja con un solo input y un solo output (y se dispone de un resultado tedrico que avala
estos resultados). Sin embargo, a medida que la muestra va aumentando el namero de
observaciones (DMUs) y el namero de inputs, el porcentaje de discrepancia va
aumentando (alcanzando un 65.33%). Ante estos resultados se observd que existe una
relacion entre el FDH y la nueva técnica EAT que merecia seguir siendo estudiada para
poder superar el problema del sobreajuste de la técnica FDH. Esto se consiguid
incorporando la poda de CART de Breiman et al. (1984) al EAT, debido a que incorpora
una medida de complejidad de costes y un proceso de validacion cruzada. Por otro lado,
al igual que sucede en el CART, las estimaciones que devuelve el EAT no son lo
suficientemente robustas. Por este motivo, se adaptd la técnica Random Forest de
Breiman (2001) al EAT dando lugar a una nueva técnica bautizada como RF+EAT.
Ademads, mediante esta adaptacion se consiguid que la nueva técnica RF+EAT
determinase la importancia de las variables de entrada del modelo y ofreciera una solucion
al conocido problema de la “maldicion de la dimensionalidad” que sufren las técnicas
FDH y DEA. Para la comparacion de estos dos métodos, EAT (podado) y RF+EAT, con
FDH se emple6 distintos escenarios donde se muestra la mejora del error cuadratico
medio (MSE) y del sesgo al aumentar el tamafio muestral y el nimero de inputs y outputs.
En concreto, se observo que el EAT mejora al FDH en MSE entre el 13% y el 93% y en
sesgo entre el 10% y el 49% al aumentar el nimero de DMUs y el numero de inputs.
Respecto al RF+EAT las mejoras oscilaron entre 62% y el 91% en MSE y entre el 38%
y el 71% en sesgo. Ademas, el RF+EAT mostrd en general mejores resultados respecto

al EAT.

Ante la posible mejora de la precision del estimador del EAT se recurri6 a la técnica del
backtracking y a técnicas heuristicas. Como se mostr6 en las experiencias simuladas, la
incorporacion del backtracking al EAT permitiéo mejorar el MSE hasta el 73%; aunque

para conseguir estos resultados el consumo de tiempo computacional resultd ser



excesivamente elevado. Por este motivo, se recurrid, finalmente, a técnicas heuristicas
que permitieron obtener mejoras del MSE hasta del 69% en un tiempo de calculo mucho

mas razonable.
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CHAPTER 7: CONCLUSIONS

In this thesis, a bridge between production frontier analysis and machine learning has
been established for the first time. Until now, these two fields have grown in parallel with
few points of contact. However, they clearly present certain connections, and the new
trend in operations research linked to big data, data science, and machine learning
encourages efficiency analytics researchers to tap into the field of data analytics (see, for
example, Khezrimotlagh et al., 2019). In our case, this has meant the introduction of a
new method for estimating production functions using trees, called Efficiency Analysis
Trees (EAT). The new technique is clearly inspired by the famous CART (Classification
and Regression Trees) of Breiman et al. (1984). In EAT, minimization of the mean square
error is chosen as the criterion for recursively generating binary partitions of the data (the
learning sample) until no further meaningful partitioning is possible or a stopping rule is
satisfied. The graphical result of this process is a tree that starts at the root node, develops
through intermediate nodes, and ends at the terminal nodes (leaves). Unlike CART, EAT
is capable of estimating production functions, as it has been defined to capture peak trends

rather than mean trends, as well as ensuring that free disposability is satisfied.

Through the new approach, the space of the input variables is partitioned into a sequence
of binary partitions at terminal nodes. At each terminal node, the expected response value
(the output) is constant. Therefore, graphically, the predictor looks like a step function
and has similarities and differences with respect to FDH when building a deep tree. In
particular, it is shown that, in the case of the production of an input and an output, FDH
and EAT generate the same estimate of the efficiency frontier. However, while FDH

suffers from an overfitting problem, the EAT technique can be improved by pruning and
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cross-validation (Breiman et al., 1984), solving the initial problems. This connection
between the free disposability assumption and efficiency analysis trees further contributes
to the development of the data science foundation for FDH, opening new paths to adapt

and integrate machine learning techniques to the world of efficiency analysis.

Historically speaking, before the introduction of CART by Breiman et al. (1984), there
were already other tree generation techniques for regression, such as AID (Automatic
Interaction Detection) by Morgan and Sonquist (1963). Thus, the use of the regression
trees of Breiman et al. (1984) was by no means original, except on one crucial point:
avoiding the overfitting problem through an objective data-driven process. As Breiman
et al. (1984, p. 216) claim: “The main difference between AID and CART lies in the
process of pruning and estimation, that is, in the process of 'growing an honest tree.” In
the same way, we wish to highlight a certain parallelism between AID and CART and
FDH and EAT, the latter being defined for the estimation of production functions. And,
in a sense, EAT could be interpreted as a "pruned" FDH or an Out-Of-Sample predictor
of the FDH type, overcoming its problem of overfitting the data if it is to estimate the true
theoretical frontier. Decision trees could be an interesting way of looking at data in
production frontier analysis. EAT should not be used to the exclusion of other frontier
methods. However, we believe that EAT adds a new flexible and interesting non-
parametric tool to the data analyst's toolbox in the realm of estimating production

functions.

In Chapter 4 Section 4.1., the performance of the new approach was investigated using
the simulations. The results indicated that EAT (pruned) outperforms FDH with respect
to several traditional error measures such as mean square error (MSE), bias, and the
absolute value of bias. Regarding the MSE, it is observed that the improvements ranged
between 13% and 70% in the simulations. Furthermore, it was observed that the larger

the sample size, the greater the reduction in MSE.

The new technique offers some additional advantages but also has some disadvantages
compared to FDH. Regarding the additional advantages, it is worth mentioning that the
EAT methodology allows the graphical representation of the estimated production

function through trees, even in the case of a high number of inputs. This could be an



interesting feature from a data visualization point of view. Moreover, EAT also allows
determining a ranking of the inputs with respect to the importance of those variables in
the prediction of the output variable (the response variable). These two properties contrast
positively with the standard FDH technique. Regarding the weaknesses of EAT, a clear

limitation is related to the computational intensity necessary for its application in practice.

On the other hand, Random Forest is an effective machine learning technique for
predicting one or a set of response variables from a set of predictors. Accurate estimators
are obtained when randomness is included in the learning algorithm, as far as the data and
the predictors are concerned, (Breiman, 2001). Compared to CART (Classification and
Regression Trees), where a single tree is built, Random Forest aggregates hundreds of
random trees across sets, reducing the generalization error by decreasing the variance
term, keeping the bias approximately constant. In particular, Random Forest overcomes
certain drawbacks of individual decision trees: (1) individual trees do not typically have
a high level of prediction accuracy, and (2) trees can be very poorly robust, that is, a small
change in the data can cause a large change in the final structure of the fitted tree. Random
Forest proves that combining random trees actually achieves better performance than a

single non-random tree (James et al., 2013).

In this thesis, in Chapter 4 Section 4.2., the Random Forest technique was adapted to the
field of production frontier estimation, adjusting the standard Random Forest algorithm,
based on CART, to deal with EAT. For this, certain new rules were introduced to select
the hyperparameter associated with the number of input variables to be considered in each
division, based on the well-known general rules of the Data Envelopment Analysis
literature. The analyzes showed that this Random Forest adaptation to efficiency
measurement outperforms both FDH and EAT with respect to bias and mean square error.
These facts give validity to the new technique (RF+EAT) for estimating the technical
efficiency of a set of Decision Making Units (DMUs) in a mult-input/multi-output setting.
In addition, a ranking of the inputs was provided with respect to the importance of these
variables in predicting the outputs, which was based on the Out-Of-Sample estimate of

the generalization error of the approach. Furthermore, it was shown, through several
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numerical instances taken from the literature, that RF+EAT is a possible solution to the

curse of dimensionality that occurs in standard FDH.

From the computational point of view raised in Chapter 4 Section 4.3., the idea behind
the heuristic approach applied in the standard EAT algorithm and the potential of
backtracking combine to increase the quality of the estimation of production functions
based on EAT (Chapter 4 Section 4.1.) in a feasible time. To do this, two parameters were
established as a stopping condition to change the development strategy of the decision
tree. The heuristic growth parameter is determined by numStopH and the backtracking
parameter by numStopB. The simulation experiments carried out show that backtracking
obtains greater precision than heuristics, although with a very high computational cost.
On the other hand, in the approaches in which both techniques are combined, it can be
observed that in the first of them (based first on heuristics and then on backtracking)
results similar to those of the heuristic algorithm are obtained; in the second one (based
first on backtracking and then on heuristics), the results are closer to those obtained in
backtracking, although in a more reasonable time. In this case, it was observed that the
improvement percentage with respect to backtracking accuracy approaches 94% when
numStopB takes the smallest value, and when it increases, the improvement percentage
decreases from 0.7% to 0%. According to the computational results, the combination of
the heuristic and backtracking algorithm, in particular, the one in which the growth of the
tree starts with the heuristic and ends with backtracking, has achieved an accuracy similar
to that of backtracking and within a reasonable computational time. In addition, we
suggest how to tune some key parameters related to the performance of the algorithm,

depending on the size of the problem and the computation time available.

Finally, the eat package (Chapter 4 Section 4.4. of this thesis) allows the estimation of
production frontiers in microeconomics and engineering using EAT and RF+EAT trees
on the R platform. In the eat package, several functions were implemented to determine
the best model, through a pruning process based on cross-validation, plot the results,
calculate a ranking of importance of the inputs and compare the efficiency scores
estimated by EAT with respect to the results achieved by standard approaches, i.e. FDH

and DEA. By this we mean the input- and output-oriented radial models, the input- and



output-oriented Russell measures, the directional distance function, and the weighted
additive model. Throughout this chapter of the thesis, it was also shown how to organize
the data, use the available functions and interpret the results. In particular, to illustrate the
different functions implemented in the package, they have all been applied on a common
empirical example so that the results can be easily compared. In this way, it was shown
that the eat package is a valid autonomous R package for the measurement of technical
efficiency through decision trees. Lastly, since the code is available free of charge in an
open source repository, users will benefit from community collaboration and review.
Users can review and modify the code to suit their own needs and extend it with new

definitions.

It concludes by mentioning several interesting lines for future research. The first is the
possibility of extending the RF+EAT technique to deal with alternative technical
efficiency measures, such as the directional distance function (Chamber et al., 1998).
Another line of research, from a more computational perspective, would be the
development of the hyperparameters that control the EAT and RF+EAT algorithms.
Although in standard EAT and Random Forest, most of the usual default hyperparameters
work well in practice, different settings could be tested in the context of production
frontier estimation (size of nodes, number of trees, number of sampled inputs). A third
obvious line of research that should be followed is the application of the new approach to
real databases in different empirical contexts, thus verifying the validity of the technique
in practice. Finally, the new technique could also be applied to measure efficiency in other
contexts, such as economic inefficiency (see for example, Tortosa-Ausina, et. al, 2012,
Pastor et al., 2022) or the change in productivity over time (see Balk et al., 2020).
Regarding the future lines that arise from a computational point of view, we go on to
mention several of interest. The first is the possibility of extending the EAT technique in
such a way that splits produce more than two child nodes in each iteration of the heuristic
tree growth algorithm. In another line of research, different adjustments could be tested
in the context of estimating the production frontier, for example, by playing with the size
of the nodes or the number of input and output samples. A third line of research is the
possibility of extending the EAT technique by trying alternative technical measures of

efficiency to determine the accuracy of the decision tree.
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Finally, indicate that some progress has already been made with respect to the natural
extension of EAT so that it can be used to estimate convex production possibility sets,

thus competing against DEA (see, in this regard, Aparicio et al., 2021).



CAPITULO 7: CONCLUSIONES

En esta tesis, se ha establecido por primera vez un puente entre el analisis de las fronteras
de produccion y el aprendizaje automatico. Hasta ahora, estos dos campos han crecido en
paralelo con pocos puntos de contacto. Sin embargo, presentan claramente ciertas
conexiones y la nueva tendencia en la investigacion operativa vinculada a grandes
volimenes de datos, la ciencia de datos y el aprendizaje automatico anima a los
investigadores del analisis de la eficiencia a aprovechar el campo de la analitica de datos
(véase, por ejemplo, Khezrimotlagh et al., 2019). En nuestro caso, esto ha significado la
introduccion de un nuevo método para estimar las funciones de produccion mediante el
uso de arboles, llamado Arboles de Analisis de Eficiencia (Efficiency Analysis Trees, en
inglés) (EAT). La nueva técnica estd claramente inspirada en el famoso CART
(Classification and Regression Trees) de Breiman et al. (1984). En EAT, se elige la
minimizacion del error cuadratico medio como criterio para generar recursivamente
particiones binarias de los datos (la muestra de aprendizaje) hasta que no sea posible
ninguna otra division significativa o se satisfaga una regla de parada. El resultado grafico
de este proceso es un arbol que comienza en el nodo raiz, se desarrolla a través de los
nodos intermedios y termina en los nodos terminales (hojas). A diferencia de CART, EAT
es capaz de estimar las funciones de produccion, ya que se ha definido para captar las
tendencias méaximas en lugar de las tendencias medias y para garantizar la satisfaccion de

la libre disponibilidad.

A través del nuevo enfoque, el espacio de las variables de entrada se divide en una

secuencia de divisiones binarias en nodos terminales. En cada nodo terminal, el valor de
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respuesta previsto (el output) es constante. Por lo tanto, graficamente, el predictor parece
una funcion escalonada y presenta similitudes y diferencias con respecto a FDH cuando
se construye un arbol profundo. En particular, se muestra que, en el caso de la produccion
de un input y un output, FDH y EAT generan la misma estimacioén de la frontera de
eficiencia. Sin embargo, mientras que FDH sufre de un problema de sobreajuste, la
técnica EAT puede mejorarse mediante la poda y la validacion cruzada (Breiman et al.,
1984), resolviendo los problemas iniciales. Esta conexion entre el supuesto de libre
disponibilidad y los arboles de andlisis de eficiencia contribuye atin mas al desarrollo de
la base de la ciencia de datos para FDH, abriendo nuevos caminos para adaptar e integrar

las técnicas de aprendizaje automatico al mundo del analisis de eficiencia.

Histéricamente hablando, antes de la introduccién de CART por Breiman et al. (1984),
ya existian otras técnicas de generacion de arboles para la regresion, como AID
(Automatic Interaction Detection) de Morgan y Sonquist (1963). Asi pues, la utilizacion
de los arboles de regresion de Breiman et al. (1984) no fue en absoluto original, excepto
en un punto crucial: evitar el problema del sobreajuste mediante un proceso objetivo
basado en datos. Como afirman Breiman et al. (1984, pag. 216): "La principal diferencia
entre AID y CART radica en el proceso de poda y estimacion, es decir, en el proceso de

m

'hacer crecer un arbol honesto™. De la misma manera, se quiere destacar un cierto
paralelismo entre AID y CART y FDH y EAT, este ultimo definido para la estimacion de
las funciones de produccién. Y, en cierto sentido, EAT podria interpretarse como un FDH
"podado" o un predictor fuera de la muestra (Out-Of-Sample, en inglés) del tipo FDH,
superando su problema de sobreajuste de los datos si se trata de estimar la verdadera
frontera teorica. Los arboles de decision podrian ser una forma interesante de ver los datos
en el andlisis de las fronteras de produccion. EAT no deberia utilizarse con exclusion de
otros métodos de frontera. Sin embargo, creemos que EAT afiade una nueva herramienta

no paramétrica flexible e interesante a la caja de herramientas del analista de datos en el

ambito de la estimacion de funciones de produccion.

En el Capitulo 4 Seccion 4.1., se investigd el rendimiento del nuevo enfoque mediante las
simulaciones. Los resultados indicaron que EAT (podado) supera a FDH con respecto a

varias medidas de error tradicionales como el error cuadratico medio (MSE), el sesgo y



el sesgo basado en el valor absoluto. Con respecto al MSE, se observa que las mejoras
determinadas oscilaron entre el 13% y el 70% en las simulaciones. Ademas, se observo

que cuanto mayor era el tamafio de la muestra, mayor era la reduccion del MSE.

La nueva técnica presenta tanto ventajas como inconvenientes adicionales en
comparacion con FDH. En cuanto a las ventajas adicionales, cabe mencionar que la
metodologia EAT permite la representacion grafica de la funcién de produccion estimada
a través de arboles, incluso en el caso de que se trate de un niumero elevado de inputs.
Esta podria ser una caracteristica interesante desde el punto de vista de la visualizacién
de los datos. Ademas, EAT también permite determinar una clasificacion de los inputs
con respecto a la importancia de esas variables en la prediccion de la variable de salida
(la variable respuesta). Estas dos propiedades contrastan positivamente con la técnica
estandar de FDH. En cuanto a las debilidades de EAT, una clara limitacion se encuentra

relacionada con la intensidad de computo necesario para su aplicacion en la practica.

Por otra parte, Random Forest es una técnica efectiva de aprendizaje automatico para
predecir una o un conjunto de variables respuesta a partir de un conjunto de predictores.
Incluyendo aleatoriedad en el algoritmo de aprendizaje, en lo que respecta a los datos y
los predictores, se obtienen estimadores precisos (Breiman, 2001). En comparacion con
CART (Classification and Regression Trees), donde se construye un arbol individual,
Random Forest agrega cientos de arboles aleatorios a través de conjuntos reduciendo el
error de generalizacion al disminuir el término de varianza, manteniendo
aproximadamente constante el sesgo. En particular, Random Forest supera ciertos
inconvenientes de los arboles de decision individuales: (1) los arboles individuales no
suelen presentar un alto nivel de exactitud de prediccion y (2) los arboles pueden ser muy
poco robustos, es decir, un pequefio cambio en los datos puede causar un gran cambio en
la estructura final del arbol ajustado. Random Forest demuestra que la combinacion de
arboles aleatorios realmente logra un mejor rendimiento que un solo arbol no aleatorio

(James et al., 2013).

En esta tesis, en el Capitulo 4 Seccion 4.2., se adapt6 la técnica de Random Forest al

campo de estimacion de las fronteras de produccidn, ajustando el algoritmo estandar de
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Random Forest, basado en CART, para tratar con EAT. Para ello, se introdujeron ciertas
reglas nuevas para seleccionar el hiperpardmetro asociado con el nimero de variables de
entrada a considerar en cada division, basadas en las conocidas reglas generales de la
literatura del Analisis Envolvente de Datos. Los andlisis demostraron que esta adaptacion
del Random Forest a la medicion de la eficiencia supera tanto a FDH como a EAT con
respecto al sesgo y al error cuadratico medio. Estos hechos dan validez a la nueva técnica
(RF+EAT) para estimar la eficiencia técnica de un conjunto de Unidades de Toma de
Decision (DMUs) en un entorno de multiples inputs y outputs. Ademads, se proporciond
una clasificacion de los inputs con respecto a la importancia de estas variables para
predecir los outputs, que se baso en la estimacion del Out-Of-Sample (fuera de 1a muestra)
del error de generalizacion del enfoque. Ademas, se mostro, a través de varias instancias
numéricas tomadas de la literatura, que RF+EAT es una posible solucion de la maldicion

de la dimensionalidad que se presenta en el FDH estandar.

Desde el punto de vista computacional planteado en el Capitulo 4 Seccion 4.3., la idea
que hay detras del enfoque heuristico aplicado en el algoritmo EAT estdndar y la
potencialidad del backtracking se combinan para incrementar la calidad de la estimacion
de las funciones de produccion basadas en EAT (Capitulo 4 Seccion 4.1.) en un tiempo
factible. Para ello, se establecieron dos parametros como condicion de parada para
cambiar la estrategia de desarrollo del arbol de decisiones. El pardmetro de crecimiento
heuristico esta determinado por numStopH y el parametro de backtracking por numStopB.
Los experimentos de simulacion realizados, demuestran que el backtracking obtiene una
mayor precision que el de la heuristica, aunque con un coste computacional muy elevado.
Por otra parte, en los enfoques en los que se unen ambas técnicas, se puede observar que
en la primera de ellas (basada primero en la heuristica y luego en el backtracking) se
obtienen resultados similares a los del algoritmo heuristico; en la segunda de ellas (basada
primero en el backtracking y luego en la heuristica), los resultados se acercan mas a los
obtenidos en el backtracking, aunque en un tiempo mas razonable. En este caso, se
observo que el porcentaje de mejora con respecto a la precision del backtracking se acerca

al 94% cuando el numStopB toma el valor mas pequefio, y cuando éste aumenta, el



porcentaje de mejora disminuye del 0.7% al 0%. De acuerdo con los resultados
computacionales, la combinacién del algoritmo heuristico y de backtracking, en
particular, aquel en el que el crecimiento del arbol comienza con la heuristica y termina
con el backtracking, ha logrado una precision similar a la del backtracking y dentro de
un tiempo computacional razonable. Ademads, sugerimos cémo ajustar algunos
pardmetros clave relacionados con el rendimiento del algoritmo, en funcioén del tamafio

del problema y el tiempo de calculo disponible.

Finalmente, el paquete eat (Capitulo 4 Seccion 4.4. de esta tesis) permite la estimacion
de fronteras de produccién en microeconomia e ingenieria mediante los arboles EAT y
los RF+EAT en la plataforma de R. En el paquete eat se implement6d varias funciones
para determinar el mejor modelo, mediante un proceso de poda basado en la validacion
cruzada, graficar los resultados, calcular un ranking de importancia de los inputs y
comparar las puntuaciones de eficiencia estimadas por EAT con respecto a los enfoques
estandar, es decir, FDH y DEA. Con esto nos referimos a los modelos radiales orientados
al input y al output, a las medidas de Russell orientadas al input y al output, a la funcién
de distancia direccional y al modelo aditivo ponderado. A lo largo de este capitulo de la
tesis, también se mostré coOmo organizar los datos, utilizar las funciones disponibles e
interpretar los resultados. En particular, para ilustrar las diferentes funciones
implementadas en el paquete, se aplicaron todas sobre un ejemplo empirico comun para
que los resultados puedan ser facilmente comparados. De este modo, se mostrd que el
paquete eat es un paquete R autonomo valido para la medicion de la eficiencia técnica
mediante los arboles de decision. Por ultimo, dado que el coédigo estd disponible
gratuitamente en un repositorio de codigo abierto, los usuarios se beneficiaran de la
colaboracion y la revision de la comunidad. Los usuarios pueden revisar y modificar el

cddigo para adaptarlo a sus propias necesidades y ampliarlo con nuevas definiciones.

Se termina mencionando varias lineas que plantean interesantes vias para seguir
investigando. La primera es la posibilidad de ampliar la técnica RF+EAT para tratar
medidas técnicas de eficiencia alternativas como, por ejemplo, la funcidén distancia
direccional (Chamber et al., 1998). Otra linea de investigacion, desde una perspectiva
mas computacional, seria la puesta a punto de los hiperparametros que controlan los

algoritmos EAT y RF+EAT. Aunque en EAT y Random Forest estandar, la mayoria de
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los hiperpardmetros habituales por defecto funcionan bien en la practica, se podria
comprobar diferentes ajustes en el contexto de la estimacion de las fronteras de
produccion (tamafio de los nodos, nimero de arboles, nimero de inputs muestreadas).
Una tercera linea de investigacion evidente que debe seguirse es la aplicacion del nuevo
enfoque a bases de datos reales en diferentes contextos empiricos, comprobando asi la
validez de la técnica en la practica. Por ultimo, la nueva técnica podria aplicarse también
para medir la eficiencia en otros contextos, como la ineficiencia econémica (véase, por
ejemplo, Tortosa-Ausina, et. al, 2012, Pastor et al., 2022) o el cambio de la productividad
alo largo del tiempo (véase Balk et al., 2020). Respecto a las lineas futuras que se plantean
desde un punto de vista computacional, se mencionan varias interesantes a continuacion.
La primera es la posibilidad de extender la técnica EAT de tal manera que las divisiones
produzcan mas de dos nodos hijos en cada iteracion del algoritmo de crecimiento del
arbol heuristico. En otra linea de investigacion, se podria comprobar diferentes ajustes en
el contexto de la estimacion de la frontera de produccion, por ejemplo, jugando con el
tamafio de los nodos o el nimero de muestras de input y output. Una tercera linea de
investigacion es la posibilidad de ampliar la técnica EAT para tratar medidas técnicas de

eficiencia alternativas para determinar la precision del arbol de decision.

Por ultimo, indicar que ya se han realizado ciertos avances con respecto a la extension
natural de EAT para que pueda ser utilizado con el objetivo de estimar conjuntos de
posibilidades de produccidon convexos, compitiendo asi frente a DEA (véase, a este

respecto, Aparicio et al., 2021).
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