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Proélogo

Desde los primeros dias en los estudios universitarios que cursé considere las distintas asignaturas como
una tarea a cumplir que iba mads alld de superar la prueba correspondiente (a menudo pienso que al final
de la enseflanza media ya practicaba lo anterior); por ello, es normal que acabara planteaindome en serio
el dedicarme, de alguna de las formas posibles, a la tarea investigadora. Resulta un tanto dificil fijar los
motivos concretos que hicieron pensar en una coleccién de temas posibles para investigar, por otra parte
estoy convencido de que los libros que mds me influyeron fueron los siguientes:

1. Metodolégia de la programacién, Luis Joyanes Aguilar

2. Investigacion operativa, programacion lineal y aplicaciones, Sixto Rios Instia
3. Probabilidad y Estadistica, Morris H. DeGroot

4. Programacion lineal y no lineal, David E. Luenberger

5. Andlisis de series temporales, Ezequiel Uriel

6. Andlisis Matematico 2, Enrique Linés Escard6

Después de observar los textos anteriores, se comprende perfectamente que pensara en temas afines al
estudio de algoritmos, a temas referentes a programacién entera y a temas que relacionan el andlisis fun-
cional con el calculo de probabilidades. Las circunstancias personales hicieron que comenzara a dedicarme
al estudio de las curvas del tipo Peano y también al estudio de la convexidad en espacios de Banach. La
distincion entre teoria y practica nunca he llegado a hacerla de forma precisa; por poner un ejemplo de la
imprecisén que acabo de nombrar, comentaré que el estudio de los espacios L; y L, me hicieron ver el
planteamiento de nuevos problemas pricticos de estimacién Optima de pardmetros, y, por otra parte, algunas



listas de problemas pricticos me hicieron ver conceptos nuevos que motivaron nuevos teoremas. Tras un
proceso considerable de tiempo en el que me adapté a los nuevos conocimientos consegui llegar a algunos
resultados y también accedi al certificado de docencia en tercer ciclo titulado: «Localizacién de dominios».

Las circunstancias cambiaron mucho y me vi obligado a buscar una linea de investigacion distinta, llegué
al estudio de la estimacion en dreas pequefias gracias al profesor Domingo Morales que me recomendd y
facilit6 el material necesario para que me pusiera al corriente de los temas que estudian, y, con ello senti
que regresaba a temas estudiados con anterioridad, ya que era fundamental el conocimiento de lenguajes de
programacién y la implementacidn correcta de programas, y también los modelos ARIMA que habia leido
en el texto de Ezequiel Uriel y que he citado anteriormente.

Desde los inicios pude aplicar conocimientos adquiridos con anterioridad como ya he comentado en
el parrafo precedente, y, ademds pude conocer técnicas de estimacién mds complejas que las que estudié
durante la licenciatura de estadistica. En todo el periodo transcurrido en la elaboracién del presente estudio
tuve acceso a los diversos materiales necesarios como articulos de investigacion, libros sobre el tema, he-
rramientas informaticas, también tuve la ocasion de asistir al congreso sobre estimacion en dreas pequefias
que se celebr6 en la ciudad de Elche en julio de 2009, también fueron muy importantes las reuniones con el
profesor Domingo Morales en las cuales me explicaba detalles sobre la elaboracién de la tesis tanto tedricos
como préacticos.

Por todo ello, quisiera mostrar mi agradecimiento, desde este prélogo, al profesor Domingo Morales
y también a todos los miembros del departamento que trabajan en estimacion en dreas pequefias, recuerdo
sobre todo el asesoramiento informético que recibi de Agustin Pérez, Maria Dolores Esteban y Maria Chiara
Pagliarella.

Roberto Benavent
Junio 2015
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Introduccion

1.1. Antecedentes

Los estados modernos tienen la obligaciéon de poner en marcha estrategias globales con planes a largo
plazo para lograr un impacto decisivo en la erradicacién de la pobreza en sus territorios. Un tema de gran
interés es ahora, por tanto, la estimacién y difusién de los indicadores de pobreza, desigualdad y condiciones
de vida. En Espaiia, tales indicadores pueden ayudar mucho en la vigilancia de las condiciones de vida y
en la orientacion de la aplicacién de politicas encaminadas a mejorarlas en las provincias y comarcas de
Espafia. Dados los crecientes problemas sociales, demograficos y econémicos, la comunidad de investiga-
dores, responsables politicos y profesionales ponen gran énfasis en la elaboracion de indicadores eficientes,
eficaces y fiables y en la recogida de datos de alta calidad sobre las condiciones de vida, no sélo a nivel
nacional sino también en regional y en los niveles geograficos inferiores.

El Instituo Nacional de Estadistica ha disefiado la Encuesta de Condiciones de Vida para obtener esti-
maciones directas fiables a nivel de comunidad auténoma. Esta encuesta no permite generar estimaciones
de ambitos territoriales inferiores. Por tanto, para generar estimaciones a nivel de comarcas, sin recurrir a
operaciones directas de enumeracién por muestreo, se hace necesario recurrir a metodologias estadisticas
denominadas de estimacién en pequeflas dreas.

La demanda de estadisticas oficiales con un gran detalle en la desagregacién, tanto en el campo de la
estadistica econémica como en el de la estadistica social y laboral, no deja de crecer. En consecuencia, la
necesidad de disponer sistematicamente de datos publicados para dominios pequefios, se ha venido conso-
lidando en los dltimos afios entre los objetivos de los sistemas de estadistica oficiales. Los problemas de la
estimacién en pequefios dominios surgen por el aumento en los costes y en la complejidad de los disefos
muestrales que aspiren a alcanzar cotas aceptables de calidad de las estimaciones en todas las dreas o do-
minios de interés para los usuarios, lo que indirectamente puede afectar negativamente en la calidad de las
estimaciones para dominios superiores.

Los limites, por razones de coste, para la ampliacién sin restricciones de los tamafios muestrales en todos
los dominios de interés, deben ser interpretados en un sentido amplio: bajo el punto de vista de la recogida
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8 Introduccién

y produccién de datos, claro estd, pero también bajo el punto de vista de la carga de respuesta a las unidades
a contactar en la encuesta.

El aumento de tamafios muestrales para mejorar la eficiencia en dominios pequefios debe tener en cuen-
ta ambos costes, sin olvidar otras pérdidas de calidad debidas a los plazos de obtencion de resultados y al
impacto de determinados errores ajenos al muestreo (falta de respuesta, errores de medida, efectos entre-
vistador, etc.) de consecuencias mds negativas cuanto mayores son los tamafios muestrales. Las técnicas
estadisticas de estimacidn en dreas pequefias dan una respuesta adecuada que evita el aumento indiscrimi-
nado de los tamafios maestrales. Sin embargo, no tienen por objetivo el bajar una encuesta entera de un
nivel de agregacién a otro mds bajo (por ejemplo, de departamento a municipio), dado que la utilizacién de
modelos se hace imprescindible.

La estimacion en dreas pequeiias es una parcela de la estadistica que trata el problema de estimar pa-
rdmetros de subconjuntos de la poblacién (llamados 4reas pequeflas o dominios) a partir de muestras e
informacién auxiliar. Debido a la falta de precision de los estimadores directos de pardmetros de dreas pe-
quefias, se han desarrollado nuevos procedimientos de estimacién. El libro de Rao (2003) y los articulos de
revisiéon de Ghosh and Rao (1994), Rao (1999), Pfeffermann (2002), Jiang y Lahiri (2006)) y Pfeffermann
(2013) dan una descripcion detallada de esta teoria.

1.2. Marco Teorico

El muestreo estadistico, en contraposicion con los censos, permite obtener informacién sobre materias
muy dispares con un coste reducido. El muestreo se utiliza no solamente para la obtencién de estimacio-
nes en la poblacién completa, sino para estimar pardmetros en una variedad de subpoblaciones dominios).
Los dominios se definen generalmente como areas geograficas o grupos socioeconémicos. Ejemplos de do-
minios geograficos dreas) son las comarcas, islas, municipios, distritos sanitarios, etc. Ejemplos de grupos
socioecondmicos son grupos sexo-edad, sectores industriales o empresariales, etc.

En el contexto de la estimacién en dreas pequefias, se dice que un estimador de un pardmetro en un
dominio dado es directo si estd basado solamente en los datos especificos del dominio. Un estimador directo
puede usar también informacién auxiliar, como por ejemplo el total en el dominio de una variable “x”

(T3]

relacionada con la variable de interés “y”.

Un estimador directo es tipicamente un estimador basado en el disefio muestral, aunque en ocasiones su
uso se justifique con modelos. Los estimadores basados en el disefio muestral utilizan los pesos muestrales.
Las inferencias derivadas de los mismos estdn basadas en la distribucién de probabilidad inducida por el
mecanismo aleatorio de extraccidon de la muestra, bajo el supuesto de que los valores de la variable en los
elementos de la poblacién permanecen fijos. Los estimadores asistidos por modelos se introducen a partir
de modelos de trabajo, pero optimizando sus propiedades de sesgo y varianza respecto de la distribucion del
disefio. En la literatura estadistica estos estimadores también se consideran basados en el disefio muestral. Un
dominio es grande si la muestra especifica del dominio es suficientemente grande para obtener estimadores
directos con una precisién adecuada. Un dominio es pequefo en caso contrario. En este texto usaremos el
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término 4rea pequeiia para denotar a los dominios pequeos.

En todas las sociedades hay cada vez una mayor exigencia de informacién estadistica, tanto en cantidad
como en calidad. Este fendmeno es consecuencia de la mayor cultura econémica y social. La recoleccion
de datos estadisticos y su utilizacién para estimar pardmetros demogréficos o socioeconémicos es de vital
importancia para el mantenimiento de nuestra sociedad de la informacion.

El estado de la nacion, el de lla comunidad auténoma o el de la provincia puede diagnosticarse a partir
del andlisis de los datos publicados por las Oficinas de Estadistica. Pardmetros como el Indice de Precios al
Consumo, Producto Interior Bruto, Tasa de Paro, Tasa de Natalidad, Ingresos Netos por Hogar, indicadores
de pobreza, etc., estan siendo utilizados constantemente por los gobernantes para decidir cudndo y cémo
invertir el dinero publico y, mds generalmente, para elaborar politicas sociales y econdmicas.

En esta memoria se formulardn algunos estimadores de dreas pequefias basados en modelos de area
multivariantes, se estudian sus propiedades y se ilustra su eventual utilizacién en la encuesta de condiciones
de vida (ECV).

1.3. Estado del arte

Los modelos de regresion lineal mixta (véase Searle, Casella y McCullogh, 1982) incrementan la efi-
ciencia de la informacion usada en el proceso de estimacién estableciendo nexos o relaciones entre todas las
observaciones de la muestra, y al mismo tiempo introduciendo variabilidad entre areas. Estos modelos se
han usado en Estados Unidos para estimar ingresos per cédpita en areas pequefias (Fay y Herriot, 1979), para
estimar totales de dominios pequefios a partir de datos censales (Ericksen y Kadane, 1985, y Dick, 1995 en
el censo canadiense), y para estudios de pobreza en poblacién escolar (National Research Council, 2000).

Conviene mencionar que utilizando estimadores de areas pequeiias, el Departamento de Educacion de
Estados Unidos asigna mas de 7000 millones de délares en fondos generales a los condados, y luego los
estados distribuyen estos fondos entre los distritos escolares (Rao, 2003). El uso de estas técnicas no se
restringe a datos socioecondémicos. El trabajo de Battese, Harter y Fuller (1988) es un ejemplo de aplicacién
al campo de la agricultura. Estos autores usaron un modelo lineal mixto para estimar las extensiones de
cultivos de maiz y soja en condados estadounidenses.

Cuando los parametros son lineales (combinaciones lineales de los valores que la variable objetivo toma
en los elementos de la poblacién), los predictores lineales insesgados 6ptimos (BLUP - Best Linear Unbia-
sed Predictor) dependen de algunos pardmetros desconocidos, habitualmente componentes de la varianza o
correlaciones. Cuando esos pardmetros se reemplazan por estimadores, entonces los correspondientes pre-
dictores se denominan “empiricos” (EBLUP - Empirical BLUP).

Los predictores EBLUP presentan el inconveniente de que no existe férmula explicita exacta para su
error cuadratico medio de prediccion (MSE - Mean Squared Error). En la literatura cientifica han aparecido
diversas aproximaciones para esta cantidad. La primera simplificacion del MSE fue obtenida por Kackar y
Harville (1981) asumiendo normalidad para los errores y de los efectos aleatorios del modelo. En un segundo
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articulo, Kackar y Harville (1984) obtuvieron una aproximacién del MSE y propusieron un estimador.

Prasad y Rao (1990) llegaron a una aproximacion asintdtica del MSE para modelos con matrices de
covarianza diagonales a bloques. Bajo ciertas condiciones de regularidad para los modelos y los estimado-
res de las componentes de la varianza, demostraron que cuando el nimero de bloques D tiende a infinito,
su aproximacién es del orden 1/D. También propusieron un estimador del MSE y dieron expresiones es-
pecificas para tres tipos de modelos, concretamente los modelos Fay-Herriot, con errores anidados y con
coeficientes aleatorios.

Los estimadores de las componentes de la varianza, obtenidos por el método del ajuste de constantes,
satisfacen las condiciones de regularidad mencionadas; sin embargo, esto no ocurre con los estimadores
de méxima verosimilitud. Datta y Lahiri (2000) obtuvieron el estimador andlogo del MSE en modelos con
matrices de covarianza diagonales por bloques y con componentes de la varianza estimadas por médxima
verosimilitud (ML) o por médxima verosimilitud residual (REML). M4s recientemente, Das, Jiang y Rao
(2004) estudiaron la aproximacioén del error de prediccién en una clase mas amplia de modelos, cuando las
componentes de la varianza se estiman por los métodos ML o REML. En lo relativo a la estimacion del error
cuadratico medio mediante bootstrap paramétrico se pueden citar los trabajos de Gonzdlez-Manteiga et al.
(2007, 2008a, 2008b, 2010).

En el contexto de la estimacion de indicadores de pobreza en dreas pequefias, usando datos de la encuesta
de condiciones de vida de 2006, Molina y Morales (2009) aplican estimadores EBLUP basados en el modelo
de Fay-Herriot a la estimacion de indicadores de pobreza de provincias. Posteriormente, usando datos de
EECYV de 2004-2006 y de 2004-2008 respectivamente, Esteban y otros (2012) Marhuenda y otros (2013)
aplican estimadores EBLUP, basados en un modelos Fay-Herriot temporales y espacio-temporales, a la
estimacion de indicadores de pobreza de provincias. Estos trabajos presentan unas aplicaciones con un alto
potencial de adaptabilidad al contexto Espaiiol.

En los dltimos afios, muchos investigadores has estudiado la aplicabilidad del modelo Fay-Herriot a pro-
blemas de estimacion en dreas pequefias. Sin ser exhaustivo, se pueden citar algunos trabajos relacionados
con el modelo Fay-Herriot. Prasad & Rao (1990), Datta & Lahiri P. (2000), Das et al. (2004), Gonzalez-
Manteiga et al. (2010), Jiang et al. (2011), Datta et al. (2011) y Kubokawa (2011) dan herramientas para
medir la incertidumbre y estimar errores cuadraticos medios de estimadores de dreas pequefias basados en
modelos. Datta et al. (2011), Bell et al. (2013) y Pfeffermann et al. (2014) estudian el problema de la consis-
tencia con estimaciones directas en dominios con nivel de agregacioén superior (benchmarking). Ybarra &
Lohr (2008) proponen un estimador de dreas pequefias que tiene en cuenta la variabilidad de la informacién
auxiliar. Slud et al. (2011) se interesan por la estimacion en dreas pequefias con datos muestrales censurados
por la izquierda. Herrador et al. (2011) tratan situaciones donde las dreas se dividen en dos grandes grupos
y los efectos aleatorios tienen varianzas distintas en ambos grupos.

A los estadisticos se les pide frecuentemente estimar medidas descriptivas correladas, como inidcadores
de pobreza o del mercado laboral. Los modelos multivariantes tienen en cuenta la correlacion entre variables
y se adaptan a este tipo de situaciones. En la literatura de estimacidén en dreas pequefas se pueden encon-
trar algunos articulos donde se emplean modelos lineales mixtos multivariantes. Fay (1987) y Datta et al.
(1991) compararon la precision de estimadores en dreas pequefias obtenidos de modelos univariantes para
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cada variable de respuesta con los obtenidos de modelos multivariantes. Datta et al. (1996) usaron también
modelos Fay-Herriot multivariantes para obtener estimadores Bayes jerdrquicos de los ingresos medianos de
familias de cuatro personas en los estados de EEUU. Gonzdlez-Manteiga et al. (2008) estudiaron una clase
de modelos Fay-Herriot multivariantes con un efecto aleatorio comun a todas las componentes del vector
de variables objetivo. Ellos introdujeron ademads estimadores bootstrap de los errores de prediccién. Esta
memoria introduce una clase mas general de modelos multivariantes que utiliza distintos efectos aleatorios
para las componentes del vector de variables objetivo.

Los datos historicos dan informacién relevante que puede ser usada para mejorar los estimadores de
dreas pequiias. Varios autores han propuesto extensiones del modelo Fay-Herriot que usan informacién
temporal. Choudry & Rao (1989) introdujeron un modelo que incluye varios instantes temporales y con-
sideraron una estructura de correlacioén en los errores. Rao & Yu (1994) propusieron un modelo que toma
informacién cruzada entrev dreas y a lo largo del tiempo. Ghosh et al. (1996) propusieron un modelo de
correlacion temporal para estimar los ingresos medianos de familias de cuatro personas en los estados de
EEUU. Datta et al. (1999), You & Rao (2000), Datta et al. (2002), Esteban et al. (2011, 2012), Marhuenda
et al. (2013) y Morales et al. (2015) estudiaron extensiones del modelo Rao-Yu con aplicaciones a la esti-
macién de indicadores de pobreza y del mercado laboral. Pfeffermann & Burck (1990) y Singh et al. (2005)
consideraron modelos con pendientes que varian con el tiempo y que siguen un proceso autoregresivo. Esta
memoria aplica modelos Fay-Herriot multivariantes al tratamiento de datos correlados temporalmente.

1.4. Resumen

La parte concreta de la estadistica matemadtica a la que pertenece el trabajo que se ha realizado es
conocida como estimacidn en dreas pequeias basada en modelos. De forma muy abreviada se puede decir
que su objetivo principal consiste en el estudio de factores adicionales que se incluyen en una relacién, en
la que intervienen la variable que es objeto de estudio y la informacién auxiliar a la que se tiene acceso,
que pretenden explicar las caracteristicas de los distintos dominios que forman parte de una muestra dada.
En particular el interés esta centrado en el caso en el que los tamafios muestrales de los dominios no son lo
suficientemente grandes como para ofrecer estimaciones directas por si mismos.

Con el objeto de abarcar un mayor niimero de posibles aplicaciones pricticas, se ha tenido en cuenta
el caso multivariante, dado que en general el interés suele estar centrado en varias variables respuesta. A
partir de lo anterior, se puede adelantar que todo el trabajo se centra en el estudio de un modelo lineal
mixto multivariante, en el que intervienen un vector de variables en las que se estd interesado, un vector de
variables auxiliares, un factor aleatorio que pretende contemplar las dreas pequefias y un vector aleatorio de
errores debidos a la estimacion.

En el presente trabajo se pueden considerar, principalmente, tres partes. A continuacion, se describen
cada una de ellas. La primera parte (capitulo 2) consiste en una introduccién a la estimacién en areas pe-
quefias basadas en modelos y una descripcién de la notacién principal, asi como los métodos de estimacion
que se han utilizado. La segunda parte (capitulos 3, 4 y 5) estd centrada en el estudio de tres modelos muy
concretos y una validacion de los mismos utilizando, para ello, simulaciones de muestras. Las simulaciones
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se han realizado con el programa estadistico R versién 2.13.1. Por ultimo, en la tercera parte (capitulo 5) se
expone una aplicacién de los modelos estudiados en la parte segunda basada en una muestra de datos reales
pertenecientes al &mbito socio-econdmico.

En el pérrafo precedente se ha descrito, de forma muy abreviada, cada una de las partes en las que
estd dividido el trabajo. Por ello, en lo que sigue, se avanza un poco mds por tal via afladiendo algunos
detalles que pueden ser de interés para el lector que quiera obtener, de una forma rdpida, una idea bastante
aproxiamada del alcance del estudio que se ha realizado.

En la primera parte se estudia el origen y motivacion de la estimacién en areas pequefias y el interés
principal se centra en el caso del modelo de regresion lineal mixto multivariante. En primer lugar, se describe
de forma pormenorizada la notacién seguida, presentando la forma resumida del modelo y también la forma
matricial, insistiendo en cada una de los distintos elementos que forman parte del modelo. El método de
estimacién que se sigue, tanto de los pardmetros como de los efectos, es el conocido como método de
la mdxima verosimilitud residual. Para conocer una medida de la precisién del estimador obtenido para
la variables objetivo se aplican unos métodos de aproximacién asintéticos, dado que no existen medios
analiticos para obtener una medida exacta.

En los tres capitulos que forman la segunda parte se presentan cada uno de los tres modelos que se han
considerado, segin la complejidad de la variabilidad de los efectos incluidos en el modelo general. Para
referirse a ellos se ha optado por denominarlos de la forma siguiente: modelo de varianzas diagonal, modelo
AR(1) y modelo AR(1) heterocedéstico. En los capitulos se expone de forma breve la metodologia que se ha
seguido para introduci cada uno de los modelos. En primer lugar, se describe como quedan los principales
elementos que intervienen en el proceso de estimacion por mdxima verosimilitud residual. En segundo lugar,
se realizan simulaciones para contrastar la validez del modelo. Se han considerado tres simulaciones que,
de forma resumida, consisten en lo siguiente:

1. Calculo por simulacién tipo Monte Carlo de los sesgos y errores cuadraticos medios empiricos de las
estimaciones.

2. Calculo por simulacién tipo Monte Carlo de los sesgos y errores cuadraticos medios empiricos de los
estimadores analiticos en la estimacién de los errores cuadraticos medios del estimador de la variable
objetivo.

3. Comprobacién del funcionamiento del bootstrap paramétrico en la estimacion de los errores cuadra-
ticos medios de las estimaciones de la variable objetivo.

La tercera y tltima parte del trabajo presenta una aplicacion practica de todo lo estudiado. Para ello,
se han usado muestras de datos reales procedentes de la encuesta de condiciones de vida de los afios 2005
y 2006 con el objetivo de estimar indicadores de pobreza. El papel de dreas pequefias lo han realizado la
combinacion de las distintas provincias con las dos categorias de la variable sexo. Se han ajustado los tres
modelos estudiados y se han comparado los resultados con el objeto de averiguar cudl de ellos es el que se
comporta mejor para los datos de la muestra.
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2.1. Introduccion

En muchas tareas de investigacion se requiere el andlisis de una coleccién de datos que pueden ser
de naturaleza muy diversa y que se retinen en una muestra. A veces resulta conveniente para el estudio
de los datos considerar una diferenciacién adecuada entre ellos y clasificarlos en dominios, mds o menos
numerosos, que tengan una o varias caracteristicas en comun. La ventaja de tener en cuenta lo anterior es
que se pueden plantear estimaciones diversas para cada uno de los dominios; sin embargo, un problema que
surge con frecuencia es la insuficiencia del tamafio de la muestra en alguno de los dominios. Eso tiene como
consecuencia que la precision de las estimaciones no sea la adecuada.

Para tratar de corregir lo que se acaba de describir, surge la estimacién en dreas pequefias. De forma
breve se puede decir que un drea pequeia consiste en una parte de la muestra total de datos que por si misma
no puede producir estimaciones directas con una precisién adecuada. Las innovaciones en procedimientos
de estimacidn se han sucedido, se pueden citar como ejemplos los trabajos Ghosh y Rao (1994), Rao (2003)
o Jiang y Lahiri (2006), que ofrecen una descripcion detallada de este novedoso enfoque estadistico.

Uno de los métodos de prediccién que mas protagonismo ha adquirido, dentro de todo lo desarrollado en
dreas pequefias, estd basado en los modelos de regresion lineal mixta (véase Searle, Casella y McCullogh,
1992). Estos modelos incrementan la eficiencia de la informacion usada en el proceso de estimacion esta-
bleciendo nexos o relaciones entre todas las observaciones de la muestra. Al mismo tiempo introducen la
variabilidad que existe entre las distintas dreas. Los modelos de este estilo se han usado en Estados Unidos
para estimar ingresos per cdpita en dreas pequefias (Fay y Herriot, 1979), para estimar conteos no incluidos
en el censo (Ericksen y Kadane, 1985, y Dick, 1995 en el censo canadiense), y para estudios de pobreza en
poblacion escolar (National Research Council, 2000). Conviene mencionar que utilizando estos estimado-
res, el Departamento de Educacion de Estados Unidos asigna mds de 7000 millones de délares en fondos
generales a los condados, y luego los estados distribuyen estos fondos entre los distritos escolares (Rao,
2003). El trabajo de Battese, Harter y Fuller (1988) es un ejemplo de aplicacién al campo de la agricultura.
Estos autores usaron un modelo lineal mixto para estimar extensiones de determinados cultivos.

13
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En este trabajo se desarrolla el caso de un modelo lineal mixto multivariante; motivado, entre otras cosas,
por el hecho de que en la préctica es frecuente que exista mds de una variable que es objeto de estudio. En
los apartados que se ofrecen a continuacion se describe la notacién de los modelos estudiados, asi como los
diversos métodos de estimacion de los pardmetros y predictores que intervienen en los mismos.

2.2. Definicion del modelo

Sea P un poblacion finita particionada en D subpoblaciones o dreas pequefias que se denotan por Py, de
tamafios Ny, d = 1,...,D; es decir, P= Py U...UPp, donde Py, NPy, =0, dy # d>. Sean

(ydjla"'yde)lv jzl,...,Nd,dZI,...,D,

los valores que toma el vector R-variante objeto de estudio en las unidades del drea d. Las medias poblacio-
nales

1 U
‘udr:N—Zydjr, r:l,...,R,
d j=1
son los pardmetros de interés. Sean

‘ud:(ludla"';udR)/a yd:(ydla°"ydR)/7 dzlv"'aDv

los vectores de medias de las dreas y de estimadores directos, de modo que y,, es el estimador directo de la
media poblacional g,

El modelo muestral indica que los estimadores directos son centrados y se expresa de la forma
yd:.ud+ed7 dzla"'7Da

donde los vectores e¢; ~ N (0,V,4) son independientes y las matrices de covarianzas V4, de dimension
R x R, son conocidas.

Se supone ademas que las medias u ;- estan linealmente relacionadas con p, variables explicativas aso-
ciadas a la r-ésima variable en el drea d. Sea 3, un vector columna de tamafo p,. Sea xz, = (Xg,1, - - - ,xd,p,)
el vector fila de variables explicativas para el estimador directo y4, y sea p =YX, p,. Se considera la matriz
Xg4 = diag(xa1, .-, Xdr) gy, ¥ €l vector de coeficientes de regresion B = (BY,- - B;);Xl Sea 1, un vector
rx 1 de unos. Sea Ip la matriz identidad D x D. Finalmente, se considera el vector u; = (ug1, . . . ,udR);eX] de
efectos aleatorios asociados al area d, y que recoge las variaciones entre areas no explicadas por X1,...,Xp.
El modelo de regresion establece la relacion lineal entre el vector de medias y las variables explicativas. El
modelo es

.ud:XdI3+uda MdNN(O,Vud), leu"'7D7

donde los vectores uy ~ N(0,V ,4) son independientes e independientes de los e, y las matrices de covarian-
zas V4 dependen de m parametros desconocidos que se denotan por 01, ...,0,,. El nimero de pardmetros
m que intervienen en la matriz V4 esta limitado por el nimero de elementos distintos de la matriz; es decir,

1<m<BEU LR
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Se definen los vectores y matrices

y= 1§Cc?§1D(yd)’ U= ISC%ID(W), e= 1§¢?g10(ed)’ Ug = 1§9§1R(udr)’ eq = 1§931R(ed’)’

Zdz col (SngR), Z= CO]I (Zd)ZIDR.
1<4<D 1<d<D

El modelo completo admite la siguiente representacion lineal
y=XB+Zu+e=XB+Zjuy+---+Zpup +e, 2.1
donde e,uy,...,up son independientes con distribuciones
e~N(,V,), u~N(0O,V,) y us~N(0,Vuy), d=1,...,D,

donde V, = diag (V). La estructura matricial del modelo es

1<d<D
yi1 X11 el
VIR XI1R By Ig uj 0 upi e1r
= + +...+ +
yDI xDI Br 0 UIR Ig UDR epi
YDR XDR €DR

La parte del modelo correspondiente al drea d es

Yd1 = Xd1l31 +uq1 +eqi,
Va2 = xd2[32 +ug +eq,

Yar = XdrBg + Uar + eqr-

Se observa que al cambiar de variable dentro de la misma area va cambiando el vector de pardmetros de
regresion.
Los vectores y matrices
!
5, = (o, ...,0, 1<f>,0,...,0>RX1  Zy=diag(®....8)xpup Y tr=cOl(Uty.. upy)py;  (2:2)

permiten dar la representacion alternativa del modelo

y=XB+Zu1+---+Zrur+te, (2.3)

donde los u, ~ N (0,V,,) son dependientes e independientes de e ~ N (0,V,). En este caso el vector u =

col (u,)esnormal multivariante con vector de medias 0 y matriz de covarianzas V, = (V)

1<r<R ri,r=1,...,R>
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Vurr, = diag (cov(ugr, ,uar,)). Bajo esta representacion, la estructura matricial del modelo es

1<r<R
Y11 X11 el
VIR XIR B, e1r
YD1 XD1 BR epi
YDR XDR €DR
d 0 Ui Or UIR
+ . +...+
0 81 upi 0 8R UpR

La parte del modelo correspondiente a la variable r-ésima es

Yir = x1,:3, +u1r + ey,
Yor = XZrBr +up+ €,

YDr = xDrBr + up,+epy.

Al contrario que en el caso anterior, ahora el vector de pardmetros de regresion es siempre el mismo pues
no se cambia de variable sino de 4rea. Esta representacion es menos Util para la realizacién de célculos.

El vector de medias y la matriz de covarianzas de y son

E(y)=XB y V=var(y)=2ZV,Z+V,=V,+V,= diag (V,),
1<d<D

donde
Va=Vui+Veq, d=1,...,D.

En el vector a predecir,
g = XaP +ua,

intervienen p efectos fijos que se corresponden con los pardmetros que forman parte del vector B y R efectos
aleatorios que son los que se corresponden a cada una de las variables en el drea d. En este trabajo se estudian
varios modelos (2.1) resultantes de considerar distintas matrices de correlaciones V.

Los estimadores y predictores insesgados lineales éptimos (BLUE y BLUP) de B y u son
Bp= X'V IX)T'X'V7ly,  ag=V,ZV ' (y—XBp). (2.4)
Para calcular ﬁ y it se aplican las férmulas

—1
D D
BB:(ZX;'leXd> ( XZszlyd>, in=col (VuZyVy'u—Xaby))-
d

= 1<d<D
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Puesto que los pardmetros de la matriz V,, son desconocidos, el BLUE y el BLUP no son calculables. En la
préctica, se sustituye V, por un estimador adecuado y de esa forma se obtienen los BLUE y BLUP empiricos
(EBLUE y EBLUP). En la siguiente seccidn se introduce el método de la maxima verosimilitud residual para
estimar las componentes de la la matriz V.

2.3. Maxima verosimilitud residual

El método de la maxima verosimilitud residual (REML) maximiza la funcién de densidad conjunta
de un vector de DR — p contrastes independientes @ = W'y, donde W es una matriz DR x (DR — p) con
columnas linealmente independientes y tal que W'W = Ipg_, y W'X = Opg_ . Es ficil comprobar que o es
independiente del BLUE fiB dado en (2.4). La funcién de densidad conjunta de ® es la verosimilitud REML
y su logaritmo neperiano es la logverosimilitud REML del método de la maxima verosimilitud residual.
Para el modelo (2.1), la logverosimilitud REML es

DR — 1 1 1 1
Lyem (0) = — 5 4 log2m + Elog 1X'X| — Elog V|- Elog IX'v-lx|— Ey’Py,

donde 6 = (81,...,6,),

P=v v Ixx'vx)alx'vi, W BP=RJ [PX =0.

Sean V= aa‘g[’- Se verifica que
1% oP 1%
Vi==— = di Va), PP==—=—-P—P=—-PV,P, [=1,....m.
! 391 lgldaSgD( dl) ! 891 391 : "

Si se deriva /.., con respecto de 6;, entonces se obtiene lo que sigue

alreml 1 1 ,
S1= 00, ==y u(PVi)+ Sy PViPy, [=1,....m.

Volviendo a derivar las expresiones S; respecto de 6, y 0, tomando esperanzas y cambiando de signo, se
obtiene lo siguiente:

1
Fup = Etr(PVaPVb), a,b=1,....m.

Para el cédlculo de los estimadores REML el método Fisher-scoring usa la férmula de actualizacién
ek+1 — ek +F71 (9")5(6")

Para la primera iteracion del algoritmo se propondran unos valores iniciales para los pardmetros. Estos
valores se denominan semillas. En este capitulo no se propondran semillas de aplicabilidad general. Las
semillas son el punto de arranque de los algoritmos de ajustes y deben de darse en funcién del modelo
concreto que se utilice. Este problema se aborda en los capitulos posteriores.

Los estimadores EBLUE-REML de B y EBLUP-REML de u son

A A1 _ A—1 n N _ A A A
B =XV X)XV 'y, g =V,ZV ' y—XBL), V.=V.(0).
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Las distribuciones asintéticas de los estimadores REML de 6 y 3 son
0~ Nu(0,F'(8), B~ N,(B.(X'V X)),
A partir de lo anterior se tiene que los intervalos de confianza asintéticos a nivel 1 — o para 6; y B; son
O 2oV 7 L= 1 oom, Bitzapndls j=1,....p,

donde 8 = 0%, F~'(6%) = (Vap)ap=1...m» (X'VH(O¥)X) ™! = (qi})ij=1...p» K €5 la iteracién final del algorit-
mo Fisher-scoring y z es el a-cuantil de la distribucién N (0, 1). Observado [5 i = Po, el p-valor del contraste
de la hipétesis Hy : B; =0 es

p = 2P, (B; > 1Bol) = 2P(N(0,1) > |Bol/ /a5, ).

Sea el vector ¢’ = (cy,...,cp) y la combinacion lineal ¢’8. A partir de la distribucién asintética de 6 se
deduce que ¢’6 ~ N, (¢/8,c’F~'c), y asi se puede hacer el contraste Hy : ¢’ = 0. Se rechaza Hy si

> Za/2-

C/F—l
2.4. Calculos matriciales

En este apartado se muestra como realizar los cdlculos matriciales del algoritmo Fisher-scoring sin
construir matrices de dimensién RD.

)
D
Q0 = (X’V—lx)—‘:<ZX;V;1Xd> ,

d=1
P = diag (V;)— col (V X 1’ XV,
Jiag ( a)= ool (V' Xa)0 col (XyV,"),
PV, = diag (V,'V 1 (v, 'x I (x\v, v
: 1<la'a<gD( a) =, 1, Va d)ngl)gD( aVa Var)
D
tr(PV,) = Ztr(V;lle Z r(X,V,'VaV X 40),
d=1 d=1
D D
w(PVaPVy) = Y u(Vi'VaV'Var) =2 Y w(XV;'VaaV ;' VaV ;' X40Q)
d=1 d=1

D D
+ tr{ (Z x;,vdlvdavdlxd> 0 (Z X;vdlvd,,vdlxd) Q} :

d=1

/
D D D
YPViPy = Y yVi'VaV 'y, — (Z yz,vdlvdzvdlxd> 0 <Z y’dvdlxd>

d=1

D D
Y av 1Xd> (Z XV 'Vavy lyd>
d=1 d=1
D D !
lexd> 0 (Z Xﬁ,vdlvdlvdlxd> 0 (Z yilleXd> :
d=1

d=1

o~

Yo
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2.5. Matriz de errores cuadraticos medios de los EBLUP

El predictor insesgado lineal éptimo y empirico (EBLUP) de la media u = X3 + Zu se construye sus-
tituyendo B y u por el EBLUE B y el EBLUP iig respectivamente. Por tanto, el EBLUP de u = XB + Zu
es

fip =XBg+Zig.
El objetivo de este apartado es calcular la matriz de errores cuadraticos medios cruzados
N A~ N /
MSE (i) = E (g — ) (B — 1)) -
Mediante adicién y sustraccién del término fig, se tiene que
fg —p=pp—u+pg —fig.
Por tanto,

(B —p) (g —w) = (g — ) (g — 1) + (g — ) (g — 1) + (g — 1) (fip — 1)’
)"

+ (g — i) (g — fip (2.5)

Bajo las hipétesis de normalidad sobre u y e, Kackar and Harville (1984) demostraron que para cualquier
estimador de O insesgado e invariante mediante traslaciones, el valor esperado de los dos tltimos términos
de la ecuacién (2.5) son nulos. Por tanto, tomando esperanzas se obtiene

MSE (fig) = MSE (f1g) + E [ (5 — i) (g — f1)'] (2.6)
Por el teorema general de prediccion, se tiene que
MSE (fig) = G1 (8) + G2 (6),
donde, paraT =V, —V,Z'V-1ZV,, G| y G, son

G (8) = ZTZ,
G(8) = (X-zT1Z'Vv]'X)Q (X' -X'Vv,'2TZ)).

Dado que Z = Igp, se obtiene G1(0) =T = diag (T,),donde Ty =V 4 — VudVgqud — G14(8). Ademis,
1<d<D
GQ(G) = (G2d1d2 (e))dl d=1,..D> donde

Gaady = (Xay = Ta,V ;g Xa,)O(Xa, =T,V oy Xa,)'-
El interés principal se centra en el caso d| = d»; es decir, en las matrices R X R
Gu=Ta, Gru=Xa—TaV,}Xa)0Xa—T4V,}Xa),

y en el error cuadratico medio MSE (fig;) = G14(8) + G4 (0).
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Para calcular la esperanza matemaética del segundo miembro de la ecuacidn (2.6), se considera a jt como
una funcién vectorial de la variable 0; es decir, fig = f1(8) y fip = (). Utilizando la aproximaci6n de Taylor
de primer orden, se tiene que

(i — fip) (f1g — f15) ~ S(6—0)(6—0)'S,

donde S es una matriz DR X m

o . Y
aéI aé/11
S= ’
dfpr . Ik
b, 36,
o alternativamente
oft ) 1 _ Of (0 (1) _ Oftar
§= 0 éﬁm S 8= 209, 150510311)(1;%11&(%’))’ Sar = 28,
En la nueva notacion, se tiene que
0_0)(6_0)s = r (s 0, _ _ @y
S(6—06)6—0)'S lgcl)%m(s )1§1()glm(el 91) col (61 Gl)éloglm(s )

Ms

N
Il
e

= <i5(1>(é1—91)> (
I=1

Tomando esperanzas, se obtiene

(6, — e,)s<r>’> =) ) (6i-6,)(6; -6 )5l

E[S(B—0)(6-0)5] = iiE[ )(éj_ej)gi)s(j)/]
i=1j=1

En lo que sigue es necesario introducir algo de notacién para poder introducir las hipétesis de regularidad
que permiten deducir una aproximacién de la matriz de errores cuadraticos medios del EBLUP. Usamos la
notacién f(D) = O(g(D)) para dos funciones f(D) y g(D) que verifican la relacién limp_,.. | f(D)/g(D)| <
oo, La notacién f(D) = O(g(D)) se usa para la relacién mds precisa limp_,« | f(D)/g(D)| € (0,00),y f(D) =
0(g(D)) se usa cuando el mismo limite es cero. Ademds, f(D) = 0,(g(D)) y f(D) = 0,(g(D)) denotan
respectivamente acotacion y convergencia a cero en probabilidad de f(D)/g(D). Cuando f(D) es una matriz
m X n cuyos elementos son O(g(D)), se escribe f(D) = [O(g(D))]mxn, y 1a misma notacién de corchetes se
usa para el resto de simbolos de orden asintético.

Se consideran las siguientes hipétesis de regularidad:

Hl 0<p<ooyl<r<oo
H2 |xd,j‘ <x < oo

H3 Las matrices de varianzas V,,4, d = 1,...D son definidas positivas y sus elementos son uniformemente
acotados

He X'X = [0(D)],. v
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HS X'V,'X = [0(D)]

H6 Y0 1Veal, = O(D)
H7 (X'V'X)™ = [0(D)] i

H8 62 =k+yCyes un estlmador de o2 insesgado, consistente e invariante por traslaciones, donde k =
o(l)yC= dlag{ “Drsry [O(D_ RxR} +[O(D~?]prxDR

Lema 1. Sea v = Zu + e el vector que contiene la parte aleatoria del modelo (2.1). Entonces

s = OB 0y,

00;
donde
. V1 oR . OR
O — _(7_ / - () —
F (I-R)XQOX 2, A— 2, XQXV L 26,

A = I1-x0x'v'', R=v,v!, Q:(X’V“x)—1

Demostracion. E1 BLUP de u se puede escribir de la forma
fip = XBp+R(y —XBpg) = Xy — RXBy + Ry =XOX'V "'y~ RXQX'V"'y+Ry.
Sustituyendo y por su valor y = X3 4 v, se obtiene

by = XOX'V'XB—RXQX'V'XB+RXB+X0X'V v —RXOX'V 'v+Ry
= XB+X0X'V v+ RAv.

Derivando parcialmente respecto de 0; se obtiene

(0 g ,ov ! ov-!  oR 0A
N

= %, X0X 2, XO0X'v+X0X 26, V+89iAV+R89iV 2.7
ov—1 oR 0A
= X0X 3. (I-XQX'V )v+aeAv+Rae
ov-! oR 0A
_ / It T
= X0X 3. Av+aeiAv—|—Raeiv.
La derivada parcial de A respecto de 0; es
0A ov-! ,ov! V!
— =X0X' xXox'v-'—xox’ = —-X0X' A.
96, YOX g XOXV —XOX o X 58,
Por tanto
. oV ! oV -1 oR oV ! oR
0 — xox' Av— RXOX' Av+ —Av= |(I—-R)XOX' At —A
s OX' =55, Av — RXQX =sg—Av+ 55-Av = (I = )X QX' =55 =A + 5
ov! OR oR : .
_ _ / _ o (i) o ()
(I-R)XQX 3 A anQXV +ae] =[FY +LW]y.
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donde
oR

56;

—1
e\% A oR

——xox'v-! W=
a0, a0, XV

F9 = (I-R)X0X'

Finalmente, se recuerda que

Z=I1, R=V, V!, V=V, +V,= diag (Vy), Vi=Viug+Vea.
1<d<D

Las derivadas parciales de V! y R son

ov! 49V —1 -1

56:, = -V 56?/ =-V—wV )
aj _ aV”Vfl 4V al —w.vlovviwy!l= (I—R)W‘Vf1
ael —_— ael uael - 1 u 1 - 1 .

Por tanto

FO = _(I-RXOX'V'WV'A—(1-RWV~'x0x'v', LO=U-RWV"
Lema 2. Las matrices F() y L) son tales que

G) L = diag (L), con LY = [0()]gug. d = 1,...,D.
1<d<D

(i) FY =[0(D~")]prxpr-

Demostracion.

La matriz Lg) admite la expresion Lg) = Wd,-V;1 — VudV[;le[V;l. Aplicando las hipétesis H1-H6 se

obtiene (i).

La matriz F) admite la expresién

—1

FO = (1-R)X0X' Ay LYxox'v1.

09;
Aplicando (H6) y (H2) se tiene que Q = (X'V7'X)~! = [0O(D™)],xp y XOX' = [O(D~!)|prxDR- Puesto
que L) = [0(1)]prxpr Y V™' = [0(1)] prxDr» S€ cOmMprueba que

LO9X0x'v=" = [0(D™ V] prxpr-

Con respecto al primer sumando se tiene que

ov-! oV !

I —R = [O(1)|prxDr; 0. [0O()]prxpr Yy (I —R)XQOX' S0 = [O(1)]prxDR-
Al multiplicar por A = — XQX'V~!, se obtiene
ov-! ov-! ov-!
N / (7 _ ! (7 / Iy—1
(I-R)XQOX 2, A= (I-R)XQX 2, (I-R)X0OX 36, XoX'v—.
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Analizando el segundo sumando, se observa que

,oV! , ,ov! , _ _
XX XOX = XQ(X' Y X)0X' = (00D oy [O(D)] <y [O(D )] e
= [0(D"")]prxDR:
y consecuentemente
,ov1 A .
(I—R)X0X XXV =[0(D"")|prxDr-

26;

Lema A.1 (Prasad-Rao, 1990). Sean A} y A, matrices n x ny seay ~ N,(0,V), donde V es definida positiva.
Entonces

(a) E[y(yAw)y]=t(AV)V+2VAV, s=1,2,

(b) E[(YA1y)(yAry)] = 2tr(A1VALV) + (A V) tr(AyV),

(c) E[y(YA1y)(Aw)y] = tr(A\V)a(AV)V +2tr(A |V )VALV + 2tr(A,V)VAV
+2tr(A;VALV)V +4VA VAV +4VA VA V.

Lema A.2 (Prasad-Rao, 1990). Sean y ~ N, (0,V), z; = ?»;-y yqj=YAjy,j=1,....,p,donde Ajesnx 1y

Ajesnxn.Sean z = (z1,...,2p), ¢ = (q1,...,qp)" con matrices de covarianzas V, y V, respectivamente.
Entonces
/ 2 4 / /
E[(Z(q—Elq))] = u(VVy)+4Y Y ANVAVAVL+N,VAVA;VL},
j=li=1
Elzizj(qi — Ela])(a; — Elg))] = MER(KAn)(YAp)y A — ElGINEN (A p)y A

—  E[gIME(YA)YA; +Elgi)E[g;IMV ;.
Lema A.3 (Prasad-Rao, 1990). Sea
(a) V= diag (Vy),

1<d<D

(b) C= diag [O(D™")]z+[O(D?)]pr.
1<d<D

= col 1 [O(D™!
© r 1§C§)§Dlgc§)§1e[0( Ik

) si= chglm Scr;.)glRé‘w[O(l)],

donde V; es una matriz R x R formada por elementos acotados. Entonces se verifica que

(e) VCVCV =[0(D™?)),

() s;xsi=0(1),
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(@) (r+s)VCVCV(r+s;) =[0(D7?)].

Lema 3. Sea v un vector aleatorio tal que v ~ N(0,V). Sean s; = A|vy 5o = A5v dos combinaciones lineales
de v. Sean g1 =V'A;vy g» = V'Ayv dos formas cuadréticas. Entonces

E[s1s2(q1 — E[q1])(q2 — E[q2])] = cov(q1,g2)cov(s1,52) + 8A VA VA s

Demostracion. Aplicando el Lema A.2 de Prasad-Rao (1990), se tiene

E = Elsiso(q1 —Elq1])(q2 — Elg2])] = ME(VAIW AV Ao
—  E[q@IMENGV AN — E[@]MEVVA )M + E[q1]E[g2]M VA,

Aplicando el Lema A.1(c) de Prasad-Rao (1990), se obtiene

Ep(VAWAWY] = tw(AV)r(AV)V +2tr(AV)VALV +2tr(AV)VAV
+ 2tr(A1 VAZV)V +4VA VA,V +4VAVA V.

Aplicando el Lema A.1(a) de Prasad-Rao (1990), se obtiene
E[V(V’Aiv)vl] = '[I'(A,'V)V +2VA;V, i=1,2.
Ademis E[q;] = tr(A;V), cov(q1,q2) = 2tr(A{VA2V) y cov(sy,s2) = AV A,. Sustituyendo se obtiene

E = E[q]E[g2]M VA +2E[q1]M VAV, + 2E[a )M VA VA, +8A VA VAV,
+ 2t(A1VAV)M VA, — E[q1]E (2] VA, — 2E[q1]A VA2V A, — E[q1]E[ga] M VA2
— 2E[@]MVAIVA +E[q1]E[q2]M VA = 2tr(A] VA V)N VA, + 8A VA VAV,
= cov(q,q2)cov(sy,s2) + 8N VA VAL,.

Lema 4. Bajo las condiciones H1-H6, se verifica que

cov(s¥,sU)) = LOVLYY 4 [0(D™ ") prupr.
Demostracion. Por el Lema 1 se sabe que s¥) = (L) + F())y, donde v ~ N(0,V) y

(@) L = diag (L), con LY = [0(1)|gxr. d = 1,...,D,
1<d<D

() F'=[0(D™")prxR:
y andlogamente para s\/). Por otra parte, se tiene que
cov(s® sy = (LO + FOY (L) 4 FOY = LOy L0V 4 Oy pO) 4 pOy0) 4 pOy pU),

Aplicando (a) y (b) se deduce que
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(i) FOVFU =[0(D™")|prxDr>

(i) LOVFU =[0(D Y prxpr y FOVLY = [0(D™))|prxDr-

por tanto cov(s®) s)) = LOVLY 4 [0(D™")|prxpr.

Teorema 1. Se supone que el modelo (2.1) verifica H1-H6, y, ademas que

(H7) ( 1X> [O(Dil)}prxpr’ y

(Hg) 6 ﬁ = k+y'Cy es un estimador de Gﬁ insesgado, consistente e invariante por traslaciones, donde k =

( ) y C= dlag { [O(Dil)]rxry (R [O(Dil)]”xr} + [O(Diz)]DrxDr’
Entonces
E[(6;—6:)(8,—0,)s"sY)] = cov(8;,8,)LOVLY + [o(D™ )] prxDr-

Demostracién. Por el Lema 1, se tiene que las componentes del vector s y sU), definidos en (2.7), son
funciones lineales de v = Zu + e. Es decir,

= (fS) +lan)v, r=1,..,R d=1,..,.D,

donde

y andlogamente para s/). Por la hipétesis H8, se tiene que
6, =k+yA;y, con E[é,] =0;.
Como 6; es invariante por traslaciones, para v = Zu + e = y — X3 se verifica que
0:(y) = 8:(y — XB) = 6;(v).
Es decir,
6.(v) =k+VCv, con®,=k+E[CV].

Restando, se obtiene
éi - 9,‘ = VIA,'V — E[v’Aiv].
Sea g; = V/A;v, entonces
0, —0; = qi — E[qi],
y andlogamente para 6 -
: OO _ D0 ) _ _ I g
Aplicando el Lema 3 con A; = Far Tlars Ao = Faary T liys S1="Sgps 52 =55, @1 =V A, o = VA,

y teniendo en cuenta que v ~ N(0,V), se obtiene

E[sty) 550 (6:— 0:)(8, —0)] = cov(stf) s Jeov(8:,8;) + 8(£y) +14) ) VAVAV (£ +15)).
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En notacién matricial, se ha obtenido

E[(6; —6,)(8; —0,)ss\)] = cov(s'), s )cov(8;,8,) + 8(F + LOYWAVAV(FU) 4 LD
Aplicando el Lema 4 se tiene que
cov(s®¥ sy = LOVLY 1 [0(D™ ") prxpr-
Aplicando el Lema 2 y el Lema A.3 de Prasad y Rao (1990), se demuestra que
(FO 4 LDYWAVAV(FY 4 LYY = [0(D™%)]prxDR-
Consecuentemente, se obtiene

N N A

E[(6;—6))(8; —0,)ss\)] = cov(8;,0,)LYVLY 4 [o(D™")] prr-

Corolario 1. Bajo las condiciones H1-H8, se verifica que
E (g — fig) (B — f1p)'] ~ E[S(6—0)(6—0)'S'] = G3(8) + [o(D™") bRk

donde

A partir de lo anterior se tiene
MSE (fiz) = G1 (8) + G2 (6) + G (6).
Ademds se verifica que
E[Gi(8)] = Gi(8) —G3(8), E[G2(8)] =~ Ga(8), E[G3(8)] = Gs(6).

Por analogia, y, con el objeto de corregir el sesgo, el estimador que se propone para el error cuadratico medio
de fiy; es
mse (fip) = G1 (8) + G (8) +2G; (6). (2.8)

2.5.1. El caso univariante

Es oportuno indicar que en todo el desarrollo de la seccidn 2.5 se puede suponer que el modelo (2.1)
consta de una unica variable de interés (R = 1) y que sélo existe un pardmetro desconocido en la matriz
de varianzas V, (m = 1). Por conveniencia, también se puede suponer que los errores son incorrelados y
homocedasticos. Bajo estas condiciones el modelo (2.1) se convierte en el modelo Fay-Herriot descrito en el
apéndice A y el error cuadratico medio MSE (fi;) del EBLUP univariante se puede obtener particularizando
los resultados de la seccién 2.5.
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Para conseguir lo que se acaba de apuntar conviene presentar primero los cambios que se producen en
los elementos que intervienen en las expresiones de Gi, G, y Gz enel caso R =1y m = 1. Se verifica que

V,=6p V,=0clp V=(c6262)+Ip Z=Ip,

y asi se obtiene

T = V,—V.ZV'zv, = 0.0 Ip,
(02 +02)
22
2 o (o)
Gl(cu) = (62:_;2)11)’
u e
4
G, (62 = (X-zrZVv'x)o(X'-x'vi'zr7\) = —<¢ __x(X'X)"'X'.
2( u) ( e )Q( e ) (G%—I—Gg) ( )

Por otra parte, si se omiten los subindices, ya que s6lo hay un pardmetro desconocido en la matriz V,,, se
tiene que

2
O

L=(Ip—RWV'l=_"¢ [,
e

Asi se llega a la expresién
2 / o, A2
G3 (Gu) = Var( )LVL wVar(Gu)lD.
u (2
Ademds también se verifica lo siguiente:

E(G1(83)) = Gi(oy) = G3(0y),  E(Ga(87)) = Ga(oy),  E(Gs(87)) = Gs(oy).

Finalmente, para cada valor de d se tiene que

mse (igq) = G4 (6 )+G2d( )+2G3d( )a

donde
A2 ~2 4 2 4
A2\ 0;0 A2\ (¢ xd A2\ (¢ )
Gld (Gu) - (62:‘;2)’ GZd (Gu) = (62 —:62) ZdD 1x§7 G3d (Gu) = anr(cu).
u e u e = u e

La expresiéon que se acaba de obtener serd objeto de estudio en los capitulos sucesivos, ya que servird
para comparar las estimaciones que se obtengan de los modelos multivariantes con las de los modelos
univariantes que se derivan de los mismos.

2.6. Estimacion bootstrap del MSE

Para estimar MSE (fig) se puede utilizar un procedimiento del tipo bootstrap. A continuacién se indican,
de forma resumida, los pasos a seguir para obtener unas estimaciones alternativas para MSE (fig ), distintas
de la que se ha propuesto en la seccién 2.5. En los modelos estudiados en este trabajo se compararan los
procedimientos bootstrap de este apartado con el estimador analitico propuesto en la seccién 2.5.

Los pasos del algoritmo de bootstrap paramétrico para la estimacion del error cuadritico medio son
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B1 Calcular las estimaciones 6 y B para 8 y P respectivamente, siguiendo el método de la maxima verosi-
militud residual.

B2 Generar los vectores u};, d = 1,...D, utilizando la estimacién 6 como vector verdadero de pardmetros
de varianza.

B3 Generan vectores ¢, d = 1,...D

B4 A partir de los vectores generados en los dos pasos anteriores, construir el modelo bootstrap
Y =XBgp+Zu" +e€".

Ahora, se propone una notacién que ayuda a presentar con mayor claridad los pasos que siguen. El vector
de medias del modelo bootstrap es

i =XBg + Zu*
y su estimacién BLUP es
iy = XPBp + Zit,
Si se sustituye el pardmetro verdadero, 6, del modelo bootstrap por su estimacién obtenida a partir la muestra

bootstrap, @*, entonces se obtiene la estimacién EBLUP del vector de medias en el modelo bootstrap; es
decir,

A~k R* ~k
fip = XPg +Zivg
El error cuadrético medio de fi; en el modelo bootstrap es
MSE, (i) = Ex (i — 1) (B — )] - (2.9)

Finalmente, el estimador bootstrap del error cuadritico medio de fig es mse, (fig) = MSE. (fi};). Puesto que
la esperanza (2.9) no es directamente calculable, se aproxima por simulacién Monte Carlo. El paso adicional
del algoritmo de bootstrap paramétrico es

*(b)

B5 Generar a partir del modelo bootstrap B vectores y*?), b = 1,..., B. Calcular las medias u, ", los

EBLUPs ﬁz(j) y los estimadores

( *(b) (’7))/'

B
mse"! (fpa) = Z 'uEd - Hgq —Hy

Como la expresion que no se determina de forma analitica en el estimador de Prasad y Rao es
A N /
E [(,UE — ) (fip — Hp) }
es razonable proponer como segundo estimador bootstrap para el error cuadritico medio de fi

MSE* (fig) = G1(0) + G2(8) + E.. [ (i1 — i) (it — i)'
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que también se aproxima por simulacion Monte Carlo, dando lugar al estimador

B
mse* (fig) = G1(8) +G,(6 Z (@ A* flz(b) —flz(b)),-

Dado que el valor esperado del término G (8) es, de forma aproximada, G, (8) — G3(8), entonces los
estimadores bootstrap mse*! y mse*> pueden presentar sesgo. Con objeto de corregir este sesgo Pfefferman
and Tiller (2005) propusieron el estimador corregido

MSE™ (fig) = 2(G1(8) + G2(8)] — E.[G1(87) + Ga(87)] + Ex[ (A — 1) (B — 1)),

que se aproxima por simulacion Monte Carlo mediante la expresion siguiente:

B B
mse*> (fig) = 2(G,(8) + G2 (6 Z JrGz Z A*b A*b HE(b)_HB ).
b:] b=1
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Modelo diagonal

3.1. Definicion del modelo

En el capitulo 2 se introduce un modelo multivariante lineal mixto que contempla un vector de errores e
con componentes independientes. El modelo (2.1) no se especifica completamente debido a que se dejar libre
la estructura de correlacion del vector de efectos aleatorios. En este capitulo se contempla una posibilidad
para tal estructura considerando que la matriz de covarianzas del vector u es diagonal. En primer lugar, se
expone la representacion completa del modelo. El modelo diagonal es

y=XB+Zu+e=XB+Zjuy+---+Zpup +e, (3.1

donde e,uy,...,up son independientes con distribuciones e ~ N(0,V,), u ~ N(0,V,), y ug ~ N(0,V ,4),

d=1,...,D. Se supone que V, es una matriz conocida y que
2
S 0
. . : 2
Via = : : = diag (o},).
5 1<r<R
0 e OLR

En la notacién del capitulo 2 se tiene que m =Ry 6 = (6; = 62,...,0r = 02p).

Las derivadas de la matriz V,,; respecto de los pardmetros de varianza aparecen en los vectores y matrices,
S(6) y F(8), de la ecuacion de actualizacién del algoritmo Fisher-scoring para el célculo del estimador
REML de 0. Las derivadas son

e\% 1%

— — — ! —
Vr_aer_ﬁ_srsr, I"—l,...,R,

ur

donde §, se defini6 en (2.2). La distribucién asintética del estimador REML de 8 es  ~ Nk (8, F~1(8)), con

lo cual

~2 A2 2 2
Gur1 - Gurz ~N (Gurl _Gur27v"1rl +Vr2"2 - 2\/’1"2) ’ (32)

31
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donde v;; es el término correspondiente a la fila i y columna j de la matriz F ~1(8). La distribucién asintética
2 _ 52
ury ury

varianzas de los efectos aleatorios ug,, y ugr,. Para un nivel de significacién es o, se rechaza Hy si

(3.2) permite realizar el contraste Hy : © para comprobar si hay diferencias significativas entre las

AD A
Ou1 — %

= = = -z y< .
Vo920 ¢ )

3.2. Experimentos de simulacion

Para estudiar empiricamente el comportamiento de los algoritmos de ajuste y de los procedimientos de
estimacidn del error cuadrético medio de los EBLUPs, en esta seccion se presentan tres experimentos de
simulacién. En las simulaciones se compara el modelo diagonal (3.1) con el modelo con errores ey, inde-
pendientes. Este ultimo modelo prescinde de toda estructura multivariante y equivale a aplicar por separado
R modelos Fay-Herriot; es decir, uno por cada componente r, r = 1,...,R.

En las simulaciones, se ha programado un modelo diagonal (3.1) bivariante (R = 2) cuyas caracteristicas
se describen a continuacién. La matriz de covarianzas del vector u; es

2

c 0

1 2 g

V= u L , Oy =2,0,=4
0 o5

Las componentes del vector e, verifican var(ey;) = 1, var(eqn) = 2 y corr(eqy,eq2) = pPe. La matriz de
covarianzas del vector ¢; es

0411 ©O412
Vea = , Oqi1 =1, 6422 =2, 0412 = G421 = Pe/Od110422-
0421 ©Oy22

La matriz de covarianzas del vector y, es

o} 0 G411 Oa12 2 0 1 PeV2
Vi = Va+Vea=| " + — + ¢
¢ ¢ ¢ ( 0 o2 CGa21 Oux 0 4 pNV2 2

3 peV2
= d=1,...,D.
(pe\/j 6 )7 ) bl

Finalmente, la matriz de covarianzas del vector y es

. 3 pev2
V = dia .
1§d§gD ( pV2 6 >

Las derivadas parciales que se utilizan en el algoritmo de Fisher-scoring son

V1 = diag (le) y sz diag (de),
1<d<D 1<d<D

v :aVud: 1 0 v :aVud: 00
1= %02 00) ¥ "%z, o1 )

ul

donde
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Los valores de los pardmetros de regresién son 1 = 1, B, = 1. Para estimar los pardmetros Gil y 652

mediante el algoritmo Fisher-scoring se utilizan como valores iniciales (semillas) los verdaderos valores; es
I 2 _

decir,6;,;, =2y o, = 4.

Como se van a realizar comparaciones entre el modelo multivariante y los modelos univariantes margi-
nales, a continuacién se da la descripcion de tales modelos asi como los pardmetros que intervienen en los
mismos. Los modelos univariantes son

ydr:deBr+udr+ed77 d:17"'7D7 1’21,2,

donde w4y ~ N(0,62,) y eqr ~ N(0,063,) son independientes. Los pardmetros de los modelos univariantes
son los mismos que se usan en el modelo multivariante diagonal; es decir B; = 1, B, = 1, 62, =2, 62, = 4,
Oq11 = 1y Gazp = 2.

Para ambos modelos se utilizan las variables explicativas
1/2 1/2
Xd1 = M1 +Gx{1Ud17 Xd2 =,le+0x£2 (pdel +(1 —pﬁ)l/ZUdz) , d=1,...,D,

donde pi; =y = 10,01 =1,000 =2, px =3 ¥

d—D
Ugr ==+

- . r=12,d=1,....D.

W~

3.2.1. Experimento de simulacién 1

El objetivo de este experimento es investigar empiricamente la pérdida de eficiencia en las estimaciones
cuando no se tiene en cuenta la naturaleza multivariante de los datos. El objeto principal consiste en estudiar
lo que ocurre cuando se asume incorrectamente los modelos marginales independientes, en lugar del modelo
multivariante subyacente. Para ello, se simulan los datos o bien del modelo multivariante o bien del modelo
producto de marginales, se estiman los pardmetros y se calculan los EBLUP de ambos modelos. Hay dos
conjuntos de pardmetros estimados y EBLUP calculados. Segtin sea el caso, un conjunto se obtiene bajo
el modelo correcto y otro bajo el modelo incorrecto. Cabe esperar que los mejores resultados se obtengan
siempre cuando se usan los estimadores correspondientes al modelo correcto.

El experimento consiste en calcular por simulacion Monte Carlo los sesgos y errores cuadraticos medios
empiricos (BIAS y MSE) de los estimadores de los pardmetros y de los EBLUP.

Para los valores p, = 0,1/4,1/2,3/4, los pasos del experimento de simulaci6én son

1. Repetir I = 10* veces (i = 1,...,I)

1.1. Generar una muestra (ygy,xg,),d =1,...,D, r=1,2.
1.2. Calcular Ag;o), 65£i’0), Ag";‘), 65?"”, r=12y ,&g"o), ,&Ef’l), donde los superindices “0” y “1”

se usan para denotar los estimadores y EBLUPs calculados asumiendo el modelo producto de
marginales (a = 0) o el modelo multivariante diagonal (a = 1).
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2. Salida:

1& o a) G 14 ;
2:;Z(nyar)—#§,))2, BIASY) = Z(uéfr)—ﬂsz),d:l,D/Z,D,r:1,2,a:0,1.

MSE"
La tabla 3.1 presenta los errores cuadraticos medios y sesgos empiricos de los estimadores REML de
los parametros de los dos modelos considerados. La tabla estd ordenada por columnas y filas. La primera
columna da el valor de p,, la segunda columna especifica el estimador del pardmetro del modelo, las cuatro
columnas siguientes muestran el error cuadrético medio y las cuatro dltimas el sesgo. Cada uno de los dos
grupos de cuatro columnas que se acaban de nombrar se corresponde con un valor distinto del nimero de
areas; es decir, D = 50,100,200,400. Las filas se disponen en grupos de ocho, un grupo para cada valor
de p.. En el caso p, = 0, los datos se simulan de los modelos univatriantes independientes (a = 0) que
también llamaremos modelo producto de univariantes. Por parte, en los casos p, > 0 los datos se generan
del modelo multivariante diagonal (¢ = 1). Dentro de cada grupo, las cuatro primeras se corresponden con
las estimaciones para el modelo a = 0 y las cuatro dltimas con las estimaciones para el modelo a = 1.

La tabla 3.1 muestra que los errores cuadraticos medios y sesgos de B, y Bz, son basicamente iguales
para ambos modelos, a = 0, 1, independientemente del valor de p, usado en la simulacién de los datos. Para
los estimadores de las varianzas, se observa que los errores cuadraticos medios son menores en el modelo
multivariante (a = 1) conforme aumenta el valor de p..

Las tablas 3.2 y 3.3 presentan los errores cuadraticos medios y los sesgos, MSE[(IQ y BIASg?r, a=0,1,de
los EBLUPS de las medias de las componentes r = 1 y r = 2 respectivamente. En ambas tablas se disponen
las columnas de forma andloga a la tabla 3.1. La diferencia estd en la segunda columna donde aparecen los
valores de las dreas consideradas, d =1, d = D/2 y d = D, y el valor medio a lo largo de ellas. El resto
de columnas estdn estructuradas de la misma forma que en la tabla 3.1, pero el error cuadritico medio y el
sesgo son de los estimadores fi;; en la tabla 3.2 y fiz en la tabla 3.3.

En las tablas 3.2 y 3.3 se observa que conforme aumenta el valor de p, los errores cuadriticos medios
de los estimadores de fi71 y fiz> son menores en el modelo multivariante (a = 1). También conviene des-
tacar el hecho de que la utilizacién del modelo multivariante cuando el modelo correcto es el producto de
univariantes (p, = 0) no aumenta el error cuadratico medio de los EBLUPs.

La figura 3.1 muestra las graficas de los valores de MSE((;;Z, a=0,1,r=1,2,d=1,...,D,D=100. La

figura estd divida en 4 partes y tiene una disposicién en forma de tabla con dos filas y dos columnas. Las
filas 1 y 2 presentan los valores de MSE};:; parar =1y r =2 respectivamente. Las columnas 1 y 2 presentan

los valores de MSE};;; cuando los datos se generan del modelo con p, =0y p, = % respectivamente. Cada

una de las 4 sub-figuras muestran los valores de MSE[(lari paraa=0ya=1.
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MSE BIAS
pe | D 50 100 200 400 50 100 200 40
0 | BY |0.00060 0.00031 0.00015 0.00008 | 0.00000 0.00018 0.00014 -0.00005
BY) | 0.00112 0.00058 0.00029 0.00014 | -0.00020 -0.00001 -0.00017  0.00003
627 1 036575 0.18509 0.09067 0.04597 | -0.00733  0.00084  0.00054  0.00039
62" | 146395 072318 037740 0.18192 | -0.01601 -0.00668 -0.00018 -0.00122
By 1000060 0.00031 0.00015 0.00008 | 0.00000 0.00018 0.00014 -0.00005
B |0.00112 0.00058 0.00029 0.00014 | -0.00020 -0.00001 -0.00017 -0.00003
521 | 036575 018509 0.09067 0.04597 | -0.00733  0.00084  0.00054  0.00039
62" | 146395 072318 037740 0.18192 | -0.01601 -0.00668 -0.00018 -0.00122
1B 1000062 0.00031 0.00016 0.00008 | 0.00001 -0.00035 -0.00015  0.00016
BY) | 0.00114 0.00058 0.00029 0.00014 | 0.00020 0.00027 -0.00038  0.00002
520 | 036422 0.18128 0.09112 0.04504 | -0.00013 -0.00343 -0.00046  0.00127
62" | 148842 071515 037214 0.18704 | -0.03230  0.00092 0.01069 -0.00447
By 1000062 0.00031 0.00016 0.00008 | 0.00001 -0.00035 -0.00015 0.00016
B) | 0.00114 0.00058 0.00029 0.00014 | 0.00020 0.00027 -0.00038  0.00002
621 | 035873 0.17784 0.08999 0.04454 | -0.00086 -0.00306 -0.00090  0.00126
520 | 146969 070686 036632 0.18448 | -0.03346  0.00214  0.00969 -0.00452
LI BY 1 0.00061 0.00031 0.00016 0.00008 | 0.00004 0.00032 0.00001 0.00003
B | 0.00110 0.00056 0.00029 0.00014 | -0.00033  0.00003  0.00000 -0.00003
520 1 036673 0.18287 0.09074 0.04465 | -0.00481 -0.01045 -0.00293  0.00031
5207 | 145802 073550 036021 0.18211 | 0.00826 0.00847 -0.00575 0.00028
B | 0.00061 0.00031 0.00016 0.00008 | 0.00004 0.00032 0.00001  0.00003
B |0.00110 0.00056 0.00029 0.00014 | -0.00033  0.00003 0.00000 -0.00003
621 | 034607 0.17345 0.08581 0.04203 | -0.00456 -0.01118  0.00202  0.00122
62" | 138517 070008 034176 0.17214 | 0.00940 0.00728 -0.00381  0.00214
31 BY 10.00063 0.00031 0.00015 0.00008 | -0.00006 0.00009 0.00017 -0.00001
BY) 1000113 0.00058 0.00029 0.00014 | 0.00030 -0.00011 0.00015 -0.00012
627 1037778 0.18409 0.09202 0.04403 | -0.00408 0.00136  0.00294  0.00583
62" | 148387 0.75015 0.36359 0.18147 | 0.01303 0.00668 -0.00616  0.00886
BY) | 0.00063 0.00031 0.00015 0.00008 | -0.00006 0.00009 0.00017 -0.00001
B | 000113 0.00058 0.00029 0.00014 | 0.00030 -0.00011 0.00015 -0.00012
521 1 033474 0.16081 0.08233 0.03885 | -0.00195 0.00098  0.00108  0.00361
62" | 130486 0.65723 0.32148 0.15925 | 0.01673 0.00596 -0.01017  0.00428

Tabla 3.1: MSE (izquierda) y BIAS (derecha) para p, = 1/2.
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MSE BIAS
Pe | a d 50 100 200 400 50 100 200 400
010 1 0.6739 0.6936 0.6772 0.6631 | -0.0097 -0.0032 -0.0032 -0.0058
D/2 | 0.6789 0.6798 0.6672 0.6737 | 0.0015 0.0094 -0.0051 0.0084
D 0.6685 0.6785 0.6798 0.6810 | 0.0036  0.0071 0.0003 0.0031
mean | 0.6862 0.6789 0.6728 0.6693 | -0.0008 0.0018 -0.0003  0.0003
1 1 0.6739 0.6936 0.6772 0.6631 | -0.0097 -0.0032 -0.0032 -0.0058
D/2 | 0.6789 0.6798 0.6672 0.6737 | 0.0015 0.0094 -0.0051 0.0084
D 0.6685 0.6785 0.6798 0.6810 | 0.0036 0.0071 0.0003  0.0031
mean | 0.6862 0.6789 0.6728 0.6693 | -0.0008 0.0018 -0.0003  0.0003
% 0 1 0.6781 0.6642 0.6742 0.6629 | 0.0127 -0.0242 0.0128 0.0013
D/2 | 0.6942 0.6735 0.6612 0.6545 | 0.0056 -0.0102 0.0147 -0.0061
D 0.7048 0.6700 0.6727 0.6690 | -0.0007 -0.0067 0.0054 -0.0103
mean | 0.6873 0.6762 0.6730 0.6692 | 0.0029 -0.0008 0.0008 -0.0005
1 1 0.6707 0.6559 0.6640 0.6548 | 0.0106 -0.0255 0.0148 0.0018
D/2 | 0.6848 0.6631 0.6499 0.6450 | 0.0053 -0.0094 0.0143 -0.0062
D 0.6961 0.6586 0.6621 0.6584 | -0.0023 -0.0049  0.0048 -0.0100
mean | 0.6777 0.6670 0.6636 0.6599 | 0.0029 -0.0008  0.0008 -0.0005
% 0 1 0.6719 0.6667 0.6623 0.6768 | 0.0040 -0.0073  0.0097 -0.0124
D/2 | 0.6990 0.6741 0.6877 0.6703 | -0.0002 -0.0058 0.0102  0.0021
D 0.6905 0.6836 0.6799 0.6754 | 0.0018 -0.0180 0.0082 -0.0073
mean | 0.6840 0.6769 0.6712 0.6694 | 0.0021 -0.0002 0.0006 0.0007
1 1 0.6292 0.6292 0.6285 0.6382 | 0.0046 -0.0069 0.0117 -0.0127
D/2 | 0.6568 0.6393 0.6438 0.6329 | -0.0009 -0.0041 0.0077  0.0043
D 0.6522 0.6427 0.6441 0.6352 | -0.0001 -0.0162  0.0057 -0.0060
mean | 0.6469 0.6396 0.6334 0.6314 | 0.0021 -0.0002 0.0006 0.0007
% 0 1 0.6994 0.6786 0.6519 0.6717 | 0.0045 -0.0203 -0.0035 -0.0068
D/2 | 0.6826 0.6609 0.6705 0.6683 | -0.0104 0.0029 -0.0024  0.0005
D 0.6947 0.6673 0.6766 0.6653 | -0.0061 -0.0088 0.0043  0.0064
mean | 0.6895 0.6775 0.6723 0.6701 | 0.0011 -0.0011 0.0002 -0.0001
1 1 0.6080 0.5939 0.5700 0.5881 | 0.0019 -0.0152 -0.0039 -0.0075
D/2 | 0.6066 0.5749 0.5895 0.5781 | -0.0101  0.0085 -0.0046  0.0028
D 0.6072 0.5803 0.5931 0.5745 | -0.0055 -0.0063 -0.0006 0.0052
mean | 0.6025 0.5898 0.5840 0.5809 | 0.0011 -0.0011 0.0002 -0.0001

Tabla 3.2: MSEl(lllzl (izquierda) y BIAS E(;)d (derecha) parap, =1/2,a=0,1.
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MSE BIAS
Pe | a d 50 100 200 400 50 100 200 400
010 1 1.3817 1.3538 1.3734 1.3323 | -0.0098 0.0275 0.0108 -0.0162
D/2 | 1.3981 13708 1.3529 1.3434 | -0.0034 0.0003 -0.0127  0.0035
D 1.3673 1.3268 1.3652 1.3413 | 0.0158 -0.0186 0.0034 -0.0077
mean | 1.3786 13577 1.3435 1.3367 | -0.0024 -0.0001 -0.0011  0.0007
1 1 1.3817 1.3538 1.3734 1.3323 | -0.0098 0.0275 0.0108 -0.0162
D/2 | 1.3981 13708 1.3529 1.3434 | -0.0034 0.0003 -0.0127  0.0035
D 1.3673 1.3268 1.3652 1.3413 | 0.0158 -0.0186 0.0034 -0.0077
mean | 1.3786 13577 1.3435 1.3367 | -0.0024 -0.0001 -0.0011  0.0007
% 0 1 1.3880 1.3655 1.3542 1.3647 | -0.0175 -0.0238 0.0113 -0.0031
D/2 | 1.3613 13201 1.3397 1.3304 | -0.0013 -0.0074 0.0109  0.0026
D 1.3472  1.3578 1.3371 1.3387 | 0.0018 -0.0134 0.0023  0.0220
mean | 1.3763 13507 1.3436 1.3372 | -0.0012 -0.0014 -0.0010 -0.0001
1 1 1.3683 1.3491 1.3439 1.3381 | -0.0170 -0.0226 0.0110 -0.0022
D/2 | 1.3417 13063 1.3173 1.3104 | 0.0005 -0.0072 0.0085 0.0013
D 1.3307 1.3357 1.3153 1.3225 | 0.0021 -0.0103  0.0006 0.0197
mean | 1.3573 1.3321 13249 1.3188 | -0.0012 -0.0014 -0.0010 -0.0001
% 0 1 1.3528 1.3207 1.3014 1.3353 | -0.0206 -0.0018 -0.0034 -0.0118
D/2 | 1.3404 13634 1.3506 1.3246 | -0.0038 -0.0030 -0.0235 -0.0163
D 1.3837 1.3554 1.3317 1.3201 | 0.0066 -0.0129 0.0031 -0.0036
mean | 1.3745 1.3538 1.3412 1.3385 | -0.0024 0.0003  0.0003 -0.0007
1 1 1.2724 1.2643 1.2251 1.2507 | -0.0183 -0.0065 -0.0053 -0.0117
D/2 | 1.2694 1.2795 1.2794 1.2450 | -0.0078 -0.0049 -0.0208 -0.0193
D 1.3128 1.2646 1.2598 1.2505 | 0.0054 -0.0149 0.0066 -0.0009
mean | 1.2994 1.2782 1.2658 1.2627 | -0.0024  0.0003  0.0003 -0.0007
% 0 1 1.3540 1.3679 1.3550 1.3493 | 0.0176 -0.0076 -0.0004  0.0023
D/2 | 1.3481 1.3382 1.3557 1.3422 | 0.0139 0.0232 0.0023 -0.0117
D 1.3724 1.3755 1.3984 1.3083 | 0.0209 0.0090 -0.0096 -0.0070
mean | 1.3781 1.3527 1.3457 1.3387 | 0.0047 0.0011 0.0003 -0.0012
1 1 1.1845 1.1743 1.1830 1.1702 | 0.0121 0.0023 -0.0006  0.0054
D/2 | 1.1880 1.1596 1.1635 1.1552 | 0.0204 0.0223 0.0038 -0.0100
D 1.1990 1.1880 1.2062 1.1384 | 0.0217 0.0072 -0.0099 -0.0162
mean | 1.2025 1.1768 1.1675 1.1601 | 0.0047 0.0011 0.0003 -0.0012

Tabla 3.3: MSEé;L (izquierda) y BIASg;)d (derecha) parap, =1/2,a=0,1.
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Enlafigura 3.1 se observa que la diferencia de los errores cuadriticos medios entre el modelo univariante
(a = 0) y el modelo multivariante (a = 1) cuando p, cambia de 0 a 0.75 es bastante pronunciada. También
hay que destacar que si los datos se generan del modelo a = 0 con p, = 0, entonces no se aprecia un aumento
del error cuadrético medio al utilizar el modelo multivariante a = 1.

La figura 3.2 muestra las gréificas los valores de BIASEIar)r, a=0,1,r=1,2,d=1,...,D, D=100. La
figura estd estructurada de la misma forma que la figura 3.1. En la figura 3.2 se observa una leve diferencia
en los sesgos del modelo univariante (@ = 0) y del modelo multivariante (a = 1) cuando p, cambia de 0 a
0.75. También hay que destacar que si los datos se generan del modelo @ = 0 con p, = 0, entonces no se

aprecia un aumento de sesgo al utilizar el modelo multivariante a = 1.

3.2.2. Experimento de simulacién 2

El objetivo de este experimento es investigar empiricamente la pérdida de eficiencia en las estimaciones
cuando no se tiene en cuenta la naturaleza multivariante de los datos. Para ello se simulan los datos o bien del
modelo multivariante (@ = 1) o bien del modelo producto de marginales (a = 0), se estiman los pardmetros
y se calculan los EBLUP de ambos modelos. El experimento consiste en calcular por simulacién Monte
Carlo los sesgos y errores cuadraticos medios empiricos (B y E) de los estimadores analiticos (2.8) en la
estimacidn de los errores cuadraticos medios del EBLUP de py ;.

En esta simulacidn se consideran los valores p, =0,1/4,1/2,3 /4. El resto de pardametros son los mismos
que en la simulacién 1; es decir, By = 1, g2 = 1, 051 =2y 051 =4, 06,411 =1, 6420 = 2. Las variables
auxiliares x,, también se generan de la misma forma que en la simulacién 1. Los pasos del experimento de
simulacién son

1. Repetir I =500 veces (i =1,...,500)

1.1. Generar una muestra (y‘(fz,xgz), d=1,....D,r=1,2.
1.2. Caleular 62, 620, Bl y B9 4 =0,1.
1.3. Parad=1,...,D,a=0,1,r=1,2, calcular

ia ia) 1 22(i,a) A2(ia ~2(ia AZta ~2(ia) A2(ia
msegdrr):ggdr)r(cus )G( ))+ gdri(cug ) ( ))+2 gdrzf( u( )76u§ ))

2. Leer los valores MSECSQ obtenidos en la simulacién 1.

3. Salida:

msedrr MSE[(;;E)Z, r=12,a=0,1.

a 1 ! ia
BEir)r = 7 Z(mseﬁir’r) MSEcE’ drr 1

i=1 l

1 1

Las tablas 3.4 y 3.5 presentan los errores cuadraticos medios y los sesgos, E[(, a) y B&r)r, a=20,1, de los

estimadores del error cuadratico medio de los EBLUP de las medias de las componentes r =1y r = 2
respectivamente. La tabla estd ordenada por columnas y filas. La primera columna da el valor de p., la
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segunda columna especifica el modelo univariante (a = 0) o multivariante (a = 1) bajo el cual se calcula el
EBLUP, la tercera columna sefiala el drea d = 1, d = D/2, d = D y el valor medio de todas las dreas, las
cuatro columnas siguientes muestran el error cuadrético medio EL(;;Z y las cuatro dltimas el sesgo Bt(;)r Cada
uno de los dos grupos de cuatro columnas que acabamos de nombrar se corresponde con un valor distinto del
nimero de dreas; es decir, D = 50, 100,200, 400. Las filas se disponen en grupos de ocho, un grupo para cada
valor de p.. En el caso p, = 0, los datos se simulan de los modelos univariantes independientes (a = 0) que
también llamaremos modelo producto de univariantes. En cambio, en los casos p, > 0 los datos se generan
del modelo multivariante diagonal (a = 1). Dentro de cada grupo, las cuatro primeras se corresponden con
las estimaciones para a = 0 y las cuatro dltimas con las estimaciones para a = 1.

En las tablas 3.4 y 3.5 se observa que conforme aumenta el valor de p, los errores cuadraticos medios
de los estimadores de msey y mse » son menores en el modelo multivariante diagonal. También conviene
destacar el hecho de que la utilizaciéon del modelo multivariante cuando el modelo correcto es el producto
de univariantes (p, = 0) no aumenta el error cuadratico medio de los EBLUPs.

La figura 3.3 muestra las gréficas los valores de Efﬁi’ a=0,1,r=1,2,d=1,...,D,D=100. La figura

estd divida en cuatro partes y tiene una disposicién en forma de tabla con dos filas y dos columnas. La
i 1 da fil los val (a) —lyr= i i
primera y la segunda fila presentan los valores de E,;. para r = 1 y r = 2 respectivamente. La primera y la

segunda columna presentan los valores de E‘(;z cuando los datos se generan del modelo conp, =0y p, = %

respectivamente. Cada una de las cuatro sub-figuras muestran los valores de Ef;i paraa=0ya=1.

Enla figura 3.3 se observa que la diferencia de los errores cuadraticos medios entre el modelo univariante
(a = 0) y el modelo multivariante (a = 1) cuando p, cambia de 0 a % es bastante pronunciada. También hay
que destacar que si los datos se generan del modelo a = 0 con p, = 0, entonces no se aprecia un aumento

del error cuadratico medio de mset(z) al utilizar el modelo multivariante a = 1.

La figura 3.4 muestra las graficas los valores de Bg;)r, a=0,1,r=1,2,d=1,...,D, D=100. Esta
figura estd estructurada de la misma forma que la figura 3.3. En la figura 3.4 se observa una leve diferencia
en los sesgos del modelo univariante (@ = 0) y del modelo multivariante (a = 1) cuando p, cambia de 0 a
0,75. También hay que destacar que si los datos se generan del modelo a = 0 con p, = 0, entonces no se

aprecia un aumento de sesgo al utilizar el modelo multivariante a = 1.
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E B
Pe | a d 50 100 200 400 50 100 200 400
010 1 0.0048 0.0025 0.0012 0.0006 | 0.0121 -0.0157 -0.0090 0.0049
D/2 | 0.0047 0.0022 0.0011 0.0006 | 0.0078 -0.0016 0.0012 -0.0055
D 0.0050 0.0022 0.0013 0.0008 | 0.0189 0.0000 -0.0112 -0.0127
mean | 0.0047 0.0023 0.0012 0.0007 | 0.0005 -0.0007 -0.0044 -0.0011
1 1 0.0048 0.0025 0.0012 0.0006 | 0.0121 -0.0157 -0.0090 0.0049
D/2 | 0.0047 0.0022 0.0011 0.0006 | 0.0078 -0.0016 0.0012 -0.0055
D 0.0050 0.0022 0.0013 0.0008 | 0.0189 0.0000 -0.0112 -0.0127
mean | 0.0047 0.0023 0.0012 0.0007 | 0.0005 -0.0007 -0.0044 -0.0011
% 0 1 0.0041 0.0021 0.0012 0.0006 | 0.0142 0.0150 -0.0024 0.0071
D/2 | 0.0039 0.0020 0.0013 0.0008 | -0.0012  0.0060 0.0109 0.0155
D 0.0040 0.0020 0.0012 0.0005 | -0.0111  0.0099 -0.0005 0.0011
mean | 0.0041 0.0020 0.0013 0.0006 | 0.0057 0.0033 -0.0009 0.0009
1 1 0.0038 0.0020 0.0011 0.0005 | 0.0117 0.0136 -0.0016  0.0058
D/2 | 0.0036 0.0019 0.0013 0.0007 | -0.0018 0.0067 0.0126  0.0158
D 0.0038 0.0020 0.0011 0.0005 | -0.0123 0.0116  0.0006  0.0025
mean | 0.0038 0.0019 0.0012 0.0006 | 0.0054 0.0028 -0.0011  0.0009
% 0 1 0.0045 0.0024 0.0010 0.0007 | 0.0154 0.0122 0.0097 -0.0075
D/2 | 0.0044 0.0022 0.0012 0.0006 | -0.0111  0.0052 -0.0155 -0.0009
D 0.0043 0.0022 0.0010 0.0006 | -0.0018 -0.0039 -0.0075 -0.0059
mean | 0.0044 0.0023 0.0010 0.0007 | 0.0039 0.0024 0.0010 0.0000
1 1 0.0036 0.0018 0.0007 0.0005 | 0.0193 0.0120 0.0057 -0.0070
D/2 | 0.0033 0.0016 0.0008 0.0004 | -0.0076 0.0023 -0.0094 -0.0016
D 0.0032 0.0016 0.0008 0.0005 | -0.0022 -0.0008 -0.0095 -0.0038
mean | 0.0033 0.0017 0.0008 0.0005 | 0.0023 0.0019 0.0010 -0.0002
% 0 1 0.0048 0.0026 0.0014 0.0006 | -0.0143  0.0003 0.0206 -0.0025
D/2 | 0.0046 0.0029 0.0010 0.0006 | 0.0032 0.0183 0.0021  0.0009
D 0.0046 0.0027 0.0010 0.0006 | -0.0081 0.0123 -0.0039  0.0040
mean | 0.0046 0.0026 0.0011 0.0007 | -0.0037 0.0017 0.0003 -0.0009
1 1 0.0027 0.0014 0.0007 0.0004 | -0.0070 -0.0037 0.0123 -0.0075
D/2 | 0.0026 0.0017 0.0006 0.0003 | -0.0048 0.0157 -0.0070  0.0027
D 0.0026 0.0015 0.0007 0.0004 | -0.0044 0.0108 -0.0104 0.0064
mean | 0.0027 0.0015 0.0007 0.0004 | -0.0006 0.0009 -0.0015 -0.0002

Tabla3.4: E 1(‘1121 (izquierda) y Bg‘;)d (derecha) parap, =1/2,a=0,1.
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E
p. | a d 50 100 200 400 50 100 200 400
010 1 0.0182 0.0080 0.0052 0.0024 | -0.0101 0.0023 -0.0307 0.0053
D/2 | 0.0187 0.0082 0.0043 0.0024 | -0.0254 -0.0141 -0.0098 -0.0057
D 0.0179 0.0090 0.0047 0.0024 | 0.0077 0.0310 -0.0216 -0.0033
mean | 0.0184 0.0084 0.0046 0.0028 | -0.0057 -0.0009 -0.0004 0.0010
1 1 0.0182 0.0080 0.0052 0.0024 | -0.0101 0.0023 -0.0307 0.0053
D/2 | 0.0187 0.0082 0.0043 0.0024 | -0.0254 -0.0141 -0.0098 -0.0057
D 0.0179 0.0090 0.0047 0.0024 | 0.0077 0.0310 -0.0216 -0.0033
mean | 0.0184 0.0084 0.0046 0.0028 | -0.0057 -0.0009 -0.0004 0.0010
% 0 1 0.0155 0.0095 0.0048 0.0030 | -0.0049 -0.0124 -0.0118 -0.0260
D/2 | 0.0160 0.0104 0.0047 0.0024 | 0.0229 0.0335 0.0030 0.0084
D 0.0169 0.0093 0.0047 0.0023 | 0.0392 -0.0030 0.0061 0.0003
mean | 0.0158 0.0097 0.0051 0.0027 | 0.0081 0.0030 -0.0009 0.0016
1 1 0.0152 0.0089 0.0048 0.0025 | -0.0054 -0.0151 -0.0205 -0.0180
D/2 | 0.0156 0.0095 0.0044 0.0023 | 0.0223 0.0284 0.0064  0.0099
D 0.0163 0.0086 0.0044 0.0022 | 0.0355 0.0000 0.0089 -0.0020
mean | 0.0155 0.0091 0.0048 0.0026 | 0.0069 0.0026 -0.0012 0.0015
% 0 1 0.0182 0.0097 0.0060 0.0025 | 0.0140 0.0301 0.0441 0.0040
D/2 | 0.0187 0.0090 0.0040 0.0027 | 0.0275 -0.0120 -0.0049 0.0148
D 0.0180 0.0088 0.0042 0.0028 | -0.0136 -0.0030 0.0145 0.0196
mean | 0.0183 0.0092 0.0044 0.0028 | -0.0064 -0.0024 0.0045 0.0009
1 1 0.0134 0.0066 0.0051 0.0020 | 0.0191 0.0127 0.0443 0.0121
D/2 | 0.0136 0.0064 0.0032 0.0021 | 0.0235 -0.0019 -0.0097 0.0180
D 0.0132 0.0066 0.0032 0.0020 | -0.0176  0.0141  0.0105 0.0127
mean | 0.0134 0.0067 0.0034 0.0021 | -0.0063 -0.0005 0.0040 0.0003
% 0 1 0.0179 0.0099 0.0047 0.0023 | 0.0352 -0.0178 -0.0187 -0.0104
D/2 | 0.0184 0.0097 0.0047 0.0022 | 0.0422 0.0125 -0.0191 -0.0031
D 0.0169 0.0101 0.0081 0.0031 | 0.0200 -0.0238 -0.0613 0.0310
mean | 0.0171 0.0100 0.0048 0.0025 | 0.0124 -0.0019 -0.0092  0.0004
1 1 0.0115 0.0056 0.0029 0.0012 | 0.0256 0.0024 -0.0224 -0.0086
D/2 | 0.0114 0.0059 0.0024 0.0012 | 0.0236 0.0179 -0.0025 0.0066
D 0.0110 0.0056 0.0044 0.0017 | 0.0150 -0.0093 -0.0446 0.0237
mean | 0.0111 0.0058 0.0027 0.0014 | 0.0093 0.0008 -0.0065 0.0017

Tabla 3.5: Egz (izquierda) y Bg‘;)d (derecha) parap, =1/2,a=0,1.
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3.2.3. Experimento de simulacién 3

El objetivo de este experimento es comprobar el funcionamiento del bootstrap paramétrico en la estima-
cidn de los errores cuadraticos medios del EBLUP de las medias poblacionales en un modelo multivariante
diagonal. En esta simulacién se consideran los valores p, = 0,1/4,1/2,3 /4. El resto de pardmetros son los
mismos que en la simulacién 1; es decir, By =1, B, =1, 051 =2y Gﬁl =4,6411 =1, 6402 = 2. Las variables
auxiliares x;, también se generan de la misma forma que en la simulacién 1. Los pasos del experimento de
simulacién son

1. Repetir I =500 veces (i = 1,...,500)

1.1. Generar una muestra (ygr),xgr)), d=1,....D,r=1,2.

1.2. Caleular 1) = XU+ 1.

1.3. Calcular 6%0,@2 B Y B

1.4. Parad =1,...,D, calcular 12221, usando &2, Bg),, r=1,2. Calcular
A (i i) (0) (i
iy = xR i
i i) a2(0) A2(i i i) A2(i
msey = Gy ,65)) + Gol6i 6)) +2G5(6,.6)

1.5. Repetir B =200 veces (b =1,. )

1.5.1. Generar u™, &) q =1,

2(i)

, ¥ = 1,2 (cf. B-C en Seccidn 1), pero usando G;’ en
lugar de 62,.

1.5.2. Generar una muestra bootstrap (yzgib),xgr)), d=1,....D,r=1,2, del modelo
b
var = xBE g e,
1.5.3. Caleular 1™ = xOBY 4 ®)
1.5.4. Calcular GW( ") a partir de 62,, reemplazando convenientemente los elementos de la muestra

bootstrap.

1.5.5. Calcular Bg(,"”) y fiz(rih), r=1,2; es decir, las versiones bootstrap de BBr y ﬁEr respectivamen-

te. Se calculan usando Vg) ey d( b) para el calculo de BB +(ib) y V*(lb) (ib)

B
i — #(ib) . *(ib) 524(ib) | @(ib)
1.5.6. Parad =1,...,Dyr=1,2,calcular iy, 'y i, ,a partir de Gur y BB , Gur BEr ,

para el célculo de

respectivamente.
1.5.7. Parad =1,...,D, calcular

*(ib i) p*(ib) ~x(ib ~x(ib (ib) ~x(ib
XU iy ) =X

=

1.5.8. Parad =1,...,D, calcular

5*(ib) i (A*(z’b) *(ib))’ 8*(1‘1)) _ (A*(ib) *(ib))’ 8*(ib) . (A*(ib) A*(ib))'

Ed = \Mgq —Hgq Bd Hpq  —Hpg EBd = \Hpq  —Hpy
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1.6 Parad =1,...,D, calcular

. B
mse;l(z) _ é Z 82(0’,”) 5
b=1

(i i) A20i A2 U & aib) (it

mse; W= G(uz(cu()) +G2d(l)(0u()) +§ Z SE(Bd)SE(Bd)t
b=1

*3(i i 1 B A2 (ib A2 (ib

mse,’ = 2(6{j(60") + e - 5 Y [Gi(r )+ Ga(er ™)

>
I
—_

B
+ Z, EBd EBd .

2. Salida:

1 : i *{ 1 ! *L(i
msedzlgimsey, mse, :I;msed(l), {=1,2,3.

3. Leer los MSE,, obtenidos en la simulacién 1 para el caso p, = % y hacer

1 ; 1d
B, = YZ(msegr)r—MSEd,r), Bl = =Y (mse;) —MSEy,,), €=1,2,3,r=1,.2,
i=1 i—=1
0 Iy (@) 2 ly £(i) 2
E;, = Yzi(msedrr—MSEd,,) ;. EX = Yz{(msedrr —MSEz,)", (=1,23,r=1,2,
1= 1=
0 I ¢ ¢
B, = D Z drr B* - Z Bdrrﬂ E Z Edrrv - Z Edrrv £=1,2,3r=1,2.
d=1
D | Ej Ej| Eif  ER Ep,  E; Ep B

50 | 0.00345 0.00783 0.00367 0.00346 | 0.01328 0.03119 0.01477 0.01337

100 | 0.00172 0.00581 0.00185 0.00172 | 0.00755 0.02392 0.00805 0.00768

200 | 0.00083 0.00484 0.00085 0.00083 | 0.00390 0.02002 0.00394 0.00393

400 | 0.00051 0.00447 0.00051 0.00051 | 0.00202 0.01801 0.00206 0.00201
Tabla3.6: EQ, EX', ¢ =1,2,3,r=1,2.

rrs “Zrro

D | B Bij Bit Bii BY, B3 B33 B3

50 | 0.00812 -0.00495 -0.00520 0.00853 | 0.00503 -0.02131 -0.02184 0.00588

100 | -0.00233 -0.00825 -0.00895 -0.00205 | -0.00130 -0.01528 -0.01463 -0.00068

200 | 0.00148 -0.00193 -0.00182 0.00157 | 0.00469 -0.00166 -0.00186 0.00482

400 | -0.00013 -0.00175 -0.00177 -0.00004 | -0.00147 -0.00465 -0.00478 -0.00108
Tabla3.7: B, B, 0 =1,2,3, r=1,2.

rr> 2rrs
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Figura 3.5: Diagrama de cajas de mseg,,’s, msed;;}r’s, msedzjfr’s y msed[’;;’r para D = 100.

La primera columna de la tabla 3.6 da el ntimero de 4reas consideradas en la simulacion; es decir, D = 50,
D =100, D =200 y D = 400. Las cuatro columnas siguientes muestran el error cuadritico medio de los
estimadores msed, msed*', msed*?> y msed*® para fiz;, donde el valor teérico considerado es el obtenido en
la simulacién 1. Las cuatro columnas siguientes presentan lo mismo, pero esta vez para el estimador fi;;. La
disposicién de las columnas en la tabla 3.7 es la misma pero esta vez para el sesgo.

En la tabla 3.6 se observa que el estimador msed*! produce los mayores errores y los estimadores msed
y msed*> los menores. Asimismo se observa que el error disminuye de forma considerable en los cuatro
estimadores al aumentar el nimero de dreas consideradas. En la tabla 3.7 se observa que los sesgos para los
estimadores msed*' y msed*? son negativos, lo cual no resulta nada sorprendente, ya que les afecta que el
valor esperado del término G (8) es de forma aproximada G, (0) — G3(8).

La figura 3.5 contiene los diagramas de cajas de los cuatro estimadores considerados. Se observa que
las distribuciones de msed, msed*?> y msed*> son mejores que la de msed*!. También se nota la presencia de
sesgo negativo para los estimadores msed*' y msed*?.
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Modelo AR(1)

4.1. Definicion del modelo

En el trabajo de Rao-Yu (1994), y posteriormente en el de Esteban et al. (2012), se estudia un modelo
lineal mixto donde los efectos aleatorios se distribuyen segtin un proceso AR(1). En ambos trabajos se
realiza un enfoque temporal, es decir, en cada una de las areas pequeifias consideradas se estudia una variable
objetivo en varios instantes de tiempo. En este capitulo se estudia un modelo lineal mixto, donde los efectos
aleatorios asociados a las dreas se distribuyen segin un proceso AR(1). El modelo de este capitulo, ademads
del enfoque temporal, admite el enfoque multivariante; es decir, en cada drea se consideran R variables que
tienen asociados efectos aleatorios con correlacién de tipo AR(1). El enfoque temporal sigue siendo vélido
si por cada drea existe una tnica variable medida en R instantes de tiempo. En este tltimo caso los efectos
aleatorios tienen correlacion temporal AR(1).

El modelo lineal multivariante mixto, que se denominaréd modelo AR(1), es
y=XP+Zu+e=XB+Ziu;+---+Zpup+e, 4.1

donde e,uy,...,up son independientes con distribuciones e ~ N(0,V,), u ~ N(0,V,), y ug ~ N(0,V ,4),

d=1,...,D. Se supone que V, es una matriz conocida y que
1 P R—1
1 p 1 pr?
Vid =6,24(p), Qu(p) = —p? . :
pR=1 pR-2 1

En la notacién del capitulo 2 se tiene que el nimero de componentes de la varianza es m = 2 y el vector de
componentes es 8 = (01,0,), donde 8; =62y 6, = p.

47



48 Modelo AR(1)

Las derivadas de la matriz V,,4 respecto de los pardmetros de varianza aparecen en los vectores y matrices,
S(6) y F(8), de la ecuacion de actualizacién del algoritmo Fisher-scoring para el cdlculo del estimador
REML de 6. Las derivadas son

av oV vV v
Vi=x—=-——> = diag (Q . Vy==——=— =o0> diag (&, (p)),
1 891 acg 1§1da§gD( d(p)) 2 892 ap GulgldaggD( d(p))
donde
0 1 o (R—1)pR2
1 1 0 - (R=2)pR7? 2p
/ o _
aP) =775 : : ' 2 2alP):
(R—1)pf2 (R=2)p% - 0

La distribucién asintética de los estimadores REML de 6 es & ~ N,(8, F~'(8)). Por tanto, la distribucién
asintética de p es
p~N(p,v2) (4.2)

donde Vv, es el elemento correspondiente de la matriz F~!(8). La distribucién (4.2) se puede usar para
comprobar la no nulidad del pardmetro de correlacién mediante el contraste de la hip6tesis Hp : p = 0. Si el
nivel de significacién se fija en o, entonces se tiene que se rechaza Hy si

A

I:A) ¢ (_Zoc/27zoc/2)-
V22

4.2. Experimentos de simulacion

Para estudiar empiricamente el comportamiento de los algoritmos de ajuste y de los procedimientos de
estimacion del error cuadritico medio de los EBLUPs, en esta seccién se presentan tres experimentos de
simulacién. En las simulaciones se compara el modelo (4.1) con el modelo con errores e, independientes.
Este dltimo modelo prescinde de toda estructura multivariante y equivale a aplicar por separado R modelos
Fay-Herriot; es decir, uno por cada componente r, r = 1,...,R.

En las simulaciones, se ha programado un modelo AR(1) bivariante (R = 2) cuyas caracteristicas se
describen en lo que sigue.

La matriz de covarianzas del vector u, es

1 1 1
Vud:(fiﬂd(p), Qd(p) ( P >7 65:27 pzi

T 1-p2 p 1

Las componentes del vector e, verifican var(ey;) = 1, var(egn) =2y corr(eg1,eq2) = pe. Por tanto, la matriz
de covarianzas del vector ¢, es

0411 G412
Vea = , Og11 =1, 0420 =2, G412 = 0u21 = Pe/Od110422-

0421 ©Oy22
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(1) )

y la matriz de covarianzas del vector y, es

2

c 1 c, o

vV, = Vud+ved:l “ p n dil Od12
P\ p 1 Ca21 Oa2

Wl Wloo
W[oo W&

Finalmente, la matriz de covarianzas del vector y es

11 4
V = diag 3 3T Pev2 .
1<asp \ §4pevV2 ¥

Las derivadas parciales que se utilizan en el algoritmo de Fisher-scoring son

Vi= diag (Va1) y V2= diag (Va),
1<d<D 1<d<D

dl - 865 - 1_p2 p 1 I

V., 2 1 1 0 1
Voo = Vd:Gﬁ P 3 i -Q—Gi 3 g
ap (1—p2)° \ p 1 I-p>\ 1 0
Puesto que 62 =2y p = 1/2, se tiene que
avud _% %
) y Vo= 3 =< AP
2 2

e\%
Vg = ud _
Los valores de los pardmetros de regresién son B; = 1, Po = 1. Para estimar los pardmetros 62 y p

donde

[SSSIIEN
Wl W

o 2
062

mediante el algoritmo Fisher-scoring se utilizan como valores iniciales (semillas) los verdaderos valores; es
O _1
decir, 6, =2y p=3.

Como se van a realizar comparaciones entre el modelo multivariante y los modelos univariantes margi-
nales, a continuacién se da la descripcion de tales modelos asi como los pardmetros que intervienen en los
mismos. Los modelos univariantes son

ydr:deBr+udr+edrv dzla"'7D7 1’21,2,

2
donde uy, ~ N(0, 1%2) y eqr ~ N(0, Gfm) son independientes. Los pardmetros de los modelos univariantes

son los mismos que se usan en el modelo multivariante AR(1); es decir, By =1, B =1,62=2,p = 1

2 bl
Ggi1 =1y Gan =2.
Para ambos modelos se utilizan las variables explicativas

12 1/2
xd1=H1+GX]/1Ud1, xdzz.uz-kcxéz(pde1+(1—p§)1/2Ud2), d=1,...,D,

donde py = = 10,051 = 1,050 =2,p, =05y Uy, = 42+ 5, r=1,2,d=1,...,D.
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4.2.1. Experimento de simulacién 1

El objetivo de este experimento es investigar empiricamente la pérdida de eficiencia en las estimaciones
cuando no se tiene en cuenta la naturaleza multivariante de los datos. Nos interesa estudiar lo que ocurre
cuando se asume incorrectamente los modelos marginales independientes, en lugar del modelo multivariante
subyacente. Para ello, se simulan los datos o bien del modelo multivariante o bien del modelo con p, =p =0,
se estiman los pardmetros y se calculan los EBLUP de ambos modelos. Hay dos conjuntos de pardmetros
estimados y EBLUP calculados. Segtin sea el caso, un conjunto se obtiene bajo el modelo correcto y otro
bajo el modelo incorrecto. Cabe esperar que los mejores resultados se obtengan siempre cuando se usan
los estimadores correspondientes al modelo correcto. El experimento consiste en calcular por simulacién
Monte Carlo los sesgos y errores cuadraticos medios empiricos (BIAS y MSE) de los estimadores de los
parametros y de los EBLUP.

Los datos se simulan del modelo multivariante (4.1). Se consideran los casos: (1) p. =0,p =0, (2)
Pe=1/2.p=0,3)p.=0,p=1/2y(4) p.=1/2,p=1/2. Enel caso 1, los datos se simulan del modelo
producto de modelos marginales, pero restringido a Gﬁl = 632. Los pasos de la simulacién son

1. Repetir I = 10* veces (i=1,...,I)

1.1. Generar una muestra (yg,,X4,),d =1,...,D,r =1,2.

52(:0) 52(0.0) 1) 4 A2(i1) A
1.2. Calcular {BE1 ,BEz ; ull l g {BEll ,BEZ &2 pliny y {ud ,,ud D1, donde los su-
perindices “0” y “1” se usan para denotar los estimadores y EBLUPs calculados asumiendo el

modelo producto de marginales (a = 0) o el modelo multivariante AR(1) (@ = 1). El modelo

a = 0 no asume la igualdad 6%0) = 65&0).

2. Salida: Para todo T € {[320),[350),0%0),63{(20), BSU, Bgl),ci(l), p}, calcular

1 1¢
MSE (%) = ; Y #9—1)%, BIAS(% = PG
j i=1

I
—_

. ! . .
(" — i, BIAS = 5 Y (0" —tyy”), d=1,D/2,D,r =1,2,a=0,1.
1 i=1

N =
["J~

MSE,;; =

i

La tabla 4.1 presenta los errores cuadraticos medios y los sesgos empiricos de los estimadores REML de
los pardmetros de los dos modelos considerados. La tabla estd ordenada por columnas y filas. La primera co-
lumna sefiala el caso que se estd considerando (modelo que genera los datos), la segunda columna especifica
el estimador del pardmetro del modelo, las cuatro columnas siguientes muestran el error cuadritico medio
y las cuatro tltimas el sesgo. Cada uno de los dos grupos de cuatro columnas que se acaban de nombrar se
corresponde con un valor distinto del nimero de areas; es decir, D = 50,100,200,400. Las filas se dispo-
nen en grupos de ocho, un grupo para cada caso. En el primer caso, los datos se simulan del modelo con
p =p. = 0. En los casos 2, 3 y 4 los datos se generan del modelo multivariante con p > 0 o p, > 0. Dentro
de cada caso, las cuatro primeras filas se corresponden con las estimaciones basadas en el modelo producto
de univariantes (a = 0) y las cuatro tltimas con las estimaciones basadas en el modelo multivariante (a = 1).



4.2 Experimentos de simulacion 51

La tabla 4.1 muestra que los errores cuadriticos medios y sesgos de B g1 Y BE2 son basicamente iguales
para las estimaciones que se hacen asumiendo los modelos a = 0 o a = 1, independientemente del caso que
se esté considerando en la simulacién de los datos. Para los estimadores de las varianzas y del pardmetro de
correlacion, p, se observa que sus errores cuadraticos medios son siempre menores cuando se asume el mo-
delo multivariante (@ = 1). Esto ocurre incluso en el primer caso, donde los datos se generan de un modelo
producto de marginales. Este resultado no contradice la intuicién, pues el modelo correcto es el modelo (4.1)
con pardmetros p =p, =0y Gil = 52 = 62, mientras que el modelo a = 0 es el producto de dos modelos
marginales independientes con Gil #* 652. De hecho, el modelo @ = 0 no es un caso particular del modelo
(4.1). Asi pues, el el caso 1 se puede afirmar que ambos modelos son incorrectos por estar sobreparametri-
zados. El modelo producto de univariantes (a = 0) ignora la restriccién Gﬁl = 652 y el multivariante (a = 1)
hace caso omiso de la restriccién p = p, = 0 . Por todo ello, se observa que el error cuadritico medio en
el modelo a = 1 es menor, pues la estimacion del pardmetro p realiza cierta correccion sobre el pardmetro
62 que no se tienen en cuenta en el modelo a = 0. La diferencia apuntada también se aprecia, con mayores
motivos, en el resto de casos. Sobre los sesgos se puede decir, a la vista de las tablas, que tienden a ser

mayores en el modelo a = 1 en todos los casos considerados.

Las tablas 4.2 y 4.3 presentan los errores cuadraticos medios y los sesgos, MSEL(iQ y BIASg?r, a=0,1,de
los EBLUPS de las medias de las componentes r = 1 y r = 2 respectivamente. En ambas tablas, las columnas
se disponen de forma andloga a la tabla 4.1. La diferencia esta en la segunda columna donde aparecen los
valores de las dreas consideradas, d =1, d = D/2y d = D, y el valor medio a lo largo de ellas. El resto
de columnas estd estructurado de la misma forma que en la tabla 4.1, pero el error cuadratico medio y el
sesgo son de los estimadores fi;; en la tabla 4.2 y fiz; en la tabla 4.3. En las tablas 4.2 y 4.3 se observa en
el primer caso (p. = 0,p = 0) que los errores cuadraticos medios de los estimadores de fi;; y fi;> apenas se
diferencian en ambos modelos; en los casos 2 y 3 la diferencia que se aprecia es considerable y en el caso 4
se aprecia diferencia, pero en menor grado comparado con los dos casos anteriores.

La figura 4.1 muestra las gréficas de los valores de MSE(ga) a=0,1,r=1,2,d=1,...,D,D=100. La

rr’
figura esta divida en cuatro partes y tiene una disposicién en forma de tabla con dos filas y dos columnas.

La primera y segunda fila presentan los valores de MSE[(;;Z para r = 1 y r = 2 respectivamente. La primera

)

r

y segunda columna presentan los valores de MSE((;; cuando los datos se generan del modelo teniendo en
cuenta los casos primero (p, = 0,p = 0) y tercero (p, = 0, p = 1/2) respectivamente. Cada una de las cuatro
sub-figuras muestran los valores de MSE[(;;z paraa =0y a=1. En lafigura 4.1 se observa que la diferencia
de los errores cuadraticos medios entre el modelo producto de univariantes (a = 0) y el modelo multivariante
(a =1) cuando p, cambia de 0 a % es bastante pronunciada. También hay que destacar que si los datos se
generan del modelo a = 0 con p, = 0, entonces no se aprecia un aumento del error cuadrético medio al

utilizar el modelo sobre-parametrizado a = 1.

La figura 4.2 muestra las graficas de los valores de BIASL(fr)r, a=0,1,r=1,2,d=1,...,D,D=100. La
figura estd estructurada de la misma forma que la figura 4.1. En la figura 4.2 se observa una leve diferencia
en los sesgos de los modelos @ =0y @ = 1 cuando p, cambia de 0 a % También hay que destacar que si
los datos se generan del modelo @ = 0 con p, = 0, entonces no se aprecia un aumento de sesgo al utilizar el

modelo sobre-parametrizado a = 1.
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MSE BIAS

(Pe,p) | D 50 100 200 400 50 100 200 400

0,0) | B2 | 0.00061 0.00031 0.00016 0.00008 | 0.00003 0.00002 0.00006 -0.00004
BY) 1 0.00076 0.00038 0.00019 0.00010 | -0.00020  0.00015 -0.00022 -0.00006
62”1 036230 0.18075 0.08987 0.04586 | 0.00236 -0.00394 0.00177  0.00105
62" | 065777 032322 0.16432 0.08074 | 0.01287 -0.00554  0.00591  0.00015

~2(0)

Bg]) 0.00061 0.00031 0.00016 0.00008 | 0.00003 0.00002 0.00006 -0.00004
figz) 0.00076  0.00038 0.00019 0.00010 | -0.00021  0.00015 -0.00022 -0.00006
65(1) 0.26669 0.12858 0.06092 0.02964 | -0.11491 -0.06443 -0.02698 -0.01421
f)(l) 0.06366 0.03087 0.01534 0.00751 | -0.00047  0.00029 0.00219 -0.00078

(1,0) | BY | 0.00063 0.00032 0.00015 0.00008 | 0.00013 0.00016 0.00006 -0.00010
B | 0.00077 0.00038 0.00019 0.00009 | 0.00037 0.00001  0.00021 -0.00006
52" | 036308 0.18262 0.08983 0.04499 | -0.00300  0.00359 -0.00412 -0.00610
62 | 065263 032245 0.15882 0.08105 | 0.00531  0.00011 -0.00150 -0.00041

~2(0)
Sgl) 0.00063 0.00032 0.00015 0.00008 | 0.00013 0.00016  0.00006 -0.00010
Agz) 0.00076  0.00038 0.00019 0.00009 | 0.00037 0.00001 0.00021 -0.00006
(o 0.28601 0.13318 0.06263 0.03103 | -0.12294 -0.05988 -0.03527 -0.01939
f)(l) 0.06796 0.03249 0.01640 0.00777 | -0.02134 -0.01221 -0.00724 -0.00553

Sg)l) 0.00077 0.00038 0.00019 0.00009 | -0.00013  0.00011 -0.00042 -0.00008
Ag)z) 0.00089 0.00044 0.00022 0.00011 | 0.00001 -0.00008 -0.00011 -0.00003
G %0) 0.54270 0.27436 0.13581 0.06766 | -0.02254 -0.00196 -0.00011 -0.00063
G, | 0.87959 0.42655 0.22152 0.10953 | 0.00066 -0.00998  0.00461 -0.00355

~2(0)
Bgl) 0.00077 0.00038 0.00019 0.00009 | -0.00012  0.00011 -0.00042 -0.00008
[3‘(;2) 0.00089 0.00044 0.00022 0.00011 | 0.00004 -0.00008 -0.00011 -0.00003
65(]) 0.40765 0.20745 0.10464 0.05038 | -0.09783 -0.05323 -0.02293 -0.01242
ﬁ(l) 0.03771 0.01858 0.00921 0.00430 | -0.00692 -0.00162 -0.00108 -0.00062

[31(901) 0.00075 0.00037 0.00019 0.00009 | 0.00047 -0.00026 -0.00005 0.00002
3292) 0.00089 0.00045 0.00023 0.00011 | 0.00030 -0.00014  0.00009 -0.00011
520 1 055375  0.27216 0.13499 0.06627 | 0.00436 -0.00471 0.00167  0.00052
G, | 0.89180 0.44946 0.22126 0.11081 | 0.00659  0.00007  0.00217  0.00059

—
=
=
S—

61(;1) 0.00075 0.00037 0.00019 0.00009 | 0.00047 -0.00026 -0.00005 0.00002
Bgz) 0.00089 0.00045 0.00023 0.00011 | 0.00030 -0.00014  0.00009 -0.00011
65(1) 0.25160 0.12228 0.06173 0.03027 | -0.07514 -0.03698 -0.01765 -0.00847

pt) 1 0.03068 0.01481 0.00717 0.00347 | -0.01605 -0.01014 -0.00420 -0.00224

Tabla 4.1: MSE (izquierda) y BIAS (derecha) para p, = 1/2.
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MSE BIAS
(Pe,p) d 50 100 200 400 50 100 200 400
(0,0) 1| 06845 06747 0.6710 0.6683 | 0.0031 0.0053 -0.0101 0.0004
D/2 | 0.6858 0.6931 0.6664 0.6744 | -0.0028 -0.0033  0.0184 -0.0070
D | 0.6966 0.6677 0.6713 0.6784 | -0.0044 0.0051 0.0081 0.0026
mean | 0.6879 0.6768 0.6720 0.6696 | 0.0007 -0.0011 -0.0012 -0.0005
106853 06753 0.6706 0.6690 | 0.0046 0.0062 -0.0095 0.0010
D/2 | 0.6886 0.6957 0.6674 0.6750 | -0.0030 -0.0024 0.0183 -0.0066
D | 06993 06687 06713 0.6785 | -0.0061 0.0050 0.0085  0.0019
mean | 0.6896 0.6778 0.6727 0.6698 | 0.0007 -0.0011 -0.0012 -0.0005
(1,0) 1 | 06872 06986 0.6769 0.6677 | 0.0070 -0.0070 0.0027  0.0031
D/2 | 0.6980 0.6851 0.6754 0.6686 | 0.0074 0.0045 0.0089 -0.0101
D | 0.6819 0.6704 0.6540 0.6689 | -0.0078 0.0126 0.0168 -0.0054
mean | 0.6898 0.6770 0.6719 0.6695 | 0.0004 0.0017 -0.0002 -0.0002
106301 06349 06154 06179 | 0.0027 -0.0077 0.0009 0.0016
D/2 | 0.6420 0.6234 0.6176 0.6143 | 0.0084 0.0040 0.0081 -0.0121
D | 06336 06110 05991 06154 | -0.0071 0.0123 0.0164 -0.0009
mean | 0.6340 0.6209 0.6148 0.6125 | 0.0004 0.0017 -0.0002 -0.0002
(0,4 1 07608 07278 0.7416 0.7310 | -0.0036 0.0044 -0.0145 -0.0076
D/2 | 07579 07216 0.7223 0.7254 | -0.0023  0.0002 0.0093  0.0014
D | 07592 07280 0.7440 0.7388 | -0.0013 -0.0117 0.0021 -0.0019
mean | 0.7500 07336 0.7320 0.7295 | -0.0020 -0.0027 -0.0006 -0.0005
107243 06999 07064 0.7070 | -0.0019  0.0020 -0.0148 -0.0059
D/2 | 07313 0.6971 0.6879 0.7001 | -0.0037 -0.0017 0.0107  0.0015
D | 07315 06993 07151 0.7035 | -0.0017 -0.0070 0.0045 -0.0017
mean | 0.7173 07042 0.7014 0.6984 | -0.0020 -0.0027 -0.0006 -0.0005
(L, 1) 1 07417 07565 0.7286 0.7273 | 0.0026 -0.0033 -0.0006 0.0058
D/2 | 07382 07283 0.7570 0.7217 | -0.0018  0.0033 -0.0032 -0.0002
D | 07445 07484 07344 0.7264 | -0.0026 -0.0076 0.0259 -0.0041
mean | 0.7457 0.7366 0.7311 0.7285 | 0.0020 -0.0010  0.0013 -0.0003
107370 07490 0.7207 0.7229 | 0.0023 -0.0021 -0.0003 0.0081
D/2 | 07325 07202 0.7507 0.7150 | -0.0036  0.0024 -0.0033 -0.0004
D | 07348 07429 07282 0.7221 | -0.0027 -0.0070 0.0277 -0.0043
mean | 0.7393 07309 0.7248 0.7223 | 0.0020 -0.0010  0.0013 -0.0003

Tabla 4.2: MSEI(?L (izquierda) y BIAS ﬁ)d (derecha) parap, =1/2,a=0,1.
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MSE BIAS

(Pesp) |a  d 50 100 200 400 50 100 200 400
(0,00 |0 1 |1.0501 1.0425 1.0229 1.0130 | -0.0040 0.0115 0.0158 0.0186
D/2 | 1.0567 1.0192 1.0087 1.0052 | -0.0050 -0.0009 -0.0134 -0.0143

D | 10676 1.0235 1.0013 1.0131 | -0.0252 0.0078 -0.0024  0.0007

mean | 1.0604 1.0309 1.0147 1.0077 | -0.0009  0.0016 -0.0011  0.0001

11 | 1.0484 1.0406 1.0229 1.0120 | -0.0041 0.0119 0.0151 0.0175

D/2 | 1.0492 1.0181 1.0077 1.0071 | -0.0016 -0.0018 -0.0129 -0.0145

D | 1.0571 1.0220 09993 1.0114 | -0.0222  0.0067 -0.0034  0.0012

mean | 1.0547 1.0277 1.0130 1.0070 | -0.0010  0.0016 -0.0012  0.0001

(3,00 |0 1 | 1.0691 1.0427 1.0060 0.9943 | 0.0062 0.0128 0.0143  0.0018
D/2 | 1.0661 1.0191 1.0079 1.0023 | 0.0032 -0.0114 -0.0037 -0.0072

D | 1.0587 1.0033 1.0261 1.0507 | 0.0104 0.0098 -0.0152 -0.0052

mean | 1.0619 1.0307 1.0157 1.0083 | 0.0029 -0.0007 0.0011 -0.0005

11 | 10179 10063 0.9617 0.9548 | 0.0031 0.0096 0.0147 0.0018

D/2 | 1.0321 09676 0.9729 0.9585 | 0.0001 -0.0105 -0.0043 -0.0102

D 09999 0.9537 09767 0.9982 | 0.0107 0.0094 -0.0142 -0.0048

mean | 1.0127 0.9855 0.9721 0.9646 | 0.0029 -0.0007  0.0011 -0.0005

(0,3) |0 1 | 11793 1.1647 1.1611 1.1576 | 0.0129 0.0081 -0.0081  0.0230
D/2 | 12122 11542 1.1390 1.1272 | -0.0133  0.0050 -0.0054  0.0017

D | 1.1934 1.1506 1.1787 1.1418 | 0.0033 -0.0056 -0.0015 -0.0127

mean | 1.2005 1.1668 1.1575 1.1501 | 0.0005 -0.0019  0.0006 -0.0009

11 | 10824 10742 1.0586 1.0573 | 0.0071 0.0071 -0.0094 0.0235

D/2 | 1.1081 1.0486 1.0460 1.0373 | -0.0095 0.0108  0.0002 -0.0027

D | 10889 1.0581 1.0785 1.0497 | 0.0065 -0.0033 0.0013 -0.0099

mean | 1.0960 1.0687 1.0580 1.0507 | 0.0008 -0.0019  0.0006 -0.0009

(5.3) |0 1 |1.189%6 1.1667 1.1708 1.1428 | 0.0010 -0.0031 0.0117 0.0016
D/2 | 1.1806 1.1730 1.1923 1.1227 | -0.0212  0.0034 -0.0051 -0.0193

D | 12222 1.1919 1.1554 1.1403 | 0.0163 0.0008 0.0196  0.0046

mean | 1.1962 1.1723  1.1559 1.1491 | 0.0017 -0.0013  0.0012 -0.0009

11 | 11687 11580 1.1610 1.1336 | -0.0035 -0.0035 0.0109  0.0038

D/2 | 1.1504 1.1604 1.1837 1.1156 | -0.0185  0.0054 -0.0049 -0.0190

D | 1.1977 1.1767 1.1455 1.1304 | 0.0155 0.0008  0.0201  0.0030

mean | 1.1787 1.1592 1.1448 1.1386 | 0.0016 -0.0013  0.0012 -0.0009

Tabla 4.3: MSEZ(;L (izquierda) y BIASg;)d (derecha) parap, =1/2,a=0,1.
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4.2.2. Experimento de simulacién 2

El objetivo de este experimento es investigar empiricamente la pérdida de eficiencia en las estimaciones
cuando no se tiene en cuenta la naturaleza multivariante de los datos. Para ello se simulan los datos o bien
del modelo multivariante o bien del modelo producto de marginales restringido a 531 = 652, se estiman los
parametros y se calculan los EBLUP de ambos modelos. El experimento consiste en calcular por simulacion
Monte Carlo los sesgos y errores cuadraticos medios empiricos (B y E) de los estimadores analiticos (2.8)
en la estimacion de los errores cuadriticos medios del EBLUP de ;-

En esta simulacién se consideran los casos: (1) p, =0,p=0,(2) p.=1/2,p=0,3) p.=0,p=1/2y
(4)p,=1/2,p=1/2.Enel caso 1 los datos se simulan del modelo producto de modelos marginales, pero
restringido a GLZH = 052. El resto de pardmetros son los mismos que en la simulacién 1; es decir, B; = 1,
Bz =1, G ul = =2 y G
forma que en la simulacion 1.

w1 =4,0411 =1, 6420 = 2. Las variables auxiliares x,, también se generan de la misma

Los pasos del experimento de simulacién son

1. Repetir I =500 veces (i =1,...,500)

1.1. Generar una muestra (ygr),xgg) d& .Y D% =8

(:0) 52(:0) £2(:.0) 1) A2(i,1) A(;
1.2. Caleular (B, By 60 605 ), (B Bl 6u " pe)).
1.3. Parad:l,...,D,a:Lz,r:1’27 calcular

ia i,a) plia) ia) aia) i.a) ,Alia)
msegirr) - ggdrl(e ) +ggdr2’(6 ) + 2ggdr>r(e )7

donde 8" — (6200 210y 5D (6200 5

ul  2Yu2 ’

(i-,l))_

2. Leer los valores MSEC(;Z obtenidos en la simulacion 1.

3. Salida:

1 1

drr - Z msedrr MSE}I?b’ Ec(iii)’ =
i=1

(msel™ — MSE\)? r=1,2,a=0,1.

~| =
.MN

Il
—

l

Las tablas 4.4 y 4.5 presentan los errores cuadraticos medios y los sesgos, Eé a) y Bfir)r, a=20,1, de los
estimadores del error cuadritico medio de los EBLUP de las medias de las componentes r =1y r =2
respectivamente. Las tablas estds ordenadas por columnas y filas. La primera columna apunta cada uno de
los modelos que generan los datos, la segunda columna especifica el modelo producto de univariantes (a = 0)
o multivariante (¢ = 1) bajo el cual se calcula el EBLUP, la tercera columna sefiala el &read = 1, d = D/2,
d = Dy el valor medio de todas las 4reas, las cuatro columnas siguientes muestran el error cuadratico medio
Ez(ir})" las cuatro udltimas el sesgo BEdr)r Cada uno de los dos grupos de cuatro columnas que se acaban de
nombrar se corresponde con un valor distinto del nimero de dreas; es decir, D = 50, 100,200,400. Las filas
se disponen en grupos de ocho, un grupo para cada uno de los casos que se estan considerando. En el primer

caso, los datos se simulan del modelo con p = p, = 0, mientras que en los casos 2, 3 y 4 los datos se generan
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del modelo multivariante con p # 0 o p, # 0. Dentro de cada grupo, las cuatro primeras filas se corresponden
con las estimaciones para el modelo a = 0 y las cuatro ltimas con las estimaciones para el modelo a = 1.

En las tablas 4.4 y 4.5 se observa, en el primer caso (p, = 0,p = 0), unos errores cuadraticos medios
menores para el modelo a = 1. Eso se debe a que el modelo multivariante @ = 1 es menos incorrecto que el
modelo producto de univariantes a = 0. En los casos tercero y cuarto se observan unos errores cuadriticos
medios menores para el modelo multivariante. En el caso segundo de la tabla 4.4 se aprecian unos errores
cuadréticos medios menores para el modelo a = 0. En ambas tablas no se aprecian diferencias significativas
en los sesgos.

En la figura 4.3 se vuelve a observar lo mismo que se ha apuntado en el parrafo anterior. Cabe afiadir,
para el caso D = 100, que se observa con claridad en el grifico 4.4 que los sesgos para el modelo a =0
aumentan cuando se cambia del caso primero al caso tercero.

La figura 4.3 muestra las graficas los valores de E[(frlz a=0,1,r=12,d=1,...,D, D=100. La
figura esta divida en cuatro partes y tiene una disposicién en forma de tabla con dos filas y dos columnas.
. (a) _ _ . .

La primera y segunda fila presentan los valores de E,,, para r = 1 y r = 2 respectivamente. Las primera
y segunda columna presentan los valores de EL(;;Z cuando los datos se generan del modelo definido por los
casos 1 y 3 respectivamente. Cada una de las cuatro sub-figuras muestran los valores de E[(;;Z paraa=0y

a=1.

En la figura 4.3 se observa que la diferencia de los errores cuadriticos medios entre los modelos a =0y
a =1, cuando p, cambia del caso 1 al caso 3, es bastante pronunciada. También hay que destacar que si los
datos se generan del modelo a = 0 con p, = 0, entonces se aprecia un aumento del error cuadritico medio

de msef;;) al utilizar el modelo a = 1, siendo la diferencia mayor para la segunda variable del modelo.

La figura 4.4 grafica los valores de Bfl“r)r, a=0,1,r=1,2,d=1,...,D, D =100. Esta figura esta
estructurada de la misma forma que la figura 4.1. En Ia figura 4.4 se observa una leve diferencia en los
sesgos de los modelos a =0y a = 1 cuando se cambia del caso 1 al caso 3. También hay que destacar que
si los datos se generan del modelo definido por el caso 1, entonces no se aprecia un aumento de sesgo al

utilizar el modelo sobre-parametrizado a = 1.
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B
(Pe,p) | @ d 50 100 200 400 50 100 200 400
(0,0) [ O 1 0.0047 0.0022 0.0011 0.0005 | 0.0049 -0.0002 -0.0001 0.0004
D/2 | 0.0047 0.0026 0.0011 0.0005 | 0.0042 -0.0183 0.0047 -0.0056
D 0.0047 0.0023 0.0011 0.0006 | -0.0059 0.0075 0.0000 -0.0096
mean | 0.0048 0.0023 0.0012 0.0006 | 0.0021 -0.0019 -0.0010 -0.0008
1 1 0.0048 0.0029 0.0013 0.0007 | 0.0003 0.0050 -0.0008 -0.0001
D/2 | 0.0028 0.0018 0.0007 0.0004 | 0.0024 -0.0208 0.0033 -0.0067
D 0.0029 0.0014 0.0007 0.0004 | -0.0076  0.0065 -0.0004 -0.0102
mean | 0.0029 0.0014 0.0008 0.0004 | 0.0014 -0.0029 -0.0020 -0.0015
(%,O) 0 1 0.0039 0.0021 0.0011 0.0006 | 0.0005 -0.0163 -0.0038 0.0005
D/2 | 0.0040 0.0019 0.0011 0.0006 | -0.0096 -0.0025 -0.0020 -0.0004
D 0.0039 0.0020 0.0014 0.0006 | 0.0072 0.0125 0.0195 -0.0006
mean | 0.0040 0.0020 0.0012 0.0006 | -0.0015 0.0056 0.0015 -0.0013
1 1 0.0038 0.0046 0.0031 0.0015 | 0.0008 0.0101 -0.0113 -0.0010
D/2 | 0.0045 0.0030 0.0015 0.0007 | -0.0011  0.0005 -0.0030 -0.0036
D 0.0045 0.0031 0.0018 0.0007 | 0.0083 0.0134 0.0157 -0.0047
mean | 0.0047 0.0031 0.0016 0.0008 | 0.0070 0.0031 -0.0002 -0.0018
(0, %) 0 1 0.0031 0.0015 0.0009 0.0004 | -0.0160 0.0063 -0.0114 -0.0010
D/2 | 0.0029 0.0017 0.0008 0.0004 | -0.0126 0.0128  0.0079  0.0047
D 0.0030 0.0015 0.0009 0.0005 | -0.0133  0.0066 -0.0136 -0.0086
mean | 0.0030 0.0016 0.0009 0.0005 | -0.0046  0.0008 -0.0018 0.0006
1 1 0.0025 0.0012 0.0007 0.0004 | -0.0085 0.0078 -0.0062 -0.0092
D/2 | 0.0027 0.0013 0.0008 0.0003 | -0.0149 0.0109 0.0124 -0.0022
D 0.0026 0.0012 0.0009 0.0003 | -0.0144 0.0091 -0.0147 -0.0056
mean | 0.0026 0.0012 0.0007 0.0004 | -0.0009 0.0038 -0.0011 -0.0005
(%, %) 0 1 0.0034 0.0018 0.0008 0.0004 | -0.0021 -0.0204 0.0024 0.0014
D/2 | 0.0034 0.0015 0.0014 0.0004 | 0.0019 0.0082 -0.0260 0.0071
D 0.0034 0.0015 0.0008 0.0004 | -0.0038 -0.0117 -0.0032  0.0025
mean | 0.0035 0.0015 0.0009 0.0005 | -0.0056 -0.0002 0.0000 0.0002
1 1 0.0027 0.0017 0.0007 0.0003 | 0.0013 -0.0180 0.0043 -0.0005
D/2 | 0.0027 0.0014 0.0013 0.0004 | 0.0063 0.0110 -0.0255 0.0074
D 0.0027 0.0015 0.0007 0.0003 | 0.0047 -0.0113 -0.0029 0.0004
mean | 0.0028 0.0014 0.0008 0.0004 | -0.0005 0.0003 0.0004 0.0001

Tabla4.4: E 1(‘1121 (izquierda) y Bs‘;)d (derecha) parap, =1/2,a=0,1.
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B
(Pe,p) d 50 100 200 400 50 100 200 400
(0,0) 1 |00373 00194 00106 00050 | 0.0123 -0.0249 -0.0153 -0.0108
D/2 | 0.0370 0.0187 0.0104 0.0049 | 0.0074 -0.0007 -0.0007 -0.0028
D | 00367 00187 00104 0.0050 | -0.0002 -0.0034 0.0075 -0.0103
mean | 0.0372 0.0190 0.0106 0.0051 | 0.0040 -0.0123 -0.0066 -0.0053
1| 00151 00074 0.0035 0.0017 | 0.0087 -0.0208 -0.0132 -0.0080
D/2 | 0.0151 0.0070 0.0034 0.0017 | 0.0096 0.0025 0.0024 -0.0029
D | 00149 00069 00035 0.0017 | 0.0050 0.0002 0.0116 -0.0068
mean | 0.0152 0.0072 0.0036 0.0019 | 0.0044 -0.0070 -0.0028 -0.0028
(1,0) 1100399 00205 00108 0.0053 | 0.0057 -0.0121 0.0006 0.0084
D/2 | 0.0398 0.0204 00108 0.0052 | 0.0104 0.0123 -0.0008  0.0006
D | 00399 00211 00111 0.0075 | 0.0210 0.0297 -0.0182 -0.0473
mean | 0.0401 0.0205 0.0111 0.0055 | 0.0149 0.0008 -0.0086 -0.0053
100191 00125 00061 0.0029 | 0.0086 -0.0150 0.0080 0.0060
D/2 | 0.0189 0.0128 0.0060 0.0028 | -0.0038 0.0245 -0.0028  0.0025
D | 00198 00138 00060 0.0042 | 0.0317 0.0401 -0.0058 -0.0369
mean | 0.0193 0.0125 0.0062 0.0030 | 0.0159 0.0068 -0.0019 -0.0036
(0,4 100269 00145 00069 00037 | 0.0194 0.0070 -0.0062 -0.0140
D/2 | 0.0266 0.0148 0.0072 0.0037 | -0.0123 00182 0.0162 0.0166
D | 00263 00150 00074 0.0035| 0.0094 00232 -0.0228 0.0023
mean | 0.0266 0.0148 0.0072 0.0038 | -0.0002  0.0057 -0.0022 -0.0062
1 |00176 0.0077 0.0043 0.0021 | 0.0133 0.0024 -0.0027 -0.0079
D/2 | 00175 0.0085 0.0044 0.0022 | -0.0109 0.0288 0.0103 0.0123
D | 00174 00081 00047 0.0021 | 0.0115 00208 -0.0215 0.0003
mean | 0.0175 0.0080 0.0045 0.0023 | 0.0016 0.0089 -0.0017 -0.0011
(1,1 100281 00141 00078 0.0040 | 00121 00078 -0.0160 0.0044
D/2 | 0.0284 00141 0.0090 0.0046 | 0.0226 0.0021 -0.0371  0.0247
D | 00279 00142 00076 0.0041 | -0.0162 -0.0154 0.0005 0.0074
mean | 0.0282 0.0144 0.0078 0.0043 | 0.0072 0.0029 -0.0006 -0.0017
100128 00061 00033 00015 | 0.0073 0.0011 -0.0177 0.0037
D/2 | 0.0134 00061 0.0046 0.0019 | 0.0270 -0.0006 -0.0400 0.0218
D | 00129 00063 00030 00015 |-0.0173 -0.0154 -0.0012 0.0074
mean | 0.0130 0.0064 0.0033 0.0017 | -0.0010  0.0008 -0.0011 -0.0011

Tabla 4.5: Egz (izquierda) y Bg‘;)d (derecha) parap, =1/2,a=0,1.



E1, D=100, r=0

I
Y
=]
=3
S
o | B Emogdi 1] x
= x
S

o 20 40 60 80 100

Domains
E2, D=100, r=0

o
S
S
o
©
=
=]
S
S —4— E model O
8 —*— E model 1
g 1% x
S e —%23‘ x I X x X

o 20 40 60 80 100

Domains

Figura 4.3: Ey4,r, paraa = 0,1, r = 1,2, (P,

B1, D=100, r=0

I
=

S

=

=2

S

I~

=]

=3

T

=

=4

=3

T

(o} 20 40 60 80 100
Domains
B2, D=100, r=0

«©

=

< —4A— B model O

—>— B model 1

=

S

S

=

S

S

=

=

<

20

40 60
Domains

100

Figura 4.4: By, paraa =0,1, r = 1,2, (pe,

Modelo AR(1)

E1, D=100, r=0.75

*e]
N
=3
=3
=3 —— E model O
E model 1
o
=
(=3
=3
=
o 20 40 60 80 100
Domains
E2, D=100, r=0.75
o
S
S
=3
©
=
S
S
S —4&— E model O
8 —%— E model 1
=)
=3
S
S

o

20 40 60

Domains

p) = (070)7(07%)a px = %, D= 100

B1, D=100, r=0.75

o~

=

o

[=3

S

o

o~

=

o

T

= —<— B model 1
=

o

T

o 20 40 60 80 100
Domains
B2, D=100, r=0.75

=)

=3

< B model O

B model 1

=

S

S

[=3

S

S

=

<

b

o

40 60
Domains

80 100

p) (0?0)7(07%), Px=%,D= 100.



4.2 Experimentos de simulacion 61

4.2.3. Experimento de simulacién 3

El objetivo de este experimento es comprobar el funcionamiento del bootstrap paramétrico en la estima-
cién de los errores cuadraticos medios del EBLUP de las medias poblacionales en un modelo multivariante
AR(1). En esta simulacion se consideran las correlaciones p, = p = 1/2 del caso 4. Los valores de los
restantes parametros son los mismos que en la simulacion 1; es decir, B; = 1, B =1, (55 =2,0411=1y
G422 = 2. En este apartado se usa la notacién 8 = (8,0,), donde 8; = 65 y 0, = p. Las variables auxiliares
Xgr se generan de la misma forma que en la simulacién 1.

Los pasos del experimento de simulacién son

1. Repetir I =500 veces (i = 1,...,500)
1.1. Generar una muestra (ygg,xgr)) d=1,....D,r=1,2 (cf. A-D en Seccién 1).
1.2. Calcular ,u( [3+1 U, @,
1.3. Calcular 65", pu BEI BEZ'
1.4. Parad = 1,...,D, calcular ﬁg;, usando 65(‘) f)(') ﬁg Calcular

Ai ) al) N(i i i ) N@ . ) i i) 2200) Ali
) =xPBg + 1) msel) =G6i” )+ G607, p) + 265817 p7).
1.5. Repetir B =200 veces (b=1,...,B)

1.5.1. Generar ud(lh), ez(rib), d=1,...,D,r=1,2 (cf. B-C en Seccién 1), pero usando 521

en lugar de 62 y p.

y ﬁ(i)

1.5.2. Generar una muestra bootstrap (yzsib),xgr)), d=1,....D,r=1,2, del modelo

ib
ydi '=x drBRr+ di Y+ d(r .

1.5.3. Calcular ;™) = BE

1.5.4. Calcular 6"
bootstrap.

a partir de ) reemplazando convenientemente los elementos de la muestra

~x(ib *(ib A PN
1.5.5. Calcular B;(,l y BE(: ), las versiones bootstrap Bg, y Bg,, r = 1,2, respectivamente. Calcu-

lados usando Vg) e yz(ib) para el célculo de B;ib), y \A/:l(lb) (ib) para el Célculo de Bz(rib).
1.5.6. Parad =1,...,Dy r = 1,2; calcular uB( b) y ud( Y a partir de v y BBr , o) BEr ,

r=1,2 respectivamente.
1.5.7. Parad =1,...,D, calcular

~x(ib (ib) ~x(ib ~x(ib i) 5 *(ib) ~x(ib
< XOB )y X

1.5.8. Parad =1,...,D, calcular

*(ib ~x(ib
s =

~x(ib *(ib
— (ib) ( ))

8*(1’1)) . o

*(ib ~x(ib ~x(ib
o Opy =gy —Hy 5()_(d()—ﬂ())-

) EBd — M Bd
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1.6 Parad =1,...,D, calcular
*1(i 1 B *
msedl() = — Z SE(db>8 (i)
B =
*2(i i) 50 i) 50 1 &, (ib) o (ib
mse; = Gly(8") + Gy (6 )+§ZSE(BJSE%J
b=1
*3(i i) () A 1 o
mse, V= 2[G§3(9 )+G2d 6 B Y (G +G2 Z i EBdt‘
b=1 b=1
2. Salida:
Iy 0 ()
msedzfigimsed , msed = ste , £=1,2,3.
3. Leer los MSE,,, obtenidos en la simulacién 1 parael caso p =p, = % y hacer
Ly (0 Ly (0
By, = Y;(msedr — MSE,,), B = Y;(msedr —MSE;,), (=1,2,3,r=1,2,
Lyl ) Lyh el >
E), = ;;(msedr —MSEy,,)", Ed,, 1 i:Zl(msedr —~MSEg,,)*, £=1,23,r=1,2,
| 1 &
B?r = 7 Z drr B*z = Z Bdrw T i Z Egrr’ E:r[ - Z Edrra t=1,23,r=1,2.
D= I d=1
E, Efi Eif Ej Ep E; E3} E33
0.00292 0.00863 0.00347 0.00297 | 0.01306 0.02824 0.01502 0.01347
100 | 0.00147 0.00674 0.00160 0.00146 | 0.00621 0.01969 0.00674 0.00618
200 | 0.00077 0.00600 0.00080 0.00077 | 0.00314 0.01635 0.00325 0.00315
400 | 0.00044 0.00567 0.00045 0.00044 | 0.00182 0.01476 0.00185 0.00183
Tabla 4.6: EO, EZf, 0 =1,2,3.
D | B Bii Bii B} B, B3} B33 B33
50 | -0.00240 -0.01591 -0.01542 -0.00164 | 0.00073 -0.03057 -0.03096 0.00139
100 | -0.00184 -0.00790 -0.00808 -0.00164 | -0.00371 -0.01828 -0.01905 -0.00332
200 | -0.00041 -0.00365 -0.00348 -0.00021 | -0.00029 -0.00877 -0.00788 0.00009
400 | 0.00075 -0.00074 -0.00077 0.00070 | -0.00040 -0.00414 -0.00416 -0.00050

Tabla 4.7: B, B*, £ =1,2,3.

rre
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Figura 4.5: Diagrama de cajas de msedg, y mseddrr, (=123, parap,=p=px= %, D =100.

En la tabla 4.6 se apunta en la primera columna el nimero de 4reas consideradas en la simulacion; es
decir, D =50, D =100, D =200 y D = 400. En las cuatro columnas siguientes se muestra el error cuadratico
medio de los estimadores msed, msed*', msed*?> y msed*? del error cuadratico medio de fi;1, donde el valor
tedrico considerado es el obtenido en la simulacién 1. En las cuatro columnas siguientes se muestra lo
mismo, pero esta vez para el estimador fi;,. La disposicion de las columnas en la tabla 4.7 es la misma pero
esta vez para el sesgo.

En la tabla 4.6 se observa que el estimador msed*! produce los mayores errores y el estimador msed*>
los menores. Asimismo se observa que el error disminuye de forma considerable en los cuatro estimadores
al aumentar el nimero de 4reas consideradas. En la tabla 4.7 se observa que los sesgos para los estimadores
msed*! y msed*> son negativos, lo cual era de esperar debido a que les afecta que el valor esperado del
término Gy (@), que es de forma aproximada Gy (8) — G3(8). También se aprecia una presencia mayor del
sesgo negativo en el estimador msed*> posiblemente debida a la naturaleza de la matriz de varianzas de los
efectos aleatorios del modelo, ya que dicha matriz afecta considerablemente a la estimacion del término G3
y consecuentemente a sus correcciones.
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La figura 4.5 contiene los diagramas de cajas de los cuatro estimadores considerados. Se observa que la
distribucién del estimador msed** es mejor que la de los tres restantes. También se nota de forma evidente la
presencia de sesgo negativo para los estimadores msed*! y msed*? y se aprecia una ligera tendencia negativa
para el sesgo del estimador msed*> sobre todo en la primera variable del modelo.

4.2.4. Experimento de simulacion 4

En el presente apartado se realizan una simulacién adicional relacionada con la simulacién 1, en ella se
comparan el modelo multivariante (a = 1) para el caso (p, = 0, p = 0) con el modelo producto de marginales
sin la restriccion 651 = (532 (a = 0); es decir, como en el modelo diagonal que se estudié en el capitulo
segundo. El objetivo de este experimento es comparar la eficiencia de las estimaciones cuando se utiliza el
modelo AR(1) cuando p =0y p. = 0 con la de las estimaciones del modelo producto de marginales que se
deduce del modelo con matriz de varianzas de los efectos diagonal.

Los datos se simulan teniendo en cuenta el modelo producto de marginales del modelo diagonal se
estiman los pardmetros y se calculan los EBLUP de ambos modelos. Hay dos conjuntos de pardmetros
estimados y EBLUP calculados. Segin sea el caso, un conjunto se obtiene bajo el modelo correcto y otro
bajo el modelo incorrecto. Cabe esperar que los mejores resultados se obtengan siempre cuando se usan
los estimadores correspondientes al modelo correcto. El experimento consiste en calcular por simulacién
Monte Carlo los sesgos y errores cuadraticos medios empiricos (BIAS y MSE) de los estimadores de los
pardmetros y de los EBLUP.

Se considera 651 =2, 0‘32 =4,p. =0y p=0. Los valores de los restantes pardimetros son los mismos
que en la simulacién 1; es decir, B =1, =1, Gf, =2,06411 = 1 y 6420 = 2. Las variables auxiliares x;, se
generan de la misma forma que en la simulacién 1.

Los pasos del experimento de simulacién son

1. Repetir I = 10* veces (i=1,...,])

1.1. Generar una muestra (y4,,xgr), d =1,...,D, r = 1,2, del modelo a = 0.
(10) g2(10) &2(.0) A2(i1) (i A (i,0)
1.2. Calcular {BEl , E2),Gul , u2 } {BEl ,BE2 Gl plnyy {,ug' ,,ud } donde los su-
perindices “0” y “1” se usan para denotar los estimadores y EBLUPs calculados asumiendo el

modelo producto de marginales (a = 0) o el modelo multivariante AR(1) (a = 1).

2. Salida: Para todo T € {B50)7650)76%0>’6%0>’ [351), [3&1),63(1), p}, calcular

1 1
= Y002, BIAS() = 1Y (0 )

i=1 i=1

MSE (%

N\»—A

I . .
LY (@00 — i), d=1,D/2,D,r=1,2,a=0,1.

I .
Z(IUS’Z ) —‘Ll( )> BIAS}(’}’; rd rd

i—=1 i=1

MSE') =

’N\
N\
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MSE BIAS
D 50 100 200 400 50 100 200 400
Bg)]) 0,0006 0,0003 0,0002 0,0000 | 0,0000 0,0002 0,0000 0,0001
Bg)z) 0,0011 0,0006 0,0003 0,0001 | -0,0002 0,0002 0,0000 0,0000
6350) 0,3737 0,1799 0,0919 0,0446 | 0,0036 -0,0035 0,0002 0,0024
63&0) 1,4976 0,7129 0,3635 0,1805 | -0,0085 0,0106 -0,0032 -0,0080
1 Bgl) 0,0006 0,0003 0,0002 0,0000 | 0,0000 0,0002 0,0000 0,0001
ﬁgz) 0,0011 0,0006 0,0003 0,0001 | -0,0002 0,0002 0,0000 0,0000
63(1) 0,8559 0,7050 0,6471 0,6157 | 0,6543 0,7119 0,7389  0,7532
p) 10,0432 00218 0,0106 0,0051 | 00011 0,006 0,0015 0,0003

Tabla 4.8: MSE (izquierda) y BIAS (derecha) parap, =p =0, p, = 1/2.

MSE BIAS
d 50 100 200 400 50 100 200 400
1 0,6790 0,6741 0,6755 0,6749 | 0,0020 0,0088 -0,0062 -0,0077
D/2 | 0,6826 0,6771 0,6668 0,6780 | -0,0064 0,0125 -0,0095 -0,0060
D 0,7007 0,6762 0,6840 0,6800 | -0,0120 -0,0022 -0,0127 -0,0019
mean | 0,6870 0,6767 0,6711 0,6693 | -0,0008 0,0015 0,0008 0,0004
1 1 0,6947 0,6882 0,6890 0,6898 | 0,0030 0,0068 -0,0025 -0,0088
D/2 | 0,6933 0,6918 0,6799 0,6889 | -0,0057 0,0114 -0,0107 -0,0058
D 0,7103 0,6909 0,6952 0,6906 | -0,0110 -0,0042 -0,0134 -0,0026
mean | 0,6982 0,6898 0,6845 0,6828 | -0,0008 0,0015 0,0008 0,0004

Tabla 4.9: MSE 1(61'21 (izquierda) y BIASY;)d (derecha) parap, =p =0, p, = 1/2.

MSE BIAS
d 50 100 200 400 50 100 200 400
1 1,3609 11,3790 1,3304 11,3388 | 0,0187 -0,0119 -0,0184 -0,0044
D/2 | 1,3783 11,3421 11,3276 11,3254 | 0,0115 0,0098 -0,0111 0,0151
D 1,3887 11,3638 11,3117 11,3012 | 0,0011 -0,0020 0,0175 -0,0090
mean | 1,3740 1,3519 11,3435 11,3388 | -0,0007 0,0002 0,0000 0,0004
1 1 1,4061 11,4286 11,3806 11,3840 | 0,0148 -0,0144 -0,0204 -0,0027
D/2 | 1,4253 11,3772 1,3663 11,3769 | 0,0094 0,0072 -0,0130 0,0134
D 1,4308 11,4081 11,3559 11,3367 | 0,0000 -0,0041 0,0138 -0,0056
mean | 1,4176 1,3979 11,3884 11,3835 | -0,0007 0,0002  0,0000 0,0004

Tabla 4.10: MSEé‘ZZ; (izquierda) y BIASg)d (derecha) parap, =p =0, p, = 1/2.

65
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La informacion que se presenta en las tablas 4.8, 4.9 y 4.10 se dispone de la misma forma que la que
se presenta en las tablas 4.1, 4.2 y4.3, en la simulacién que se estd contemplando solo se atiende el caso
primero, es decir, (p, = 0,p = 0). De la misma forma que en el resto de simulaciones, se puede ver en
la tabla 4.8 que los errores cuadriticos medios y sesgos de ﬁEl y BEZ son bdsicamente iguales para las
estimaciones que se hacen asumiendo los modelos a =0 0 a = 1. Para los estimadores de las varianzas y del
parametro de correlacidn, p, se observa que sus errores cuadraticos medios son siempre menores cuando se
asume el modelo producto de marginales (a = 0); respecto a los sesgos no se aprecia una diferencia notable.
En las tablas 4.9 y 4.10 se observa que los errores cuadraticos medios de los estimadores de fis; y fig2 son
notablemente menores para el modelo producto de marginales. Lo anterior era lo esperado, ya que el modelo
correcto es el producto de marginales sin la restriccion 631 = (552 que se impone en el modelo AR(1) como
consecuencia de la matriz de varianzas de los efectos aleatorios 4.2 De la misma forma que se ha hecho para
las tablas, para la figura 4.6, se puede afirmar, con el objeto de no repetir aclaraciones, que en ella se dispone
los resultados obtenidosn de la misma forma que en las figuras 4.1, pero solo para el caso (p, = 0,p =0).

En la figura 4.6 se muestra de forma gréfica lo que ya se ha visto en las tablas 4.9 y 4.10, es decir, que
los errores cuadréticos medios que produce el modelo producto de univariantes (@ = 0) son menores que
los que produce el modelo multivariante (a = 1). Dados los resultados que ofrecen la simulacién que se ha
planteado, se puede concluir que el ajuste del modelo AR(1), cuando se parte de unos datos simulados de un
modelo univariante, produce estimaciones con mayores errores que el del modelo producto de marginales;
en los sesgos no se aprecia una diferencia destacable entre los dos modelos que se han considerado.

MSE11, rhoe=0, rho=0 BIAS11, rhoe=0, rho=0

—4—  BIAS model O
—>— BIAS model 1

0.70
0.01 0.02 0.03

0.68

-0.01

0.66

o 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100
Domains Domains
MSE22, rhoe=0, rho=0 BIAS22, rhoe=0, rho=0

145

—4A— BIAS model O
—<— RBIAS mode( 1

1.40
0.00 0.02

135

1.30
-0.02
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Figura 4.6: Eyy,, paraa=0,1,7= 1,2, (p.,p) = (0,0), py = 3, D = 100.



5

Modelo AR(1) heterocedastico

5.1. Definicion del modelo

Se ha avanzado en el estudio de casos particulares del modelo de drea multivariante presentado en el
capitulo 2. Para ello se ha estudiado un modelo de drea en el capitulo 3 (modelo diagonal) en el cual la
matriz de varianzas de los efectos es diagonal; es decir, no presenta correlacion, y la matriz depende de
dos pardmetros (m = 2) en el caso bivariante. Por otra parte se ha estudiado en el capitulo 4 un modelo de
area (modelo AR(1)) en el que la matriz de varianzas de los efectos presenta correlacién y depende de dos
pardmetros (m = 2).

En este capitulo se estudia un modelo de drea en el que la matriz de varianzas de los efectos presenta
correlacion y depende de m = R + 1 parametros, donde R es el nimero de variables. En lo que sigue se
formaliza detalladamente el modelo.

El modelo AR(1) heteroceddstico es
y=XB+Zu+e=XB+Zju1+---+Zpup +e, 5.1

donde e,uy,...,up son independientes con distribuciones e ~ N(0,V,), u ~ N(0,V,) y ug ~ N(0,V ,4),
d=1,...,D. Se supone que V, es una matriz conociday que, parad =1, ..., D, el vector de efectos aleatorios
ugq se distribuye segiin un proceso estocdstico tal que

Udr = PlUdr—1 + Adr, ”dONN(071)7 adrNN(()?G;z’)? r=1,...,R,

donde las variables aleatorias ay, r = 1,...,R, son independientes e independientes de ug.

El nimero de pardmetros que intervienen en la matriz de varianzas del vector uy esm =R+ 1y se
representan por
2 2
9 — (91 :Gl,...,eR :GR76R+1 — p) .

67
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Las componentes de la matriz de varianzas de uy son

Var(ugy) = E (u3,) = E ((Putar—1 + aar) uar) = PE (tar—1tuar) + E (aarttar)
PE (ugr—1uqy) +E (af,r) = pCov (Ugy,Ugr—1) + Gf,
Cov (uar,ugr—1) = E (uar,ugr—1) = E ((Ptar—1 + aar) tar—1) = PE (ugr—1uar—1) + E (aarttar—1)

= PE (uar—1tgr—1) = PE ((Ptar—2 + aar—1) ttar—1) = P*E (Uar—2ttgr—1)
+  PE (agr—1ugr—i) = p*E (ugr—attgr—i) -

Si se repite lo anterior de forma sucesiva se obtiene la siguiente expresion para la covarianza
Ip (2 I
Cov (ugr ugr—;) = p'E (ud,_,) = p'Var (ug,—;).

Combinando las expresiones de Var (ugr) y Cov (ugy,uqr—1), s€ obtiene

Var (ug,) = pCov(ugr,utgr_1)+ 06> = p*Var (ug,—1)+ 0> =p* (pCov (Udr—1,Udar—2) + Gf,l) +o?

p>Cov (ugr—1,uqr—2) + p*c>_| + 62 = p*Var (ug,2) + p*c>_, + 62

Repitiendo lo anterior de forma sucesiva se obtiene
P
2%k 2
Var (ug,) = Z PO,
k=0

Por otra parte, se tiene que

r—I1
Cov (uar,uar—1) =p' Y. p*02 ;4.
k=0

Para i < j, los elementos de la matriz de varianzas del vector ug, v,q4;;, Son

i 2ks2 ca_
Yi—oP7 0/ ste=J,

Vudij =
Ji 2kt j—i <2 ca
YioP Oy SLI<],

y para i > j se verifica que v,q;j = Vyaji.

Las derivadas de la matriz V4 respecto de los pardmetros que intervienen en la misma son

aVud E)Vud aVud avud
Vidr = = r=1,....R, V = = .
udr 891 86,2, 3 ) 3 udR+1 39R+1 ap
Para i < j, los elementos de las matrices anteriores son
) ] p2i=r)  sij=j>r,
Vudij Vudij L S
o = agr — ) PV sii<jyj-izr, r=1,...,R,
r r
0 en caso contrario,

Wi _ Yioi 2kp*1o? sti=J,
00r 11 Yoo (k+j—i)pHti-i-le? sii<

r
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y parai > j son
avudij _ aVudji e
00, 00, ’ o
La distribucion asintética del estimador REML de 6 es

avudij . avudji
0011 0Oy

SR,

6~ Ng(0,F1(0)).

En el caso bivariante, R = 2, se deduce que

81— 6% ~ N (67 — 63, vi1 + Vo2 —2vp2), (5.2)

donde v;; el elemento correspondiente de la matriz I/ -1 (0) definida en la seccién 2.3. La distribucion (5.2)
se puede usar para comprobar la igualdad de varianzas del modelo mediante el contraste de la hipdtesis
Hp: G% = G%. Si el nivel de significacién se fija en o, entonces se rechaza Hy si

A2 a2

01— 93
= = = —Z < .
Vi1 + V2 =2V, # (“a2:7ar)

Para comprobar la presencia de correlacion en los efectos aleatorios del modelo se puede realizar el contraste

Hp : p =0. Para ello, se utiliza la distribucion asintética

ﬁ NN(p,V33), (5.3)

donde vs3; es el elemento correspondiente de la matriz F~'(8). La distribucién (5.3) se puede usar para
comprobar la no nulidad del parametro de correlacién mediante el contraste de la hipétesis Hy : p = 0. Si el
nivel de significacion se fija en @, entonces se tiene que se rechaza Hy si se verifica

\/% ¢ (_ZOL/27Z(X/2)-

En el caso general interesa contrastar si las varianzas 62 son iguales; es decir, Hy : 67 = --- = 4. Para

ello, se utiliza el estadistico T de la razén de verosimilitudes. En primer lugar, se descompone el vector de

pardmetros en la forma 8 = (c,p), donde 6 = (62,...,0%) y se consideran los conjuntos ®, @ y ®;, donde

O@={0cR :6>0ype[-11]}, ©={0€@:0i=--=0x}, 0 ={6€0:0¢0}.

El estadistico T es

Supf(y]7'-‘7yDR)
0€0g

Squ()’la -++yYDR
0c®

T'=-2In )~ Xdim ©—dim @y
El estadistico AIC se puede usar para seleccionar el modelo con un conjunto de variables explicativas mas
apropiado. El AIC-REML es

AIC = —2010 (8) +2dim(0©).

Para terminar el apartado, conviene notar que el modelo AR(1) heteroceddstico no es una generalizacion
del modelo AR(1) expuesto en el capitulo 4. En cada area d el modelo AR(1) supone que uy,, r = 1,2, es
parte de un proceso estocastico AR(1) estacionario que comienza en r = —oo, Sin embargo, en cada area d
el modelo AR(1) heteroceddstico supone que ug,, r = 1,2, comienza en r = 0, donde uzo ~ N(0, 1).
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5.2. Experimentos de simulacion

Para estudiar empiricamente el comportamiento de los algoritmos de ajuste y de los procedimientos de
estimacion del error cuadratico medio de los EBLUPs, en esta seccién se presentan tres experimentos de si-
mulacién. En las simulaciones se compara el modelo AR(1) heterocedéstico (5.1) con el modelo con errores
eq4r independientes. Este dltimo modelo prescinde de toda estructura multivariante y equivale a aplicar por
separado R modelos Fay-Herriot; es decir, uno por cada componente r, r =1,...,R.

En las simulaciones, se ha programado un modelo AR(1) heteroceddstico (5.1) bivariante (R = 2) cuyas
caracteristicas se describen a continuacion.

La matriz de covarianzas del vector u; es
2,42 2,43
o7 +p poT+p
1 1 2 2
po|+p Oy +p7OT+pP
Las componentes del vector e, verifican var(ey;) = 1, var(egn) =2y corr(eg1,eq2) = pe. Por tanto, la matriz
de covarianzas del vector ¢, es

G411 O412
Vea = , Og11 =1, 0420 =2, G412 =0u21 = Pe/Cd110422-

0421 ©Oy22

La matriz de covarianzas del vector y, es

A A g .18
o1+ c1+ G o
Vy = Vyg+Ve= 12 93 2P 12 2P RE a1 Od12
poit+p” Oy tpToTtp Ca21 Od22
_ (13 oy Pl 2 \Er 13 2 +peV2 i—1 D
B PevV2 2 stpv/2 2 : T

La matriz de covarianzas del vector y es
V = diag ( i gﬂ)eﬂ)
o 9 105 ’
1<d<D \ 3+ peﬂ T
Las derivadas parciales que se utilizan en el algoritmo de Fisher-scoring son

V1 = diag le, V2 = diag de, V3 = diag Vd3,

1<d<D 1<d<D 1<d<D
donde
oV Vi L p
le pr— pr— 2 pr— 5
861 3(51 p p2
v _ oV B oV i B 0 0
dz_aeg_acg_ o1/’

NV Vg ( 2p o7 +3p? )

Vis = = =
003 ap o} +3p% 2pc? +4p°
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Teniendo en cuenta los valores especificados de los pardmetros, se obtiene

avud ( 1 > avud ( 00 ) avud ( 1 IT >
Var = = s Vo= = . Via= = :
J05 0 1 op 144 %

- do? 1
Los valores de los pardmetros de regresién son B; = 1, B, = 1. Para estimar los pardmetros G%, 6% yp

—_

Bl= D=

mediante el algoritmo Fisher-scoring, se utilizan como valores iniciales (semillas) los verdaderos valores;
I 2 _ _ 1
esdecir,01=2y0; =4yp=73.

Como se van a realizar comparaciones entre el modelo multivariante y los modelos univariantes margi-
nales, a continuacién se da la descripcion de tales modelos asi como los pardmetros que intervienen en los
mismos. Los modelos univariantes son

)’dr:XdrBr‘i‘Mdr‘f'edm lea"‘7D7 r:1727

donde ugy ~ N(0,67 + p?), ugx ~ N(0,05 + p?07 +p*) y ear ~ N(0,62,,), r = 1,2, son independientes.

Los parametros de los modelos univariantes son los mismos que se usan en el modelo multivariante
diagonal; es decir By =1, B = 1,061 =2,03=4,p=0,5, 06411 = 1 y Ou20 = 2.

Para ambos modelos se utilizan las variables explicativas
1/2 1/2
Xd1 = U1 +Gx1/1 Ui, xa2 Z,U2+5xéz (Pdel LI F P)zc)l/szz) , d=1,...,D,

donde g = U = 10, Gy1=1,00 = 2, Px = 0,5 y

_d-D

J
U,y = L r=12,d=1,....D.
ar=—p T3 7

5.2.1. Experimento de simulacién 1

El objetivo de este experimento es investigar empiricamente la pérdida de eficiencia en las estimaciones
cuando no se tiene en cuenta la naturaleza multivariante de los datos. Nos interesa estudiar lo que ocurre
cuando se asume incorrectamente los modelos marginales independientes, en lugar del modelo multivariante
subyacente. Para ello se simulan los datos o bien del modelo multivariante o bien del modelo con p, =p =0,
se estiman los pardmetros y se calculan los EBLUP de ambos modelos. Hay dos conjuntos de parametros
estimados y EBLUP calculados. Segun sea el caso, un conjunto se obtiene bajo el modelo correcto y otro
bajo el modelo incorrecto. Cabe esperar que los mejores resultados se obtengan siempre cuando se usan
los estimadores correspondientes al modelo correcto. El experimento consiste en calcular por simulacién
Monte Carlo los sesgos y errores cuadraticos medios empiricos (BIAS y MSE) de los estimadores de los
pardmetros y de los EBLUP.

Los datos se simulan del modelo multivariante (5.1). Se consideran los casos: (1) p, = 0,p =0, (2)
Pe=1/2p=0,3)p.=0,p=1/2y (4) p. = 1/2,p = 1/2. Los pasos de la simulacién son
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1. Repetir I = 10* veces (i=1,...,])

1.1. Generar una muestra (yg,,X4r),d =1,...,D,r =1,2.

(i,0) 2(i,0) A210 ~2(i,1) A2(i,1)
1.2. Ca]CUlar{BEl ) E2)?Gu§ ) u2 }{BEI ) E27 ug )7 ug vpll}}’{,“ nUd }dondelos

superindices “0” y “1” se usan para denotar los estimadores y EBLUPs calculados asumiendo el
modelo producto de marginales (¢ = 0) o el modelo multivariante AR(1) heterocedastico (a =1).

2. Salida: Para todo T € {Bgo)vﬁgo)vcigo)’cigo)’ [351), Bél),cigl),cigl),p(l)}, calcular

MSE (%

N\»—k

1 1
=-Y @ -2 Bias@)=-Y ("

i=1 i=1

N\»—k

(a) _
MSEL) -

N\
N\

1 1
Z )2, BIAS'Y) = Z ), d=1,D/2,D,r=1,2,a=0,1.
i=1 i=1

La tabla 5.1 presenta los errores cuadriticos medios y los sesgos empiricos de los estimadores REML
de los pardmetros de los dos modelos considerados. La tabla estd ordenada por columnas y filas. La primera
columna contiene el caso que se estd considerando (modelo que genera los datos), la segunda columna es-
pecifica el estimador del parametro del modelo, las cuatro columnas siguientes muestran el error cuadratico
medio y las cuatro dltimas el sesgo. Cada uno de los dos grupos de cuatro columnas que acabamos de nom-
brar se corresponde con un valor distinto del niimero de dreas; es decir, D = 50,100,200,400. Las filas se
disponen en grupos de nueve, un grupo para cada caso. En el primer caso, los datos se simulan del modelo
con p = p. = 0, mientras que en los casos 2, 3 y 4 los datos se generan del modelo multivariante con p > 0o
p. > 0. Dentro de cada caso, las cuatro primeras filas se corresponden con las estimaciones para el modelo
producto de univariantes (¢ = 0) y las cinco siguientes con las estimaciones para el modelo multivariante

(a=1).

La tabla 5.1 muestra que los errores cuadraticos medios y sesgos de Bg; y Py, son bdsicamente iguales
para las estimaciones que se hacen asumiendo los modelos a = 0 0 a = 1, independientemente del caso que

2(1)

se estd considerando en la simulacién de los datos. El error cuadrético medio de 6,, " es menor que el de
Giéo) en los casos 3y 4; es decir, cuando p = 1. Los errores cuadrticos medios de 6%1) y de 6%0) tienden
a ser muy similares a medida que aumenta el valor de D en los casos 1 y 2, es decir, cuando p = 0. En los
dos casos restantes se observa un error cuadratico medio mayor para el modelo a = 1. En los cuatro casos
considerados se observa siempre un error cuadrético medio para p\!) inferior comparado con el resto de
parametros que intervienen en la varianza de los efectos. Los sesgos tienden a ser mayores en el modelo

a = 1 en todos los casos considerados.

Las tablas 5.2 y 5.3 presentan los errores cuadraticos medios y los sesgos, MSEE(;Q y BIASE;)F, a=0,1,de
los EBLUPS de las medias de las componentes r = 1 y r = 2 respectivamente. En ambas tablas, las columnas
se disponen de forma andloga a la tabla 5.1. La diferencia estd en la segunda columna donde aparecen los
valores de las dreas consideradas, d = 1,d = D/2 y d = D, y el valor medio a lo largo de ellas. El resto de
columnas estd estructurado de la misma forma que en la tabla 5.1, pero el error cuadratico medio y el sesgo
son de los estimadores fi71 en la tabla 5.2 y fi;» en la tabla 5.3.
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En las tablas 5.2 y 5.3 se observa en el primer caso (p, = 0, p = 0) que los errores cuadraticos medios de
los estimadores de fi;; y fis> apenas se diferencian en ambos modelos; en los casos 2 y 3 la diferencia que se
aprecia es considerable, y, en el caso 4, no se aprecia una diferencia notable debido, en parte, a la presencia
de una excesiva correlacion.

La figura 5.1 muestra las gréficas los valores de MSEC(;;Z, a=0,1,r=12,d=1,...,D, D=100.
La figura estd divida en 4 partes y tiene una disposicién en forma de tabla con dos filas y dos columnas.
Las filas 1 y 2 presentan los valores de MSELSQ para r =1y r = 2 respectivamente. Las columnas 1 y
2 presentan los valores de MSE};;Z cuando los datos se generan del modelo teniendo en cuenta los casos
primero (p, = 0,p = 0) y tercero (p, = 0,p = 1/2) respectivamente. Cada una de las cuatro sub-figuras
muestran los valores de MSEC(IZZ paraa =0y a = 1. En la figura 5.1 se observa que la diferencia de los
errores cuadraticos medios entre el modelo producto de univariantes (@ = 0) y el modelo multivariante
(a =1) cuando p cambia de O a % es bastante pronunciada. También hay que destacar que si los datos se
generan del modelo a = 0 con p, = p = 0, entonces no se aprecia un aumento del error cuadratico medio al

utilizar el modelo sobre-parametrizado a = 1.

La figura 5.2 muestra las gréficas los valores de BIAS(ar)r, a=0,1,r=1,2,d=1,...,D, D=100. La
figura estd estructurada de la misma forma que la figura 5.1. En la figura 5.2 se observa una leve diferencia
en los sesgos de los modelos @ =0y a = 1 cuando p cambia de 0 a 1 /2. También hay que destacar que si los
datos se generan del modelo @ = 0 con p, = p = 0, entonces no se aprecia un aumento de sesgo al utilizar

el modelo sobre-parametrizado a = 1.
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MSE BIAS
(Pe.p) | D 50 100 200 400 50 100 200 400
0,00 | BY 00006 0.0003 0.0002 00001 | 0.0000 -0.0002 0.0000  0.0000
BY) 100011 0.0006 0.0003 0.0001 | 0.0001 0.0002 0.0002 0.0000
520 1 03697 0.1864 0.0918 0.0446 | 0.0004 -0.0044 -0.0008 0.0016
62" | 14310 07129 03670 0.1801 | -0.0160 -0.0120  0.0020 -0.0085
B | 0.0006 0.0003 0.0002 0.0001 | 0.0000 -0.0002 0.0000 0.0000
BY) |0.0011 0.0006 0.0003 0.0001 | 0.0001 0.0002 0.0002 0.0000
521 | 04936 02093 0.0969 0.0457 | -0.1123 -0.0551 -0.0247 -0.0097
62" | 14545 07201 03670 0.1806 | -0.2063 -0.1061 -0.0443 -0.0306
pM [ 0.1127 00506 00239 0.0112 | -0.0011 0.0032 -0.0031 0.0018
(1,0) | BY ] 0.0006 0.0003 00002 0.0001 | -0.0003 0.0004 0.0002 0.0000
BY) | 0.0011 0.0006 0.0003 0.0001 | 0.0001 0.0008 0.0000 0.0001
529 103649 0.1766 0.0882 0.0459 | 0.0003 -0.0063 0.0024  0.0005
527 | 14261 07408 03679 0.1801 | -0.0122 -0.0032  0.0054 -0.0022
B} | 0.0006 0.0003 0.0002 0.0001 | -0.0003 0.0004 0.0002  0.0000
B | 0.0011 0.0006 0.0003 0.0001 | 0.0001 0.0008 0.0000 0.0001
520 105070 0.1991 0.0933 0.0472 | -0.1189 -0.0571 -0.0223 -0.0114
62" | 14682 07464 03697 0.1804 | -0.2117 -0.0977 -0.0425 -0.0257
p(U 1 0.1191 0.0508 0.0247 0.0119 | -0.0246 -0.0076 -0.0045 -0.0009
(0,4) [ BY 100007 00003 00002 0.0001 | 0.0000 0.000 0.0001 0.0000
BY) | 0.0013 0.0006 0.0003 0.0002 | -0.0005 -0.0001 0.0000  0.0000
520 1 04328 02095 0.1071 0.0518 | 0.0041 0.0023 0.0033 0.0027
627 117580 0.8938 0.4307 02161 | 0.0165 00116 -0.0007 -0.0016
B | 0.0007 00003 00002 0.0001 | 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000
B) | 0.0013 0.0006 0.0003 0.0002 | -0.0005 -0.0001 0.0000  0.0000
621 107105 03173 0.1516 0.0705 | -0.1056 -0.0526 -0.0228 -0.0090
621 115902 08104 04022 0.1964 | -0.1715 -0.0878 -0.0499 -0.0248
o 00984 00447 00212 00103 | 00113 00102 00049 0.0014
(1, 1) | B9 00007 0.0003 0.0002 0.0001 [ -0.0001 0.0001 0.0000 0.0001
BY) | 0.0012 0.0006 0.0003 0.0002 | -0.0001 -0.0002 -0.0001 0.0000
520 | 04312 02149 0.1067 0.0535 | 0.0070 0.0026 0.0003  0.0016
62" | 17445 08540 04212 02105 | 0.0000 -0.0095 0.0046 -0.0006
B 100007 0.003 00002 0.0001 | -0.0001 0.0001 0.0000 0.0001
BL) | 0.0012 0.0006 0.0003 0.0002 | -0.0001 -0.0002 -0.0001  0.0000
621 105570 02581 0.1224 0.0604 | -0.0744 -0.0331 -0.0159 -0.0058
62" | 12663 0.6059 03033 0.1533 | -0.1742 -0.0903 -0.0336 -0.0188
p) | 0.0858 00392 00182 0.0089 | -0.0044 -0.0034 -0.0020 -0.0015

Tabla 5.1: MSE (izquierda) y BIAS (derecha) para p, = 1/2.
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MSE BIAS
(Pesp) @ d 50 100 200 400 50 100 200 400
(0,00 [0 1 |0.6845 06757 0.6718 0.6584 | 0.0039 0.0076 -0.0003 0.0065
D/2 | 0.6820 0.6678 0.6704 0.6728 | 0.0104 -0.0049 0.0047 -0.0039

D | 06943 06793 0.6812 0.6740 | -0.0015 0.0008 0.0050 0.0024

mean | 0.6878 0.6780 0.6718 0.6694 | -0.0008 -0.0008  0.0004 -0.0002

I 1 06926 0679 0.6741 0.6588 | 0.0035 0.0078 -0.0001  0.0066

D/2 | 0.6871 0.6705 0.6718 0.6732 | 0.0098 -0.0052 0.0052 -0.0039

D | 07036 0.6824 0.6831 0.6744 | -0.0024 0.0007 0.0048 0.0019

mean | 0.6953 0.6816 0.6734 0.6703 | -0.0008 -0.0008  0.0004 -0.0002

(1,0) |0 1 |06751 0.6689 06824 0.6662 |-0.0019 00112 0.0058 -0.0059
D/2 | 0.6878 0.6805 0.6812 0.6725 | -0.0031 -0.0093 -0.0028  0.0018

D | 0.6956 0.6970 0.6710 0.6836 | 0.0114 0.0127 -0.0052 0.0108

mean | 0.6871 0.6766 0.6721 0.6696 | -0.0007 ~ 0.0008  0.0003 -0.0004

I 1 | 0.6449 06374 0.6451 0.6289 | -0.0005 0.0129 0.0031 -0.0022

D/2 | 0.6638 0.6455 0.6421 0.6350 | -0.0021 -0.0086 -0.0050  0.0044

D | 06723 06629 0.6336 0.6454 | 0.0108 0.0092 -0.0050 0.0066

mean | 0.6584 0.6439 0.6367 0.6324 | -0.0007  0.0008  0.0003 -0.0004

0,5y [0 1 |07016 06963 0.6964 0.6991 | -0.0148 -0.0035 0.0130 -0.0251
D/2 | 07078 0.6915 0.6925 0.6816 | 0.0102 -0.0059 -0.0074  0.0010

D | 06956 0.6974 0.6963 0.6966 | 0.0145 00062 -0.0023  0.0055

mean | 0.7119 07021 0.6969 0.6951 | 0.0011 0.0006 0.0011 -0.0002

I 1 | 06890 06804 0.6809 0.6819 |-0.0138 -0.0024 0.0106 -0.0242

D/2 | 06970 0.6773 0.6753 0.6618 | 0.0069 -0.0044 -0.0083  0.0013

D | 06875 06811 06752 0.6758 | 0.0134 0.0051 -0.0015 0.0066

mean | 0.7004 0.6864 0.6793 0.6765 | 0.0011 0.0006 0.0011 -0.0002

(LD 1o 1 |07005 06948 07066 0.6959 | 0.0019 0.0019 0.0153 0.0186
D/2 | 07042 0.6912 0.6942 0.6933 | 0.0071 0.0025 -0.0122  0.0030

D | 07082 07138 0.6982 0.6955 | 0.0018 0.0031 0.0039  0.0031

mean | 0.7104 0.7020 0.6974 0.6950 | 0.0005 0.0001  0.0002 -0.0003

I 1 |07064 06944 07025 0.6935 | 0.0013 0.0021 00165 0.0184

D/2 | 07082 0.6940 0.6923 0.6904 | 0.0054 0.0019 -0.0121  0.0032

D | 07132 07119 0.6969 0.6911 | 0.0026 0.0046 0.0034  0.0031

mean | 0.7139 07019 0.6952 0.6920 | 0.0005 0.0001  0.0002 -0.0003

Tabla 5.2: MSEI(?L (izquierda) y BIAS ﬁ)d (derecha) parap, =1/2,a=0,1.
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MSE BIAS
(pesp) | @ d 50 100 200 400 50 100 200 400
(0,00 | 0 1 | 13605 13442 13557 1.3296 | 0.0040 -0.0006 0.0026 -0.0080
D/2 | 13701 13598 13115 13850 | 0.0115 -0.0096 0.0089 -0.0103

D | 13620 13588 13297 13291 | 0.0129 0.0129 0.0009  0.0069

mean | 13736 1.3544 13422 13381 | 0.0004 -0.0004 0.0011  0.0005

I 1 | 13759 13514 13603 13310 | 0.0051 -0.0020 0.0028 -0.0079

D/2 | 13822 13639 13140 13860 | 0.0137 -0.0088 0.0092 -0.0101

D | 13804 13690 13345 13323 | 00133 00123 00012 0.0073

mean | 13881 13616 1.3455 13397 | 0.0004 -0.0004 0.0011  0.0005

(1,00 [0 1 | 13351 13489 13608 13280 |-0.0205 0.0210 -0.0038 0.0005
D/2 | 13919 13223 13090 13395 | -0.0034 0.0020 -0.0039 -0.0006

D | 13994 13618 13698 1.3828 | 0.0129 0.0112 -0.0089  0.0093

mean | 13740 1.3509 13449 13371 | -0.0004 0.0019  0.0000 -0.0001

I 1 | 1.2886 12734 12854 12483 |-0.0224 0.0236 -0.0064 0.0023

D/2 | 13526 12540 12485 1.2629 | -0.0052 0.0006 -0.0059 0.0013

D | 13384 12874 12915 13068 | 0.0193 0.0074 -0.0066 0.0087

mean | 13186 1.2861 1.2737 1.2629 | -0.0004  0.0019  0.0000 -0.0001

(0,4) |01 |14241 13834 13997 1.3888 | -0.0083 -0.0083 -0.0190 0.0100
D/2 | 14550 14172 14038 14158 | 0.0173 -0.0053 -0.0032 -0.0218

D | 14378 14229 14193 13783 | 00232 00162 -0.0056 -0.0026

mean | 14310 1.4083 1.4010 13949 | -0.0019  0.0005 -0.0007  0.0002

I 1 | 13999 13527 13637 13509 |-0.0107 -0.0118 -0.0168 0.0079

D/2 | 14357 13784 13726 13826 | 0.0177 -0.0071 -0.0014 -0.0203

D | 14161 13903 13854 13427 | 0.0250 0.0162 -0.0043 -0.0031

mean | 1.4084 13778 13670 13583 | -0.0019  0.0004 -0.0007  0.0002

(L,0y o 1 | 14528 14151 13626 14175 | -0.0066 0.0086 0.0126  0.0035
D/2 | 14075 14286 14028 1.4026 | 0.0009 0.0046 -0.0142 -0.0059

D | 14245 14091 14127 14102 | 00045 -0.0080 00170 0.0106

mean | 14284 14038 13996 13953 | 0.0004 -0.0016 -0.0006 0.0001

11 | 14587 14177 13558 14076 | -0.0093 0.0080 0.0122  0.0028

D/2 | 14195 14288 1.3988 13975 | 0.0016 0.0057 -0.0154 -0.0043

D | 14236 14064 14051 14027 | 0.0029 -0.0076 0.0180 0.0112

mean | 14344 14026 13946 13887 | 0.0004 -0.0016 -0.0006 0.0001

Tabla 5.3: MSEZ(;L (izquierda) y BIASg;)d (derecha) parap, =1/2,a=0,1.
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Figura 5.1: MSE,,,, paraa =0,1,r=1,2, p, = 1/2, p. =0, D = 100.
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5.2.2. Experimento de simulacién 2

El objetivo de este experimento es investigar empiricamente la pérdida de eficiencia en las estimaciones
cuando no se tiene en cuenta la naturaleza multivariante de los datos. Para ello se simulan los datos o bien del
modelo multivariante (¢ = 1) o bien del modelo producto de marginales (a = 0), se estiman los pardmetros
y se calculan los EBLUP de ambos modelos. El experimento consiste en calcular por simulacién Monte
Carlo los sesgos y errores cuadraticos medios empiricos (B y E) de los estimadores analiticos (2.8) en la
estimacion de los errores cuadraticos medios del EBLUP de g,

En esta simulacién se consideran los casos: (1) p, =0,p=0,(2) p.=1/2,p=0,3) p.=0,p=1/2y
(4)p.=1/2,p=1/2. Enel caso 1 los datos se simulan del modelo producto de modelos marginales Los
valores de los pardmetros son los mismos que en la simulacion 1; es decir, B; =1, B, = 1 Gul =2y cul =4,
G411 = 1, 6420 = 2. Las variables auxiliares x;, también se generan de la misma forma que en la simulacion
1.

Los pasos del experimento de simulacién son

1. Repetir I =500 veces (i =1,...,500)
1.1. Generar una muestra (ygr),xgg) d& .Y D% =8
0A20A20 1) A2(i,1) A2(i1) A(i
1.2. Calcular{BEl ) I;Z)’Gull 1O 3 } {BEl ’ E2>7 u(ll )7Gu§l >7P(l)}

1.3. Parad=1,...,D,a=0,1,r= 1,2, calcular
ia i,a) plia) ia) aia) i.a) ,Alia)
msegirr) - ggdr)r(e ) +ggdr2’(6 ) + 2ggdr>r(e )7

donde 899 = (S0 G200 661 _ (g2) G200 50

2. Leer los valores MSEC(;Z obtenidos en la simulacion 1.

3. Salida:

1y @y pla) _

drr - Z msedrr MSEdrr)7 Edrr -
i=1

(msel™ — MSE\)? r=1,2,a=0,1.

~| =
.MN

Il
—

l

Las tablas 5.4 y 5.5 presentan los errores cuadraticos medios y los sesgos, Eé a) y Bfir)r, a=20,1, de los
estimadores del error cuadritico medio de los EBLUP de las medias de las componentes r =1y r =2
respectivamente. La tabla estd ordenada por columnas vy filas. La primera columna contiene cada uno de los
casos que se estan considerando, la segunda columna especifica el modelo producto de univariantes (a = 0)
o multivariante (¢ = 1) bajo el cual se calcula el EBLUP, la tercera columna sefiala el aread = 1, d = D/2,
d = Dy el valor medio de todas las dreas, las cuatro columnas siguientes muestran el error cuadritico medio
EL(;;Z y las cuatro udltimas el sesgo Bf;;)r. Cada uno de los dos grupos de cuatro columnas que acabamos de
nombrar se corresponde con un valor distinto del nimero de areas; es decir, D = 50, 100,200,400. Las filas
se disponen en grupos de ocho, un grupo para cada uno de los casos que se estan considerando. En el primer

caso, los datos se simulan del modelo con p = p, = 0, mientras que en los casos 2, 3 y 4 los datos se generan
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del modelo multivariante con p > 0 o p, > 0. Dentro de cada grupo, las cuatro primeras filas se corresponden
con las estimaciones para el modelo a = 0 y las cuatro ltimas con las estimaciones para el modelo a = 1.

En las tablas 5.4 y 5.5 se observa, en el primer caso (p, = 0, p = 0), unos errores cuadriticos medios para
el modelo multivariante (a = 1) similares a los del modelo producto de marginales (a = 0), como cabia espe-
rar, ya que ambos modelos son el mismo. En los casos segundo (p, = 1/2,p = 0), tercero (p, = 0,p = 1/2)
y cuarto (p, = 1/2,p = 1/2) se observa que los errores cuadraticos medios del modelo multivariante (a = 1)
son ligeramente mayores que los del modelo producto de marginales (a = 0) siendo la diferencia entre am-
bos menor conforme aumenta el nimero de dreas consideradas. Debido a la presencia de tres pardmetros
desconocidos en la matriz de varianzas de los efectos (62, 62, y p) y a la estructura funcional de la misma,
que es mds compleja que en el modelo diagonal y el modelo AR(1), se pierde eficiencia como consecuen-
cia directa en la estimacién del término G3 descrito en la férmula (2.8). Por todo ello, se concluye que las
ventajas obtenidas de aprovechar la naturaleza multivariante de los datos se pueden perder debido a las apro-
ximaciones del término G3. En las tablas 5.4 y 5.5 se aprecia una mejor distribucion de los sesgos alrededor
del cero en el modelo multivariante (¢ = 1) a medida que aumenta el nimero de dreas consideradas.

La figura 5.3 muestra las graficas los valores de E(fz, a=0,1,r=12,d=1,...,D, D=100. La
figura estd divida en cuatro partes y tiene una disposicién en forma de tabla con dos filas y dos columnas.
La primera y segunda fila presentan los valores de Ef;:l para r = 1 y r = 2 respectivamente. Las primera
y segunda columna presentan los valores de EC(;Z cuando los datos se generan del modelo definido por los
casos 1 y 3 respectivamente. Cada una de las cuatro sub-figuras muestran los valores de Eff;i paraa=0y
a = 1. La figura 5.4 muestra las graficas los valores de B((;;)r, a=0,1,r=1,2,d=1,...,D, D =100. Esta

figura estd estructurada de la misma forma que la figura 5.3. Las figuras 5.5 y 5.6 estan estructuradas de la
misma forma que las gréficas 5.3 y 5.4 sélo que las primeras contemplan el caso D = 200.

En la figura 5.3 se vuelve a observar lo mismo que se ha apuntado en el pdrrafo anterior para las tablas
5.4y 5.5. Cabe afadir, para el caso D = 100, que se observa con claridad en la figura 5.4 que los sesgos para
el modelo a = 0 aumentan y se distribuyen peor cuando se cambia del caso primero al caso tercero sobre
para el estimador [iy;.

En las figuras 5.5 y 5.6 se observa que todo lo que se ha apuntado en el parrafo anterior para las figuras
5.3 y 5.4 vuelve a suceder para D = 200, pero de forma mas acusada. Por tanto, a la vista de las graficas
sefialadas, cabe afiadir que hay un problema de convergencia mayor que para los modelos estudiados con
anterioridad (modelo diagonal y modelo AR(1)).
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E
(Pe,p) | @ d 50 100 200 400 50 100 200 400
(0,0) [ O 1 0.0046 0.0020 0.0010 0.0007 | 0.0014 0.0040 0.0006 0.0110
D/2 | 0.0046 0.0022 0.0010 0.0006 | 0.0045 0.0122 0.0022 -0.0033
D 0.0046 0.0020 0.0011 0.0006 | -0.0071 0.0012 -0.0085 -0.0044
mean | 0.0046 0.0021 0.0011 0.0007 | -0.0013  0.0021 0.0007 0.0001
1 1 0.0044 0.0020 0.0010 0.0007 | 0.0014 0.0033 -0.0001 0.0116
D/2 | 0.0044 0.0022 0.0010 0.0006 | 0.0076 0.0127 0.0024 -0.0027
D 0.0044 0.0020 0.0011 0.0006 | -0.0081 0.0012 -0.0087 -0.0039
mean | 0.0044 0.0021 0.0011 0.0007 | -0.0005 0.0017 0.0007 0.0002
(%,O) 0 1 0.0048 0.0021 0.0012 0.0005 | 0.0108 0.0056 -0.0107 0.0014
D/2 | 0.0046 0.0021 0.0012 0.0005 | -0.0012 -0.0056 -0.0093 -0.0048
D 0.0047 0.0026 0.0011 0.0008 | -0.0083 -0.0218 0.0011 -0.0158
mean | 0.0047 0.0022 0.0012 0.0006 | -0.0005 -0.0017 -0.0002 -0.0019
1 1 0.0055 0.0026 0.0014 0.0007 | 0.0164 0.0020 -0.0085 0.0012
D/2 | 0.0052 0.0026 0.0014 0.0007 | -0.0018 -0.0057 -0.0053 -0.0048
D 0.0053 0.0031 0.0014 0.0010 | -0.0094 -0.0227 0.0035 -0.0151
mean | 0.0053 0.0026 0.0014 0.0008 | 0.0037 -0.0041 0.0001 -0.0022
(0, %) 0 1 0.0041 0.0021 0.0009 0.0005 | 0.0084 0.0049 0.0011 -0.0052
D/2 | 0.0040 0.0022 0.0010 0.0006 | 0.0029 0.0100 0.0051 0.0123
D 0.0042 0.0021 0.0009 0.0005 | 0.0157 0.0045 0.0016 -0.0026
mean | 0.0041 0.0022 0.0010 0.0006 | -0.0012 -0.0006  0.0008 -0.0011
1 1 0.0044 0.0023 0.0011 0.0006 | 0.0106 0.0057 -0.0013 -0.0064
D/2 | 0.0043 0.0024 0.0011 0.0008 | 0.0033 0.0090 0.0045 0.0138
D 0.0044 0.0023 0.0011 0.0006 | 0.0135 0.0055 0.0048 -0.0001
mean | 0.0044 0.0024 0.0011 0.0007 | -0.0001 -0.0001 0.0005 -0.0009
(%, %) 0 1 0.0038 0.0017 0.0010 0.0005 | 0.0101 0.0076 -0.0101 0.0011
D/2 | 0.0037 0.0018 0.0009 0.0005 | 0.0071 0.0115 0.0025 0.0037
D 0.0036 0.0018 0.0009 0.0005 | 0.0037 -0.0107 -0.0014 0.0017
mean | 0.0037 0.0017 0.0009 0.0006 | 0.0009 0.0007 -0.0007 0.0020
1 1 0.0037 0.0018 0.0009 0.0005 | 0.0070 0.0081 -0.0079  0.0007
D/2 | 0.0037 0.0018 0.0009 0.0005 | 0.0059 0.0088 0.0024 0.0038
D 0.0037 0.0018 0.0009 0.0005 | 0.0016 -0.0087 -0.0021  0.0032
mean | 0.0038 0.0018 0.0010 0.0006 | 0.0002 0.0010 -0.0005 0.0022

Tabla 5.4: Et(l‘f)l (izquierda) y Bfﬁ)l (derecha) para p, =0,5,a=0,1.
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(pesp) | @ d 50 100 200 400 50 100 200 400
0,00 [0 1 |00166 00079 00045 0.0023 | 0.0230 0.0073 -0.0119  0.0092
D/2 | 0.0163 0.0079 0.0054 0.0043 | 0.0144 -0.0078 0.0325 -0.0461

D | 00166 00078 0.0045 0.0023 | 0.0247 -0.0058 0.0149 0.0102

mean | 0.0165 0.0082 0.0047 0.0026 | 0.0112 -0.0023 0.0019  0.0009

11 |00166 00076 0.0045 0.0023 | 0.0234 00066 -0.0132 0.0098

D/2 | 0.0163 0.0076 0.0054 0.0042 | 0.0182 -0.0053 0.0334 -0.0451

D | 00163 00076 00045 0.0023 | 0.0222 -0.0094 0.0134 0.0088

mean | 0.0165 0.0079 0.0047 0.0026 | 0.0125 -0.0029 0.0019 0.0012

(1,00 [0 1 |0.0212 0009 00048 0.0023 | 0.0442 -0.0043 -0.0183 0.0108
D/2 | 0.0193 0.0100 0.0056 0.0022 | -0.0115 0.0228 0.0339 -0.0006

D | 00193 00097 00051 0.0041 | -0.0168 -0.0155 -0.0264 -0.0436

mean | 0.0195 0.0100 0.0048 0.0026 | 0.0067 -0.0057 -0.0020 0.0018

11 [00239 00110 00057 00031 | 0.0399 0.0020 -0.0126 0.0145

D/2 | 00227 00114 00062 0.0028 | -0.0228 0.0221 0.0246  0.0001

D | 00221 00110 0.0059 0.0047 | -0.0062 -0.0101 -0.0178 -0.0434

mean | 0.0226 0.0114 0.0059 0.0032 | 0.0114 -0.0099 -0.0005 0.0001

(0,4) [0 1 |00132 00084 00041 00019 | 0.0014 0.0239 -0.0028  0.0069
D/2 | 00139 0.0079 0.0042 0.0022 | -0.0285 -0.0094 -0.0066 -0.0200

D | 00131 00080 0.0046 0.0021 | -0.0093 -0.0142 -0.0216 0.0178

mean | 0.0135 0.0081 0.0045 0.0022 | -0.0043 -0.0004 -0.0038  0.0010

I 1 |00144 00092 00043 00020 | 0.0050 0.0244 -0.0022 0.0087

D/2 | 00152 0.0086 0.0045 0.0025 | -0.0297 -0.0007 -0.0109 -0.0229

D | 00143 00087 0.0049 0.0022 | -0.0079 -0.0116 -0.0231 0.0173

mean | 0.0147 0.0089 0.0047 0.0023 | -0.0021  0.0000 -0.0052  0.0015

(LD 1o 1 |00135 00067 00053 00022 |-0.0245 -0.0048 0.0357 -0.0190
D/2 | 0.0134 0.0070 0.0040 0.0018 | 0.0218 -0.0178 -0.0043 -0.0040

D | 00128 00067 00042 0.0020 | 0.0068 0.0026 -0.0137 -0.0114

mean | 0.0132 0.0072 0.0045 0.0022 | 0.0012 0.0071 -0.0011 0.0033

I 1 |00142 00071 00055 00021 |-0.0258 -0.0077 0.0379 -0.0152

D/2 | 0.0137 00074 0.0041 0.0019 | 0.0145 -0.0184 -0.0049 -0.0050

D | 00136 00070 00042 0.0020 | 0.0124 0.0050 -0.0106 -0.0099

mean | 0.0139 0.0075 0.0045 0.0023 | -0.0003  0.0080 -0.0006 0.0039

Tabla 5.5: Et(l‘f)l (izquierda) y Bflal)l (derecha) para p, =0,5,a=0,1.
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5.2.3. Experimento de simulacién 3

El objetivo de este experimento es comprobar el funcionamiento del bootstrap paramétrico en la estima-

cidn de los errores cuadraticos medios del EBLUP de las medias poblacionales en un modelo multivariante

AR(1) heterocedastico. En esta simulacion se consideran las correlaciones p, = p = 1/2 del caso 4. Los

valores de los restantes parametros son los mismos que en la simulacion 1; es decir, B; =1, B, =1, 03] =2,

(552 =406411 =1y 642 = 2. En este apartado se usa la notacién 6 = (81,0,,63), donde 6, = Gil, 0, = 052

y 03 = p. Las variables auxiliares x4, se generan de la misma forma que en la simulacién 1.

Los pasos del experimento de simulacién son

1. Repetir I =500 veces (i =1,...,500)

1.1. Generar una muestra (ygr),xgr)) d=1,....D,r=1,2 (cf. A-D en Seccién 1).

(i)

1.2. Calcular u, = B+I ud)

1.3. Calcular 6 BEI y BEZ

1.4. Parad =1,...,D, calcular 2 usando 9 BEr Calcular

Ed>

N i) NG i i) ali DAl i) Al
Ay = x(By + i), mse) = 638" +650") +2656")

1.5. Repetir B =200 veces (b=1,...,B)

1.5.1.

1.5.2.

1.5.3.

1.54.

1.5.5.

1.5.6.

1.5.7.

1.5.8.

Generar ud(’b) e;(rib), d=1,....,D,r=1,2 (cf. B-C en Seccién 1), pero usando é@ en lugar
de 6.
Generar una muestra bootstrap (yzglb) 7x£;r)), d=1,....D, r=1,2, del modelo
b
ydgl )= drBRr‘|’ df " d(r .
Caleular 1™ = xVBY 4 12@).
Calcular 6 (@) a partir de 0, reemplazando convenientemente los elementos de la muestra
bootstrap.
ax(ib)  ax(ib - A

Calcular B;(,l ) y BE(; ), las versiones bootstrap Bg, y Bg,, r = 1,2, respectivamente. Calcu-

A (i) x(ib) ) s*(ib) A *(zb) (b) L 5 *(ib)
lados usando V ;" ey, parael cdlculode Bg, ",y V, para el calculo de BEr .
Parad =1,...,Dy r = 1,2; calcular ﬁ;gb) y ﬁd( Y a partir de v y BBr , 6" BEr ,

r=1,2 respectivamente.
Parad =1,...,D, calcular

A~k (ib (ib) A (ib ~x(ib i) A *(ib) ~x(ib
fpg =Xy By by By =X B L.
Parad =1,...,D, calcular

*(ib ~x(ib *(ib *(ib ~x(ib *(ib
S _ (i) _ o)y g i) _ (i) _ o)y

*(ib ~x(ib ~x(ib
) _ ) i) _ ) _ et

» Opps = M Hpgq



5.2 Experimentos de simulacion

b)t

1.6 Parad =1,...,D, calcular
*1(i 1 5 *
we 0 — L350
B =
*2(i i) () i) a0 1 &, (i) o (ib
m = Gl 60"+ ) T sy
A3 ) a0 50y Ly g () i
mse, V= 2[G(13(9 )+G£3(9 EZ GI(67) +Ga(6 Z EBd EBd :
b=1 b=1
2. Salida:
mseq = — sted , msed = ste l, {=1,2,3.
171
3. Leer los MSE,,, obtenidos en la simulacién 1 parael caso p =p, = % y hacer
1 ! ; 1 1
BS,, = IX;(mseSB—MSEdrr), Bif, = 7Z{(msed,() MSEg,), (=123, r=1,2,
0 Lyl > Lyn el >
E), = 7Z‘T(msedr—MSEdrr) ) Ed,, IZ;(msedr —MSE4,)*, £=1,23,r=1,2,
0 RS 0 ¢
Brr = Bd;l drry B - ZBdrr? o Z Edrr’ ErrA - Z Edrr’ l= 172737 r= 172
D | Ej Eji Ejf Ej E3, E; E3} E;3
50 | 0.00255 0.00767 0.00280 0.00311 | 0.01142 0.03415 0.01454 0.01391
100 | 0.00178 0.00683 0.00200 0.00206 | 0.00797 0.02817 0.00859 0.00912
200 | 0.00104 0.00591 0.00110 0.00107 | 0.00398 0.02369 0.00408 0.00416
400 | 0.00059 0.00535 0.00061 0.00059 | 0.00232 0.02156 0.00235 0.00232
Tabla 5.6: EO, Eif, 0 =1,2,3.
D | By Bii Bii B} B, B3} B3 B33
50 | 0.01665 -0.00532 -0.00546 0.00355 | 0.00750 -0.03562 -0.03558 0.00050
100 | 0.00219 -0.00765 -0.00812 -0.00193 | 0.00910 -0.01090 -0.01100 0.00585
200 | 0.00029 -0.00424 -0.00452 -0.00024 | 0.00570 -0.00369 -0.00373 0.00526
400 | -0.00130 -0.00391 -0.00365 -0.00127 | 0.00177 -0.00311 -0.00289 0.00192

Tabla 5.7: B, B*, £ =1,2,3.

rre
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Figura 5.7: Diagrama de cajas de msedy,’s, msed};.’s, msed}:’s y msed;;f para D =100

En la tabla 5.6 se apunta en la primera columna el nimero de 4reas consideradas en la simulacion; es
decir, D =50, D =100, D =200 y D = 400. En las cuatro columnas siguientes se muestra el error cuadratico
medio de los estimadores msed, msed*', msed*?> y msed*? del error cuadrético medio de fi;1, donde el valor
tedrico considerado es el obtenido en la simulacién 1. En las cuatro columnas siguientes se muestra lo
mismo, pero esta vez para el estimador fi;,. La disposicién de las columnas en la tabla 5.7 es la misma pero
esta vez para el sesgo.

En la tabla 5.6 se observa claramente que el estimador msed*! produce los mayores errores y los esti-
madores msed y msed*> los menores. Asimismo se observa que el error disminuye de forma considerable
en los cuatro estimadores al aumentar el nimero de 4reas consideradas. En la tabla 5.7 se observa que los
sesgos para los estimadores msed*! y msed** son negativos, lo cual era de esperar debido a que les afecta
que el valor esperado del término Gy (8), que es de forma aproximada G (8) — G3(8). También se aprecia
una presencia mayor del sesgo negativo en el estimador msed** posiblemente debida a la naturaleza de la
matriz de varianzas de los efectos aleatorios del modelo, ya que dicha matriz afecta considerablemente a la
estimacidn del término G3 y consecuentemente a sus correcciones. Por dltimo, cabe apuntar también que se
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ve con claridad la presencia de sesgo positivo para el estimador msed, ello es debido a que la estimacién
hecha a partir de las términos G| — G5 tiende a ser mayor que los valores tedricos que se han obtenido en la
simulacién 1.

La figura 5.7 contiene los diagramas de cajas de los cuatro estimadores considerados. Se observa que la
distribucién de los estimadores msed y msed*> es mejor que la de los dos restantes. Se nota de forma evidente
la presencia de sesgo negativo para los estimadores msed*! y msed*? y se aprecia una ligera tendencia
negativa para el sesgo del estimador msed*> sobre todo en la primera variable del modelo. Por tltimo se
aprecia la presencia de sesgo positivo para el estimador msed.
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6

Estimacion bivariante de indicadores de pobreza

Los capitulos anteriores describen algunos de los modelos de drea multivariantes que se pueden plantear
a partir del modelo general presentado en el capitulo 2. Ahora se presenta una aplicacién practica al estudio
de indicadores de pobreza. Las estimaciones se obtienen usando los predictores EBLUP basados en los
modelos estudiados. Los errores cuadréticos medios se estiman aplicando el estimador (2.8) basado en la
metodologia de Prasad y Rao (1990).

6.1. Datos y modelo

Consideremos una poblacién finita P (en el caso del presente estudio se trata de Espafia) cuyas unidades
Jj son individuos. Suponemos que la poblacién P estd dividida en D dominios (provincias cruzadas con
sexo) que se denotan por P;. El subindice d (provincia-sexo) se determina segtin la provincia donde esta
establecida la familia a la que pertenece el individuo j y el sexo del mismo. El tamafio de P se denota por N
y el de cada P; por N;. Se tiene que

D D
P=JP;, y N=Y N
d=1 d=1

Sea z4; el ingreso normalizado neto del individuo j. El Instituto Nacional de Estadistica (INE) calcula el
valor de cada z4; sumando los ingresos netos anuales de los miembros de la familia a la que pertenece
el individuo j y dividiendo el resultado obtenido por el tamafio familiar normalizado. El resultado de la
division se asigna a cada uno de los miembros de la familia en cuestion. Asi pues, el valor z4; es el mismo
para todos los miembros de una unidad familiar. El propésito que se persigue al normalizar los ingresos
familiares es recoger la variabilidad existente en tamafio y composicidn de las familias.

El tamafio familiar normalizado se calcula con la escala modificada OECD que emplea EUROSTAT.
Esa escala asigna un peso igual a 1 al primer adulto, 0,5 al segundo y al resto de miembros que tengan una

89
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edad igual o superior a catorce afios, y, por ultimo 0,3 a cada miembro que tenga una edad inferior a catorce
afios. Lo anterior se denota de la forma que se indica a continuacién

Hgp =140,5(Hgp>14 — 1) +0,3Hgp<14

donde Hyp,>14 es el nimero de personas con edad igual o superior a catorce afios en la familia /# del dominio
d 'y Hgp<14 es el nimero de personas que tienen una edad inferior a catorce afios.

Sea z el umbral de pobreza, de modo que los individuos j cuyos ingresos normalizados netos estdn
por debajo del umbral de pobreza, z4; < z, se dice que estdn en riesgo de pobreza. Teniendo en cuenta las
directrices que marca la Oficina Estadistica Europea (EUROSTAT) el umbral de pobreza se establece en el
60% de la mediana de los ingresos familiares netos anuales de los hogares espaiioles y se calcula usando
los datos de la encuesta de condiciones de vida. En los afios que se han tenido en cuenta la medida anterior
resulto ser 22005 = 6160 y z2006 = 6556 y son las que se utilizan para determinar los estimadores directos de
los indicadores de pobreza.

El objetivo de la aplicacién prictica que se desarrolla en el presente capitulo es la estimacién de la
proporcién de pobreza y la brecha de pobreza por provincia y sexo. Estos indicadores de pobreza son

1 M 1 Y
= — : c = — i
Yd1 N, j;ydlj Yd2 N, j;deJ

respectivamente, donde

yaj=1(eaj<2) e ydz,.:<z—zzdj> 1(zj<2).

En las expresiones que se utilizan para las variables y;; e yg» se tiene que / (zd i< Z) =1sizg<zy
1 (zd‘,- < Z) = 0 en caso contrario. El indicador y,4; da la condicién de pobreza y el indicador y;, mide la
distancia relativa de un individuo pobre al umbral de pobreza.

Para las tareas de ajuste de los modelos estadisticos de area se utilizan los datos de la encuesta de
condiciones de vida (ECV) de los afios 2005 y 2006 con tamafios muestrales 37491 y 34694 respectivamente.
La ECV es la version espaiiola de la “European Survey on Income and Living Conditions” (EU-SILC). La
ECV comenz6 a hacerse en 2004 y a partir de esa fecha se realiza con periodicidad anual. Su propésito
principal es conseguir informacidn para comparar estadisticamente la distribucién de los ingresos familiares
en el entorno europeo.

La ECV no proporciona estimaciones oficiales en cada dominio, no obstante el estimador directo del
total es Yy = Z],Yil}’dj es
Yj = Z WdjYdj
JESa
donde S, es la muestra observada en el dominio d y wy; es el peso de disefio corregido por falta de respuesta
y calibrado (factor de elevacion). En el caso particular en el que y;; = 1 para todo j € P; se obtiene una
estimacién del tamaiio del dominio d, es decir,

Krdir
Nd = Z de.
JESa
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Utilizando la estimacidn del total anterior se puede construir un estimador directo para la media del dominio
d, en concreto es y; = ¥, Cj”’ / Ng” . Las estimaciones directas de las medias de los dominios se utilizan como
observaciones de la variable de interés en el modelo de drea. Las varianzas de estas estimaciones pueden
aproximarse mediante la expresion que sigue

Va(@") = Y wajwaj = V) 0aj—3a)* v Ona=Va(Ga) = Va(¥§") /NG
jesd
Las férmulas precedentes se basan en las que aparecen en Sérndal et al. (1992), pp. 43, 185 y 391, empleando
las simplificaciones wy; = % Taijdij = Tdj y Tajdij = TajTaj, i 7 j en las probabilidades de inclusién de

1’
segundo orden.

En esta seccion se utilizan datos de 2005 y 2006 de la encuesta de condiciones de vida para la estimacién
de los indicadores de pobreza. Los dominios de interés son el resultado de combinar las distintas provincias
con las dos categorias de la variable sexo. Hay D = 104 dominios, obtenidos a partir de las 52 provincias
(incluyendo a Ceuta y a Melilla) y de las subpoblaciones de hombres y de mujeres. Los cuartiles de la
distribucion de los tamafios muestrales de los dominios son 13, 149, 251, 530, 1494 en el afio 2005 son. Enn
el afio 2006 son 18, 129, 233, 481, 1494. Como puede apreciarse los tamafios muestrales son demasiado
pequefios para emplear estimadores directos en las estimaciones de los pardmetros de interés en todas los
dominios.

A continuacién, se expone la codificacidn de las distintas provincias que se han considerado. Las pro-
vincias espaifiolas se codifican de la forma siguientes: 1 Alava, 2 Albacete, 3 Alicante, 4 Almeria, 5 Avila,
6 Badajoz, 7 Baleares, 8 Barcelona, 9 Burgos, 10 Céceres, 11 Cadiz, 12 Castellén, 13 Ciudad Real, 14
Cérdoba, 15 Corua, La, 16 Cuenca, 17 Gerona, 18 Granada, 19 Guadalajara, 20 Guiptzcoa, 21 Huelva, 22
Huesca, 23 Jaén, 24 Le6n, 25 Lérida, 26 La Rioja, 27 Lugo, 28 Madrid, 29 Malaga, 30 Murcia, 31 Navarra,
32 Orense, 33 Asturias (Oviedo), 34 Palencia, 35 Palmas Las, 36 Pontevedra, 37 Salamanca, 38 Santa Cruz
de Tenerife, 39 Cantabria (Santander), 40 Segovia, 41 Sevilla, 42 Soria, 43 Tarragona, 44 Teruel, 45 Toledo,
46 Valencia, 47 Valladolid, 48 Vizcaya, 49 Zamora, 50 Zaragoza, 51 Ceuta, 52 Melilla

A partir de la informacién auxiliar disponible, se construyen las siguientes variables auxiliares:

[a—

. El total poblacional del dominio.

2. Los grupos de edad son cinco y se corresponden con los intervalos: < 15 (agel), 16 — 24 (age2),
25 —49 (age3), 50 — 64 (aged) y > 65 (age5).

3. El nivel de estudios se contempla formando cuatro categorias distintas: la primera para nivel de estu-
dios inferior a la educacion primaria (edu0), la segunda para la educacién primaria (edul), la tercera
para la educacion secundaria (edu2) y la cuarta para nivel de estudios universitario (edu3).

4. La nacionalidad comprende dos categorias: la primera para la nacionalidad espaiiola (citl) y la segun-
da para nacionalidades no espafiolas (cit2).

5. La situacién laboral comprende cuatro categorias: la primera para menores de 16 afios (1ab0), la
segunda para empleados (labl), la tercera para parados (lab2) y la cuarta para inactivos (lab3).
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En los modelos que se van a plantear se consideran variables explicativas extraidas de las que acabamos de
explicar. Para poder expresar el modelo de una forma mads clara, se adopta la notacién

Xd1 = (Xd117xd127-~-,xd1p]) Yy Xa2 = (xd217xd227-~-7xd2p2)7

donde d = 1,...,104. La primera variable es constante; en concreto x4, = 1, r = 1,2. El resto de variables
auxiliares, x4,; para j > 1, son las proporciones que resultan al dividir el total poblacional de la categoria
considerada por el total poblacional del dominio. Cada una de las variables anteriores tiene asociado un
pardmetro de regresion en el modelo de drea y por tal motivo se agrupan de la forma

B= P . Bi=B11,B12,---,B1p), By =(B21,B22,-- -, Bopy)-

B>

Se definen ademds los vectores y matrices

Y1 xa1 0 Ug edq1
Ya = ) Xd — ) Ug = ) €q = )

Va2 0 xp Ugo eq

= col X= col (X = col = col
Y 1§d§104(yd)’ 1§d§104( a) u 1§d§104(ud)7 i 1913104(6‘1)7

Zg = col (8&][2), Z = CO]I (Zd):Izog.
1<4<104 1<d<104

En los modelos de 4rea considerados intervienen todos los elementos expuestos y consecuentemente admiten
la representacion lineal

y=XB+Zu+e=XB+Zjuy+---+Zpup +e,

donde e y u son vectores aleatorios independientes que verifican

u~N(0O,V,), V,= dag (V.), e~N(0,V,), V.= diag (W; "),
1<d<104 1<d<104

donde, para d = 1,...,104, las matrices V,; dependen de m pardmetros desconocidos y las matrices Wd_1
son conocidas. Finalmente, la forma matricial del modelo es

Y1 xi1 0 ui el

Y12 0 xi2 uin e

21 x1 0 Uz €1

y22 = 0 x» P +| un [+]| ex
— B>

YD1 xp1 0 Upi ep1

YD2 0 xm up e
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6.2. Estimacion basada en modelos de area (enfoque multivariante)

Como se ha apuntado al inicio del capitulo, en esta seccion se estiman indicadores de pobreza utilizando
cada uno de los modelos que se han estudiado. Para ello se presentan las variables explicativas que se
incluyen y las hipétesis que se asumen sobre los efectos aleatorios. Todo ello complementa la descripcion
del modelo de area multivariante dada en la seccién 6.1. Se presentan también las estimaciones de los
parametros y las interpretaciones que resulten oportunas en cada caso.

6.2.1. Modelo con varianza de los efectos diagonal

Para la variable y;; se consideran las variables explicativas constante, agel, age2, edul, citl y lab2, y
para y4, se consideran las variables constante, edu0, edul, edu2, citl y labl. En esta seccién se supone que
los efectos que corresponden a las distintos dominios verifican

o’ 0
unr N(Oavu), Vu = dlag (Vud)a Vud — N .
1<d<104 0 o

Con el objeto de obtener una estimacién inicial de los pardmetros Gil y Gﬁz, se consideran los modelos
univariantes que se deducen a partir del modelo multivariante planteado en la seccion 6.1; es decir,

Yar = XarB, + Uar + €4, d=1,....D, r=12,

donde

u., ~ Np (0,63rID) , er~Np (07Wr_]) ’ W/r_1 = dlag (Ge_dzr)'
1<d<D

Se hace una primera estimacion de las componentes de la varianza utilizando la férmula del método de

Henderson 3; es decir,
2. — ¥, P2y, —D+p,
urH tr {PZ} ’

Las estimaciones 62, Y 62,5 se utilizan como semillas en el algoritmo de Fisher-scoring. A partir de los

r=1,2.

datos de la muestra, las estimaciones que se obtienen de las semillas son
62, =0,00095 y G2, =0,00188.

Partiendo de los valores anteriores, se ejecuta el algoritmo Fisher-scoring para obtener las estimaciones
REML de Gﬁ Ly 632. Después de seis iteraciones se obtiene

62, =0,00138 y 6%, =0,00037.
A partir de lo anterior se construyen las estimaciones para los pardmetros 3,;, r = 1,2. Utilizando tam-

bién las distribuciones asintéticas para los estimadores B,; presentadas en el capitulo 2, se determinan los
p-valores correspondientes a los contrastes Hy : B,; = 0. Todo ello se presenta en las tablas 6.1-6.2.
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Variables | constante agel age?2 edul citl lab2
B -0.74414 096641 1.65996 0.76452 0.33312 1.86921
p-valor 0.00000  0.00057 0.00033 0.00000 0.00055 0.00000

Tabla 6.1. Pardmetros de regresion y p-valores para o. = 0.

Variables | constante edu0 edul edu? citl labl
B -0.38295 0.99395 0.34896 0.17409 0.15597 -0.06853
p-valor 0.00000  0.00000 0.00000 0.09457 0.00077 0.01613

Tabla 6.2. Pardmetros de regresion y p-valores para o. = 1.

A continuacién se construyen los intervalos de confianza correspondientes, donde el nivel de significacién
considerado es o = 0,1. Para el presente caso, adoptan la forma B, j £ 1/q2q/2.donde g es el elemento de
la diagonal principal de la matriz Q, definida en la seccion 2.4, que se corresponde con Br ;. En la ultima
columna de Ia tabla se incluye “V” o “F” segtin 0 pertenezca al intervalo de confianza o no. Lo anterior se
resume en las tablas 6.3-6.4.

Variables Elj Blj —V49Za2 Blj +1/q202 | 0€1IC

constante | -0.74414 -0.92148 -0.56680 F
agel 0.96641 0.50492 1.42800 F
age2 1.65997 0.89901 2.42091 F
edul 0.76452 0.62102 0.90802 F
citl 0.33312 0.17448 0.49176 F
lab2 1.86921 1.25457 2.48385 F

Tabla 6.3. Intervalos de confianza para o = 0.

Variables Ez ; 62 i — VY9Za)2 Bz it V4qzap | 0€IC

constante | -0.38295 -0.51819 -0.24771 F
edu0 0.99395 0.81769 1.17022 F
edul 0.34896 0.21953 0.47839 F
edu? 0.17409 0.00280 0.34537 F
citl 0.15597 0.07971 0.23222 F
labl -0.06853 -0.11539 -0.02168 F

Tabla 6.4. Intervalos de confianza para a0 = 1.

En las tablas 6.1-6.4 se observa, viendo los p-valores o que el 0 no pertenece a ninguno de los intervalos
de confianza, que los pardmetros de regresién son significativos. Por otra parte, observando la magnitud y
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los signos de los mismos, se deduce que al aumentar la poblacién formada por los individuos con nivel de
estudios primarios o inferiores aumenta el nivel de pobreza, siendo el aumento considerablemente mayor en
el caso de nivel de estudios inferior a la educacion primaria. También se observa que al aumentar la poblacién
de empleados (labl) la brecha de pobreza disminuye y que al aumentar la poblacién que se encuentra en
paro (lab2) aumenta de forma considerable la proporcién de pobreza.

En la figura 6.1 se muestran las gréificas para los pares (ygr, yar —xd,B, — #gy). En la grifica de la iz-
quierda se representan los residuos asociados a la proporcién de pobreza (o0 = 0, » = 1) y en la grafica de la
derecha se representan los residuos correspondientes a la brecha de pobreza (o0 = 1, r = 2). La dispersién
de ambas gréficas no parece decir nada en contra de la hipdtesis de insesgadez del modelo ajustado. Asi-
mismo, en la parte derecha de ambas gréficas se observa una tendencia a presentar residuos positivos que se
corresponden con los valores mayores de los estimadores directos. Este hecho se considera una propiedad
interesante, ya que significa que el modelo ajustado tiende a disminuir aquellos valores del estimador directo
que superan cierto nivel, y con ello se consigue evitar la presencia de estimaciones extremas.
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Figura 6.1: Residuos frente a estimadores directos.

Se tienen en cuenta dos estimadores para las dos variables que son objeto de estudio (proporcién de
pobreza y brecha de pobreza): estimador directo y EBLUPI, donde el estimador directo es conocido y el
EBLUPI se obtiene a partir del modelo multivariante que se ha ajustado. En la figura 6.2 se presentan las
gréficas de los dos estimadores para la variable proporcién de pobreza; en la parte izquierda se contemplan
los dominios que corresponden a los hombres, y, en la parte derecha los que corresponden a las mujeres En
la figura 6.3 se presenta lo mismo para la variable brecha de pobreza. De forma andloga se presenta en las
graficas 6.4 y 6.5 la informacion que corresponde a la raiz cuadrada de la varianza del estimador directo y
del error cuadrético medio del estimador EBLUP1.

En las graficas 6.2 y 6.3 se puede apreciar con claridad que el estimador directo alcanza valores supe-
riores respecto del estimador EBLUP1 para tamafios muestrales inferiores, a medida que aumentan éstos la
diferencia tiende a reducirse. Por otra parte, en las graficas que corresponden a la raiz cuadrada de la varian-
za de los dos estimadores (graficas 6.4 y 6.5), se observan mayores valores en lo que respecta al estimador
directo, la diferencia es mds acusada para tamafos muestrales inferiores.
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Figura 6.2: Estimaciones EBLUP1 y DIR de proporciones de pobreza por provincias en 2006.
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Figura 6.3: Estimaciones EBLUP1 y DIR de brechas de pobreza por provincias en 2006.
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Figura 6.4: RMSEs de estimadores EBLUP1 y DIR de proporciones de pobreza por provincias en 2006.
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Figura 6.5: RMSEs de estimadores EBLUP1 y DIR de proporciones de pobreza por provincias en 2006.
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6.2.2. Modelo con varianza de los efectos AR(1)

En esta seccion se consideran las variables explicativas constante, agel, age2, edul, citl y lab2 para
la variable y,; y las variables explicativas constante, edu0, edul, edu2, citl y labl para la variable y;,. Se
supone que los efectos que corresponden a los distintos dominios se distribuyen segtin un proceso estocastico
AR(1). Por tanto

Ugr = Ptgr—1 +aqr, r=12, l/td()NN(O,l),

1 1 p
. 2
u~N(0,V,), V,= diag (Vw), V=0, 5 .
1<d<104 I=p*\p 1
Con el objeto de obtener una estimacién inicial de los pardmetros 62 y p se considerardn los modelos
univariantes que se deducen a partir del modelo multivariante planteado en la seccién 6.1; es decir,

ydr:xdrBr+udr+edr, lev"'7D7 r:1727

donde
2

()
u., ~ Np <0, u 21D> , e,~Np(O,W ), W= diag (c,}).
l—p 1<d<D

A partir de ellos se determina la estimacidn utilizando la férmula del método de Henderson 3

!
~ V,.Py.,—D+ p,
Oy = =1,2
urH tr {PZ} I 3 <y

y asi las estimaciones que resultan se utilizan como semillas en el algoritmo de Fisher-scoring en la forma

A O y+0C
65(0) ulH T OwH p(O) 0.

A partir de los datos de la muestra se obtienen las estimaciones iniciales
529 = 0,002213 y p©=o.

Partiendo de los valores anteriores se ejecuta el algoritmo de Fisher-scoring para obtener las estimaciones
REML de 62 y p. Después de trece iteraciones se tiene

62 =0,00051 y p=0,53342.
El siguiente paso es calcular las estimaciones y los intervalos de confianza para los parametros f3,;,

r = 1,2. Utilizando las distribuciones asintéticas de los estimadores 3,;, se calculan los p-valores corres-
pondientes a los contrastes Hy : 3,; = 0.

Variables | constante  agel age?2 edul citl lab2
B -0.75534  1.07209 1.53816 0.74652 0.34529 1.89741
p-valor 0.00000  0.00000 0.00000 0.00000 0.00001 0.00000

Tabla 6.5. Pardmetros de regresion y p-valores para o. = 0.
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Variables | constante  edu0 edul edu? citl labl
B -0.34779  1.008  0.32081 0.13462 0.14926 -0.07925
p-valor 0.00041  0.00000 0.00051 0.25762 0.01287 0.01795
Tabla 6.6. Pardmetros de regresion y p-valores para o0 = 1.

A continuacién se construyen los intervalos de confianza correspondientes, donde el nivel de signifi-
cacion considerado es o = 0,1. En este caso adoptan la forma f,; + ,/Gzy/», donde g es el elemento de

la diagonal principal de la matriz Q, definida en la seccion 2.4, que se corresponde con ;. En la dltima
columna de la tabla se incluye "V’ o "F’ segtn O pertenezca al intervalo de confianza o no. Lo anterior se

resume en las tablas 6.7 y 6.8.

Variables B Bri—/4zas2 | Brj+ /4202 | 0€IC

constante | -0.75534 -0.89874 -0.61195 F
agel 1.07209 0.70708 1.43709 F
age?2 1.53816 0.98879 2.08752 F
edul 0.74652 0.62631 0.86672 F
citl 0.34529 0.21623 0.47435 F
lab2 1.89741 1.42702 2.36781 F

Tabla 6.7. Intervalos de confianza para o = 0.

Variables B Bri—v/4zos2 | Bri++/4z02 | 0€IC

constante | -0.34779 -0.50964 -0.18595 F
edu0 1.00800 0.78511 1.23089 F
edul 0.32081 0.16892 0.47271 F
edu?2 0.13462 -0.06099 0.33023 1%
citl 0.14926 0.05056 0.24796 F
labl -0.07925 -0.13433 -0.02417 F

Tabla 6.8. Intervalos de confianza para o0 = 1.

En las tablas 6.5-6.6 se observa que todos los p-valores son inferiores a 0.05, excepto en el caso de 4.
En las tablas 6.7-6.8 se observa que el 0 no pertenece a ninguno de los intervalos de confianza, excepto en el
caso de B4. Por tanto se concluye que todas las variables explicativas son significativas, salvo edu2 para la
brecha de pobreza. No obstante, se mantiene la variable en el modelo por el interés que tiene la comparacién
con el modelo multivariante diagonal de la seccién 6.2.1. Por otra parte, observando la magnitud y los signos
de los mismos, se deduce que al aumentar la poblacién formada por los individuos con nivel de estudios
primarios o inferiores aumenta el nivel de pobreza siendo el aumento considerablemente mayor en el caso
de nivel de estudios inferior a la educacién primaria. También se observa que al aumentar la poblacién
empleada (labl) la brecha de pobreza disminuye y aumenta la proporcidon de pobreza de forma considerable

cuando aumenta la poblacién que se encuentra en paro (lab2).
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Figura 6.6: Residuos frente a estimadores directos.

En la figura 6.6 se muestran las gréficas para los pares (Vgr,Var —xd,Br — figy). En la grifica de la iz-

quierda se representan los residuos asociados a la proporcién de pobreza (a0 =0, r = 1) y en la gréfica de la

derecha se representan los residuos correspondientes a la brecha de pobreza (oo = 1, r = 2). La dispersién

de ambas gréficas no parece decir nada en contra de la hipdtesis de insesgadez del modelo ajustado. Asi-

mismo, en la parte derecha de ambas graficas se observa una tendencia a presentar residuos positivos que se

corresponden con los valores mayores de los estimadores directos. Este hecho se considera una propiedad

interesante, ya que significa que el modelo ajustado tiende a disminuir aquellos valores que superan cierto

nivel, y con ello se consigue evitar la presencia de outliers.

La disposicion de los graficos que se presentan en lo que sigue es andloga a la dispuesta en la seccién
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Figura 6.7: Estimaciones EBLUP2 y DIR de proporciones de pobreza por provincias en 2006.
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Figura 6.8: Estimaciones EBLUP2 y DIR de brechas de pobreza por provincias en 2006.
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Figura 6.9: RMSE:s de estimadores EBLUP2 y DIR de proporciones de pobreza por provincias en 2006.

En las graficas 6.7 y 6.8 se puede apreciar con claridad que el estimador directo alcanza valores supe-

riores respecto del estimador EBLUP2 para tamafios muestrales inferiores, a medida que aumentan éstos la

diferencia tiende a reducirse. Por otra parte, en las graficas que corresponden a la raiz cuadrada de la varian-

za de los dos estimadores (graficas 6.9 y 6.10), se observan mayores valores en lo que respecta al estimador

directo, la diferencia es mds acusada para tamafos muestrales inferiores.
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Figura 6.10: RMSEs de estimadores EBLUP2 y DIR de proporciones de pobreza por provincias en 2006.

6.2.3. Modelo con varianza de los efectos AR(1) heterocedastico

En esta seccidn se consideran las variables explicativas constante, agel, age2, edul, citl y lab2 para
la variable y,4; y las variables explicativas constante, edu0, edul, edu2, citl y labl para la variable y;,. Se
supone que los efectos que corresponden a los distintos dominios se distribuyen segtin un proceso estocéstico
AR(1) heterocedastico. Por tanto

Uar = Pudr—1 +aar, ug~N(0,1), ay,~N(0,67), r=1.2.

Se supone que a41 y aq1 son independientes y que

242 21 43
. o1+ o1+
u~N(0,Vy), V,= diag (V,4), donde V, = 12 P 3 P 12 2p A
1<d<104 poi+p° O3 +p°OT+pP
Con el objeto de obtener una estimacion inicial para los pardmetros G%, G% y P, se considerardn los modelos
univariantes que se deducen a partir del modelo multivariante planteado en la seccion 6.1; es decir,

ydr:xdrBr+Mdr+edr7 d:17"'7D7 }’:172,

donde

u, ~Np(0,6%1p), e,~Np(0,W, '), W '= diag (c,}).
1<d<D

A partir de ellos se estiman las varianzas aplicando la férmula del método de Henderson 3; es decir,

~ ' Py, —D
irH:y‘r 2 +pr7 I’—l,2.

tr {Pz}
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Se obtiene
Gﬁm =0,001507583 vy Gﬁm = 0,002920324.

En las primeras pruebas que se han realizado para estimar los pardmetros por el método de Fisher-scoring
los resultados obtenidos no han sido satisfactorios debido a que, a partir de distintas semillas consideradas,
siempre se obtiene una estimacién para 62 negativa. Por ello, se sospecha que el modelo AR(1) heterocedds-
tico no se ajusta bien a los datos. De todas formas, se propone una alternativa al ajuste directo que consiste
en distinguir la estimacion en dos fases que se detallan a continuacién.

1. Se estiman los pardmetros Gﬁ Ly 632 utilizando el modelo diagonal considerando como semillas los
valores obtenidos por el método Henderson 3.

2. Las estimaciones 62, y 62, obtenidas en la Fase 1 se consideran como verdaderos valores de los
ul u2
pardmetros Gil y 652 y asi se procede a estimar el pardmetro p por Fisher-scoring tomando como
semilla para el mismo p(o) =0.

Para realizar la primera parte del procedimiento que se propone se aprovecha lo que se ha realizado en el
apartado 6.2.1 y se apunta que las estimaciones para Gil y 032 son

62, =0,00138 y G2 =0,00037.
A partir de las estimaciones anteriores se tiene que la matriz de varianzas de los efectos es

yo_ otter  poitp’ ) _( 0001382 0,00138p +p?
“\ pot4pt oitploiopt )\ 0.00138p+p 0,00037+0,00138p2 +p* )

Ahora, se procede a realizar la segunda fase del procedimiento propuesto y se tiene que el algoritmo Fisher-
scoring converge. Tras veintitrés iteraciones se llega a la estimacién p = 0,018588.

El siguiente paso es calcular las estimaciones y los intervalos de confianza para los pardmetros f3,;,
r = 1,2. Utilizando las distribuciones asintoticas de los estimadores f,;, se calculan los p-valores corres-
pondientes a los contrastes Hy : B,; = 0.

Variables | constante  agel age?2 edul citl lab2
B -0.70357 0.95489 1.45541 0.74745 0.30873 1.50049
p-valor 0.00000  0.00066 0.00165 0.00000 0.00136 0.00006
Tabla 6.9. Pardmetros de regresion y p-valores para o. = 0.

Variables | constante  edu0 edul edu? citl labl
B -0.37458 0.97049 0.34255 0.16550 0.15203 -0.06384
p-valor 0.00001  0.00000 0.00001 0.11197 0.00104 0.02502
Tabla 6.10. Pardmetros de regresion y p-valores para o0 = 1.
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A continuacién se construyen los intervalos de confianza correspondientes, donde el nivel de significa-
cién considerado es o = 0,1. Para el presente caso, adoptan la forma B, j £ v/4Za/2> donde g es el elemento
de la diagonal principal de la matriz Q, definida en la seccion 2.4, que se corresponde con Er ;- En la dltima
columna de la tabla se incluye "V’ o "F’ segtn O pertenezca al intervalo de confianza o no. Lo anterior se
resume en las tablas 6.11 y 6.12.

Variables Br j Br i — V42 Br itz | 0€IC

constante | -0.70356 -0.88090 -0.52623 F
agel 0.95489 0.49342 1.41637 F
age?2 1.45541 0.69448 2.21633 F
edul 0.74745 0.60395 0.89094 F
citl 0.30873 0.15009 0.46736 F
lab2 1.50049 0.88587 2.11512 F

Tabla 6.11. Intervalos de confianza para o0 = 0.

Variables Er y Br i — V9202 Br it v/49za2 | 0€IC

constante | -0.37458 -0.50982 -0.23934 F
edu0 0.97049 0.79423 1.14675 F
edul 0.34254 0.21312 0.47197 F
edu?2 0.16550 -0.00577 0.33678 1%
citl 0.15203 0.07578 0.22828 F
labl -0.06384 -0.11069 -0.01698 F

Tabla 6.12. Intervalos de confianza para o0 = 1.

En las tablas 6.9-6.10 se observa que todos los p-valores son inferiores a 0.1, excepto en el caso de Pp4.
En las tablas 6.7-6.8 se observa que el 0 no pertenece a ninguno de los intervalos de confianza, excepto
también en el caso de Bo4. Por tanto, se concluye que todas las variables explicativas son significativas,
salvo edu?2 para la brecha de pobreza. No obstante, se mantiene la variable en el modelo por el interés que
tiene la comparacién con el modelo multivariante diagonal de la seccién 6.2.1. Por otra parte, observando la
magnitud y los signos de los mismos, se deduce que al aumentar la poblacién formada por los individuos con
nivel de estudios primarios o inferiores aumenta el nivel de pobreza siendo el aumento considerablemente
mayor en el caso de nivel de estudios inferior a la educacién primaria. También se observa que al aumentar
la poblacién de empleados (labl) la brecha de pobreza disminuye y que al aumentar la poblacién que se
encuentra en paro (lab2) aumenta de forma considerable la proporcién de pobreza.

La figura 6.11 muestra las gréficas para los pares (ygr, yar —xdr[:’)r —dg4y). En la gréfica de la izquierda se
representan los residuos asociados a la proporcion de pobreza (o0 =0, r = 1) y en la gréafica de la derecha
se representan los residuos correspondientesa la brecha de pobreza (o = 1, r = 2). La dispersion de ambas
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Figura 6.11: Residuos frente a estimadores directos.

gréficas no parece decir nada en contra de la hipétesis de insesgadez del modelo ajustado. Asimismo, en la
parte derecha de ambas gréficas se observa una tendencia a presentar residuos positivos que se corresponden
con los valores mayores de los estimadores directos. Este hecho se considera una propiedad interesante, ya
que significa que el modelo ajustado tiende a disminuir aquellos valores que superan cierto nivel, y con ello
se consigue evitar la presencia de outliers.

La figura 6.12 presenta los diagramas de cajas de los residuos y; — xd,ﬁ, — #y,) estandarizados. Los
diagramas muestran los residuos positivos que se observan en la Figura 6.11 para valores grandes de y,
donde el ajuste del modelo es peor. El modelo multivariante seleccionado presenta un mejor ajuste para la
primera variable (proporcion de pobreza) que para la segunda (brecha de pobreza). La disposicién de las
figuras 6.13-6.16 es andloga a la dispuesta en las secciones anteriores.
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Figura 6.12: Diagramas de cajas de residuos estandarizados.
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Figura 6.13: Estimaciones EBLUP3 y DIR de proporciones de pobreza por provincias en 2006.
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Figura 6.14: Estimaciones EBLUP3 y DIR de brechas de pobreza por provincias en 2006.
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Figura 6.15: RMSEs de estimadores EBLUP3 y DIR de proporciones de pobreza por provincias en 2006.
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Figura 6.16: RMSEs de estimadores EBLUP3 y DIR de proporciones de pobreza por provincias en 2006.
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En las graficas 6.12 y 6.13 se puede apreciar con claridad que el estimador directo alcanza valores
superiores respecto del estimador EBLUP3 para tamafios muestrales inferiores, a medida que aumentan
éstos la diferencia tiende a reducirse. Por otra parte, en las graficas que corresponden a la raiz cuadrada de
la varianza de los dos estimadores (graficas 6.14 y 6.15), se observan mayores valores en lo que respecta al
estimador directo, la diferencia es mas acusada para tamafios muestrales inferiores.

Contrastamos la hipétesis Hy : 6%1 = (552. El estadistico del contraste es

)
Ou1 — %2

T, =
V Vi1 +V —2vis

= 3,34588,

donde v;j, i,j = 1,2,3 son los elementos de la inversa de la matriz REML de informacion de Fisher del
modelo AR(1) heteroscedéstico evaluada en 6 = (6%,6%, p). Como T, tiene distribucién asintética normal
estandar bajo Hy, el p-valor es 0.00082. Se concluye que las varianzas de los efectos aleatorios son distintas,
de modo que se prefiere el modelo AR(1) heteroscedastico al modelo AR(1). Contrastamos también la
hipétesis Hy : p = 0. El estadistico del contraste es

o)

T, = = 1,96464.
P \/V33

Como Tj, tiene distribucion asintética normal estdndar bajo Hy, el p-valor es 0.049456. Entonces, se concluye
que ambas componentes (proporcion y brecha de pobreza) estan positivamente correladas y preferimos el
modelo AR(1) heteroscedastico al modelo diagonal.

6.2.4. Conclusiones

En los apartados 6.2.1, 6.2.2 y 6.2.3 se han aplicado los distintos modelos estudiados a los datos de la
muestra y finalmente se ha seleccionado el modelo con varianza de los efectos AR(1) heteroceddstico. En
este apartado, se presentan los resultados finales.

En la tabla 6.13. se presenta una clasificacion de las provincias espafiolas en cuatro categorias seguin los
valores del EBLUP del modelo estimado de la proporcion de pobreza y de la brecha de pobreza, es decir,
oeblup? oeblup?
Pd = IOO'YOE,d,’%% Yy 8d = IOO'Yle,d,LZI(;%'
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men pa <10 17817192022 3139444850

10 < pg <20 | 3912212425262728333642434647

20< pg <30 | 2101113 1518232930323435384041 4552

pa > 30 4561416374951

women | pg < 10 11720223148

10<pg <20 | 3789121924283339434446 50

20< pg <30 | 21521252627 293032343536384145474952

pa > 30 4561011131416 1823 37404251

men 8a<3 1717192022313336394348

3<gs<6 38912262834 4144 46 50

6<gs<10 | 2101113 1415162123247252729303235373840424547
8q4 > 10 45618495152

women | gz <3 17171931394348

3<g4<6 3891220222627 283233364144 454650

6<gy<10 | 101314 152124253034 3537384749

8a > 10 2456111618232940425152

Tabla 6.13. Provincias espaifiolas clasificadas por proporcion (arriba) y brecha (abajo) de pobreza.

La figura 6.17 contiene mapas de Espafia en los que las provincias se colorean segin los niveles de
proporcién de pobreza y de brecha de pobreza definidos en la tabla 6.13. Se observa que la proporcion
de la poblacion por debajo de la linea de pobreza es menor en las provincias del noreste como Cataluiia,
Aragdn, Navarra, Catabria. Por otra parte, se observa que las provincias espafiolas con mayor proporcién de
pobreza se encuentran situadas en el centro y en el sur como Andalucia, Extremadura, Castilla 1a Mancha
y Canarias. En una posicién intermedia se encuentran algunas provincias espafiolas del centro norte como
Galicia, algunas provincias de Castilla Le6n, Madrid y Comunidad Valenciana.

La tabla 6.14 presenta las estimaciones de la proporcién de pobreza bajo el modelo AR(1) heteroceddsti-
co. La primera columna contiene la provincia, las tres siguientes presentan el estimador directo, el EBLUPO
y el EBLUP3 para la subpoblacién de hombres, las tres siguientes muestran lo mismo para la subpoblacién
mujeres. Las seis dltimas columnas se disponen de la misma forma para presentar la raiz cuadrada de los
errores cuadriticos medios. La tabla 6.15 presenta las estimaciones de la brecha de pobreza bajo el modelo
AR(1) heteroceddstico. La estructura de sus columnas es la misma que la de la tabla 6.14.
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Figura 6.17: Estimaciones de las proporciones (arriba) y brechas (abajo) de pobreza para hombres (izquier-

da) y mujeres (derecha).
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men/poverty proportions/women

men/sqrt.mse/women

111

d dir eb0 eb3 dir eb0 eb3 dir eb0 eb3 dir eb0 eb3
1 | 0.083 0.074 0.083 | 0.079 0.087 0.078 | 0.034 0.028 0.024 | 0.032 0.027 0.023
2 10237 0246 0.233 | 0.285 0.289 0.281 | 0.035 0.028 0.023 | 0.037 0.029 0.024
3 10160 0.155 0.160 | 0.189 0.184 0.188 | 0.017 0.016 0.015 | 0.018 0.017 0.016
4 10318 0286 0.314 | 0.354 0313 0.351 | 0.035 0.029 0.025 | 0.037 0.030 0.025
5 10335 0202 0325|0453 0.289 0437 | 0.069 0.039 0.029 | 0.074 0.039 0.029
6 | 0.366 0346 0364 | 0.393 0372 0392 | 0.025 0.022 0.020 | 0.025 0.022 0.019
7 | 0.094 0.096 0.094 | 0.115 0.118 0.115 | 0.014 0.013 0.012 | 0.014 0.014 0.013
8 | 0.083 0.084 0.084 | 0.108 0.110 0.108 | 0.008 0.007 0.007 | 0.008 0.008 0.008
9 | 0.127 0.134 0.128 | 0.124 0.139 0.125 | 0.029 0.025 0.021 | 0.028 0.024 0.021
10 | 0.252 0.235 0.251 | 0.332 0.306 0.331 | 0.030 0.025 0.021 | 0.031 0.026 0.022
11 | 0.267 0.278 0.267 | 0.303 0311 0.303 | 0.025 0.022 0.020 | 0.025 0.022 0.019
12 | 0.122 0.117 0.122 | 0.122 0.135 0.123 | 0.034 0.028 0.023 | 0.036 0.028  0.023
13 | 0.269 0.261 0.268 | 0.324 0.315 0.317 | 0.030 0.025 0.021 | 0.035 0.028 0.023
14 | 0.312 0.299 0.311 | 0.307 0.323 0.306 | 0.034 0.027 0.023 | 0.033 0.027 0.023
15 | 0.216 0.206 0.215 | 0.237 0.226 0.236 | 0.020 0.019 0.017 | 0.020 0.018 0.017
16 | 0.362 0.307 0.349 | 0472 0.358 0.456 | 0.057 0.037 0.029 | 0.059 0.037 0.029
17 | 0.050 0.063 0.051 | 0.067 0.083 0.067 | 0.018 0.017 0.016 | 0.023 0.021 0.019
18 | 0.301 0.267 0.288 | 0.342 0.326 0.317 | 0.036 0.029 0.023 | 0.034 0.028 0.022
19 | 0.077 0.105 0.077 | 0.165 0.198 0.154 | 0.027 0.023 0.020 | 0.041 0.031 0.025
20 | 0.064 0.065 0.063 | 0.100 0.103 0.098 | 0.018 0.017 0.015 | 0.020 0.019 0.017
21 | 0.192 0.237 0.181 | 0.253 0.273 0.251 | 0.036 0.029 0.023 | 0.040 0.030 0.025
22 | 0.078 0.105 0.080 | 0.089 0.115 0.090 | 0.028 0.024 0.021 | 0.032 0.027 0.022
23 1 0.283 0.273 0.284 | 0.339 0.341 0.338 | 0.031 0.026 0.022 | 0.034 0.027 0.023
24 |1 0.192 0.185 0.189 | 0.193 0.213 0.188 | 0.032 0.026 0.022 | 0.029 0.025 0.021
251 0.177 0.176  0.163 | 0.239 0.235 0.233 | 0.037 0.030 0.023 | 0.043 0.032 0.025
26 | 0.166 0.161 0.166 | 0.212 0.204 0.211 | 0.020 0.018 0.017 | 0.022 0.020 0.018
27 | 0.207 0.188 0.193 | 0.225 0.241 0.224 | 0.037 0.029 0.023 | 0.034 0.028 0.024
28 | 0.110 0.108 0.110 | 0.126 0.126 0.126 | 0.014 0.013 0.012 | 0.013 0.013 0.012
29 | 0.222 0.230 0.220 | 0.258 0.263 0.254 | 0.025 0.022 0.019 | 0.023 0.021 0.018
30 | 0.219 0.215 0.219 | 0.256 0.253 0.256 | 0.017 0.016 0.015 | 0.018 0.017 0.015
31 | 0.090 0.089 0.090 | 0.094 0.096 0.094 | 0.014 0.014 0.013 | 0.014 0.013 0.012
32 1 0.282 0.241 0.280 | 0.213 0.235 0.214 | 0.053 0.035 0.027 | 0.043 0.032 0.0206
33 | 0.108 0.111 0.108 | 0.122 0.128 0.122 | 0.014 0.013 0.012 | 0.013 0.013 0.012
34 1 0.228 0.209 0.228 | 0.280 0.276 0.276 | 0.054 0.035 0.028 | 0.058 0.036 0.028
3510224 0.219 0.223 | 0.246 0.242 0.245 | 0.026 0.023 0.020 | 0.025 0.022 0.019
36 | 0.174 0.173 0.172 | 0.214 0.220 0.212 | 0.021 0.019 0.017 | 0.022 0.020 0.018
37 1 0.308 0.259 0.305 | 0.329 0.284 0.326 | 0.042 0.031 0.025 | 0.042 0.031 0.025
38 | 0.263 0.256 0.263 | 0.286 0.276 0.285 | 0.027 0.023 0.020 | 0.026 0.023  0.020
39 |1 0.095 0.099 0.095 | 0.128 0.136 0.128 | 0.017 0.016 0.015 | 0.020 0.018 0.017
40 | 0.234 0.195 0.232 | 0438 0.265 0.421 | 0.061 0.037 0.028 | 0.071 0.038 0.029
41 | 0.209 0.215 0.205 | 0.228 0.235 0.226 | 0.020 0.018 0.017 | 0.020 0.019 0.017
42 | 0.247 0.174 0.189 | 0.604 0.229 0.529 | 0.107 0.042 0.031 | 0.126 0.043  0.032
43 | 0.125 0.132 0.121 | 0.174 0.167 0.167 | 0.029 0.025 0.021 | 0.033 0.027 0.022
44 |1 0.083 0.108 0.073 | 0.151 0.170 0.154 | 0.033 0.028 0.022 | 0.045 0.033 0.026
45 1 0.250 0.232 0.250 | 0.220 0.244 0.220 | 0.029 0.025 0.021 | 0.028 0.024 0.021
46 | 0.137 0.136 0.136 | 0.139 0.142 0.139 | 0.017 0.016 0.015 | 0.014 0.013 0.013
47 | 0.165 0.158 0.162 | 0.210 0.200 0.208 | 0.024 0.021 0.019 | 0.027 0.023  0.020
48 | 0.092 0.092 0.092 | 0.099 0.103 0.099 | 0.014 0.013 0.012 | 0.014 0.014 0.013
49 | 0.332 0.329 0.322 | 0.268 0.312 0.267 | 0.048 0.035 0.028 | 0.046 0.035 0.028
50 | 0.101 0.099 0.100 | 0.136 0.137 0.135 | 0.014 0.014 0.013 | 0.017 0.016 0.015
51 | 0.334 0.323 0.326 | 0.388 0.389 0.354 | 0.035 0.029 0.024 | 0.035 0.029 0.024
52 |1 0236 0.245 0.228 | 0.251 0.291 0.246 | 0.037 0.030 0.024 | 0.034 0.028 0.023

Tabla 6.14. Estimaciones de la proporcién de pobreza en 2006 y de sus raices de errores cuadraticos medios.
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46
47
48
49
50
51
52

0.025
0.096
0.050
0.108
0.108
0.126
0.029
0.031
0.042
0.075
0.072
0.040
0.073
0.082
0.073
0.088
0.019
0.135
0.015
0.026
0.105
0.026
0.096
0.071
0.092
0.041
0.086
0.034
0.090
0.075
0.030
0.073
0.025
0.056
0.076
0.030
0.099
0.081
0.026
0.070
0.034
0.153
0.019
0.045
0.077
0.051
0.064
0.026
0.126
0.043
0.148
0.119

0.025
0.088
0.049
0.090
0.083
0.118
0.030
0.031
0.046
0.073
0.076
0.041
0.075
0.084
0.069
0.092
0.021
0.113
0.018
0.027
0.098
0.034
0.098
0.066
0.084
0.041
0.071
0.033
0.086
0.075
0.030
0.066
0.026
0.061
0.072
0.031
0.084
0.079
0.027
0.061
0.035
0.064
0.021
0.046
0.076
0.049
0.056
0.026
0.109
0.041
0.135
0.114

0.025
0.091
0.050
0.105
0.102
0.125
0.029
0.031
0.043
0.075
0.075
0.040
0.074
0.084
0.072
0.092
0.019
0.123
0.015
0.025
0.087
0.027
0.097
0.067
0.081
0.041
0.070
0.034
0.087
0.075
0.030
0.073
0.025
0.059
0.076
0.030
0.096
0.081
0.026
0.069
0.034
0.064
0.019
0.033
0.077
0.050
0.061
0.026
0.115
0.042
0.140
0.110

0.015
0.117
0.059
0.112
0.123
0.121
0.029
0.036
0.035
0.093
0.109
0.039
0.072
0.080
0.083
0.107
0.022
0.168
0.026
0.044
0.091
0.030
0.114
0.076
0.093
0.043
0.053
0.036
0.108
0.083
0.027
0.048
0.031
0.061
0.085
0.044
0.089
0.093
0.030
0.109
0.045
0.235
0.028
0.052
0.059
0.043
0.074
0.023
0.099
0.051
0.207
0.125

0.017
0.113
0.058
0.097
0.091
0.117
0.031
0.036
0.037
0.090
0.109
0.044
0.075
0.086
0.077
0.105
0.023
0.129
0.029
0.045
0.092
0.037
0.114
0.071
0.082
0.044
0.055
0.036
0.101
0.084
0.028
0.053
0.032
0.064
0.082
0.045
0.079
0.088
0.031
0.086
0.048
0.064
0.031
0.064
0.064
0.043
0.069
0.023
0.104
0.050
0.167
0.131

0.015
0.112
0.059
0.111
0.119
0.121
0.030
0.036
0.035
0.094
0.108
0.039
0.073
0.082
0.081
0.111
0.021
0.143
0.025
0.043
0.089
0.031
0.114
0.070
0.086
0.044
0.053
0.036
0.103
0.083
0.027
0.049
0.031
0.064
0.084
0.044
0.089
0.092
0.030
0.110
0.046
0.148
0.028
0.053
0.060
0.043
0.073
0.023
0.095
0.050
0.174
0.120

0.010
0.017
0.007
0.015
0.027
0.011
0.006
0.003
0.015
0.011
0.010
0.017
0.010
0.011
0.009
0.016
0.008
0.020
0.005
0.010
0.027
0.011
0.013
0.015
0.022
0.006
0.026
0.006
0.014
0.007
0.006
0.019
0.005
0.017
0.012
0.004
0.015
0.010
0.006
0.021
0.004
0.088
0.005
0.024
0.011
0.010
0.011
0.005
0.024
0.009
0.018
0.027

0.010
0.014
0.007
0.013
0.018
0.010
0.006
0.003
0.013
0.010
0.009
0.014
0.009
0.010
0.008
0.013
0.007
0.015
0.005
0.009
0.018
0.010
0.012
0.013
0.016
0.005
0.018
0.006
0.012
0.006
0.006
0.015
0.005
0.014
0.011
0.004
0.013
0.009
0.005
0.016
0.004
0.023
0.005
0.017
0.010
0.009
0.010
0.005
0.018
0.008
0.015
0.019

0.009
0.012
0.007
0.012
0.015
0.010
0.006
0.003
0.012
0.009
0.009
0.012
0.009
0.009
0.008
0.012
0.007
0.014
0.004
0.009
0.017
0.009
0.011
0.012
0.014
0.005
0.017
0.006
0.011
0.006
0.006
0.012
0.005
0.012
0.010
0.004
0.011
0.008
0.005
0.012
0.004
0.023
0.004
0.016
0.009
0.009
0.009
0.005
0.016
0.008
0.013
0.018

0.007
0.019
0.008
0.017
0.025
0.010
0.005
0.004
0.012
0.011
0.012
0.014
0.010
0.011
0.009
0.018
0.009
0.022
0.007
0.011
0.021
0.013
0.015
0.015
0.021
0.005
0.012
0.006
0.014
0.007
0.005
0.014
0.005
0.018
0.013
0.006
0.014
0.011
0.006
0.023
0.006
0.111
0.007
0.020
0.009
0.006
0.012
0.004
0.022
0.010
0.023
0.019

0.007
0.015
0.007
0.014
0.017
0.009
0.005
0.004
0.011
0.010
0.011
0.012
0.009
0.010
0.009
0.014
0.008
0.016
0.007
0.010
0.016
0.011
0.013
0.013
0.016
0.005
0.011
0.006
0.012
0.006
0.005
0.012
0.005
0.014
0.011
0.005
0.012
0.010
0.006
0.017
0.005
0.023
0.006
0.015
0.009
0.005
0.011
0.004
0.017
0.009
0.017
0.015

0.006
0.013
0.007
0.013
0.014
0.009
0.005
0.004
0.010
0.009
0.010
0.010
0.008
0.009
0.008
0.012
0.008
0.015
0.004
0.010
0.014
0.009
0.011
0.012
0.014
0.005
0.010
0.005
0.011
0.006
0.005
0.011
0.005
0.012
0.011
0.005
0.011
0.009
0.005
0.014
0.005
0.023
0.005
0.013
0.008
0.005
0.010
0.004
0.015
0.009
0.016
0.013

Tabla 6.15

. Estimaciones de la brecha de pobreza en 2006 y de sus raices de errores cuadraticos medios.
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6.3. Estimacion basada en modelos de area (enfoque temporal)

De la forma en que ya se ha apuntado al inicio del capitulo se va a realizar un enfoque temporal del
modelo de drea estudiado en el capitulo 2. En esta seccion se presenta una nueva aplicacién del modelo
multivariante de drea (2.1) utilizando datos de la misma encuesta, solo que para el caso se utilizardn los
datos que corresponden a los afios 2005 y 2006. A diferencia del estudio realizado en la seccion anterior 6,
se considera un enfoque temporal; es decir, se estudia una sola variable objetivo en dos instantes diferentes
de tiempo (afios 2005 y 2006). Se considera oportuno destacar el papel que pueden realizar el modelo
AR(1) y el modelo AR(1) heteroceddstico para realizar estimaciones. No obstante, se estudia también para
completar el estudio el modelo diagonal. Se presentan en cada una de las siguientes secciones las variables
explicativas que se van a incluir en el modelo y las hipdtesis sobre los efectos aleatorios del modelo que hay
que afiadir a lo descrito en en la seccidn 6.2.1. Se presentan también las estimaciones de los pardmetros y
las interpretaciones que resulten oportunas en cada caso.

En esta seccidn se consideran las variables explicativas constante, agel, age2, edul, citl y lab2 para las
variables y;1 € y42, que son las proporciones de pobreza en los afios 2005 y 2006 respectivamente.

6.3.1. Modelo con varianza de los efectos diagonal

En esta seccidn se supone que los efectos aleatorios verifican

2
. o 0
u~N(0,V,), V,= diag Vi), V= ( 61 2 > :
1<d<104 u2
Con el objeto de obtener una estimacion inicial de los parametros (531 y Giz se considerardn los modelos
univariantes que se deducen a partir del modelo multivariante planteado en la seccion 6.1; es decir,

ydr:xdrBr+udr+edr7 dzl?"'7D7 }’:172,

donde

u, ~Np(0,6%1p), e,~Np(0,W, '), W '= diag (5,}).
1<d<D

Se hace una primera estimacién de las componentes de la varianza utilizando la férmula del método de

Henderson 3; es decir,
&2 . — y{rPZVr_D_"pr
urH tr {PZ} )

Las estimaciones 831 uy 832H se utilizan como semillas en el algoritmo de Fisher-scoring. A partir de los

r=1,2.

datos de la muestra, las estimaciones que se obtienen de las semillas son
G2, =0,001803664 y G2,y = 0,034170970.

Partiendo de los valores anteriores, se ejecuta el algoritmo Fisher-scoring para obtener las estimaciones
REML de Gﬁ Ly 632. Después de siete iteraciones se obtiene

62, =0,002597476 y &2, =0,001928316.
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A continuacion, se realiza el contraste de igualdad de varianzas Hy : Gﬁl = 052 al nivel de significacién
o = 0,1. Para ello se utiliza la distribucién asintética de 6 = (8, = 62,0, = 62,) presentada en el capitulo
2. A partir de la distribucién asintética se obtiene que

82

) 2 2
wl — O~ N (Gul =0y, Vi1 T V22 —2\/12) )

donde v;; es el elemento situado en la fila i y la columna j en la matriz ' ~! definida en la seccién 2.3.
Teniendo en cuenta lo anterior, y aplicandolo al caso que nos ocupa, se obtiene el estadistico del contraste

=2 =2
Out — %

VVi1+Va2 —2Vi2
y el p-valor=0.2820787. Por tanto, teniendo en cuenta los datos observados y el nivel de significacién que
se ha fijado, se concluye que no hay evidencia suficiente para rechazar la hipétesis nula.

=1,0756

A partir de lo anterior se construyen las estimaciones para los pardmetros f,;, » = 2. Utilizando también
las distribuciones asintéticas para los estimadores 3,; presentadas en el capitulo primero, se determinan los
p-valores correspondientes a los contrastes H : B,; = 0. Todo ello se presenta en las tablas 6.17 y 6.18.

Variables | constante  agel age?2 edul citl lab2
B -0.65933  0.69445 242186 0.71191 0.25932  0.71777
p-valor 0.00003  0.05177 0.00017 0.00000 0.07097  0.12555
Tabla 6.16. Pardmetros de regresion y p-valores para oo = 0y r = 1 (afio 2005).

Variables | constante  agel age?2 edul citl lab2
B -0.75221 0.88471 1.89549 0.79795 0.31376 2.05462
p-valor 0.00000  0.00609 0.00048 0.00000 0.00425 0.00000

Tabla 6.17. Pardmetros de regresion y p-valores para o0 = 1.

A continuacién se construyen los intervalos de confianza correspondientes, donde el nivel de significa-
cién considerado es o0 = 0,1. Para el presente caso, adoptan la forma Br j £ v/4Za/2, donde g es el elemento
de la diagonal principal de la matriz Q, definida en la seccion 2.4, que se corresponde con Er ;- En la dltima
columna de Ia tabla se incluye “V” o “F” segtin 0 pertenezca al intervalo de confianza o no. Lo anterior se
resume en las tablas 6.18 y 6.19.

Variables Blj Elj —V4Za/2 Elj +qzq2 | 0€IC

constante | -0.65933 -0.91968 -0.39897 F
agel 0.69445 0.10715 1.28174 F
age?2 2.42186 1.36130 3.48241 F
edul 0.71191 0.54378 0.88003 F
citl 0.25932 0.02309 0.49554 F
lab2 0.71777 -0.05294 1.48849 Vv

Tabla 6.18. Intervalos de confianza para o =0y r = 1 (afio 2005).
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Variables Blj Blj — V422 Elj +Vqzq2 | 0€IC

constante | -0.75221 -0.95438 -0.55004 F
agel 0.88471 0.35409 1.41532 F
age2 1.89549 1.00278 2.78821 F
edul 0.79794 0.63689 0.95900 F
citl 0.31376 0.13325 0.49428 F
lab2 2.05462 1.34508 2.76417 F

Tabla 6.19. Intervalos de confianza para oo = 0y r = 2 (afio 2000).
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En las tablas 6.16 y 6.17 se observa, viendo los p-valores, que los pardmetros de regresién son signifi-

cativos, excepto el que se corresponde con la variable lab2 para r = 1. No obstante, se mantiene la variable

en el modelo por el interés que tiene su interpretacién. Por otra parte, se observa en las tablas 6.18 y 6.19

que el 0 no pertenece a ninguno de los intervalos de confianza, excepto al intervalo correspondiente a la

variable lab2 para r = 1. También se puede decir, observando la magnitud y los signos de los mismos, que

al aumentar la poblacion formada por los individuos con nivel de estudios primarios aumenta el nivel de

pobreza. También se observa que al aumentar la poblacion que se encuentra en situacion de paro el nivel de

pobreza aumenta de forma considerable.
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Figura 6.18: Residuos frente a estimadores directos para oo = 0 y r = 2 (ano 2006).
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La figura 6.18 muestra la gréfica de los pares (y4r,Var — xdrﬁr — #4,), donde la variable objetivo es la
proporcion de pobreza en el afio 2006 (ow = 0, r = 2). La dispersion del grafico no parece decir nada en contra

de la hipdtesis de insesgadez del modelo ajustado. Asimismo, en la parte derecha de la grafica se observa

una tendencia a presentar residuos positivos que se corresponden con los valores mayores de los estimadores

directos. Este hecho se considera una propiedad interesante, ya que significa que el modelo ajustado tiende

a disminuir aquellos valores que superan cierto nivel, y con ello se consigue evitar la presencia de outliers.
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Se tienen en cuenta dos estimadores para la variable proporcion de pobreza en el afio 2006 (a0 =0, r =2):
estimador directo y EBLUP1, donde el estimador directo es conocido. El EBLUP1 se obtiene a partir del
modelo multivariante ajustado (modelo diagonal) para la variable proporcién de pobreza en los afios 2005 y
2006. La figura 6.18 presenta las estimaciones EBLUP1 y DIR de proporciones de pobreza por provincias
en 2006. La figura 6.19 presenta las estimaciones de las raices cuadaradas de los errores cuadriticos medios
de estimadores EBLUP1 y DIR de proporciones de pobreza por provincias en 2006.
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Figura 6.19: Estimaciones EBLUP1 y DIR de proporciones de pobreza por provincias en 2006.
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Figura 6.20: RMSEs de estimadores EBLUP1 y DIR de proporciones de pobreza por provincias en 2006.
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En las gréfica 6.18 se puede apreciar con claridad que el estimador directo alcanza valores superiores
respecto del estimador EBLUP1 para tamafios muestrales inferiores, a medida que aumentan éstos la dife-
rencia tiende a reducirse. Por otra parte, en las graficas que corresponden a la raiz cuadrada de la varianza
de los dos estimadores (grafica 6.19), se observan mayores valores en lo que respecta al estimador directo,
la diferencia es més acusada para tamafios muestrales inferiores.

6.3.2. Modelo con varianza de los efectos AR(1)

Se supone que los efectos que corresponden a los distintos dominios se distribuyen segtin un proceso
estocastico AR(1). Por tanto,

Udr = PUdr—1 +Adr, T= 172a Uqo NN(O’I)’

1 1
U~ NOV,), Vi= diag (Vus) Vig=0'—— P
1<d<104 l—p p 1

Con el objeto de obtener una estimacién inicial de los pardmetros 62 y p se considerardn los modelos
univariantes que se deducen a partir del modelo multivariante planteado en la seccién 6.1; es decir,

yd,:xdrﬁr+udr+edr, dE=1 % D8 =20

donde

2
O
., ~ Np (0, "21D> , e, ~Np(O,W, 1), W = diag (0,).
l—p 1<d<D

A partir de ellos se determina la estimacion utilizando la férmula del método de Henderson 3

2. — y,P2y.,—D+p,
urH tr{Pz} ’

r=1,2,

y asf las estimaciones que resultan se utilizan como semillas en el algoritmo de Fisher-scoring en la forma

~2 ~2
~ (&) + (0

Las estimaciones que se obtienen de los datos son
82, =0,001803664 y G2, = 0,034132248.

En consecuencia, las estimaciones iniciales son

520 =0,01796796 y p© =o.

Partiendo de los valores anteriores se ejecuta el algoritmo de Fisher-scoring para obtener las estimaciones
REML de 62 y p y se obtiene, después de doce iteraciones,

85 =0,0006959078 y p =0,8608996891.



118 Estimacion bivariante de indicadores de pobreza

Para contrastar la hipétesis Hy : p = 0 al nivel de significacién o = 0,1 se utiliza la distribucién asintdtica

de 6 = (@1 = 85,62 =p), presentada en la seccién 4.1. A partir de la distribucién asintética se obtiene que

p~N(p,v22),

donde vy, es el elemento situado en la fila 2 y la columna 2 en la matriz F ~1 definida en la seccién 2.3.
Teniendo en cuenta lo anterior y aplicdndolo al caso que nos ocupa, el estadistico del contraste es
p
vV V22
y el p-valor es 0. Por tanto, teniendo en cuenta los datos observados y el nivel de significacién que se ha
fijado, se rechaza la hipétesis nula y preferimos usar el modelo AR(1), en lugar del modelo diagonal, para
dar estimaciones EBLUP. El siguiente paso, en el estudio del modelo AR(1), es calcular las estimaciones y

los intervalos de confianza para los pardmetros 3,;, r = 1,2. Utilizando las distribuciones asintéticas de los
estimadores [3,;, se calculan los p-valores correspondientes a los contrastes Hy : B,; = 0. Los resultados se

= 16,72633

presentan en las tablas 6.20 y 6.21.

Variables | constante agel age2 edul citl lab2
B -0.53822 0.67365 1.74785 0.60288 0.23672 0.99025
p-valor 0.00040 0.03876  0.00209 0.00000 0.08997 0.02350

Tabla 6.20. Pardmetros de regresion y p-valores para proporcién de pobreza r = 1 (afio 2005).

Variables | constante agel age?2 edul citl lab2
B -0.74082 0.90128 1.69006 0.68293 0.37468 1.78575
p-valor 0.00000 0.00595 0.00127 0.00000 0.00163 0.00006

Tabla 6.21. Pardmetros de regresion y p-valores para proporcion de pobreza r = 2 (afio 2006).

A continuacién se construyen los intervalos de confianza correspondientes, donde el nivel de signifi-
cacion considerado es oo = 0,1. En este caso adoptan la forma Br j £ 1/q%0,2, donde g es el elemento de
la diagonal principal de la matriz Q, definida en la seccion 2.4, que se corresponde con B, j- En la ultima
columna de la tabla se incluye "V’ o 'F’ segtin 0 pertenezca al intervalo de confianza o no. Lo anterior se

resume en las tablas 6.22 y 6.23

Variables Br j Er i = V49Za)2 Br i+ V422 0elIC

constante | -0.53822 -0.78842 -0.28801 F
agel 0.67365 0.13750 1.20979 F
age2 1.74785 0.81348 2.68221 F
edul 0.60288 0.44500 0.76076 F
citl 0.23671 0.00707 0.46636 F
lab2 0.99024 0.27115 1.70933 F

Tabla 6.22. Intervalos de confianza para la proporcién de pobreza en 2005.
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Variables Br j Er i = V49Za)2 Er i+ V422 0elC

constante | -0.74082 -0.95802 -0.52363 F
agel 0.90127 0.36224 1.44030 F
age2 1.69005 0.82734 2.55276 F
edul 0.68293 0.51536 0.85050 F
citl 0.37468 0.17901 0.57034 F
lab2 1.78575 1.04967 2.52182 F

Tabla 6.23. Intervalos de confianza para la proporcién de pobreza en 2006.

En las tablas 6.20 y 6.21, tanto en la primera como en la segunda, se puede observar examinando los
p-valores que los pardmetros de regresion son significativos, excepto el que se corresponde con la variable
cit] para r = 1. No obstante, se mantiene la variable en el modelo por el interés que tiene su interpretacion.
Por otra parte, se observa en las tablas 6.22 y 6.23 que el 0 no pertenece a ninguno de los intervalos de
confianza, excepto en el intervalo que se corresponde con la variable cit/ para r = 1. También se puede decir,
observando la magnitud y los signos de los mismos, que al aumentar la poblaciéon formada por los individuos
con nivel de estudios primarios el nivel de pobreza aumenta considerablemente. Ademads se observa que al
aumentar la poblacion que se encuentra en situacién de paro la proporcién de pobreza aumenta.

En la figura 6.21 se muestran las graficas de los pares (Ygr, Var —xdr[g, — fi4,), donde la variable objetivo
es la proporcién de pobreza en 2006 (ow = 0, r = 2). La dispersion del grafico no parece decir nada en contra
de la hipétesis de insesgadez del modelo ajustado. Asimismo, en la parte derecha de del grafico, se observa
una tendencia a presentar residuos positivos que se corresponden con los valores mayores de los estimadores
directos. Este hecho se considera una propiedad interesante, ya que significa que el modelo ajustado tiende
a disminuir aquellos valores que superan cierto nivel, y con ello se consigue evitar la presencia de outliers.
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Figura 6.21: Residuos frente a estimadores directos para o0 = 0, r = 2 (afio 2006).
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La figura 6.22 presenta los diagramas de cajas de los residuos yg, — xd,B, — fig;) estandarizados para
2005 y 2006. Los diagramas muestran una asimetria aceptable con una cola mas amplia que la distribucién
normal por la parte positiva del eje real.
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Figura 6.22: Diagramas de cajas de residuos estandarizados.

En las gréfica 6.23 se puede apreciar con claridad que el estimador directo alcanza valores superiores
respecto del estimador EBLUP2 para tamaiios muestrales inferiores, a medida que aumentan éstos la dife-
rencia tiende a reducirse. Por otra parte, en las graficas que corresponden a la raiz cuadrada de la varianza
de los dos estimadores (grafica 6.24, se observan mayores valores en lo que respecta al estimador directo, la
diferencia es mas acusada para tamafios muestrales inferiores.
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Figura 6.23: Estimaciones EBLUP2 y DIR de proporciones de pobreza por provincias en 2006.
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Figura 6.24: RMSEs de estimadores EBLUP2 y DIR de proporciones de pobreza por provincias en 2006.

6.3.3. Modelo con varianza de los efectos AR(1) heterocedastico

Se supone que los efectos que corresponden a los distintos dominios se distribuyen segtin un proceso
estocdstico AR(1) heteroceddstico. Por tanto, se tiene que

Ugr = PUar—1 +agr, Uuao~N(0,1), aq~N(0,07), r=12.

Se supone que a41 Yy aq1 son independientes y que

2, 2 2,3
_ ol +p po? +p°

u~N(0,Vu), V,= diag (Vug), donde V= 12 3 2 12 2 A4

1<d<104 poi+p° Oy +p°CT+p

Con el objeto de obtener una estimacion inicial para los pardmetros G%, 0% y P, se considerardn los modelos

univariantes que se deducen a partir del modelo multivariante planteado en la seccién 6.1; es decir,
Yar = XarB, +uar+eqr, d=1,....D, r=1,2,

donde
u., ~ Np (OacirID) , er~Np (07W1’_1) ’ Wr_l = dlag (Ge_dz”)

1<d<D

A partir de ellos se estiman las varianzas aplicando la férmula del método de Henderson 3; es decir,

&2 — YyP2yr =D+ pr
urH tI‘{Pz} )

r=1,2.



122 Estimacion bivariante de indicadores de pobreza

Se obtiene
62, = 0,001803664 y G2,y = 0,03417097.

En las primeras pruebas que se han realizado para estimar los pardmetros por el método de Fisher-scoring
los resultados obtenidos no han sido satisfactorios debido a que, a partir de distintas semillas consideradas
siempre se obtiene una estimacién para Gil negativa; por ello, se concluye que el modelo AR(1) heteroce-
ddstico no se ajusta bien a los datos. Se propone una alternativa al ajuste directo que consiste en distinguir
la estimacion en dos fases que se detallan a continuacion.

1. Se estiman los pardmetros 62, y 62, utilizando el modelo diagonal considerando como semillas los
valores obtenidos por el método Henderson 3.

2. Las estimaciones 62, y 62, obtenidas en la Fase 1 se consideran como verdaderos valores de los
parametros Gil y (532 y asi se procede a estimar el pardmetro p por Fisher-scoring tomando como
semilla para el mismo p(o) =0.

Para ejecutar la primera parte del procedimiento propuesto se aprovecha lo que se ha realizado en el apartado
6.3.1 y se apunta que las estimaciones para Gﬁl y 652 son

62, =0,002597 y 62, =0,001928316.

A partir de las estimaciones anteriores se tiene que la matriz de varianzas de los efectos es

§ P4p? podfp? 0,002597 +p* 0,002597p +p*
d = i )
“ pcl+p® o2 +pci+pt 0,002597p+p>  0,001928 +0,002597p% + p*

Ahora, se procede a realizar la segunda fase del procedimiento propuesto y se tiene que el algoritmo Fisher-
scoring converge. Después de veintitrés iteraciones se llega a la estimacién p = 0,02105169.

Contrastamos Hy : 62, = 62,. El estadistico del contraste es

<2 <2
01— %0

VVi1+V2 =2V

donde v;j, i, j = 1,2,3 sin los elementos de la inversa de la matriz REML de informacion de Fisher del

model AR(1) heteroscedstico evaluada en 6 = (62,65,p). Comos Ti5 tiene distribucién asintética normal

Tir = = 1,0756,

estdndar bajo Hy, el p-valor es 0.28208. No podemos concluir que las varianzas de los efectos alaeatorios
sean distintas. Por tanto, preferimos utilizar el modelo AR(1), en lugar del modelo AR(1) heteroscedéstico,
para dar estimaciones EBLUP.

El siguiente paso, en el estudio del modelo AR(1) heteroscedéstico, es calcular las estimaciones y los
intervalos de confianza para los pardmetros B,;, r = 1,2. Utilizando las distribuciones asintéticas de los
estimadores Br ;» se calculan los p-valores correspondientes a los contrastes Hy : B, ; = 0. Los resultados se
presentan en la tablas 6.24 y 6.25.



6.3 Estimacion basada en modelos de drea (enfoque temporal) 123

Variables | constante agel age2 edul citl lab2
B -0.65428 0.69799 2.38239 0.71074 0.25923 0.71268
p-valor 0.00010  0.06539 0.00048 0.00000 0.08960 0.15129

Tabla 6.24. Parametros de regresion y p-valores para r = 1 (afio 2005).

Variables | constante agel age?2 edul citl lab2
B -0.75277 0.88496 1.89752 0.79734 0.31471 2.04599
p-valor 0.00000  0.00608 0.00047 0.00000 0.00414 0.00000

Tabla 6.25. Parametros de regresion y p-valores para r = 2 (afio 2000).

A continuacién se construyen los intervalos de confianza correspondientes, donde el nivel de significacién
considerado es oo = 0,1. En este caso adoptan la forma Br 7 £ v/4za/2, donde g es el elemento de la diagonal
principal de la matriz Q, definida en la seccion 2.4, que se corresponde con Br ;- En la ultima columna de la
tabla se incluye "V’ o 'F’ segtin 0 pertenezca al intervalo de confianza o no. Lo anterior se resume en las
tablas 6.26 y 6.27.

Variables Br j Br i = V422 Br it vV4za2 | 0€IC

constante | -0.65428 -0.93115 -0.37741 F
agel 0.69799 0.07488 1.32111 F
age?2 2.38239 1.25840 3.50638 F
edul 0.71074 0.53256 0.88892 F
citl 0.25923 0.00803 0.51043 F
lab2 0.71268 -0.10423 1.52959 1%

Tabla 6.26. Intervalos de confianza para o0 = 0, r = 1 (afio 2005).

Variables Br y Br i — V9Za)2 Er it V42 | 0€IC

constante | -0.75277 -0.95497 -0.55058 F
agel 0.88496 0.35430 1.41562 F
age? 1.89752 1.00476 2.79028 F
edu0 0.79734 0.63627 0.95841 F
citl 0.31471 0.13417 0.49525 F
lab2 2.04599 1.33638 2.75561 F

Tabla 6.27. Intervalos de confianza para o0 = 0, r = 2 (aio 2006).
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En las tablas 6.26-6.27 se observa que el 0 no pertenece a ninguno de los intervalos de confianza, excepto
en el caso de By4. Por tanto se concluye que todas las variables explicativas son significativas, salvo edu?2
para r = 2. No obstante, se mantiene la variable en el modelo por el interés que tiene la comparacion con el
modelo multivariante diagonal de la seccién 6.3.1. Por otra parte, observando la magnitud y los signos de los
mismos, se puede observar que al aumentar la poblacién formada por los individuos con nivel de estudios
primarios o inferiores aumenta la proporcién de pobreza, siendo el aumento considerablemente mayor en el
caso de nivel de estudios inferior a la educacién primaria. Ademads se observa que al aumentar la poblacion
que se encuentra en situacion de paro la proporcién de pobreza aumenta.

En la figura 6.25 se muestra la grafica de los pares (ygr,yar — xdr[gr — fi4;) que se corresponden con la
variable proporcion de pobreza en el afio 2006 (a0 = 0, r = 2). La dispersidon que se observa en el grifico
no parece decir nada en contra de la hipétesis de insesgadez del modelo ajustado. Asimismo, en la parte
derecha del grafico se observa una tendencia a presentar residuos positivos que se corresponden con los
valores mayores de los estimadores directos. Este hecho se considera una propiedad interesante, ya que
significa que el modelo ajustado tiende a disminuir aquellos valores que superan cierto nivel, y con ello se
consigue evitar la presencia de outliers.
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Figura 6.25: Residuos frente a estimadores directos para o = 0, r = 2 (afio 2006).

En la grafica 6.28 se puede apreciar con claridad que el estimador directo alcanza valores superiores
respecto del estimador EBLUP3 para tamafios muestrales inferiores, a medida que aumentan éstos la dife-
rencia tiende a reducirse. Por otra parte, en las graficas que corresponden a la raiz cuadrada de la varianza
de los dos estimadores (grafica 6.27), se observan mayores valores en lo que respecta al estimador directo,
la diferencia es més acusada para tamafios muestrales inferiores.
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Figura 6.26: Estimaciones EBLUP3 y DIR de proporciones de pobreza por provincias en 2006.
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Figura 6.27: RMSEs de estimadores EBLUP3 y DIR de proporciones de pobreza por provincias en 2006.
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6.3.4. Conclusiones

En los apartados 6.3.1, 6.3.2 y 6.3.3 se han utilizado el modelo diagonal, modelo AR(1) y el modelo
AR(1) heteroceddstico y se selecciona finalmente el modelo modelo AR(1). En este apartado se dan los
resultados obtenidos usando este modelo. Se expone un resumen de las estimaciones que se han obtenido al
utilizar el modelo AR(1), debido a que es el modelo mediante el cual se obtienen errores cuadraticos medios
inferiores.

La figura 6.28 contiene mapas de Espafia en los que las provincias se colorean segtin los niveles de
proporcién de pobreza y de brecha de pobreza definidos en la tabla 6.28. Se observa que la proporcién
de la poblacién por debajo de la linea de pobreza es menor en las provincias del noreste como Catalufia,
Aragén, Navarra, Catabria. Por otra parte, se observa que las provincias espafiolas con mayor proporcion de
pobreza se encuentran situadas en el centro y en el sur como Andalucia, Extremadura, Castilla la Mancha
y Canarias. En una posicién intermedia se encuentran algunas provincias espafiolas del centro norte como
Galicia, algunas provincias de Castilla Le6n, Madrid y Comunidad Valenciana.
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Figura 6.28: Estimaciones de las proporciones de pobreza en 2005 (arriba) y 2006 (abajo) para hombres
(izquierda) y mujeres (derecha).
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En la tabla 6.28 se presenta una clasificacion de las provincias espafiolas en cuatro categorias segin
los valores del EBLUP del modelo estimado de la proporcion de pobreza, es decir, p; = 100 - I?(i Zl‘%oﬁ. Los
mismos resultados se presentan en la figura 6.28. Se observa que la proporcién de la poblaciéon pbr debajo
de la linea de pobreza es menor en las provincias del noreste como Cataluiia, Aragén, Navarra, Catabria. Por
otra parte, se observa que las provincias espaiiolas con mayor proporcién de pobreza se encuentran situadas
en el centro y en el sur como Andalucia, Extremadura, Castilla la Mancha y Canarias. En una posicién
intermedia se encuentran algunas provincias espafiolas del centro norte como Galicia, algunas provincias de

Castilla Le6n, Madrid y Comunidad Valenciana.

men pa <10 181720223148

10<pg <20 | 3791215192425262728333436394344 464750
20<pg<30]245101113161821232930323537384041424552
pa > 30 6144951

women | pg < 10 117223148

10< pg <20 | 3789121920283339434650

20< pg <30 | 21521242526272930323435363840414244454752
pa > 30 4561011131416 1823374951

Tabla 6.28. Provincias espafiolas clasificadas por proporcién de pobreza.

La tabla 6.29 presenta las estimaciones de la proporcion de pobreza en 2006 al utilizar el modelo AR(1).
La primera columna contiene la provincia, las tres siguientes muestran el estimador directo, el EBLUPO y
el EBLUP2 correspondientes a la subpoblacion de hombres, las tres siguientes muestran lo mismo para las
mujeres. Las seis dltimas columnas se disponen de la misma forma para presentar la raiz cuadrada de los
errores cuadraticos medios.
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men/poverty proportions/women men/sqrt.mse/women
dir eb0 eb2 dir eb0 eb2 dir eb0 eb2 dir eb0 eb2
0.083 0.073 0.066 | 0.079 0.083 0.070 | 0.034 0.028 0.025 | 0.032 0.027 0.024
0.237 0.243 0.246 | 0285 0.290 0.291 | 0.035 0.029 0.026 | 0.037 0.030 0.026
0.160 0.156 0.155 | 0.189 0.182 0.175 | 0.017 0.016 0.015 | 0.018 0.017 0.016
0.318 0.289 0.254 | 0.354 0.307 0.310 | 0.035 0.030 0.027 | 0.037 0.030 0.027
0.335 0222 0.259 | 0453 0.296 0.332 | 0.069 0.040 0.038 | 0.074 0.040 0.039
0.366 0.349 0.332 | 0.393 0375 0.366 | 0.025 0.022 0.020 | 0.025 0.022  0.020
0.094 0.096 0.100 | 0.115 0.119 0.125 | 0.014 0.013 0.013 | 0.014 0.014 0.013
0.083 0.085 0.083 | 0.108 0.109 0.108 | 0.008 0.007 0.007 | 0.008 0.008 0.008
0.127 0.128 0.109 | 0.124 0.141 0.116 | 0.029 0.025 0.022 | 0.028 0.024 0.022
10 | 0.252  0.237 0.272 | 0.332 0309 0.347 | 0.030 0.025 0.023 | 0.031 0.026 0.024
11 | 0.267 0.280 0.279 | 0.303 0.308 0.308 | 0.025 0.022 0.020 | 0.025 0.022 0.020
12 | 0.122 0.118 0.147 | 0.122 0.142 0.167 | 0.034 0.028 0.026 | 0.036 0.029  0.026
13 | 0.269 0.263 0.274 | 0.324 0309 0.329 | 0.030 0.025 0.023 | 0.035 0.028  0.025
14 | 0312 0.298 0.315 | 0.307 0.315 0.318 | 0.034 0.028 0.025 | 0.033 0.027  0.025
15 | 0.216 0.207 0.198 | 0.237 0.227 0.230 | 0.020 0.019 0.017 | 0.020 0.019 0.017
16 | 0.362 0.313 0.295 | 0472 0.360 0.385 | 0.057 0.038 0.036 | 0.059 0.038 0.036
17 | 0.050 0.063 0.064 | 0.067 0.082 0.086 | 0.018 0.017 0.016 | 0.023 0.021 0.019
18 | 0.301 0.274 0.277 | 0.342 0.328 0.335 | 0.036 0.029 0.026 | 0.034 0.028  0.025
19 | 0.077 0.105 0.109 | 0.165 0.195 0.184 | 0.027 0.024 0.022 | 0.041 0.031 0.028
20 | 0.064 0.065 0.071 | 0.100 0.102 0.103 | 0.018 0.017 0.016 | 0.020 0.019 0.018
21 | 0.192 0.230 0.204 | 0.253 0.272 0.245 | 0.036 0.029 0.026 | 0.040 0.031  0.027
22 | 0.078 0.107 0.095 | 0.089 0.117 0.095 | 0.028 0.024 0.022 | 0.032 0.027 0.024
23 | 0.283 0.279 0.281 | 0.339 0.342 0.343 | 0.031 0.026 0.024 | 0.034 0.028  0.025
24 | 0.192 0.189 0.190 | 0.193 0.211 0.212 | 0.032 0.027 0.024 | 0.029 0.025 0.023
25| 0.177 0.179 0.173 | 0.239 0.232 0.220 | 0.037 0.030 0.028 | 0.043 0.032  0.029
26 | 0.166 0.160 0.160 | 0.212 0.207 0.203 | 0.020 0.018 0.017 | 0.022 0.020 0.018
27 | 0207 0.190 0.191 | 0.225 0.239 0.243 | 0.037 0.030 0.026 | 0.034 0.029 0.026
28 | 0.110 0.110 0.108 | 0.126 0.125 0.122 | 0.014 0.013 0.012 | 0.013 0.013 0.012
29 | 0222 0.229 0.218 | 0.258 0.261 0.252 | 0.025 0.022 0.020 | 0.023 0.021  0.019
30 | 0.219 0.216 0.211 | 0.256 0.254 0.253 | 0.017 0.016 0.015 | 0.018 0.017 0.016
31 | 0.090 0.089 0.082 | 0.094 0.095 0.089 | 0.014 0.014 0.013 | 0.014 0.013 0.013
32 1 0282 0.248 0.207 | 0.213 0.232 0.201 | 0.053 0.036 0.031 | 0.043 0.033 0.029
33| 0.108 0.110 0.112 | 0.122 0.127 0.131 | 0.014 0.013 0.013 | 0.013 0.013 0.012
34 1 0228 0.213 0.200 | 0.280 0.276 0.229 | 0.054 0.036 0.034 | 0.058 0.038 0.034
3510224 0219 0.218 | 0.246 0.239 0.247 | 0.026 0.023 0.021 | 0.025 0.022 0.020
36 | 0.174 0.175 0.177 | 0.214 0.221 0.217 | 0.021 0.019 0.018 | 0.022 0.020 0.019
37 1 0.308 0.259 0.266 | 0.329 0.276 0.302 | 0.042 0.032 0.029 | 0.042 0.032 0.029
38 | 0263 0.253 0.274 | 0.286 0.272 0.296 | 0.027 0.024 0.021 | 0.026 0.023  0.021
39 | 0.095 0.101 0.100 | 0.128 0.136 0.141 | 0.017 0.016 0.015 | 0.020 0.018 0.017
40 | 0.234 0.202 0.219 | 0438 0.259 0.292 | 0.061 0.038 0.036 | 0.071 0.040 0.038
41 | 0.209 0213 0.204 | 0.228 0.234 0.229 | 0.020 0.019 0.017 | 0.020 0.019 0.017
42 | 0.247 0.181 0.204 | 0.604 0.230 0.269 | 0.107 0.044 0.046 | 0.126 0.045  0.049
43 | 0.125 0.132 0.130 | 0.174 0.171 0.164 | 0.029 0.025 0.023 | 0.033 0.027  0.025
44 |1 0.083 0.110 0.124 | 0.151 0.175 0.202 | 0.033 0.028 0.027 | 0.045 0.033  0.032
45 | 0.250 0.238 0.244 | 0.220 0.241 0.247 | 0.029 0.025 0.022 | 0.028 0.024  0.022
46 | 0.137 0.136 0.144 | 0.139 0.141 0.149 | 0.017 0.016 0.015 | 0.014 0.014 0.013
47 | 0.165 0.158 0.173 | 0.210 0.199 0.219 | 0.024 0.022 0.020 | 0.027 0.023  0.022
48 | 0.092 0.091 0.088 | 0.099 0.102 0.095 | 0.014 0.013 0.013 | 0.014 0.014 0.013
49 | 0332 0.337 0.333 | 0.268 0.312 0.306 | 0.048 0.036 0.034 | 0.046 0.035 0.033
50 | 0.101 0.099 0.100 | 0.136 0.137 0.138 | 0.014 0.014 0.013 | 0.017 0.016 0.015
51 {0334 0322 0328 | 0.388 0.384 0.388 | 0.035 0.029 0.027 | 0.035 0.029 0.027
52 | 0236 0.243 0.248 | 0.251 0.291 0.285 | 0.037 0.031 0.028 | 0.034 0.028  0.026
Tabla 6.29. Estimaciones de la proporcién de pobreza y de sus raices de errores cuadriticos medios en 2006.
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Conclusiones generales

En este dltimo capitulo se exponen unas conclusiones generales referidas a los estudios que se ha reali-
zado en los distintos capitulos sobre modelos lineales mixtos multivariantes de drea. También se aprovecha
para realizar una breve exposicion de los posibles avances que se podrian conseguir a partir de algunos de
los resultados que se han presentado. Asi pues, en lo que sigue se desarrollan dos secciones; la primera sobre
conclusiones generales y la segunda sobre lineas de investigacién posibles.

7.1. Conclusiones generales

En numerosos estudios sobre las mas diversas areas del conocimiento, como pueden ser la economia,
la sociologia, la medicina, etc., los investigadores estdn interesados en més de una variable objetivo. En
general, las variables objetivo estdn correladas y sobre ellas se dispone de cierta informacién auxiliar. No es
menos habitual que el interés del estudio esté centrado en la estimacion de indicadores asociados a distintas
partes (dominios) de la poblacién. En tales casos, la muestra disponible en cada uno de los dominios es
pequeiia y no permite obtener estimaciones directas fiables. Como consecuencia de lo anterior, se introducen
y estudian modelos de prediccién que abarquen un enfoque multivariante y que contemplen la distincién de
las distintas dreas pequefias que conforman la muestra total.

En esta memoria se ha optado por definir el modelo lineal multivariante general (2.1) que permite in-
troducir varios modelos especificos y que incluye efectos aleatorios para los dominios o 4reas pequefias.
Los modelos desarrollados representan distintas estructuras de correlacion entre los efectos aleatorios. En
concreto, se estudian tres modelos: Modelo diagonal, Modelo AR1 y Modelo ARI heteroceddstico. Para
cada uno de los modelos se ha planteado su formulacién teérica exponiendo cada uno de los elementos que
intervienen en los mismos. Ademds, mediante simulaciones implementadas en lenguaje de programacién R,
se han realizado estudios empiricos sobre los algoritmos de ajuste, los predictores EBLUP y los estimadores
del error cuadratico medio. Los resultados de las simulaciones se presentan en tablas que contienen sesgos
y errores cuadraticos medios empiricos y en graficos de dispersion y diagramas de caja. Los resultados de
las simulaciones ilustran el comportamiento satisfactorio de la metodologia estadistica introducida.
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Después de estudiar los tres modelos planteados en los capitulos iniciales, se han planteado aplicaciones
a datos socioecondmicos de muestras de la encuesta de condiciones de vida. En concreto, se han considerado
dos enfoques diferentes. Para el primer enfoque (multivariante) se ha centrado la atencién en dos variables
objetivo: proporcion de pobreza 'y brecha de pobreza en un periodo de tiempo determinado (aiio 2006). En
el segundo enfoque (temporal) se ha estudiado la variable proporcién de pobreza en dos periodos de tiempo
determinados (afio 2005 y afio 2006)

Se ha seguido un proceso similar para los dos enfoques que se han considerado. En cada enfoque se han
tenido en cuenta los tres modelos, y la metodologia se puede resumir en lo que sigue:

1. Ajustar los datos de la muestra disponible utilizando los tres modelos estudiados.
2. Determinar estimaciones de pardmetros y realizar contrastes de hipdtesis.

3. Representar graficamente las estimaciones directas y las estimaciones obtenidas del modelo en cues-
tién.

4. Representar graficamente los errores cuadriticos medios del estimador directo y las estimaciones
obtenidas para el error cuadratico medio del modelo en cuestion.

Después de completar los distintos ajustes y estudiar las estimaciones y los grificos de dispersién obte-
nidos, se ha optado por seleccionar el modelo AR1 heteroceddstico para el enfoque multivariante y el modelo
ARI para el enfoque temporal. Una vez elegido el modelo apropiado para cada enfoque, se han expuesto en
distintas tablas mds detalles sobre las estimaciones obtenidas, asi como graficas sobre las dreas geogréficas
que intervienen en las muestras de datos.

Gonzélez-Manteiga et al. (2008) estudiaron una clase de modelos Fay-Herriot multivariantes con un
efecto aleatorio comun a todas las componentes del vector de variables objetivo. Ellos introdujeron ademds
estimadores bootstrap de los errores de prediccion. El trabajo de estos autores es el punto de partida y la
inspiracién de esta memoria. Se ha introducido una clase de modelos multivariantes que utiliza un efec-
tos aleatorio distinto para cada componente del vector de variables objetivo. Se han deducido estimadores
EBLUP y se han dado procedimientos para estimar los errores de prediccion.

Esteban et al. (2012) utilizan modelos Fay-Herriot temporales y datos de la encuesta de condicionesc de
vida para estimar indicadores de pobreza en provincias espafiolas. Los modelos de esta memoria también
se pueden aplicar en el contexto temporal. Por tal motivo, la siguiente seccién presenta una comparacién de
los resultados de Esteban et al. (2012) con los correspondientes del capitulo 6.

7.2. Comparaciones

Esta seccién compara los estimadores de indicadores de pobreza provinciales de Esteban et al. (2012)
con los correspondientes del capitulo 6 y con los estimadores directos. Por tal motivo, se consideran sepa-
radamente las subpoblaciones de hombres y de mujeres. Ordenamos las provincias por tamafio muestral y
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presentamos los resultados de las posiciones 5 x k+ 1, k = 1,...,10. También incluimos los resultados de
Barcelona.

Esteban et al. (2012) estudia varias extensiones univariantes del modelo Fay-Herriot a datos temporales.
Estos autores recomiendan usar su modelo 3 con efectos aleatorios que tienen una correlacion temporal
AR(1) dentro de cada dominio. Ellos usan datos del pasado de los afios 2004 y 2005 para dar estimaciones
de 2006. Las tablas 7.7 y 7.8 etiquetan sus EBLUPs y sus estimaciones de las raices cudradas de los errores
cuadréticos medios (root-MSEs) con E3 y rE3 respectivamente. Estan tablas incluyen los resultados del
las aplicaciones 1 y 2 del capitulo 6, que se etiquetan equivalentemente con Al, A2, rAl y rA2. Para los
estimadores directos se usa la notacién Dir y rDir respectivamente Finalmente n,; denota el tamafio muestral
del dominio d en la encuesta de condiciones de vida de 2006.

province ng Dir Al A2 E3 Dir rAl rA2 rE3
Soria 24 0.247 0.189 0.203 0.236 0.107 0.031 0.045 0.026
Guadalajara 92 0.077 0.077 0.109 0.099 0.027 0.020 0.022 0.021
Huelva 124 0.192 0.181 0.211 0.221 0.036 0.023 0.026 0.024
Gerona 145 0.050 0.051 0.063 0.068 0.018 0.016 0.016 0.021
Albacete 173 0.237 0.233 0.251 0.254 0.035 0.023 0.026 0.026
Coérdoba 221 0312 0311 0.317 0.317 0.034 0.023 0.025 0.030

Guipuzcoa 280 0.064 0.063 0.071 0.078 0.018 0.015 0.016 0.021
Santander 428 0.095 0.095 0.098 0.087 0.017 0.015 0.015 0.022

Badajoz 477 0366 0364 0.330 0.305 0.025 0.020 0.020 0.030
Zaragoza 556 0.101 0.100 0.100 0.100 0.014 0.013 0.013 0.022
Madrid 911 0.110 0.110 0.105 0.094 0.014 0.012 0.013 0.022

Barcelona 1367 0.083 0.084 0.083 0.086 0.008 0.007 0.007 0.022
Table 7.7. Proporciones de pobreza y root-MSEs para hombres en 2006.

province ng Dir Al A2 E3 Dir rAl rA2 rE3
Soria 18 0.604 0.529 0.270 0.297 0.126 0.032 0.048 0.034
Guadalajara 86 0.165 0.154 0.187 0.156 0.041 0.025 0.028 0.023
Huelva 124 0.253 0.251 0.242 0.248 0.040 0.025 0.027 0.025
Gerona 138 0.067 0.067 0.084 0.083 0.023 0.019 0.019 0.021
Albacete 193 0.285 0.281 0.289 0.280 0.037 0.024 0.027 0.026
Coérdoba 233 0307 0306 0.324 0.323 0.033 0.023 0.025 0.029

Guipuzcoa 292 0.100 0.098 0.103 0.102 0.020 0.017 0.018 0.022
Santander 448 0.128 0.128 0.139 0.123 0.020 0.017 0.017 0.022

Badajoz 517 0393 0.392 0.362 0334 0.025 0.019 0.020 0.031
Zaragoza 577 0.136 0.135 0.139 0.121 0.017 0.015 0.015 0.022
Madrid 1008 0.126 0.126 0.124 0.111 0.013 0.012 0.012 0.022

Barcelona 1494 0.108 0.108 0.108 0.106 0.008 0.008 0.008 0.022
Table 7.8. Proporciones de pobreza y root-MSEs para mujeres en 2006.
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Se observa que los estimadores Al estdn en general mds cerca de los estimadores directos que los
estimadores A2 y E3 Esto ocurre porque los estimadores directos de la proporcion y de la brecha de pobreza
estan altamente correlados y el modelo AR(1) hweteroceddstico incluye las correlaciones muestrales de esos
estimadores en la matriz 2 x 2 de covarianzas de los vectores e; = (eq41,¢e42)" de errores de muestreo. Por otro
lado, los modelos que dan lugar a los EBLUPs A2 y E3 supoonen que los errores muestrales de diferentes
periodos de tiempo son independientes. En consecuencia, no incorporan las correspondientes correlaciones
muestrales.

También se observa que los valores E3 se parecen mds a los de A2 que a los de Al. Esto es un hecho
natural dado que los valores de E3 y de A2 se obtienen a partir de modelos de correlacién temporal. Las
tablas 7.7 y 7.8 también presentan las root-MSEs. Se observa que los tres EBLUPs tienen root-MSE més
pequeias que las del estimador directo. También observamos que rA1l es en general mas pequefio que rA2 y
rE3. En ese sentido estariamos tentados de recomendar A1 como la mejor opcién. De todas forma, no damos
la conclusién de que Al es preferible a A2 o a E3 porque las root-MSEs no son comparables al estar basadas
en modelos distintos. Comparando los residuos de los modelos para Al, A2 y E3, concluimos que los tres
modelos tienen un ajuste similar a los datos. En consecuencia, recomendamos igualmente cualquiera de los
tres EBLUPs.

7.3. Lineas futuras de investigacion

De cara al futuro, y como continuacién del presente trabajo, se plantean tres lineas de trabajo.

1. Estudiar nuevas estructuras de correlacion que permitan el anélisis de datos con dependencia temporal
o espacial. Se pueden considerar estructuras de correlacion temporal del tipo MA(1) o ARMA(1,1) y
estructuras de correlacién espacial del tipo SAR(1).

2. Desarrollar una teoria equivalente para modelos de unidad lineales mixtos y multivariantes. Esta linea
de trabajo requerird una programacién eficiente de los algoritmos de ajuste y de los procedimientos
de estimacién de los errores cuadraticos medios de los predictores EBLUP.

3. Introducir modelos de drea multinomiales mixtos, donde los efectos aleatorios presenten estructuras
de correlacion similares a las estudiadas en esta memoria.
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Modelo Fay-Herriot univariante

En el presente trabajo se estudian modelos de area multivariantes basados en una teoria general que se
presenta en el primer capitulo. En ocasiones se necesita estudiar el comportamiento de las variables estudia-
das por separado, asi como la determinacion de estimaciones del parametro asociado a la varianza del efecto
aleatorio; por ello se incluye en este anexo la definicién del modelo univariante. En concreto se va a estudiar
la estimacién que se obtiene por el método de los momentos y el que se obtiene por el método Henderson 3.

Con el propdsito de poder realizar las comparaciones con el modelo multivariante de la forma mas clara
posible seguimos la misma notacién utilizada en el modelo 3.1 y para ello basta con considerar el indice r
fijo, y asi queda lo siguiente

Yar = Mgy +ear, donde g, =xgrB, +uar, d=1,---,D

El modelo univariante en forma matricial es el siguiente

Yir Xirl X122 r Xlrp, Bl Uir €lr
Yar X2rl X212ttt X2rp, BZ uzr €2r

- + + ,
YDr XDr1 XDr2 " XDrp, Bp, Upr €Dr

donde
u,~Np(0,65,Ip) 'y e,~Np(0,65W, ).

y, ademds, los vectores u., y e., son independientes.

Finalmente, se puede expresar el modelo de una forma mas resumida como se indica a continuacién
Vo=X.B,+Zu,+e,
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La estimacion de la varianza del efecto en el modelo Fay-Herriot univariante que se acaba de definir siguien-
do el método Henderson 3 es

En el modelo que se estd considerando se tiene que

W, = diag (wg;) y o5=1.
1<d<D

Método de los momentos

Una de las formas m4s inmediatas que facilitan una estimacién del pardmetro 62 consiste en considerar

el modelo lineal sin la presencia del efecto aleatorio, es decir, y, = X3, + e, y el estimador de B3, que

-1

se deduce del mismo que es B = (X'X,)” X'y,. Ahora se considera el vector de los residuos del modelo

€=y, —X,BNr y se tiene que
&'¢, =y.Pny,, donde P,=Ip—X,(X'X,) X!
Ahora se plantea la relacién
&'e,=E(&'¢); é'é =outr(PnZ,Z.) +tr(PnVer)
A continuacién, despejamos en la relacién anterior y nos queda

My = értér_tr(Prlver)
Gu e t
tr(PnZ,Z%)

La expresion anterior puede dar como resultado un nimero negativo, en tal caso se le asigna el valor
nulo; por ello, el estimador, finalmente, se define de la siguiente forma

&; = mix {0,6,

Método Henderson 3

Se puede obtener una estimacién del parametro 62, utilizando el método Henderson 3 como se indica a
continuacion.

E[SSR(u,B,)] = E[SSR(Br.u.,)]—E[SSR(B)] = o (rango (X, Z,) —rango (X))
+ tr{P}c?

donde
Py—tr {Z_‘,W, (W;l — X, (X'W,X,) ! Xﬁ) WrZ_‘,}

Ahora se obtiene una expresion para SSR (u.,[3,).

SSR (u.,B;) = SSE (B,) — SSE (B,,u.,) = y.-Myy, — y.My,,



donde
My =W, —W,X, (XIW,X,) "' XW,

M=W,-W,X (XW,X)"'X'W,, X=(X,Z,).

Se despeja el pardmetro 62, en la expresion y se obtiene el siguiente estimador

5 y.(My — M)y, — o} (rango (X, Z.,) —rango (X))
urH tr {PZ}

donde

-1
0, = (X'V;'x)" (ch,xgrxdr> ,

P, = V2 1-viIxo,x'v:!= diag (6:2)— col (6 2x col' (¥, 0 2
2 er er Q2 er ]SngD( edr) 1<d D( edr dr)QzlSdSD( dr Edr)’

D
tr {PQ} = Z Gedr Z Ge_frtr {xtdrxerZ} >

d=1

: -2
y{rP2y~r = 1§21£D<yd") llihda<gD(06dr) & 1<CO<1D(Ged de)QZ Cgl (Xilr edr)] 1<CO<1D(ydr)

2 2 D 2 t
= Z Gedrydr Z YdrO g, Xdr &) Z YdrO g, Xdr
d=1 d=1

2 _ 1
Cear = GOWdr
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La expresion anterior puede dar como resultado un nimero negativo, en tal caso se le asigna el valor nulo;

por ello, el estimador, finalmente, se define de la siguiente forma

65,1_1 = max {07 63;’H}
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Modelo para el experimento de simulacion

Con el objeto principal de realizar los experimentos de simulacién apropiados para cada uno de los mo-
delos planteados en los capitulos 3-5 del presente trabajo.

Como se trata de experimentos iniciales cuyo objetivo consiste en verificar los métodos de estimacién
utilizados se considerard un nimero reducido de variables y pardmetros.

En el modelo se considerara R = 2, p; = p, = 1, p = 2 y para el nimero de dreas se consideraran
los siguientes valores D = 50,100,200,400. La forma matricial del modelo después de tener en cuenta lo
anterior es el siguiente

i xi1 0 ui el
Y12 0 xp2 uiz e
21 x1 0 Uz e
22 = 0 x» ( B > | un |+ | ex
. ) B2 , :
YD1 xpr O up1 ep1
Y2 0 xp2 up ep

Las variables explicativas que se van a considerar se construyen de la forma siguiente

U _ d—D+ r

ar D ' R+1
1/2

Xq1 = H1+Gx{1Ud1

1/2
X2 = o +0x42 (pde1 +4/1— P§U42>

donde uy = =10,0,1 =1,06,00 =2y p,=0,2
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Ademds de las variables explicativas se necesitan los efectos y los errores aleatorios para poder generar

la variable explicativa. Por ello, se realizardn las siguientes consideraciones sobre los mismos.

Parad=1,...,D

0
I/thNz (Ovvud)a edl NNZ 7Ved: O411  O412 ’
€d2 0 G412 Oa22

donde 6411 =1, 6220 =2, G412 = Per/Ca110422, Pe = 1/2 y la matriz V ,; depende de un vector de pardme-
tros 8 = (0y,...,6,,) que en principio son desconocidos.

Finalmente, se considera B; = B, = 1 y se tiene que la variable objeto de estudio es

Ydr = xdrBr +uqr+eqr.

La matriz de covarianzas del modelo es la siguiente

V=var(y)=2'V,Z+V,.=V,+V,= diag (V4)
1<d<D

donde V; =V, + V4. La matriz V,; dependerd de un vector de pardmetros 0. La dimensién del vector 6

serd a lo sumo 3, ya que la matriz V4 siempre serd de orden 2.



C

Codigo R para realizar estimaciones

En todo el trabajo que se ha realizado se ha empleado el programa R para obtener los resultados de las
simulaciones planteadas y de las aplicaciones a datos de una muestra real; a modo de ilustracidn se presenta
en este apéndice el cddigo mds representativo que se ha elaborado para conseguir los fines que se acaban de
citar.

Con el propésito de no prolongar en exceso se ha optado por el modelo de varianzas diagonal, ya que en
los restantes las diferencias se limitan al cambio de modelo y nada aportaria a las estrategias de programacién
seguidas.

Funciéon REMLarea.modelol
La funcién REMLarea.modelol se define mediante la instruccién
REMLarea.modelol < — function(Xd,yd,D,R, sigmau,sigmae, MAXITER).
Se requiere cuando se precisa calcular estimadores utilizando el método de la maxima verosimilitud resi-
dual. Los argumentos de la funcién son los siguientes
Xd: lista que contiene las matrices RxR con los valores de las variables explicativas.
yd: lista que contiene los vectores Rx1 con los valores de las variables objeto de estudio.

D: niimero de areas.

R: nimero de variables que son objeto de estudio.
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sigmau: vector con las varianzas de los efectos.
sigmae: vector con las varianzas de los errores.
MAXITER: nimero de iteraciones maxima para el algoritmo.

La funcién devuelve una lista de tres elementos. El primero de ellos es el vector theta.f que contiene las
estimaciones REML de los parametros, el segundo es la matriz Fsig que contiene la estimacion de la matriz
de la informacién de Fisher y el tercero es la matriz Q que aparece en el célculo de los estimadores de .

REMLarea.modelol <- function(Xd, yd, D, R, sigmau, sigmae, MAXITER) {

theta.f <- c(sigmau(l],sigmau[2])

Vd <- matrix(0,nrow=R, ncol=R)

for (ITER in 1:MAXITER) {

Vd.inv<-Vda<-Vdb<-VinvVda<-VinvVdb<-Vinvyd<-VinvXd<-1list ()
XtVinvvVdavVinvX<-XtVinvVdbVinvX<-VinvVdaVinvVda<-VinvVdaVinvVda<-VinvVdaVinvVda<-1ist ()
XtVinvvdavVinvVdaVinvX<-VinvVdbVinvVdb<-VinvVdaVinvVdb<-XtVinvVdbVinvVdbVinvX<-1ist ()
XtVinvvVdavVinvVdbVinvX <- list ()

Q.inv <- matrix (0, nrow=R, ncol=R)
tr.VinvVda<-tr.VinvVdb<-tr.VinvVdaVinvVda<-tr.VinvVdbVinvVdb<-tr.VinvVdaVinvVdb<-0
ytVinvX<-ytVinvVdaVinvy<-SumXtVinvVdaVinvX<-ytVinvVdaVinvX<-ytVinvVdbVinvy<-0
ytVinvVdbVinvX <- SumXtVinvVdbVinvX <- 0

Vd <- diag(theta.f)+matrix(sigmae,nrow=2,ncol=2)

Vd.inv[[1l]] <- solve(Vd)

for(d in 1:D) {

### Calculos matriciales para Sa, Sb, Faa, Fbb y Fab

### Derivadas de la matriz de covarianzas del modelo

Vda[[d]]<-diag(c(1,0))

Vdb [ [d]]<-diag(c(0,1))
vd.inv[[d]] <- Vd.inv[[1]]
Vinvyd[[d]] <= Vd.inv[[d]]%*%yd
VinvXd[[d]] <= Vd.inv[[d]]%*%Xd[[d]]
### Elaboracién de la matriz Q
Q.inv <= Q.inv + t(Xd[[d]])%*%VinvXd[[d]]
### Sa

VinvVda[[d]] <= Vd.inv[[d]]%*%Vda[[d]]
tr.VinvVda <- tr.VinvVda + sum(diag(VinvVda
XtVinvvdavinvX[[d]] <- t(VinvXd[[d]])%*%Vda
ytVinvX <- ytVinvX + t(yd[[d]])%*%VinvXd[[d
ytVinvVdaVinvy <- ytVinvVdaVinvy + t (Vinvyd

[
o
[

o

— — o/ —
— — — —

d]])%*%Vdal[d]]1%*%Vinvyd[[d]]



ytVinvVdaVinvX <- ytVinvVdaVinvX + t (Vinvyd[[d]])%*%Vdal[[d]]%*%VinvXd[[d]]
SumXtVinvVdavVinvX <- SumXtVinvVdaVinvX + XtVinvVdaVinvX[[d]]

### Sb

VinvVdb[[d]] <= Vd.inv[[d]]%*$Vdb[[d]]

tr.Vinvvdb <- tr.vVinvVdb + sum(diag(VinvVvdbl[[d]]))

XtVinvVdbVinvX [ [d]] <= t(VinvXd[[d]])%$*%Vdb[[d]]%*%VinvXd[[d]]
ytVinvVdbVinvy <- ytVinvVdbVinvy + t (Vinvyd[[d]])%*%Vdb[[d]]%*%Vinvyd[[d]]
ytVinvVdbVinvX <-ytVinvVdbVinvX + € (Vinvyd[[d]])%$*%Vdb[[d]]%*%VinvXd[[d]]
SumXtVinvVdbVinvX <- SumXtVinvVdbVinvX + XtVinvVdbVinvX[[d]]

### Faa

VinvVdaVinvVdal[ [d] ]<-Vd.inv[[d]]%*%Vda[[d]]%*%Vd.inv[[d]]%*%Vda[[d]]
tr.VinvVdaVinvVda<-tr.VinvVdaVinvVda+sum(diag (VinvVdaVinvVdal[[d]]))
XtVinvVdaVinvVdaVinvX ([ [d] ] <-t (VinvXd[[d]])%*%Vda[[d]]1%*%Vd.inv[[d]]%*%Vda[[d]]
$*%VinvXd([ [d]]

###Fbb

VinvVdbVinvVdb [ [d] ]<-Vd.inv[[d]]%$*%Vdb[[d]]%*$Vd.inv[[d]]%*%Vdb[[d]]
tr.VinvvVdbVinvVdb<-tr.VinvVdbVinvVdb+sum (diag (VinvVdbVinvVvdb [ [d]]))
XtVinvVdbVinvVdbVinvX [ [d] ]<-t (VinvXd[[d]])%$*%Vdb[[d]]1%*%Vd.inv[[d]]%*%Vdb[[d]]
$*%VinvXd([ [d]]

###Fab

VinvVdaVinvVdb [ [d] ]<-Vd.inv[[d]]%*%Vda[[d]]%*%Vd.inv[[d]]%*%Vdb[[d]]
tr.VinvvdavVinvVdb<-tr.VinvVdaVinvVdb+sum (diag (VinvVdaVinvvdb | [d]]))
XtVinvVdaVinvVdbVinvX ([ [d] ] <-t (VinvXd[[d]])%*%Vda[[d]]1%*$Vd.inv[[d]]%*$Vdb[[d]]
$*%VinvXd([ [d]]

}

0<-solve (Q.1inv)
tr.XtVinvvdavVinvXQ<-tr.XtVinvVdbVinvXQ<-tr.XtVinvvVdavVinvVdavinvXQ
<-tr.XtVinvvdbVinvvdbVinvXQ<-0
tr.XtVinvVdavVinvVdbVinvXQ<-tr.XtVinvVdbVinvVdbVinvXQ<-XtVinvvVdaVinvXQ
<=XtVinvVdbVinvXQ<-0

for(d in 1:D)

{

tr.XtVinvvdavVinvXQ <- tr.XtVinvvVdaVinvXQ + sum(diag(XtVinvvdaVinvX[[d]]%
tr.XtVinvvdbVinvXQ <- tr.XtVinvvdbVinvXQ + sum(diag (XtVinvvdbVinvX[[d]]%*
tr.XtVinvvVdavVinvVdavVinvXQ<-tr.XtVinvVdaVinvVdaVinvXQ

+sum (diag (XtVinvvVdaVinvVvdavinvX|[ [d]]%*%Q))
XtVinvVdaVinvXQ<-XtVinvVdaVinvXQ+XtVinvvdavinvX[ [d]]%*%0Q
tr.XtVinvvdbVinvvVdbVinvXQ<-tr.XtVinvVdbVinvVdbVinvXQ

+sum (diag (XtVinvVdbVinvVdbVinvX [ [d]]%*%Q))
XtVinvVdbVinvXQ<-XtVinvvVdbVinvXQ+XtVinvVdbVinvX [ [d] ]1%*%Q
tr.XtVinvvVdaVinvVdbVinvXQ<-tr.XtVinvVdaVinvVdbVinvXQ

+sum (diag (XtVinvvVdaVinvvdbVinvX [ [d] ]%$*%Q) )
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}

tr.XtVinvVdavVinvXQXtVinvvVdavVinvXQ<-sum(diag (XtVinvVdaVinvXQ%*%$XtVinvVdaVinvXQ) )
tr.XtVinvvdbVinvXQXtVinvVdbVinvXQ<-sum(diag (XtVinvVdbVinvXQ%*$XtVinvvdbVinvXQ) )
tr.XtVinvvdaVinvXQXtVinvVdbVinvXQ<-sum(diag (XtVinvVdaVinvXQ%*$XtVinvvdbVinvXQ) )
tr.PVa<-tr.VinvVda-tr.XtVinvVdavVinvXQ

tr.PVb<-tr.VinvVdb-tr.XtVinvVdbVinvXQ
tr.PVaPVa<-tr.VinvVdaVinvVda-2*tr.XtVinvVdavVinvvVdavinvXQ
+tr.XtVinvVdavinvXQXtVinvvVdavinvXQ
tr.PVbPVb<-tr.VinvVdbVinvVdb-2*tr.XtVinvVdbVinvVdbVinvXQ
+tr.XtVinvVdbVinvXQXtVinvVdbVinvXQ
tr.PVaPVb<-tr.VinvVdavVinvVdb-2*tr.XtVinvVdaVinvVdbVinvXQ
+tr.XtVinvVdaVvVinvXQXtVinvVdbVinvXQ
ytPVaPy<-ytVinvVdaVinvy-ytVinvVdaVinvX%$*%$0%*%t (ytVinvX) -ytVinvX$*$0%*$t (ytVinvvdavinvX)
+yLVinvX$*$Q0%*$SumXtvVinvvdavinvXs*%Q%* st (ytVinvX)
ytPVbPy<-ytVinvVdbVinvy-ytVinvVdbVinvX%$*%$0%*%$t (ytVinvX) -ytVinvX$*%Q%*%t (ytVinvvdbVinvX)
+yLVinvX$*$Q0%*$SumXtVinvVdbVinvX$*%$Q%* %t (ytVinvX)

### Vector de las puntuaciones y matriz de la informacién de Fisher

Sa <= -0.5*tr.PVa + 0.5*ytPVaPy

Sb <= -0.5*tr.PVb + 0.5*ytPVbPy

Faa <- 0.5*tr.PVaPVa

Fbb <- 0.5*tr.PVbPVb

Fab <- 0.5*tr.PVaPVb

Ssig <- c(Sa, Sb)

Fsig <- matrix(c(Faa,Fab,Fab,Fbb), nrow=2, ncol=2)

### Algoritmo de Fisher-Scoring

Fsig.inv <- solve(Fsiq)

dif <- Fsig.inv%*%as.matrix(Ssig)

theta.f <- theta.f + as.vector(dif)

### Regla de parada del algoritmo (Si no se han producido diferencias significativas
### respecto de la iteracidén anterior se interrumpe el proceso)

if (abs(dif[1,1])<0.000001 && abs(dif[2,1])<0.000001)

break

}

return(list (as.vector(theta.f), Fsig, Q))

}

Funcion Betaarea.modelol

Se requiere cuando se precisa calcular las estimaciones EBLUP del parametro 3 del modelo. Los argu-
mentos de la funcion son los siguientes
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Xd: lista que contiene las matrices RxR con los valores de las variables explicativas.
yd: lista que contiene los vectores Rx1 con los valores de las variables objeto de estudio.
D: nimero de areas.
sigmaZ2u.hat: vector con las estimaciones REML de G,,.
sigmae: vector con las varianzas de los errores.

Q: matriz RxR que aparece en el cdlculo de los estimadores de f.

La funcién devuelve una lista de dos elementos. El primero de ellos es el vector beta.hat que contiene
las estimaciones REML de los pardametros B del modelo, el segundo es la lista mud.hat que contiene las
estimaciones EBLUP de las variables aleatorias u,.

Betaarea.modelol <- function (Xd, yd, D, sigma2u.hat, sigmae, Q) {
XtVinvy <- matrix (0, nrow=R, ncol=1)

beta.hat <- matrix (0, nrow=2, ncol=1l)

u.hat <- mud.hat <- list()

Vd <- diag(sigma2u.hat)+matrix (sigmae,nrow=2,ncol=2)

Vd.inv[[1l]] <- solve (Vd)

for (d in 1:D)

{

Vd.inv[[d]] <= Vd.inv[[1]]

XtVinvy <- XtVinvy+t (Xd[[d]])%*$Vd.inv[[d]]%*%yd[[d]]

}

beta.hat <- Q%*%XtVinvy

for (d in 1:D)

{

u.hat[[d]] <- diag(sigma2u.hat)$%$*%Vd.inv[[d]]%*% (yd[[d]]-Xd[[d]]%*%beta.hat)
mud.hat [[d]] <= Xd[[d]]%*%beta.hat+u.hat[[d]]

}

return (list (beta.hat, mud.hat))

}
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Funciéon MSEarea.modelol

La funciéon MSEarea.modelol se define mediante la instruccion
MSEarea.modelol < — function(Xd,D,R, sigma2u.hat,sigmae,Q, Fsig.inv).

Se requiere cuando se precisa calcular la estimacion del error cuadratico medio de u,;. Los argumentos de la
funcién son los siguientes

Xd: lista que contiene las matrices RxR con los valores de las variables explicativas.

D: niimero de areas.

R: nimero de variables que son objeto de estudio.

sigma2u.hat: vector con las estimaciones REML del pardmetro 2.

sigmae: vector con las varianzas de los errores.

Q: matriz RxR que aparece en el cdlculo de las estimaciones del pardmetro 3 del modelo.

Fsig.inv: inversa de la matriz estimada de la matriz de la informacién de Fisher.

La funcién devuelve una lista de tres elementos que son las listas gl.hat, g2.hat y g3.hat que contienen,
respectivamente, las estimaciones de G, G2 y G3 que aparecen en la férmula del error cuadratico medio de

g

MSEarea.modelol <- function(Xd, D, R, sigmaZu.hat, sigmae, Q, Fsig.inv) {
gl.hat <- g2.hat <- g3.hat <- mse.mud.hat <- list()

Wd <- list ()

Vd <- Vud <- Vd.inv <- Ved.inv <- matrix (0, nrow=R, ncol=R)
Td <- Ldi <- Ldj <- Sum <- matrix (0, nrow=R, ncol=R)

Ved <- matrix(sigmae, nrow=R, ncol=R)

Vud <- diag(sigma2u.hat)

Vd <- Vud+Ved

Vd.inv <- solve (Vd)

Ved.inv <- solve (Ved)

Wd[[1]] <- diag(c(1,0))
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Wd[[2]] <- diag(c(0,1))

# En el experimento de simulacién la matriz Td no varia.

# Las matrices de covarianzas son las mismas en cada una de las &reas.

# Por ello, sélo es necesario realizar una asignacién

Td <- Vud-Vud%*%Vd.invs*%Vud

# La matriz gl estimada serd siempre la misma por lo apuntado en el comentario anterior
# Calculo de la matriz g2 estimada

for (d in 1:D){

gl.hat[[d]] <= Td

g2.hat[[d]] <= (Xd[[d]]-Td%*%Ved.inv%*%$Xd[[d]])%$*%Q%*%t (Xd[[d]]-Td%*%Ved.invs*%Xd[[d]])
Sum <- matrix(0,R,R)

for (i in 1:R){

for (j in 1:R){

Ldi <= Wd[[1]1]1%*%Vd.inv-Vud%*%Vd.inv$*S$Wd[[1]]
Ldj <- Wd[[j]]% $Vd.inv-vud$*$vd.invs*SWd [ []]]
Sum <- Sum + Fsig.inv[i, j]*Ldi%*%Vd%*%t (Ldj)

}

}

g3.hat[[d]] <= Sum

mse.mud.hat [[d]] <- gl.hat[[d]]+g2.hat[[d]]+2*g3.hat[[d]]
}

return(list (mse.mud.hat,gl.hat,g2.hat,g3.hat))

}

G*
S

$Vd.inv
$Vd.inv
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