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Capítulo 1. Bioclimatología 
 
 
 
 

1.1. Introducción  

El objetivo de este capítulo es introducir los conceptos básicos 
relacionados con la bioclimatología, es decir, la interacción entre las 
características climáticas de una zona o región con los seres vivos (hombre, 
fauna y flora) que habitan en ella. En este trabajo sólo se hará referencia a 
la relación entre clima y vegetación. 

El primer paso en el estudio de la bioclimatología de una zona o 
región es el establecimiento de clasificaciones del clima derivadas, en 
general, de registros meteorológicos estandarizados. Casi todas estas 
clasificaciones para determinar las áreas de distribución de los tipos de 
vegetación, coinciden en la importancia de las variables térmicas 
(temperaturas medias o mínimas, temperatura positiva o sumatorios de 
temperatura, duración del período de actividad vegetativa) y de las variables 
relacionadas con las disponibilidades hídricas anuales o estacionales 
(precipitación, balance hídrico). Para ello se han utilizando en algunos casos 
técnicas estadísticas sencillas como el análisis de correlaciones (Moreno et 
al., 1990; Gavilán y Fernández-González, 1997; Gavilán et al., 1998). Otros 
autores (Box, 1981; Woodward y Williams, 1987) proponen el uso de 
técnicas de análisis discriminante para caracterizar las regiones, de forma 
que resulta posible predecir, a nivel global, la distribución de los principales 
tipos de vegetación. 

En la siguiente sección se introduce la terminología en 
bioclimatología, comenzando por las definiciones básicas de geobotánica y 
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climatología. En las dos siguientes secciones se presentan los conceptos de 
índices bioclimáticos y la clasificación bioclimática de la Tierra. Para 
terminar el capítulo se presenta el ejemplo sobre el que se va a trabajar a lo 
largo de esta memoria. 

 

1.2. Ecología de los sistemas terrestres 

En 1922 ante la falta de un valor etimológico que se correspondiese 
con la unión de  la Geografía Botánica con la Ecología, Rübel (1922) acuñó 
el término Geobotánica como “la ciencia que estudia la relación de la vida 
vegetal y la biosfera”. Más tarde, en 1929,  Huget del Villar (1929) la definió  
como "la ciencia de la relación entre la vida vegetal y el medio terrestre" o 
"la Ciencia que estudia el hábitat de las plantas en la superficie terrestre".  

 
Los objetivos fundamentales de la Geobotánica son el estudio de 

los siguientes aspectos de las especies y poblaciones vegetales:  

 Composición, estructura y distribución espacial, tanto en su 
vertiente cuantitativa como cualitativa.  

 Función, productividad y ciclos.  

 Factores  ecológicos: clima, suelo, etc. 

 Origen, historia y transformaciones. 

 Clasificación y ordenación de comunidades vegetales. 
 
Es por tanto una ciencia que necesariamente debe ser integradora, 

ya que para lograr sus objetivos precisa utilizar datos aportados por 
múltiples disciplinas: Botánica, Ecología, Edafología, Geografía Física y 
Humana, Geología, Geomorfología, y por supuesto Estadística.  

Se trata de una ciencia viva y en plena ebullición, de manera que 
muchos de los datos y resultados obtenidos a través de ella tienen 
importantes aplicaciones prácticas en otros campos como agricultura, lucha 
contra la erosión, cambio climático, silvicultura, ordenación del territorio, 
valoración del patrimonio natural, etc. (De la Torre-García, 2007). 

La actividad científica de esta disciplina hace que a lo largo del siglo 
XX apareciesen diferentes teorías respecto al comportamiento de la 
vegetación, las primeras de ellas basadas en procesos deterministas con 
ciertas fluctuaciones, pero siempre dirigidos hacia un estado de equilibrio 
clímax (Clements, 1904, 1916; Gleason, 1927, 1939). No será hasta el 
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último tercio del siglo XX cuando se afirma que los paisajes eran sistemas 
dinámicos. Este dinamismo, como visión contemporánea de los cambios de 
la vegetación indican la ausencia de una premisa de estabilidad a largo 
plazo o de existencia de un punto final en la sucesión (Drury y Nisbet, 
1973). Finalmente, la interpretación de los patrones observados en la 
naturaleza permite establecer que los procesos de cambio son producto de 
la acción de factores que actúan e interactúan a diferentes escalas 
espaciales y temporales en una forma relativamente jerárquica (Delcourt et 
al., 1983; Forman y Gordon, 1986; Zonneveld, 1995) .  

Se  puede definir entonces la Geobotánica como la ciencia cuyos 
objetivos son la descripción, interpretación y predicción de tipos de 
distribución de poblaciones vegetales en el espacio y en el tiempo. 

Básicamente el estado de la vegetación en un sitio y momento 
determinado viene dado por las variaciones temporales y espaciales, de 
forma que los procesos que actúan como factores de cambio son 
principalmente climáticos, regímenes de disturbios e interacciones 
poblacionales (Austin, 1981; Delcourt et al., 1983; Prentice, 1992). 

Desde el punto de vista temporal, se puede hablar de procesos a 
corto, largo y medio plazo. Como ejemplo de corto plazo (fluctuación) se 
tiene el hecho de que una comunidad de cierta especie, se extienda frente a 
otras especies por una zona debido a algún factor (lluvia, erosión, etc.) 
durante un corto periodo de tiempo (una estación, un año, etc.); a largo 
plazo son los patrones de vegetación en milenios, y procesos en rangos de 
mediano plazo (décadas o centurias), como las sucesiones de comunidades 
vegetales (Glenn-Lewin y van del Maarel, 1992), sería el cambio a lo largo 
del tiempo en campos de cultivo abandonados y en otros espacios alterados 
por el hombre y ahora no utilizados, que pasan a estar recubiertos por 
vegetación espontánea. Sin embargo, lo que a pequeña o media escala 
puede ser considerado como fluctuación, puede ser al mismo tiempo un 
proceso de dinámica a gran escala (Heinselman, 1973; Bormann  y Likens, 
1979). 

En el aspecto espacial, la dinámica de la vegetación puede ser 
concebida como un proceso de desarrollo y cambio del paisaje a escala 
regional o en un área muy pequeña. Una comunidad se constituye como un 
mosaico cambiante de parches de diferentes tamaños, edades, estructura y 
composición vegetal (Watt, 1947; Sousa, 1984; Picket y White, 1985; 
Martinez  Romos et al., 1989). Esto significa que los patrones espaciales 
son de suma importancia para comprender los cambios ocurridos en las 



4 Capítulo 1. Bioclimatología 
 

 

comunidades y no pueden ser ignorados como un error aleatorio (Austin, 
1981; Austin y Belvin, 1981). 

Esta memoria abarcará el análisis espacial, dejando como futura 
línea de investigación el tratamiento estadístico de la evolución espacio-
temporal de las fronteras bioclimáticas. 

1.2.1. Definiciones básicas 

Se define el clima como las estadísticas a largo plazo de los 
caracteres (elementos) que describen el tiempo atmosférico de una 
localidad o región. De forma habitual, se considera necesario para 
caracterizar el estado medio de la atmósfera de una región, un periodo 
mínimo de observación de 30 años consecutivos (Barry y Chorley, 1972; 
Viers, 1975; Fernández-García, 1996; Arozena-Concepción y Meaza-
Rodríguez, 2000). 

Se define como sistema climático el sistema constituido por la 
atmósfera, la hidrosfera (agua líquida que se encuentra sobre la superficie 
terrestre o por debajo de ella), la criosfera (nieve y hielo por encima y debajo 
de la superficie), la litosfera superficial (las rocas, el suelo y los sedimentos 
de la superficie terrestre) y la biosfera (la vida vegetal y animal en la Tierra), 
las cuales, bajo los efectos de la radiación solar recibida por la Tierra, 
determinan el clima de las diferentes regiones. Aunque el clima se relaciona 
fundamentalmente con los variados estados de la atmósfera, las otras 
partes del sistema climático también ejercen una función significativa en su 
formación, a través de interacciones con la atmósfera. En la Figura 1.1  se 
observa cómo el agua se convierte en vapor por la acción del calor y como 
al producirse las lluvias sobre la biosfera (ya que la vegetación atrae a las 
nubes) el agua vuelve al mar, ya sea superficial o subterráneamente, para 
que el ciclo se complete. 

De forma global se establece el concepto de zona climática como 
una región de la tierra caracterizada por la distribución de los elementos 
climáticos conforme a la latitud. Se utilizan los términos clima polar, 
templado, subtropical, tropical y ecuatorial para designar las zonas 
climáticas que se suceden del Polo al Ecuador. A estas regiones climáticas 
se les denomina biomas. En la Figura 1.2 se observa la distribución de las 
diversas zonas climáticas o biomas de la Tierra y su relación con el tipo de 
vegetación y precipitación en cada una de ellas. 
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En la Figura 1.2 y la Figura 1.3 se puede apreciar que existe cierta 
similitud entre los Biomas y los tipos de vegetación. Esta relación entre 
clima y vegetación es el objeto principal de los estudios bioclimáticos. 

 

HIDROSFERA
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Figura 1.1. Representación de un Sistema Climático. 

 

 
Figura 1.2. Zonas climáticas según latitud. 
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Figura 1.3. Tipos de vegetación según latitud 

 

Como consecuencia de lo anterior, se definen los factores 
climáticos como aquellos que influyen en la caracterización de una zona. 
Entre estos factores climáticos, los considerados más relevantes son: 

Latitud: El cambio de vegetación varía en función de la zona, así 
como por los efectos asimétricos que se derivan de su localización 
(costa oriental u occidental, hemisferio norte o sur, etc.). 
Altitud: El descenso de la temperatura según se aumenta la altura o 
gradiente adiabático (descenso de 0.6º C por cada 100 metros más 
de altura), es un factor climático muy importante. Por tanto el relieve 
de una zona a estudio influirá en la distribución de la vegetación. En 
la Figura 1.4 se observa un claro cambio de vegetación en función 
de la altura. Se observa como existen tres zonas muy diferenciadas: 
la montaña, con un clima mucho más frío y con muy poca 
vegetación, la ladera de la montaña, donde aparecen formaciones 
boscosas, y por último el valle, donde se encuentra otro tipo de 
formación boscosa menos frondosa o vegetación tipo pradera 
natural. A este efecto se le conoce como el efecto montaña-ladera-
valle. 
Continentalidad: La proximidad al mar u oceanidad de la zona a 
estudio, marca el tipo de clima y por consiguiente la vegetación 
asociada a esa zona. El dominio de masas frías y pesadas en 
invierno o masas recalentadas en verano marcará claramente la 
diferencia del clima según la distancia al mar de la zona. En la Figura 
1.5 puede observarse como la lejanía del mar puede influir en el tipo 
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de clima, ya sea por sus altas temperaturas o por su bajo nivel de 
precipitación. 
 
 

 
Figura 1.4. Gradiente Térmico 

 
 

 
Figura 1.5. Factores climáticos que influyen en el control del clima. 
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Factor humano: Debido por un lado a los asentamientos humanos, 
y por otro al cambio en la gestión del suelo de ciertas regiones, se 
han producido cambios en el clima de unas zonas, y por ende de 
vegetación y fauna. En la Figura 1.6 pueden apreciarse los efectos 
de la contaminación, el cambio del uso del suelo, la deforestación, 
etc. 

 
 

 
Figura 1.6. Efecto del factor humano en el clima 

 

Como consecuencia de todos estos factores, se producen 
variaciones en el clima que provocan una gran diversificación local en la 
vegetación de una zona. Se definen pues los pisos de vegetación como 
las franjas vegetales de aspecto relativamente homogéneo y composición 
característica que recubren las laderas montañosas, es decir, cada una de 
las series de vegetación que se escalonan y diferencian en una montaña. 
En la Figura 1.7 se representa la altitud como un factor de cambio en el 
clima y consecuentemente en la distribución de la vegetación (pisos de 
vegetación). 

 
Una vez definidos los factores que pueden afectar al clima, el interés 

reside en obtener una clasificación climática o división de los climas de la 
Tierra en un sistema mundial de regiones contiguas, cada una de las cuales 
está caracterizada por una uniformidad relativa de los elementos climáticos. 
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Pueden citarse como ejemplos, la clasificación de los climas de Köppen  
(1918) y la de Thornthwaite (1933). 

Se define el tipo de clima de una región, como la caracterización de 
la misma a través de un conjunto de valores medios y cambios estacionales 
de la temperatura, la precipitación y los elementos geográficos.  

 

 
Figura 1.7. Pisos de vegetación. 

 

El término variabilidad climática se utiliza a menudo para indicar 
desviaciones de las estadísticas climáticas a lo largo de un período de 
tiempo dado (por ejemplo, un mes, estación o año determinados) respecto a 
estadísticas climáticas a largo plazo relacionadas con el mismo período del 
calendario. En este sentido, la variabilidad climática se mide por esas 
desviaciones, denominadas habitualmente anomalías. 

Parte de la variabilidad del clima que aparece como aleatoria se 
explica por la propia complejidad de los intercambios que tienen lugar en el 
sistema climático. Otra parte de la variabilidad observada, sin embargo, 
puede ser atribuida en su origen a procesos específicos.  

La circulación atmosférica y oceánica son mecanismos de 
redistribución de energía, materia y momento angular. Los ciclos 
biogeoquímicos o el ciclo del agua están constituidos por flujos de 
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intercambio de materia y energía. Unos y otros intentan establecer estados 
de equilibrio.  

 
Los patrones finales medios del comportamiento de la temperatura, 

el viento o la precipitación, son el resultado de estos procesos y su 
distribución geográfica, condicionada por diversos factores locales, como la 
latitud, la orientación o la continentalidad constituye el punto de partida para 
establecer la planificación de actividades como la agricultura y la gestión del 
agua y la energía. 

 

1.3. Bioclimatología e índices bioclimáticos 

Una vez estudiados los conceptos básicos relacionados con el clima, 
se procede a describir el conjunto de índices que son usados para 
caracterizar climáticamente a una región. 

1.3.1. Contexto histórico 

Desde principios de siglo XX se vienen estudiando por todo el 
mundo las relaciones entre clima y vegetación. A día de hoy, gracias al 
conocimiento cada vez más detallado de la distribución de la vegetación 
sobre la Tierra, se está consiguiendo determinar las fronteras bioclimáticas y 
vegetacionales, especificando los intervalos que discriminan estas fronteras. 
De este modo, progresivamente, se han ido delimitando y ajustando las 
denominadas zonas o unidades bioclimáticas.  

Según consta en los diccionarios, la bioclimatología se define como 
“el estudio de las relaciones entre el clima (temperatura y precipitación) y los 
seres vivos (flora y fauna)”. Esta definición puede ampliarse utilizando la 
definición de Rivas Martínez (2004a): 

“La Bioclimatología, que podría denominarse también 
Fitoclimatología, es una ciencia ecológica que estudia la 
reciprocidad entre el clima y la distribución de los seres 
vivos en la Tierra. Esta disciplina comenzó a estructurarse 
en base a relacionar los valores numéricos del clima 
(temperatura y precipitación) con los areales de las 
plantas y de sus formaciones vegetales, para añadir más 
adelante información de las estructuras de los 
ecosistemas; recientemente está incorporando 
conocimientos procedentes de la Fitosociología.” 
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Hasta el momento, los modelos establecidos han demostrado tener 

una elevada reciprocidad en el binomio clima-vegetación, lo que ha 
permitido realizar mapas bioclimáticos en toda la tierra. Una consecuencia 
práctica es haber conseguido valores predictivos, solamente conociendo 
una de las dos variables, es decir, bien los datos del clima, o bien los tipos 
de vegetación (Köppen, 1918; Thornthwaite, 1931, 1933; Köppen, 1936; 
Holdrige, 1967; Tuhkanen, 1980; Rivas-Martínez, 1981, 1983; Thornthwaite, 
1984; Tuhkanen, 1984; Rivas-Martínez, 1985a, b; Rivas-Martínez et al., 
1986; Rivas-Martínez, 1987a, b; Woodward, 1987; Rivas-Martínez, 1990; 
Rivas-Martínez et al., 1990; del-Arco et al., 1999; del-Arco et al., 2002; 
Rivas-Martínez, 2004b; del-Arco et al., 2006). 

En la Figura 1.8 se observa un ejemplo de una clasificación 
bioclimática de Europa realizada por Rivas-Martínez (2004a). Los diferentes 
colores muestran comportamientos bioclimáticos diferentes. 

La realización de estos mapas bioclimáticos es una tarea complicada 
debido a la no disponibilidad de información climática completa o al hecho 
de disponer de poca información poco fiable. Además, las técnicas 
estadísticas utilizadas para su elaboración son bastante imprecisas o con 
una alta variabilidad de resultados. En esta memoria se desarrolla una 
metodología basada en modelos jerárquicos espaciales Bayesianos para la 
creación de mapas bioclimáticos, lo que permite obtener un mapa predictivo 
de la clasificación bioclimática, así como el error de predicción asociado.  

Además, los modelos planteados permiten utilizar la distribución de 
probabilidad espacial asociada a la clasificación bioclimática, para obtener 
fronteras probables (y no fijas como en los procedimientos utilizados hasta 
el momento) que facilitan el estudio de posibles evoluciones del clima. Esta 
aportación es totalmente novedosa en la literatura y permitirá obtener 
mapas predictivos de gran utilidad para los biólogos, ecólogos, etc. 

 

1.3.2. Índices bioclimáticos 

El procedimiento utilizado para la elaboración de mapas 
bioclimáticos estriba en la utilización de índices bioclimáticos. Estos 
índices son valores obtenidos mediante expresiones matemáticas que 
combinan de manera variada algunos parámetros climáticos y ciertos 
factores como la altitud o latitud, y que se usan comúnmente para 
caracterizar la variedad climática de un territorio o bioma. Esto posibilita 
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reconocer áreas, climáticamente homogéneas que posiblemente puedan 
contar con tipos de vegetación (especies, comunidades, series) parecidas.  

A continuación se describen los tres grandes grupos de índices 
utilizados habitualmente en el establecimiento de una clasificación 
bioclimática. Cada grupo se refiere a una o varias características climáticas 
que lo diferencia del resto. 

 

 
Figura 1.8. Ejemplo de mapa bioclimático de Europa 

 

1.3.3. Índices ombrotérmicos 

Se define como ombrotermia la parte del clima que se refiere a las 
precipitaciones. La cantidad de lluvia que cae en una localidad se expresa 
en litros por metro cuadrado, o lo que es igual, en milímetros de altura. Más 
que el valor medio de la precipitación medida en pluviómetro, se suele medir 
la efectividad de las precipitaciones, dependiendo de la torrencialidad y las 
temperaturas. La torrencialidad es un fenómeno que afecta al suelo, 
pudiendo provocar unos fuertes corrimientos de tierra y graves problemas 
de erosión. Y por otro lado, fuertes variaciones en las temperaturas 
máximas pueden provocar pérdidas hídricas y deben ser tenidas en cuenta. 

Los índices ombrotérmicos (Io) más importantes se obtienen 

combinando de diferentes formas la precipitación anual (utilizando la media 
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de los últimos años) y las temperaturas (medias, máximas o mínimas  
anuales medias de los últimos años). Los más importantes son el índice de 
pluviosidad de Lang (1925), el Coeficiente pluviométrico o Índice de 
Emberger (1932), el índice de Dantin Cereceda-Revenga Carbonell (1940), 
el índice de aridez de Martonne (1942), el índice de aridez mensual de Birot 
(1950) y el índice ombrotérmico anual de Rivas Martínez (1985). 

Otro grupo de Io se constituyen para distinguir si un mes es seco o 

no. Entre estos índices cabe destacar el índice de aridez de Gaussen (1954) 
y el diagrama ombrotérmico (1954). 

De entre estos dos últimos índices, el diagrama ombrotérmico ha 
sido muy utilizado en la literatura ya que permite realizar gráficamente un 
análisis termométrico y pluviométrico de una región. En este caso se 
considera como mes seco aquél en que las precipitaciones medias tienen 
un valor menor que el doble de la temperatura media mensual (Carballeira, 
1987). Para su representación las escalas se eligen de forma que los 
valores de la temperatura (ºC) se corresponden con los del doble de la 
precipitación (mm.); se identifican así los periodos secos como aquellos en 
los que la curva de precipitación queda por debajo de la de temperatura. 

Por último existe un conjunto de índices en los que aparece el 
concepto de evotranspiración, que se define como la pérdida de humedad 
de una superficie por evaporación directa, junto con la pérdida de agua por 
transpiración de la vegetación. Entre los índices más habituales se 
encuentran el índice de Thornthwaite (1948), el índice de eficacia 
pluviométrica (1931), el índice de eficiencia térmica (1948), el Índice  global 
de humedad (1948), el índice de aridez de la UNEP, el índice de erosión 
potencial de Fournier (1960), y el índice de mediterraneidad de Rivas-
Martínez (1985). 

1.3.4. Índices de termicidad 

La variación de la temperatura (termicidad) a lo largo de las 
estaciones del año en una zona es uno de los factores que más influyen en 
la caracterización de un clima, ya que la distribución vegetacional está muy 

afectada por la termicidad de la zona. Los índices de termicidad (It) se 

obtienen a partir de la temperatura media anual y de las temperaturas 
máximas y mínimas. 

Los tres principales índices de termicidad son la temperatura básica 
de Montero y González (1987), la biotemperatura de L.R. Holdridge (1987), 
y el índice de termicidad de Rivas-Martínez (1983). 
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1.3.5. Índices de continentalidad  

Los índices de continentalidad (Ic) recogen la variación de la 

oscilación anual de la temperatura. De hecho, el grado de continentalidad es 
directamente proporcional a la máxima diferencia térmica a lo largo del año. 
En contraposición, se utiliza el índice de oceanidad. Es bien conocido que 
los mares, lagos y océanos no helados tienden a amortiguar el contraste de 
la temperatura (disminución de la continentalidad). Además, con el 
alejamiento de las costas (disminución de la oceanidad), tierra adentro, se 
provocan mayores contrastes en temperatura (aumenta continentalidad). 

Los índices más empleados para expresar la 
continentalidad/oceanidad se pueden aglutinar en dos grupos: sencillos y 
compensados. Son sencillos aquellos que expresan únicamente la 
diferencia entre las temperaturas extremas, y compensados aquellos en que 
a la amplitud u oscilación de la temperatura anual se adiciona una cantidad 
en función de la altitud o de la latitud.  

Los principales índices de continentalidad son el índice de 
continentalidad de Gorezynski (1920) que compensa por latitud, el índice de 
continentalidad de Conrad (1946) que generaliza el anterior añadiendo una 
escala decimal entre 0 y 100, el índice de continentalidad de Currey (1974) 
que también se compensa por latitud pero que está especialmente diseñado 
para climas más septentrionales y el índice de continentalidad de Rivas-
Martínez (1985) que es un índice simple sin compensación pero que para la 
mayoría de las regiones aporta una información suficientemente 
discriminadora. 

 

1.4. Clasificación bioclimática de la Tierra  

Las razones por la cuales se establece una clasificación bioclimática 
son las de llegar a disponer de una tipología bioclimática fácilmente 
cuantificable a partir de los índices planteados en el apartado anterior que 
muestre una relación ajustada entre los modelos vegetacionales y los 
valores del clima. Esta clasificación resulta de gran importancia en los 
programas de estudio y conservación de la biodiversidad, así como en la 
obtención de recursos agrícolas y forestales, sin olvidar el estudio del 
cambio climático. 
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Las clasificaciones bioclimáticas de la tierra asignan a diferentes 
puntos de una región bajo estudio un cierto bioclima a partir del cálculo de 
un conjunto de índices bioclimáticos. 

Las clasificaciones bioclimáticas que hasta ahora se han propuesto 
con intención globalizadora no han sido demasiado numerosas. Entre las 
más conocidas y útiles pueden destacarse las de Köppen (1918, 1931), 
Thornthwaite (1931, 1933), Gaussen (1954, 1955), Troll y Paffen (1964), 
Holdridge (1967) y Walter (1970, 1976). 

En la subsección siguiente se presenta la clasificación bioclimática 
de Rivas-Martínez (1983) que es el objetivo de estudio de esta memoria. 

1.4.1. ¿Qué clasificación elegir? 

El motivo por el cual se ha seleccionado la clasificación bioclimática 
de Rivas-Martínez es debido a que aporta mejoras sobre clasificaciones 
anteriores—extractos de Rivas-Martínez (2004a, b)— respecto a: 

 Se garantiza una más estrecha y recíproca relación entre el clima 
la vegetación y los territorios geográficos, es decir, entre los 
bioclimas, las series de vegetación y sus respectivas unidades 
biogeográficas. Este hecho es posible porque se añadirá la 
información, así como los conocimientos útiles de la 
fitosociología y el paisaje. Esta estrecha relación entre los 
valores del clima y la formación de la vegetación es siempre 
cuantificable, expresándola con parámetros y fácilmente 
calculable por los índices bioclimáticos. 

 Toma en consideración la existencia de un mayor conocimiento 
detallado del patrón distribucional de la vegetación en la Tierra, 
así como las modificaciones en la apariencia y la composición de 
la vegetación potencial natural y su sustitución en etapas. Esto 
da oportunidad de reconocer bioclimáticamente las fronteras 
vegetacionales con gran precisión y objetividad. Una vez que los 
límites o fronteras de la vegetación se han determinado y se 
asignan, el umbral del clima que los discriminan puede calcularse 
estadísticamente. Con todo esto, las zonas de las unidades 
bioclimáticas se han ido progresivamente delimitando y 
ajustando. Como consecuencia práctica, el sistema ha alcanzado 
un valor predictivo recíproco de todos los lugares en la Tierra con 
conocer sólo una de las dos variables, ya sea los datos 
climáticos o los tipos de vegetación. 
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 En casi todos los bioclimas, existen una serie de variaciones 
estacionales en los patrones de las precipitaciones que permiten 
reconocer las variantes bioclimáticas. Además, dentro de cada 
bioclima, las variaciones térmicas y ombrotérmicas permiten la 
posibilidad de distinguir los cinturones bioclimáticos: termotipos y 
ombrotipos. 

 Se toma en consideración la latitud y la disposición de la 
radiación solar y estacional (fotoperido) para determinar los 
macrobioclimas y, por tanto, introduce nuevos conceptos en el 
sistema de clasificación. 

 Se considera el patrón de las precipitaciones a lo largo de todo el 
año; viendo como lo que es más importante para la planta es la 
distribución mensual de lluvia, más incluso que la anual. 

 Considera que existe un macrobioclima Mediterráneo muy 
amplio, cuyo patrón de precipitaciones es lo contrario de los 
tropicales y templados.  

 Considera la altitud de las montañas con sus variaciones de 
temperatura y precipitaciones respecto a sus laderas y valles. 

 Incluye más tipos de bioclima desértico que en otras 
clasificaciones, distinguiendo mejor entre comunidades vegetales 
de tipo Mediterráneo y de tipo Desértico. 

 Los rasgos históricos de la geobioesfera también se consideran 
para la creación de las fronteras bioclimáticas. 

Como respuesta definitiva para la cuestión de por qué elegir esta 
clasificación, se ha llegado a la conclusión que esta clasificación es la 
idónea porque: (a) recopila los mejores métodos e ideas de los anteriores 
sistemas de clasificaciones o, (b) propone las correspondientes enmiendas 
para los más comunes y evidentes inconvenientes, y (c) tal vez la más 
importante, se ha desarrollado teniendo siempre presente la idea de hacer 
coincidir en la medida de lo posible las distribuciones de las plantas con 
características climáticas; este hecho hace que sea realmente útil en la 
investigación sobre medio ambiente y la gestión del suelo. 

Por lo tanto, parece, por el momento, que éste es el mejor sistema 
de clasificación bioclimática de estudios, especialmente, las relacionadas 
con comunidades de plantas y la vegetación. En la cuenca del Mediterráneo 
se sabe que los estudios de Rivas-Martínez se acoplan muy bien a esta 
clasificación, y además otros estudios en todo mundo también recogen 
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buenos resultados aplicando esta clasificación (Peinado et al., 1994; Rivas-
Martínez et al., 1997; Amigo y Ramírez, 1998; Rivas-Martínez et al., 2000; 
Barber et al., 2001; Rivas-Martínez, 2004a, b). 

1.4.2. Clasificación de Rivas–Martínez  

Para establecer esta clasificación bioclimática, se utilizan datos del 
clima fácilmente accesibles como son la temperatura (T) y la pluviometría 
(P). Estos parámetros, ya sean tratados como magnitud única, o realizando 
sumas de valores que cumplan ciertas condiciones (p.e. suma de días con 
temperatura positiva=Tp), son usados para establecer los diferentes tipos de 
microclimas, bioclimas y variantes bioclimáticas de la tierra. En todos los 
casos la temperatura se expresa en grados centígrados (°C) y la 
precipitación en milímetros (mm.). 

El macrobioclima es la unidad tipológica suprema del sistema de 
clasificación bioclimática. Se trata de un modelo biofísico delimitado por 
ciertos valores climáticos y vegetacionales, que posee una amplia 
jurisdicción territorial y que está relacionado con los grandes tipos de climas, 
de biomas y de regiones biogeográficas que se admiten en la Tierra. Los 
cinco macrobioclimas que contempla esta clasificación son: tropical, 
mediterráneo, templado, boreal y polar.  

Los bioclimas son las unidades subordinadas a su respectivo 
macrobioclima, representado por un conjunto de formaciones de 
comunidades vegetales propias. En esta clasificación se consideran 28 
bioclimas que presentan en la Tabla 1.1 junto con sus respectivos 
macrobioclimas.  

Por otro lado, dentro de cada macrobioclima se estableces diferentes 
variantes ombrotérmicas, es decir, diferentes pisos bioclimáticos según la 
temperatura (infra, termo, meso, supra, oro, crioro y gélido)  y diferentes 
pisos bioclimáticos según pluviometría (ultrahiperárido, hiperárido, árido, 
semiárido, seco, subhúmedo, húmedo, hiperhúmedo y ultrahiperhúmedo). 
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Tabla 1.1. Macrobioclimas y bioclimas según  Rivas-Martínez (2004a). 

Macrobioclima Macrobioclima Macrobioclima 
 Bioclima  Bioclima  Bioclima 

 
 
 

Tropical 

Pluvial 
 
 
 
 
 
 
 
 

Mediterráneo 

Pluviestacional 
Oceánico 

 
 
 
 

Polar 

Hiperoceánico 

Pluviestacional 
Xérico 

Pluviestacional 
Continental 

Oceánico 

Desértico Xérico oceánico Continental 

Hiperdesértico 
Xérico 

continental 
Xérico 

 

Desértico 
Oceánico 

Pergélido 

Desértico 
Continental 

 

Hiperdesértico 
oceánico 

Hiperdesértico 
Continental 

 

 
Templado 

Hiperoceánico  
 
 

Boreal 

Hiperoceánico 
Oceánico Oceánico 

Continental Subcontinental 
Xérico Continental 

 
Hipercontiental 

Xérico 
 

 
A continuación se enumeran los Índices bioclimáticos que se utilizan 

para obtener  la “Clasificación Bioclimática de la Tierra” de Rivas-Martínez 
(2004a) dada en la anterior tabla. 

Índice de continentalidad  

El índice de Continentalidad de Rivas-Martínez (1983, 1985a) se 
define como: 

 max min-  , Ic T T  (1.1) 

donde Tmax es el promedio para una serie cronológica de años de la 

temperatura media del mes más cálido en cada uno de ellos, y Tmin su 

análogo para el mes más frío. Para este cálculo se utilizarán datos de un 
periodo no inferior a 25 años, y siempre en escala de grados centígrados. 

Como se deriva de su definición, el objetivo primordial de este índice 
es la simplicidad, ya que no presenta efecto de compensación, premiando la 
facilidad y accesibilidad de los datos frente a una pequeña pérdida de 
precisión. En la Tabla 1.2 se observan los diferentes tipos y subtipos. 
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Índice de Ombrotermia  

Se define el índice Ombrotérmico de Rivas-Martínez (1985b) como: 

   10 / ,p pIo P T  (1.2) 

donde Pp es la suma de la precipitación media (en mm.) de los meses cuya 
temperatura media es superior a cero grados centígrados, y Tp es la suma 
de las temperaturas medias mensuales superiores a cero grados 
centígrados, expresadas en décimas de grado. 

 
Tabla 1.2. Tipos, subtipos y niveles del índice de continentalidad. 

Tipos Subtipos y niveles Ic 

Hiperoceánico 
 

Ultrahiperoceánico acusado 0-2.0 

Ultrahiperoceánico atenuado 2.0-4.0 

Euhiperoceánico acusado 4.0-6.0 

Euhiperoceánico atenuado 6.0-8.0 

Subhiperoceánico acusado 8.0-10.0 

Subhiperoceánico atenuado 10.0-11.0 

Oceánico 
 

Semihiperoceánico acusado 11.0-13.0 

Semihiperoceánico atenuado 13.0-14.0 

Euoceánico acusado 14.0-16.0 

Euoceánico atenuado 16.0-17.0 

Semicontinental atenuado 17.0-19.0 

Semicontinental acusado 19.0-21.0 

Continental 
 

Subcontinental atenuado 21.0-24.0 

Subcontinental acusado 24.0-28.0 

Eucontinental atenuado 28.0-37.0 

Eucontinental acusado 37.0-46.0 

Hipercontinental atenuado 46.0-56.0 

Hipercontinental acusado 56.0-66.0 

 

 
Con este índice se consigue distinguir los tipos ómbricos y los 

horizontes ombrotérmicos en todos los macrobioclimas de la Tierra, es 
decir, separar entre zonas o regiones húmedas y zonas o regiones secas. 
En la Tabla 1.3 se muestran los diferentes tipos y horizontes ómbricos, 
caracterizados por la diferente humedad de la zona. 

 
 



20 Capítulo 1. Bioclimatología 
 

 

Índice  de termicidad  

Se define el índice de Termicidad de Rivas-Martínez(1985b) como: 

   +  + 10,  It T m M   (1.3) 

donde T es la suma en décimas de grado de la  temperatura media anual, m 

es la temperatura media de las mínimas del mes más frío y M es la 

temperatura media de las máximas del mes más frío. 
El índice de termicidad es, por lo tanto, un índice que pondera la 

intensidad del frío, que se considera factor limitante del desarrollo para 
muchas plantas y comunidades vegetales. La correlación entre los valores 
de este índice y la vegetación es bastante satisfactoria en los climas cálidos 
y templados.  

La bondad de este índice se basa en que el valor de las mínimas del 
mes más frío y su corrección en cuanto a su duración a lo largo del día, con 
la media de las máximas también del mes más frío, opera como factor 
limitante en la ley del mínimo. Esta ley, enunciada por Liebig (1840), dice 
que, 

“Las comunidades de organismos no se adaptan 
a las condiciones medias de sus hábitats, sino a 
las condiciones mínimas para el mantenimiento 
de la vida. El crecimiento está limitado no tanto 
por la abundancia de todos los factores 
necesarios como por la disponibilidad mínima de 
cualquiera de ellos.”  

 
En el caso del índice de termicidad, el factor mínimo o limitante es la 

temperatura mínima.  
En las zonas extratropicales de la Tierra (al norte y al sur del paralelo 

23º N y S), se utiliza el índice de Termicidad Compensado (Itc) con el fin de 

tratar de ponderar el valor del índice de termicidad (It) con el "exceso" de 
frío o el exceso de templanza que acaece durante la estación fría en los 
territorios de clima continental e hiperoceánico respectivamente. El objetivo 
es que su continentalidad pueda ser comparable. 

Si el índice de continentalidad está comprendido entre 8 y 18, el 

valor del Itc se considera igual al del It. Por el contrario, si el índice de 

continentalidad no alcanza o supera los valores mencionados, hay que 
compensar el índice de termicidad adicionando o sustrayendo un valor de 
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compensación (Ci), dado en la Tabla 1.4, se define el índice de Termicidad 
Compensado como: 

 
8 18,

8 18,  0,...,4.i

It si Ic
Itc

It C si Ic o si Ic i

 
     

 (1.4) 

 
Tabla 1.3. Tipos, subtipos y niveles  del índice de ombrotermia. 

Tipos ómbricos Horizontes ómbricos Io 

Ultrahiperárido  <0.1 

Hiperrárido 
Superior 0.1-0.2 

Inferior 0.2-0.3 

Árido 
Superior 0.3-0.6 

Inferior 0.6-1.0 

Semiárido 
Superior 1.0-1.5 

Inferior 1.5-2.0 

Seco 
Superior 2.0-2.8 

Inferior 2.8-3.6 

Subhúmedo 
Superior 3.6-4.8 

Inferior 4.8-6.0 

Húmedo 
Inferior 6.0-9.0 

Superior 9.0-12.0 

Hiperhúmedo 
Inferior 12.0-18.0 

Superior 18.0-24 

Ultrahiperhúmedo  >24.0 
 

Para valores muy bajos (Ic<8) del índice de continentalidad, la 

termicidad se compensa disminuyendo su índice, mientras que para valores 

muy altos se incrementa la termicidad considerablemente (Ic>28). 

 
Tabla 1.4. Compensación para calcular el Itc 

Ic Valor máximo 

Ic≤8 C0 = - 80 

18<Ic≤21 C1 = + 15 

21< Ic≤28 C2 = + 105 

28<Ic≤46 C3 = + 450 

46<Ic≤65 C4 = + 570 

  
 

Los pisos bioclimáticos que origina el índice de termicidad varían de 
un macrobioclima a otro, por lo que se tienen diferentes sub-clasificaciones 
de los horizontes termotípicos en cada uno de los macrobioclimas de la 
Tierra: Infra, termo, meso, supra, oro, crioro y gélido en lo macrobioclimas 
tropicales, mediterráneos y templados; termo, meso, supra, oro, crioro y 
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gélido para los bioclimas boreales, y meso, supra y gélido en los polares. 
Estas diferenciaciones se deben a la propia fórmula matemática del índice, 
pues no en todas las regiones el comportamiento de las máximas y mínimas 
es similar. En la Tabla 1.5 se presenta el termotipo correspondiente al 
macrobioclima mediterráneo, que es el considerado en esta memoria. 

 

Tabla 1.5. Horizontes termotípicos según el It-Itc. 

Horizontes termotípicos It, Itc

Inframediterráneo inferior 515-580 

Inframediterráneo superior 450-515 

Termomediterráneo inferior 400-450 

Termomediterráneo superior 350-400 

Mesomediterráneo inferior 285-350 

Mesomediterráneo superior 220-285 

Supramediterráneo inferior 150-220 

Supramediterráneo superior 120-150 

Oromediterráneo y Crioromediterráneo <120 

 

Relación entre los índices 

En la clasificación bioclimática que se utiliza desde hace años en 
Geobotánica, las jerarquías tipológicas de expresión latitudinal son los 
macrobioclimas (5), bioclimas (28) y variantes bioclimáticas, en tanto que en 
su aspecto altitudinal son los pisos bioclimáticos o representación ombro-
termotípica. 

Como se ha visto en los apartados anteriores, cuando se habla de 
clasificación bioclimática se utilizan los índices de forma individual y no de 
forma conjunta. Un tratamiento conjunto de los tres índices implicaría unir la 
continentalidad, la pluviosidad y la temperatura, aportando una información 
más completa de las condiciones climáticas de la zona que ayudaría a 
explicar mejor la relación entre el clima y vegetación. 

 
En la Tabla 1.6 se muestra la relación existente entre los niveles del 

índice de continentalidad y de ombrotermia. Por otro lado, Rivas-Martínez 
(2004a) muestra las claves para determinar los macrobioclimas, los 
bioclimas y las variantes bioclimáticas que dependen de la continentalidad y 
la termicidad, sin obviar la ombrotermia. 
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Dadas estas relaciones entre índices, un estudio conjunto se 
considera necesario para determinar el mapa bioclimático de una zona o 
región a estudio. 

 
Tabla 1.6. Macrobioclima Mediterráneo 

 
 Pisos bioclimáticos: 

ombrotermia 
Piso bioclimáticos:  

 termotipos 

Bioclima Ic Io Tipo It(Itc) Tp Tipo 

Hiperdesértico 
Continental  

<0.2 Ultrahiperárido 
- 1-190 Crioromedit. sup. 

Hiperdesértico 
Oceánico 

>21 - 191-450 Crioromedit. inf. 

Desértico  
Continental  

0.2-0.4 Hiperárido - 451-675 Oromedit. sup. 

0.4-1.0 Árido - 1-190 Crioromedit. sup. 

Desértico Ocea. >21 
0.2-0.4 Hiperárido - 676-900 Oromedit. inf. 

0.4-1.0 Árido 120-150 901-1200 Supramedit. sup. 

Xérico Continental  
1.0-2.0 Semiárido 

150-220 1201-1500 Supramedit. inf. 

Xérico Ocea. >21 220-285 1501-1825 Mesomedit. sup. 

Pluviestacional 
Continental  

2.0-3.6 Seco 285-350 1826-2150 Mesomedit. inf. 

3.6-6.0 Subhúmedo 350-400 2151-2300 Termomedit. sup. 

6.0-12.0 Húmedo 400-450 2301-2450 Termomedit. inf. 

12.0-24.0 Hiperhúmedo 450-515 2451-2650 Inframedit. sup. 

>24 Ultrahiperhúmedo 515-580 > 2650 Inframedit. inf. 

Pluviestacional 
Oceánico 

>21 

2.0-3.6 Seco    

3.6-6.0 Subhúmedo    

6.0-12.0 Húmedo    

12.0-24.0 Hiperhúmedo    

>24 Ultrahiperhúmedo    

Tp: Temperatura media positiva 

 

1.5. La isla de Chipre 

En esta sección se presenta el ejemplo que va ser usado a lo largo 
de esta memoria para el estudio de los mapas bioclimáticos. 

1.5.1. Geografía física 

La isla de Chipre está situada en el Mar Mediterráneo a 113 Km. del 
sur de Turquía, a 120 Km. del oeste de Siria y a 150 Km. al este de Grecia 
(isla Kastellorizo).  

Es la tercera isla en tamaño en el Mar Mediterráneo con una 
superficie total de 9.250 km², de los cuales, 3.355 km² se encuentran bajo 
dominio de la autoproclamada República Turca del Norte de Chipre. Su 
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línea de costa es de 648 Km.  En la Figura 1.9 se muestra la localización 
dentro del continente europeo. 

 

 
Figura 1.9. Localización de la isla de Chipre 

 
El contorno es extremadamente irregular con numerosas bahías y 

cabos. Existen muchas playas, algunas con dunas de arena, pero la 
mayoría son de roca. Lagos salados, bordeados por saladares se pueden 
encontrar en las poblaciones de Larnaka y Limasol (Figura 1.10). 

El relieve es bastante montañoso con dos grandes cordilleras: la 
central (Troodos) y otra al norte (Pentadactylos) que cruza la isla de este a 
oeste y culmina en el pico del Monte Olimpo (1.953 m). Ambas cordilleras 
están separadas por una planicie, Mesaoria, fértil pero de ombroclima 
semiárido.  

El clima es típicamente mediterráneo caracterizado por veranos no 
muy cálidos. El periodo principal de lluvias se extiende desde mitad de 
septiembre hasta finales de noviembre (habitualmente unos 500 mm.), pero 
con grandes fluctuaciones entre Mesaoria y la cordillera de Troodos (Figura 
1.11). 

 
El principal recurso natural de Chipre es su terreno cultivable. La 

agricultura proporciona los ingresos de la mayor parte de la población. Los 
bosques cubren un 18,8% de la superficie de la isla, principalmente en las 
áreas montañosas. Estos bosques son predominantemente mediterráneos, 
en los que destacan especies como el pino, el ciprés, el cedro y la encina 
chipriota. Otros árboles autóctonos son la sabina, el enebro, el plátano, el 
roble, el olivo y el algarrobo. 
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Figura 1.10. Mapa físico de Chipre 

 
Figura 1.11. Mapa físico en relieve de la isla 
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1.5.2. El banco de datos 

La elección de este banco de datos se debe principalmente a una 
consulta para mejorar la metodología de análisis estadístico planteado hasta 
el momento para la obtención de mapas bioclimáticos y sus fronteras. El 
hecho de ser la isla de Chipre se debe a dos razones, una por el parentesco 
que une al solicitante con el que presenta esta memoria, y la otra por no 
tener la isla de Chipre ninguna clasificación bioclimática de todo el territorio 
de manera oficial o en la literatura científica. Por ello, utilizando de partida 
los trabajos de Barber (1995, 1999), y del-Arco et al. (1999; 2002; 2006) 
sobre la forma habitual de describir los mapas bioclimáticos, unido a la 
amplia información existente en la Web http://www.globalbioclimatics.org 
(cuyo director es el propio Rivas-Martínez), se decidió acometer esta 
memoria con el fin de desarrollar la metodología solicitada. 

Para obtener la clasificación bioclimática de la isla se recogieron 
datos climatológicos correspondientes a 59 estaciones meteorológicas 
(Figura 1.12) repartidas por toda la isla. A partir de dicha información se 
obtuvieron los índices bioclimáticos de continentalidad (1.1), termicidad (1.3) 
y ombrotermia (1.2) considerados en la clasificación de Rivas-Martínez 
(2004a). 

Junto con la información climática se recogieron las alturas a las que 
se situaban cada una de las 59 estaciones meteorológicas (Figura 1.12), ya 
que como se ha visto en secciones anteriores la altura es un factor que 
influye en el clima y en la vegetación. Respecto a la latitud, el otro factor 
limitante, no se ha tenido en cuenta por encontrarse toda la isla en la misma 
latitud. Los datos disponibles se presentan en la Tabla 1.7. 

 

En las Figuras 1.13., 1.14. y 1.15. se muestra la gradación 
observada para los índices considerados y se aprecia igualmente la 
correlación entre ellos. En ellas se observa como los valores altos de 
ombrotermia se localizan con un patrón respecto a las dos cordilleras, y 
aunque inversamente también ocurre esto con el índice de termicidad. Para 
la continentalidad, las dos cordilleras definen las barreras naturales de la 
oceanidad y a continentalidad. 

El objetivo de este trabajo es construir el mapa bioclimático de la isla 
de Chipre, de acuerdo con los índices de ombrotermia, termicidad y 
continentalidad, desde dos perspectivas diferentes: 
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 Univariante, estudiando cada índice por separado. 

 Multivariante, estudiando los índices de forma conjunta. 
Para ello, en el Capítulo 2 se repasan los conceptos básicos 

relacionados con la estadística espacial, y más concretamente con la 
geoestadística tanto desde el punto de vista frecuentista como Bayesiano. 
Se plantea el modelo básico de análisis, los algoritmos de simulación 
necesarios para resolver el problema inferencial y los conceptos 
relacionados con el proceso de predicción espacial.  

En el Capítulo 3 se plantea el análisis univariante de cada uno de los 
índices bioclimáticos de la clasificación de Rivas-Martínez vistos en este 
capítulo. Para ello, se establecen diferentes modelos jerárquicos espaciales 
en los Capítulos 2 y 3. En el estudio de dichos modelos se realiza especial 
hincapié en el establecimiento de distribuciones previas y sus efectos en las 
correspondientes distribuciones posteriores y predictivas posteriores. En el 
Capítulo 4, se estudian diferentes modelos jerárquicos espaciales 
multivariantes para este tipo de datos. Principalmente el estudio se centra 
en el establecimiento de modelos condicionales como simplificación de los 
modelos multivariantes conjuntos. 

 

 
Figura 1.12. Localización de las 59 Estaciones meteorológicas 
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Figura 1.13. Índice de Ombrotermia en la isla de Chipre 
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Figura 1.14. Índice de Termicidad en la isla de Chipre 
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Figura 1.15. Índice de Continentalidad en la isla de Chipre 
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Tabla 1.7. Valores de los índices y las alturas de las 59 estaciones meteorológicas. 
Estación Meteorológica UTM-X UTM-Y Alt. Io Ic It/Itc 

1. Agros 501522 3863802 1015 3.90 18.9 279 
2. Akhelia 452701 3843593 45 1.90 13.8 446 
3. Akhna 571438 3878868 50 1.40 16.1 415 
4. Akradhes 605833 3927271 150 2.10 18.35 392 
5. Akrotiri R. 498471 3826838 23 1.76 14 441 
6. Amiand.  P. 492390 3865653 1380 6.42 19.5 208 
7. Asprokr. Dam 458804 3843564 90 2.00 14.8 429 
8. Astromeritis 503037 3887830 175 1.31 16.7 407 
9. Athalassa 536434 3889751 162 1.34 18.9 400 
10. Athienou 548628 3880566 170 1.42 18.1 393 
11. Ay. Nikola. 582044 3882655 30 1.83 17.7 415 
12. Ay.Merkur. 457433 3876839 260 2.77 15.3 410 
13. Ayia Irini 494374 3906315 12 1.67 15.6 432 
14. Ay. Ioanis 516716 3880452 350 1.51 17.4 368 
15. Deftera P. 524314 3880469 270 1.48 19.4 375 
16. Dhoros 492379 3852716 480 2.96 16.8 344 
17. Evdimou 478631 3839800 90 1.95 16.2 448 
18. Evretou D. 451322 3871325 110 2.42 17.5 415 
19. Famagusta 578957 3888173 20 1.70 17.9 417 
20. Halefga 548499 3904595 640 2.61 17.2 334 
21. Kalavassos 514392 3908635 185 2.01 15.8 425 
22. Kalohorio 524393 3850897 740 3.26 18.2 322 
23. Kathikas 501524 3856409 650 3.35 16.5 327 
24. Kornos FS 448238 3863948 370 2.13 17.6 378 
25. Krysohou 536538 3863875 100 2.44 15.1 399 
26. Kyrenia 449822 3875030 20 2.30 15.1 451 
27. Larnaca A. 530293 3910060 2 1.50 14.8 426 
28. Lefk. Dam 557875 3860288 420 2.53 17.3 374 
29. Lefk. Pano 527409 3861995 600 2.74 17.8 351 
30. Lemona 527420 3858298 310 3.00 16.5 366 
31. Limassol PG 458862 3856501 8 1.86 14.5 439 
32. Mallia 504580 3837928 645 3.40 17.2 335 
33. Mazotos 480185 3852734 25 1.70 14.5 414 
34. Morphou 544212 3850971 45 1.44 15.6 397 
35. Nicosia 498483 3893374 160 1.38 18.8 406 
36. Oridhes 531873 3891582 380 2.41 15.6 385 
37. Panagia Br 467952 3841679 440 2.10 17.4 318 
38. Panagia P 507603 3874895 820 4.02 17.4 304 
39. Paphos A 466507 3863863 7 2.00 12.9 432 
40. Paralimni 452691 3841745 65 1.52 15.6 423 
41. Pharmakas 588140 3880863 855 3.81 18.6 288 
42. Phasouri 512179 3863810 15 1.98 13.3 410 
43. Platania FS 495417 3832383 1120 5.51 18.8 292 
44. Polemi 492391 3867501 485 3.76 13.5 293 
45. Polis TS 454309 3860219 15 2.11 14.8 422 
46. Politiko 448311 3876886 405 1.65 18.8 381 
47..Prodromos 522804 3876768 1380 6.07 19.1 196 
48. Saittas 484782 3867511 640 3.63 17.4 323 
49. Stavros Ps 492383 3858260 780 4.34 18 304 
50. Trikoukia 466555 3876801 1340 7.60 18.2 182 
51. Troodos 484779 3865663 1725 9.23 19.4 118 
52. Xylofagou 489345 3865656 50 1.40 15.7 413 
53.Yermass. D 577596 3869676 70 2.01 15.7 440 
54. Zygi 507627 3845323 40 1.60 14.5 426 
55. Larnaka M. 530510 3845370 3 1.45 15.5 436 
56. K. Paphos 557852 3863985 10 1.83 13.7 454 
57. Limassol 2 445484 3846693 3 1.86 14 432 
58. Martinsd. F. 501527 3836079 180 1.45. 18.5 372 
59. Polis PS 522767 3891555 20 2.16 15.1 419 
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2.1. Estadística espacial 

En este primer punto se hace un repaso somero de los inicios de la 
Estadística Espacial, se presentan algunos de los campos de trabajo en los 
que se utiliza y los diferentes tipos de datos espaciales que aparecen en la 
literatura. 

2.1.1. Introducción 

En Octubre de 1984 se reunió por primera vez la Comisión Mundial 
sobre Medio Ambiente y Desarrollo (World Commission on Environment and 
Development) atendiendo una solicitud de la Asamblea General de las 
Naciones Unidas con el fin de establecer una agenda global para el Cambio 
Climático (A global agenda for change). La Comisión partió de la convicción 
de que es posible para la humanidad construir un futuro más próspero, más 
justo y más seguro. 

La Comisión Brundtland recomendó iniciar una nueva perspectiva de 
adaptar un crecimiento económico justo, desde el punto de vista ecológico, 
declarando que el desarrollo sustentable debe ser aplicado, tanto a la 
administración de la economía como al desarrollo de tecnología y al manejo 
de los recursos naturales, acompañado, congruentemente, de una 
renovación en los propósitos de la sociedad, orientado a un cambio de 
actitud de mayor respeto hacia los ecosistemas, la biodiversidad, el medio 
ambiente y los recursos naturales. 
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Las agresiones medioambientales no respetan fronteras políticas 
artificiales, y por ese motivo los científicos de todos los contextos 
(climatólogos, ecólogos, biólogos, epidemiólogos, estadísticos), tienen que 
jugar un papel importante para proporcionar las descripciones del equilibrio 
medioambiental.  

El objetivo primordial es descubrir los fenómenos que acontecen 
sobre el Medio Ambiente y poder tomar decisiones consecuentes, ya que 
los investigadores invierten más y más esfuerzos en recoger datos y realizar 
sofisticados análisis para obtener información relevante. Desde finales del 
siglo pasado, y gracias al éxito de los métodos computacionales, los 
modelos ambientales trabajan con una gran cantidad de datos, múltiples 
variables predictoras y respuestas, y en los que con frecuencia se tiene en 
cuenta la localización y el instante de tiempo donde se recoge la 
información. Este hecho ha motivado que todas las técnicas de 
visualización, exploración y análisis de datos con estructuras espacio-
temporales han sufrido una gran evolución en los últimos años. 

Sin embargo, la Estadística Espacial, que es como se conoce al 
conjunto de técnicas y métodos específicos para el análisis de datos que 
presentan una estructura espacial, no es una rama de la estadística de 
nuevo cuño. La variabilidad espacial está presente en cualquier 
investigación ambiental. La Estadística Espacial fue brevemente esbozada 
por R.A. Fisher en su investigación estadística aplicada a la agricultura. 
Fisher en los años 30 del siglo pasado escribió: 

“Tras seleccionar el área, habitualmente no 
tenemos otra guía que el hecho ampliamente 
verificable de que las parcelas más próximas son 
normalmente más parecidas, en términos de 
producción de la cosecha, que aquellas que 
están más alejadas.” 

 

Éste es el aspecto fundamental que trata de resolver la Estadística 
Espacial: modelizar la variabilidad espacial o eliminarla. Durante mucho 
tiempo y para evitar la influencia de los efectos espaciales, se han 
introducido los diseños experimentales aleatorizados, que tratan de resolver 
esta dificultad. Sin embargo, cuando no existe tal posibilidad, lo que ocurre 
habitualmente en los estudios medio ambientales o epidemiológicos, resulta 
necesario considerar técnicas estadísticas útiles para extraer conclusiones 
de los datos observacionales disponibles. 
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El análisis estadístico espacial intenta salvar las dificultades creadas 
por la carencia de diseño experimental mediante el estudio de la 
variabilidad, explicando ésta en parte mediante las relaciones entre las 
variables observadas y en parte incorporando relaciones espaciales y/o 
temporales entre unidades/localizaciones en que se han realizado las 
mediciones. 

La introducción de la dimensión espacial en los problemas 
medioambientales exige la creación y el desarrollo de un marco estadístico 
que permita inferir adecuadamente sobre los procesos subyacentes a 
estudiar. Los datos espaciales son habitualmente dependientes entre sí y 
necesitan ser capaces de recoger la estructura de interrelaciones 
existentes. Surgen con frecuencia, pues, modelos y análisis sofisticados y 
complejos, pero no inviables. 

Dentro del ámbito frecuentista se pueden citar muchas trabajos entre 
los que destaca el libro de Cressie (1993), donde se presentan de modo 
formal los modelos y técnicas de análisis de datos espaciales. Otros 
relevantes son: Besag (1974), Getis y Boot (1978), Bailey (1980), Ripley 
(1981), Diggle (1983), Bennett y Haining (1985), Kitanidis y Lane (1985), 
Upton y Fingleton (1985), Baxter (1986), Matérn (1986), Haining (1990), 
Conradsen et al.(1992), Fotheringham y Rogerson (1994), Bouma y 
Verhagen (1999), Chiles y Delfiner (1999), Stein (1999), Berke (2004), 
Goovaerts (2006) y  Pena-Yewtukhiw et al. (2008). 

Desde finales del siglo pasado, y gracias a los avances 
computacionales en los métodos de simulación y en concreto en los 
métodos de simulación de Monte Carlo por Cadenas de Markov (MCMC en 
inglés), los procedimientos Bayesianos para el análisis de datos espaciales 
se han impuesto sobre los procedimientos frecuentistas. Esto se debe en 
gran medida a la flexibilidad en la modelización aportada por los Modelos 
Jerárquicos Bayesianos (Handcock y Stein, 1993; Brown et al., 1994a; 
DeOliveira et al., 1997; Ecker y Gelfand, 1997; Lee, 1997; Diggle et al., 
1998; Carlin y Louis, 2000; Congdon, 2001; Banerjee et al., 2004; Gelman, 
2004; O'Hagan et al., 2004; Clark y Gelfand, 2006; Clark, 2007; Carlin y 
Louis, 2009). 

Los modelos jerárquicos son modelos probabilísticos que estructuran 
la información por niveles, desde lo observable a lo introducido/aportado por 
el experto y/o no-observable. Esta estrategia resulta útil en la construcción 
de modelos complejos como los que se plantean en los problemas 
medioambientales. La flexibilidad aportada por dichos modelos tiene coste 
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sobre la estimación, puesto que prácticamente toda la información se va 
especificando a través de distribuciones condicionadas, que finalmente 
dificultan seriamente o incluso imposibilitan resolver el proceso inferencial 
mediante los procedimientos frecuentistas habituales de optimización. 
Desde el punto de vista Bayesiano, puesto que todo es considerado 
aleatorio (variables y parámetros), los procedimientos inferenciales son los 
mismos que los de un modelo sencillo. La dificultad principal estriba en que 
la distribución posterior de los parámetros del modelo no resulta analítica y 
se necesita entonces recurrir a métodos de simulación para resolver el 
proceso inferencial. Si bien los métodos MCMC permiten simular de las 
distribución posterior para resolver el proceso inferencial, con frecuencia 
siguen surgiendo problemas para especificar adecuadamente las 
relaciones, los conocimientos y el conseguir algoritmos de simulación 
eficientes. 

2.1.2. Datos espaciales 

Desde un punto de vista formal, la Estadística Espacial es el 
conjunto de metodologías útiles para el análisis de datos que provienen de 
la medición de variables aleatorias en diversas localizaciones (puntos del 
espacio o agregaciones espaciales) de una región D. Por tanto, su objetivo 

es la explicación de un proceso estocástico  ( ) :Y Ds s  sobre la región D, 

en el que ds  representa una ubicación en el espacio euclidiano d-

dimensional.  
Por ejemplo, si deseamos estudiar la concentración de cierto 

contaminante sobre la superficie de un lago, a partir de la información 

aportada por diferentes boyas, ( )Y s  consistiría en la cantidad de 

contaminante en cada una de las localizaciones s  donde se encuentran 

situadas las boyas. 
En estudios medioambientales, las observaciones disponibles 

pueden venir dadas en distintos formatos. Así, los datos son continuos o 
discretos, están agregados espacialmente o son observaciones individuales 
en puntos del espacio, sus localizaciones se encuentran dispuestas de 
forma regular o irregular, e incluso estas localizaciones provienen de una 
región espacial continua o de un conjunto discreto. 

Los datos espaciales se pueden clasificar en tres grupos 

fundamentales, según el contexto  de observación del que provienen: i) 
observaciones de un fenómeno contínuo en el espacio, ii) datos en una red 
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fija de localizaciones y iii) sucesos que ocurren aleatoriamente en el 

espacio generando un patrón puntual. Estos tipos de datos diferenciados 
dan origen a formas distintas de modelización, y por tanto, de análisis 
estadístico. 

Datos Geoestadísticos 

La Geoestadística es un término que se acuñó en los años 50 para 
denominar a las técnicas estadísticas aplicadas al análisis geográfico. Su 
desarrollo, en esa década y en la siguiente, se debe a su aplicación a la 
ingeniería de minas, para predecir las reservas de mineral a partir de 
observaciones espacialmente distribuidas en una región. 

Hay una gran variedad de problemas que pueden resolverse 
utilizando métodos geoestadísticos. La característica común a todos ellos es 
que los datos pueden verse como una realización, habitualmente parcial, de 
un proceso estocástico sobre una región espacial continua. Matheron (1963) 
denomina a esta situación “problema de variables regionalizadas”, 
enfatizando la naturaleza espacial continua del conjunto de índices. La clave 
fundamental en la modelización de la relación espacial en el proceso, es el 
variograma, que se convierte en objeto de modelización y estimación para 
describir adecuadamente el fenómeno observado. 

El objetivo principal en la aplicación de la geoestadística es 
habitualmente la predicción en un punto o en un conjunto de puntos de la 
región observada, y la técnica de predicción espacial empleada es el 
kriging. 

Desde el punto de vista frecuentista existen diferentes 
aproximaciones para la estimación del variograma y la predicción espacial, 
principalmente mediante procesos Gaussianos. Como referencias básica 
están Cressie y Hawkins (1980), Journel (1983), Kitanidis (1983), Mardia 
(1984), Kitanidis y Lane (1985), Cressie (1986), Sampson y Guttorp (1992) y 
Laslett (1994). La gran mayoría de estos trabajos quedan recogidos en el 
amplio trabajo de Cressie (1993). 

Procesos en redes de localizaciones 

Con frecuencia encontramos fenómenos espaciales asociados a 
unas localizaciones fijas, es decir, sólo hay disponible información agregada 
sobre una red de localizaciones. 



36 Capítulo 2. Datos Espaciales 
 

 

Una red de localizaciones o retículo es una colección finita de 
localizaciones espaciales, que pueden estar distribuidas espacialmente de 
forma regular o irregular. Por ejemplo, si estamos interesados en conocer el 
número de casos de cierta enfermedad en los municipios de cierta 
comunidad autónoma, la red de localizaciones vendrá dada por todos los 
municipios y la información relevante será una agregación del número de 
casos de dicha enfermedad. 

La distribución de estas localizaciones puede responder a un 
entramado regular, cuando existe un diseño estructurado, o bien a una red 
irregular, cuando el proceso de observación viene supeditado a una 
estructura previa. 

La asociación espacial entre las observaciones se introduce en el 
modelo a través del establecimiento de una relación de vecindad entre las 
localizaciones de la red; en base a las distancias entre ellas. Sin embargo, 
dichas distancias pueden ser de muy diversa índole, según sea la 
naturaleza de los puntos del retículo y el fenómeno que se va a modelizar. 
De esta forma, la relación de vecindad induce biunívocamente un grafo no 
dirigido, con las localizaciones como nodos, y una arista entre dos nodos 
cuando éstos son vecinos.  

En este tipo de modelos, la predicción en otros puntos de la región 
distintos a los considerados (observados) carece de sentido, ya que el 
fenómeno de interés sólo es observable sobre el retículo de localizaciones 
que cubre toda la región bajo estudio. 

Los modelos de análisis más extendidos para este tipo de datos son 
los modelos autorregresivos simultáneos (SAR), y los autorregresivos 
condicionados (CAR). Referencias básicas sobre estos modelos son Whittle 
(1954), Besag (1974), Geman y Geman (1984), Kaiser y Cressie (2000) y  
relacionado con el suavizado en modelos CAR el trabajo de Lee y Durban 
(2009). 

Patrones Puntuales 

Un patrón puntual espacial viene dado por un conjunto de 
localizaciones en una región plana, donde se ha producido la aparición u 
ocurrencia de un determinado fenómeno. 

El objetivo primordial del análisis de un patrón puntual es la 
comprobación de la hipótesis de Aleatoriedad Espacial Completa (AEC), lo 
que implicaría que la aparición del fenómeno se ha producido de forma 
aleatoria. Desviaciones con respecto a esta situación pueden darse hacia 
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una mayor regularidad, propiciando la separación entre los puntos, o hacia 
un mayor agrupamiento, creando grupos de puntos muy próximos. 

Los procedimientos para llevar a cabo el estudio de AEC se basan 
en el conteo de cuadrantes y en los métodos de distancias. Descartar la 
hipótesis de AEC implica que se ha de buscar el mecanismo que ha 
generado el patrón observado, y para descubrirlo tal habrá que identificar el 
proceso puntual espacial de agrupación o inhibición subyacente. 

Un proceso puntual espacial es un proceso estocástico cuyas 
realizaciones consisten en conjuntos numerables de puntos en una región 
plana. El proceso puntual más importante es el Proceso de Poisson que se 
usa como referente para la caracterización de un patrón puntual aleatorio; 
existen sin embargo otros procesos puntuales que caracterizan situaciones 
de agrupamiento o inhibición. El aspecto fundamental en este tipo de 
análisis es la estimación de las funciones de intensidad de primer y segundo 
orden del proceso puntual que se asume como generador del patrón puntual 
observado. 

Las referencias básicas sobre el tema corresponden a Pielou (1959), 
Cox y Lewis (1966), Lewis (1972), Snyder (1975), Getis y Boots (1978), 
Ripley (1981), Mollié (1996), Diggle  (2003), Møller y Waagepetersen (2004) 
Lawson (2008) y Illian et al. (2008). 

 

2.2. Modelo geoestadístico 

Como se presentó en el capítulo anterior, el objetivo primordial de 
esta memoria es el establecimiento de mapas de predicción de los índices 
bioclimáticos, que componen la clasificación bioclimática de cualquier 
región, y en concreto de la isla de Chipre. 

Dada la naturaleza de los datos allí observados, correspondientes a 
las mediciones consideradas en las estaciones meteorológicas fijas de las 
isla, se trata de un problema de datos geoestadísticos. Por este motivo, se 
presenta en esta Sección un estudio un poco más detallado de la 
modelización estadística para este tipo de datos. En primer lugar se 
enuncian los conceptos relacionados con la estacionariedad, que nos llevan 
a definir el variograma como la herramienta básica de análisis de cualquier 
modelo geoestadístico. Se muestran diferentes tipos de variograma y se 
definen los parámetros asociados a ellos (pepita, alféizar y rango), así como 
los diferentes procedimientos frecuentistas para su estimación. Se finaliza 
con la presentación de las herramientas de predicción frecuentista. 
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2.2.1. Procesos estocásticos espaciales 

La formulación básica de un proceso estocástico se concreta a la 
situación espacial considerando un conjunto de índices o localizaciones, 

 1 2, ,..., ns s ss , en una determinada región continua D del espacio d , en 

las que se ha observado el proceso Y: 

 ( ) ( ) :  ,  1,...,i iY s s D i n  Y s . 

La principal característica de interés para el estudio espacial es la 
función de covarianza que especifica, para cada par de puntos, la 
covarianza entre las variables aleatorias correspondientes: 

 ( ) ( ( ), ( )),   con ,i j i jCov Y s Y s s s D Σ s . (2.1) 

 El proceso así definido se denomina Gaussiano si ( )Y s  se 

distribuye según la normal multivariante: 

  ( ) ~ ( ), ( ) ,nNY s μ s Σ s  (2.2) 

donde    ( ( ))Eμ s Y s  denota al vector de medias del proceso. 

El proceso estocástico espacial, si es Gaussiano, puede expresarse 
según un modelo lineal heterocedástico dado por: 

  ( ) ( ) ( ), ( ) ~ , ( ) ,nN Y s μ s ε s ε s 0 Σ s  (2.3) 

donde ( )ε s representa los residuos de dicho modelo. 

2.2.2. Estacionariedad 

Sin embargo, la predicción espacial sólo es posible si en algún 
aspecto el proceso (2.3) presenta un comportamiento estable sobre toda la 
región bajo estudio. Esto lleva a las diferentes definiciones de 
estacionariedad que se presentan a continuación. 

La estacionariedad estricta establece que las distribuciones de 
probabilidad conjunta del proceso permanecen invariables ante una 
traslación de las localizaciones donde se registra el proceso espacial. Esta 
condición es muy restrictiva y además poco habitual en la práctica. 

Una condición menos exigente es la estacionariedad de segundo 
orden o estacionariedad débil, que conlleva que la esperanza del proceso 
sea constante sobre toda la región, y que la función de covarianza sea 
invariante por traslación, es decir: 
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  ), ( ) ) ( )  ( ( , ,  ,i i j i j i jjCov Y s C s s s s s sY s C h D    h  (2.4) 

donde la función C(·) se denomina Covariograma o función de covarianza.  

La ergodicidad, ( ) 0C si h h , es una propiedad necesaria 

para poder estimar las características de un proceso a partir de una única 
realización ya que si el proceso no es ergódico, al aumentar el tamaño 
muestral no se adquiere información adicional por ser todas las 
observaciones muy dependientes entre sí. En adelante se supondrá 
siempre procesos estacionarios ergódicos. 

Asimismo, la función de covarianza de un proceso estacionario se 

puede expresar en función del vector de distancias h entre los puntos (a lo 

largo de esta memoria se va a trabajar en dos dimensiones, es decir, d=2, 

por lo que h se convierte en un vector de distancias euclídeas entre las 

diferentes localizaciones y por tanto h ). A partir del covariograma se 

puede definir el correlograma o función de autocorrelación, 

( ) ( ) / (0)h C h C  , como la función que proporciona la correlación entre las 

variables medidas en dos puntos que generan el vector de distancias h. Del 
mismo modo, dos localizaciones que se encuentren próximas tendrán un 

valor alto en el correlograma, lo que implica valores de Y más parecidos, 

mientras que si consideramos dos puntos más alejados dicha función se 
aproximará a 0 y los valores de Y se consideraran independientes.  

Una perspectiva diferente de la estacionariedad se obtiene con la 
estacionariedad intrínseca. Dadas dos localizaciones separadas por un 

vector de distancias h, si asumimos que  (( , ,) 0)ji i jE Y s ss sY D   , 

se puede decir que el proceso cumple la propiedad de estacionariedad 
intrínseca si se verifica que la varianza de las diferencias entre las variables 

medidas en dos localizaciones depende únicamente de la distancia h que 

las separa,  

 
   2

( (

2 ( 2

) ( ) ) ( )

) (= ) , ,

i i

i j i

j j

j

Y s Y sVar Y s E Y

s s D

s

s s 

 

 



h
 (2.5) 

donde 2 )(  es una función semidefinida negativa del vector de distancias 

entre dos localizaciones, denominado variograma. A la función )(  se le 

denomina semivariograma y se puede ver de forma inmediata que existe 
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una relación directa entre el semivariograma y la función de covarianza, que 

viene dada por: ) ( ) ( ). ( C C   hh 0  

Esta condición es más débil que la estacionariedad de segundo 
orden y se emplea habitualmente en la modelización geoestadística, ya que 
permite reflejar de forma directa la idea de que cuanto más alejados están 
dos puntos, menos relación guardarán las observaciones asociadas.  

Por otro lado, un proceso intrínsecamente estacionario es isotrópico 
si el variograma depende exclusivamente de la distancia entre 
localizaciones, sin importar la dirección. Los procesos isotrópicos son muy 
populares por su simplicidad, interpretabilidad y porque se dispone de un 

número pequeño de formas perimétricas disponibles para C(·).  
Se denomina proceso homogéneo a un proceso intrínsecamente 

estacionario e isotrópico. En la práctica, en los modelos más sencillos basta 
con que se verifique que el proceso es homogéneo para poder llevar a cabo 
la predicción espacial. Otro tipo de modelizaciones más complejas no son 
consideradas en esta memoria.  

Durante el resto de la memoria se asume que el proceso espacial 
modelizado es un proceso Gaussiano homogéneo. 

2.2.3. Modelos de variograma 

Para estudiar un proceso espacial intrínsecamente estacionario es 
conveniente modelizar su variograma observado mediante una función 
semidefinida negativa. Existen en la literatura diversos modelos teóricos de 
semivariogramas que se usan como base para el ajuste de modelos 
geoestadísticos (ver Anexo I). Como ocurre en todo proceso de 
modelización estadística, dados unos datos se trata de ajustar el modelo 
teórico que mejor explique su comportamiento. En este caso, se parte de la 
variabilidad de los incrementos observados para las localizaciones de la 
región bajo estudio, y se trata de determinar el modelo de semivariograma 
que mejor explique dicha variabilidad en términos de la distancia que separa 
los puntos dados de la región.  

Para llevar a cabo este proceso se distinguen varios elementos que 
caracterizan el semivariograma: la pepita, el alféizar y el rango. 

Se denomina efecto pepita, término extraído de la aplicación en 
minería, al efecto o variabilidad que se observa cuando el variograma no 
tiende a cero al acercarse al origen (ver Figura 2.1): 

 2

0 0
lim ( ) (0) lim ( ) 0.
h h

h C C h 
 

     (2.6) 
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Esta discontinuidad en el origen puede ser debida al error de medida 
o a la variación a muy pequeña escala. En términos de modelización, la 
pepita refleja el hecho de que para dos localizaciones muy próximas el 
proceso observado puede tomar valores relativamente distintos. 

Por otro lado, un semivariograma crece con la distancia, recogiendo 
el fenómeno de que el proceso es similar en puntos próximos, hasta que se 
estabiliza en un valor llamado alféizar que expresa la variabilidad entre 
puntos distantes (ver Figura 2.1), y se define como el límite del 
semivariograma cuando la distancia tiende a infinito: 

2lim ( ) (0) lim ( ) 0,
h h

h C C h 
 

     

El alféizar puede ser o no finito. Los semivariogramas que tienen 
alféizar finito cumplen con la hipótesis de estacionariedad fuerte; mientras 
que cuando ocurre lo contrario, el semivariograma define un fenómeno 
natural que cumple sólo con la hipótesis intrínseca. 

Asociado al alféizar se define el alféizar parcial, 2 , como la 

diferencia entre el alféizar y la pepita: 
2 2 2   . 

Por último, se define el rango, R, como la distancia entre dos 
localizaciones a la que se alcanza el alféizar (ver Figura 2.1): 

2( ) .R   

Cuando el variograma no está acotado, el rango es infinito y se 

define el rango efectivo, Ref, como la distancia a la que la función de 

correlación entre localizaciones espaciales asociada al semivariograma 
alcanza el valor de 0.05: 

( ) 0.05.Ref   

Aunque existen otras definiciones sobre este término, se ha optado 
por ésta al considerarla la más intuitiva. 

  
De forma general, y asumiendo que el rango es finito, se puede 

escribir el semivariograma como función de 2  y 2 : 

    
2 2

2 2 2 2

, si ,

| , ( | ) , si 0,

0, en otro c o,

1

as

h R

h h R h

 
    

 
  




 θ θ            (2.7) 



42 Capítulo 2. Datos Espaciales 
 

 

donde θrepresenta el parámetro o parámetros asociados con la función de 

correlación ( | )h θ . De esta forma, la función de covarianza del proceso 

puede escribirse como: 

  2 2 2 2

2 2

0, si  ,

| , , ( | ), si 0,

, en otro caso.

h R

C h h R h   
 


  




 

θ θ   (2.8) 

 

(h)

Distancia (h)

Efecto
Pepita ()

Alféizar
()

Alféizar
Parcial ()

Rango (R)

Semivariograma

 
Figura 2.1. Descripción de los elementos de un Semivariograma 

 
Existe una amplia familia de funciones para la estimación de la 

covarianza, que cumplen con las propiedades básicas descritas con 
anterioridad, y que proporcionan de forma automática el correspondiente 
variograma. Para cuando el rango no es finito las correspondientes 
formulaciones del variograma se obtienen de forma similar como: 

    2 2
2 2 ( |1 0

| ,
0

)
,

en otro caso

hh
h

  
  

   
 


θ
θ  (2.9) 

Con el fin de evitar un exceso de notación, a partir de ahora se 

denotará de manera más reducida por (( )) y   C  hh  las expresiones 

 2 2| , ,C h   θ  y  2 2| , ,h   θ . 

A lo largo de esta memoria se va a usar el modelo de 
semivariograma de Matérn que viene dado por: 
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   2 2

1( )

1
, si 0,  

0, en otro caso

1
2 ( )

,

h
h hK h




   


  
      




 (2.10) 

cuya función de correlación es 

   1
( ) ,  0,

2 ( )

1
h Kh h h


  

 


 

donde  y   son los parámetros que caracterizan a la función de 

correlación, (·)  es la función gamma, y K
  es la función de Bessel 

modificada de segundo tipo de orden . 

Este modelo fue originalmente sugerido por Matérn (1960, 1986), 
volviendo a tener vigencia a mediados de los 90 (Handcock y Stein, 1993; 
Handcock y Wallis, 1994), gracias a las atractivas interpretaciones de los 

parámetros  y . El parámetro >0 es un parámetro de escala que 

determina el ratio al cual la correlación tiende a cero cuando aumenta la 

distancia, y >0, denominado orden, es una parámetro de forma que 

determina el grado de suavizado del proceso espacial. 
Para esta modelización del semivariograma, el rango no es finito y 

por tanto el rango efectivo se puede obtener al resolver la ecuación: 

   1
( )   0.05

2 ( )

1
Ref  Ref  ReK f


  

 


. 

Casos especiales del semivariograma de Matérn se obtiene para 

valores de 1/ 2 y     . El primero es el modelo exponencial, y el 

segundo el Gaussiano. Ambos modelos se presentan en el Anexo I.  
 

2.2.4. Descomposición de la variabilidad del proceso 

En los problemas de modelización espacial, el proceso de ajuste se 
divide en dos fases principales. En la primera se ajustan los efectos a gran 
escala y que no tienen porque ser necesariamente efectos espaciales 

asociados a ( )μ s . En la segunda fase se obtienen los residuos del modelo y 

sobre ellos se realiza una descomposición en términos de una componente 
espacial y otra no espacial, de forma que la variabilidad explicada con la 
componente espacial reduce la variabilidad residual. 

Dado un proceso Gaussiano homogéneo como el planteado en (2.3), 
y asumiendo que las observaciones son condicionalmente independientes 
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dado el proceso espacial, los residuos de dicho modelo se descomponen de 
forma aditiva como 

 ( ) ( ) rW  s s , (2.11) 

con ( )w s  un proceso Gaussiano homogéneo,  ( ) , )~ (n wNw s 0 sΣ , con 

2 0   y siendo los residuos del modelo  ,~ n rr N 0 Σ . Observar que se 

elimina el índice s  de dichos residuos ya que éste explica la parte de la 

variabilidad del proceso que no viene recogida en el efecto espacial ( )w s . 

Así el proceso original puede expresarse como 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )    Y s μ s μ s W sε s r , (2.12) 

donde la variabilidad total del proceso vendrá dada a partir de la matriz de 
varianzas-covarianzas 

 .( ) ( )w r Σ s Σ s Σ  (2.13) 

 
Asumiendo que las observaciones son condicionalmente 

independientes dado el proceso espacial, las matrices de varianzas-
covarianzas dadas en (2.13) se pueden expresar como: 

2 2 ,( )( ) ;   w r   H θ IΣ s Σ  

con ( )H θ  la matriz de correlación entre las localizaciones; y donde 2 I  

recoge la variabilidad a pequeña escala aportada por 2 . 

Diggle y Ribeiro (2007, pág. 189) muestran que el estudio del 

variograma sobre ( )Y s  para la modelización espacial es equivalente al 

estudio del variograma sobre ( )W s , donde la pepita vale 0, el alféizar es 

2  y el rango es R. 

De esta forma el proceso original dado en (2.3) se puede expresar 
como 

  2 2~ ( ), )( ) ( .nN  Y s Hs θ Iμ  (2.14) 

2.2.5. Estimación del variograma 

Dada la importancia del variograma como herramienta para describir 
la dependencia de los procesos espaciales, en la siguiente sección se 
muestran algunos conceptos para su estimación. 
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Estimación empírica del variograma 

La estimación más sencilla del variograma puede obtenerse por el 
método de los momentos, proporcionando para cada vector de distancias su 
estimador mediante la varianza muestral de la diferencia del proceso entre 
los pares de puntos separados por ese vector: 

 
2

( )

1
ˆ2 ( ) ( ) ( )

( ) i j
N h

h Y Y
N h

     s s , (2.15) 

donde: 

 ( ) ( , ) : ,   , 1,...,i j i jN h s s s s h i j n    , 

y | ( ) |N h  es el número de pares en el conjunto de localizaciones. 

En la práctica, la estimación se realiza permitiendo cierta región de 

tolerancia alrededor del vector h. Las regiones de tolerancia deben ser tan 

pequeñas como se pueda, pero con el número de pares suficiente para 
realizar una estimación estable. Se redefine entonces el conjunto de puntos 
como: 

, ) :|( ) | || , 1,...{( } ,i j i j ks s s I kN s Kh    , 

donde K es el número de regiones de tolerancia definidas sobre el rango de 

distancias del proceso estudiado. La selección del número apropiado de 
intervalos se realiza de forma similar a cuando se construye un histograma. 
Sin embargo, existen recomendaciones de al menos 30 pares de distancias 
por intervalo (Journel y Huijbregts, 1978).  

Una objeción a este estimador del variograma es su inestabilidad 
ante la presencia de valores extremos, por lo que se han propuesto 
diferentes estimadores robustos que introducen la introducción de un factor 
corrector del sesgo o hacen uso de la mediana (Cressie y Hawkins, 1980). 

Estimación paramétrica del variograma 

El principal problema que surge en el proceso inferencial de los 
modelos geoestadísticos es que cualquier estimación del variograma no 
puede ser usada directamente para la predicción espacial, pues no es 
necesariamente semidefinida negativa. Por tanto, hay que encontrar un 
modelo válido de semivariograma que se aproxime a la dependencia 
espacial mostrada en el semivariograma empírico, seleccionando, de entre 
las familias existentes (ver Anexo I), aquella que mejor describa el 
comportamiento observado. 
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La estimación de los parámetros puede realizarse por diferentes 
métodos: máxima verosimilitud (ML) (Kitanidis, 1983; Mardia, 1984), máxima 
verosimilitud restringida (REML) (Patterson y Thompson, 1971), mínima 
norma cuadrática (MINQ), mínimos cuadrados (OLS) (Cressie, 1993) y 
mínimos cuadrados generalizados (WLS). 

El diagnóstico del variograma ajustado puede realizarse mediante 
validación cruzada lo que permite valorar la capacidad del variograma para 
describir la variabilidad del problema estudiado. De esta forma, también 
puede determinarse la influencia de una observación concreta a través de la 
estimación del variograma sin esa observación, la predicción del proceso en 
ese punto y la comparación con lo realmente observado. La validación 
cruzada se emplea también para comparar el impacto de distintos modelos 
sobre los resultados de la predicción y para estimar el error de predicción. 

 

2.3. Predicción espacial 

El objetivo final de los modelos geoestadísticos es la predicción 
sobre la región espacial completa. Para ello, la modelización y estimación 
de la variabilidad del proceso, constituyen una herramienta fundamental 
para valorar el error producido por la predicción. La idea básica es que a 
partir de los datos observados en diferentes puntos, se obtiene una 
superficie suave que aproxima las principales características del fenómeno 
observado. Para obtener dicha suavización, es importante distinguir entre 
las diferentes escalas de variación presentes en él. 

Dado el modelo visto en (2.14) 
2 2( ) ~ ( ( ), ( ) )nN  Y s μ s H θ I , 

con  1 2, ,..., ns s ss  el conjunto de localizaciones donde se ha observado el 

proceso, el objetivo que se persigue es obtener el valor de 0( )Y s  para un 

conjunto nuevo de localizaciones  0 01 02 0, ,..., ms s ss  a partir de la 

información que proporcionan las localizaciones originales.  
En este proceso de predicción distinguimos dos fases: 

 el estudio de ( )μ s  o análisis a gran escala. 

 el estudio del variograma asociado a los residuos del modelo 
una vez eliminado el efecto a gran escala. 

  
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2.3.1. Superficies de tendencia 

Si la media del proceso no depende de covariables asociadas con 
las localizaciones, las técnicas más habituales para calcular superficies 
suavizadas se centran en las medias móviles y las superficies de tendencia. 
Las medias móviles pueden ser empleadas como en las series temporales y 
ofrecen para cada punto una ponderación local de las observaciones 
próximas. Las superficies de tendencia son una generalización a mayor 
dimensión del ajuste de curvas por mínimos cuadrados. El ajuste de 
superficies de tendencia mediante regresión polinómica de las coordenadas 
genera una forma suavizada del comportamiento global de los datos 
analizados.  

Si la media del proceso depende de covariables asociadas con las 
localizaciones, ésta se puede expresar como: 

( ) '( )μ s x s β , 

donde '( )x s son las covariables independientes que pueden, o no, tener 

dependencia espacial del fenómeno a estudio y β  es el conjunto de 

parámetros asociado con dichas covariables. En los estudios 
medioambientales variables como altura, velocidad del viento, 
evotranspiración, u otras medidas en las localizaciones aportan 
generalmente información del proceso a gran escala. 

Para llevar a cabo el proceso de predicción es preciso conocer el 

valor de dichas covariables sobre las nuevas localizaciones, '( )0x s . En este, 

caso el funcionamiento sería similar al de un problema de regresión lineal 
múltiple.  

Las superficies de tendencia pueden ser consideradas como un 
primer filtro que recoge la variación a gran escala. Sin embargo, dichas 
superficies no son capaces en general de captar las variaciones a pequeña 
escala o entre localizaciones muy próximas. Además de su importante papel 
descriptivo, la eliminación de la superficie de tendencia facilita el análisis de 
la variabilidad a pequeña escala. El estudio de la autocorrelación espacial 
de los residuos una vez ajustada la superficie de tendencia, ayuda entonces 
a determinar la posible necesidad de un análisis detallado de la estructura 
espacial del problema.  
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2.3.2. Kriging 

La palabra kriging (acuñada por Matheron en 1963) procede del 
nombre del geólogo sudafricano D. G. Krige, cuyos trabajos en la predicción 
de reservas de oro, realizados en la década de los cincuenta (1951a, b), son 
considerados como pioneros en los métodos de interpolación espacial.  

Kriging encierra un conjunto de técnicas de predicción espacial que 
se fundamentan en la minimización del error cuadrático medio de 
predicción. Dichas técnicas proporcionan la predicción en una localización 
no observada a través de una combinación lineal de los valores de la 
variable en las localizaciones cercanas. El kriging tiene dos ventajas 
principales con respecto a otros estimadores lineales: a) los pesos usados 
en la estimación son función del variograma construido a partir de las 
distancias entre el punto a predecir y las restantes localizaciones 
observadas, y b) la estimación se acompaña por una cuantificación de 
incertidumbre, dada por la varianza del kriging.  

En esta sección se presentan las variantes más habituales: el kriging 
ordinario y el universal. Sin embargo, existen otras variantes como el kriging 
en bloques, el pulido por la mediana, el disyuntivo, el factorial, o el indicador 
(Journel y Huijbregts, 1978; Journel, 1983, 1986). También existe una 
versión multivariante conocida como cokriging que se estudiará con más 
detalle en el capítulo 4. 

Kriging Ordinario 

El denominado kriging ordinario consiste en la predicción lineal 
insesgada óptima, de un proceso espacial, asumiendo que éste se puede 
descomponer en la suma de un valor medio fijo y un proceso 
intrínsecamente estacionario, 

2 2( );   con ( ) ~ ( , () )( )nN    μ εY s s ε s 0 H θ I , 

donde el semivariograma ( )h asociado es conocido. 

El predictor lineal del proceso en un punto arbitrario 0s  viene dado 

por una combinación lineal de los nuevos valores observados en el resto de 
las localizaciones: 

0
1

( ( ); ) ( )
n

i i
i

p Y s


 Y s s , 

donde se exige 
1

1
n

i
i




  para que el estimador resultante sea insesgado. 



2.3. Predicción espacial 49 
 

 

El kriging ordinario proporciona el mejor de predictor en el sentido de 
que minimice el error cuadrático medio de predicción: 

 

 2

0 0( ) ( ( ); )E Y s p Y s s . 

En Cressie (1993) se pueden encontrar los valores de . Para la 
varianza de este proceso hay que destacar que existen diferentes fuentes 
de variabilidad que pueden alterar la predicción obtenida; como por ejemplo 
la variación en los parámetros del variograma. Por tanto, es necesario 
conocer el error de estimación de dichos parámetros como una fuente de 
variabilidad, para evitar la subestimación de la varianza del error de 
predicción. 

Kriging Universal 

El kriging universal generaliza el kriging ordinario, permitiendo que el 
valor medio del proceso no sea constante, sino una combinación lineal de 
funciones conocidas o covariables ligadas a las mismas localizaciones. De 
esta forma, el kriging universal incorpora términos de regresión y correlación 
espacial de forma similar al modelo presentado en (2.12). 

Las fórmulas correspondientes se pueden encontrar de nuevo en 
Cressie (1993). 

Sin embargo, en el contexto particular de los procesos Gaussianos 
Banerjee et al. (2004), plantean el problema de predicción como la 

búsqueda de una función ( )f y  que minimice el error cuadrático medio de la 

predicción:  

 2

0 ) ( )( |E Y s f 
 y y . 

 

Se puede demostrar de forma sencilla (Banerjee et al., 2004) que el 

resultado es  0 ) | ( )(E Y s Y s , es decir, la media condicional de 0( )Y s  dados 

los datos originales. Este resultado es intuitivo desde el punto de vista 

Bayesiano, ya que ( )f y  es la media posterior de 0( )Y s , esto es, el 

estimador Bayes, que minimiza el riesgo posterior bajo funciones de pérdida 
cuadrática. 

Desde una perspectiva Bayesiana resolver un problema de 
predicción consiste simplemente en obtener las correspondientes 
distribuciones predictivas posteriores sobre las nuevas localizaciones; de 
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forma que la superficie de predicción se obtiene al representar las medias o 
medianas de dichas distribuciones predictivas. 

En la siguiente Sección se introduce la formulación Bayesiana de los 
modelos geoestadísticos Gaussianos. 

 

2.4. Modelos geoestadísticos Bayesianos 

La diferencia principal entre la perspectiva clásica y la Bayesiana es 
la consideración de los parámetros del modelo como cantidades aleatorias 
sobre las que se deben establecer distribuciones previas, que permitan a 
través del teorema de Bayes la obtención de las distribuciones posteriores 
dados los datos observados. A continuación se presentan las dos 
formulaciones equivalentes con las que se va a trabajar a lo largo de esta 
memoria. 

Existe bastante literatura relacionada con respecto a la predicción 
espacial desde la perspectiva Bayesiana. Por ejemplo Le y Zidek (Le y 
Zidek, 1992), Handcock y Stein (1993), Brown et al. (1994a), DeOliveira et 
al. (1997), Ecker y Gelfand (1997), Handcock y Wallis (1994), Karson et al. 
(1999), Diggle et al. (1998), Berger et al. (2001), Banerjee et al. (2004), y 
Xiaoqian et al. (2008).  

También existen otros trabajos, aunque considerados en la 
actualidad como “parcialmente” Bayesianos, donde aparecen las 
especificaciones de las previas para la media y la función de covarianzas, y 
en los que se asume que la media es parte del proceso y se estiman los 
parámetros del proceso mediante el variograma (Omre, 1987a, b; Omre y 
Halvorsen, 1989; Woodbury, 1989; Abrahamsen, 1993). 

 

2.4.1. Modelos Bayesianos para procesos Gaussianos estacionarios 

En la situación del modelo geoestadístico dado en (2.14): 

 2 2~ ( , ( ) )nN  Y Xβ H θ I , (2.16) 

con X un conjunto de covariables asociadas con las localizaciones s donde 

 dim pn X , y vector de parámetros 2 2,( , , ) Δ β θ , tan sólo falta 

establecer una distribución previa,  p Δ , para tener completamente 

especificado el modelo geoestadístico Bayesiano. 
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Así el modelo geoestadístico Bayesiano viene dado por  

 
2 2( ) ~ ( , ( )

).

),

( ) (
nI N

II p

 Y Xβ H θ I

Δ
. (2.17) 

Si consideramos que los parámetros son independientes a priori, la 
distribución previa de los parámetros viene dada por: 

 2 2 2 2, ,( ) ( , ) ) ( ) ) (( )(p p p p pp    Δ β θ β θ . (2.18) 

La dificultad principal a la hora de especificar la información previa 
para este modelo, se centra en la varianza espacial dada por el alféizar 
parcial y varianza no espacial dado por la pepita. Es bien conocido que el 
uso de distribuciones previas poco informativas habituales conduce a 
distribuciones posteriores impropias (DeOliveira et al., 1997). Además, la 
hipótesis de independencia entre ellas no es cierta en general, puesto que 
ambas, conjuntamente, conforman la variabilidad del proceso de forma que 
en muchas ocasiones resulta complicado identificar la verdadera fuente de 
variabilidad. 

En la práctica, y bajo el supuesto simplificado de independencia, se 
suelen utilizar distribuciones previas planas o normales multivariantes 

difusas para β, Gammas inversas o Half-Cauchy para 2  y 2 , o 

uniformes para   y  , y distribuciones uniformes para los parámetros θ 

asociados con la función de correlación especificada en el modelo. 
Para la elección de los hiperparámetros de cada una de estas 

distribuciones, es justificable la premisa de que la ignorancia absoluta no es 
cierta, de modo que en general siempre se puede especificar alguna 
información sobre los parámetros, simplemente desde el sentido común 
(Van Dongen, 2006). Evitar así distribuciones previas excesivamente difusas 
ayudará en la identificabilidad del modelo. Sin embargo, hay que destacar 
los trabajos de Berger et al. (2001) y DeOliveira (2007) donde se obtienen 
previas poco informativas validas para algunos de los parámetros del 
modelo dado en (2.17). Con todo, hasta el momento no hay ningún trabajo 
en la literatura que proporcione una distribución previa objetiva válida y 
general para todo el conjunto de parámetros de dicho modelo.  

Desde el punto de vista Bayesiano, el modelo dado en (2.17) se 
puede expresar a través de un modelo jerárquico si se atiende a la 
expresión de la descomposición de la variabilidad vista con anterioridad.  

Los modelos jerárquicos han sido ampliamente utilizados en 
Estadística. Desde su introducción (Good, 1965) han recibido mucha 
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atención y se ha extendido su uso a múltiples situaciones. Referencias del 
uso de los modelos para datos geoestadísticos se pueden encontrar en 
Banerjee et al. (2004). 

En concreto, el modelo jerárquico Bayesiano para datos 
geoestadísticos correspondientes a un proceso Gaussiano homogéneo se 
expresa en tres niveles de información según: 

 

 
 

2 2

2

2 2

2

, , ~ ,

| , ~

, )

( ) |

( ) 

( ) (

0, )

,

(

,

n

n

I

II

III

N

N

p

 



 



β W Xβ W I

W θ

β

Y

θ

H θ , (2.19) 

donde se ha eliminado la indicación s  de las localizaciones para simplificar 

la notación, recordar que W repsenta el efecto espacial.  

Mediante un cálculo sencillo se puede comprobar que si en (2.19) 

integramos respecto de W , el modelo resultante es el planteado en (2.17). 

Por este motivo, a dicho modelo se le conoce habitualmente como modelo 
marginal en la modelización de datos geoestadísticos. 

La principal ventaja del modelo dado en (2.19) es que permite 

resolver de forma directa el proceso inferencial sobre el efecto espacial, W,  

planteado en la modelización. La predicción de este proceso permite 
obtener una representación gráfica muy informativa sobre el 
comportamiento espacial del proceso estudiado. 

Inferencia 

El proceso inferencial Bayesiano para los modelos dados en (2.17) o 
(2.19) se reduce al estudio de la distribución posterior de los parámetros 
dada por: 

 | ) ( | ) ( ),( Lp pΔ Y Y Δ Δ  (2.20) 

donde |( )L Δ Y es la verosimilitud del modelo.  

Para el modelo marginal se tiene que: 

1/22 2 2 2 1

( | )

1
( ) exp ( ) '( ( ) ) ( ) ,

2

L

   
 



      
 

Y Δ

H θ Y X Y XβIβ H θI
 (2.21) 

mientras que para el modelo (2.19) dicha verosimilitud viene dada por: 
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Y Δ Y β W W θ

Y Xβ W Y Xβ W

WH H θ Wθ

 (2.22) 

Debido a la complejidad de los modelos dados en (2.17) y (2.19), la 
distribuciones posteriores obtenidas a partir de (2.20) no resultan analíticas 
y ha de recurrirse a métodos de simulación de Monte Carlo por Cadenas de 
Markov (MCMC) para obtener una muestra de la distribución posterior.  

La forma de proceder habitual es mediante la utilización del algoritmo 
de “Gibbs sampling” (Geman y Geman, 1984; Gelfand y Smith, 1990). Se 
puede encontrar más información al respecto de los métodos MCMC en el 
contexto de inferencia Bayesiana en Gilks et al. (1996), Gamerman (1997), 
Robert y Casella (1999), y Chen et al. (2000). 

En muchas ocasiones el algoritmo Gibbs planteado es bastante 
sencillo porque en bastantes casos, con la elección de previas adecuadas, 
las distribuciones condicionadas son distribuciones conocidas completas de 
las que resulta fácil simular. Sin embargo en este contexto, este algoritmo 
no está exento de importantes problemas computacionales relacionados 
principalmente a la inversión y el cálculo del determinante de las matrices 

2 2( ) H θ I  y )(H θ  respectivamente, que aparecen en las distribuciones 

condicionadas necesarias para su utilización. Esta dificultad es casi 
insalvable cuando el número de localizaciones observadas es muy grande y 
se agrava en caso de trabajar con el algoritmo de Metropolis Hastings. Por 
este motivo muchos autores proponen trabajar con el modelo marginal  

(2.17), en el que sólo aparece la matriz, )(H θ . A pesar de ello la simulación 

de θ resulta muy complicada y lenta. Posibles soluciones pasan por 

modificar este algoritmo mediante el uso de Slice Sampling (Neal, 2000; 
Agarwal y Gelfand, 2005).  

El algoritmo Slice sampling se basa en la introducción de variables 

auxiliares de forma que si ( ; )L Y  denota la verosimilitud y ( )   la previa 

propia correspondiente, se introduce la variable auxiliar U , de forma que, 

dado   e Y , U se distribuye de forma uniforme sobre (0, ( ; ))L Y . De esta 

forma la distribución posterior viene dada por: 

( , | ) ( ) ( ( ; ))p U Y I U L Y     , 



54 Capítulo 2. Datos Espaciales 
 

 

donde I  denota la función indicador. En este caso el algoritmo de Gibbs 

funciona generando U ’s de acuerdo con su distribución condicional que es 

uniforme, y para cada componente de   se simula un candidato de acuerdo 

a la distribución previa pero satisfaciendo la restricción impuesta. Banerjee 
et al. (2004, pág. 303 y siguientes), muestran la aplicación de este algoritmo 
a diferentes situaciones relacionadas con los modelos de estadística 
espacial y en concreto con los modelos geoestadísticos. 

Otra alternativa para la simulación de la distribución posterior 
consiste en el uso de programación en paralelo (Adams et al., 1996; 
Blackford et al., 1997b; Rosenthal, 2000; Rossini et al., 2003; Whiley y 
Wilson, 2004) para acelerar los cálculos matriciales involucrados en este 
tipo de modelos. Un trabajo reciente sobre este tema se debe a  Yan et al. 
(2007). 

En el capítulo siguiente se mostrarán las distribuciones 
condicionadas completas, así como el algoritmo de Gibbs para cada uno de 
los modelos planteados para diferentes elecciones de distribuciones 
previas. 

Una vez establecido el algoritmo de simulación tan sólo restará 
asegurarse de que converge a la distribución posterior. El procedimiento 
habitual consiste en usar diferentes cadenas y comprobar la convergencia a 
la distribución posterior mediante los criterios habituales de convergencia 
(Cowles y Carlin, 1996). 

Asegurada la convergencia, el proceso inferencial queda reducido al 
estudio descriptivo de la muestra de la distribución posterior obtenida: 
calculo de medidas de localización, escala, y regiones de credibilidad. 

Predicción 

Como el modelo dado en (2.17) se obtiene directamente a partir de 
(2.19) se estudiará aquí el problema de predicción para el modelo 
jerárquico. 

Desde el punto de vista Bayesiano, dado el modelo jerárquico (2.19) 
y un nuevo conjunto de localizaciones  

00 0 00 01 0( ) ( ( ),.. ) 1., ( )),  con dim(nY s Y s n  sY YY , 

con matriz de covariables 0 0 00( ), con dim( ) n p X sX X , y conjunto de 

parámetros indexado por  ,Ω W Δ , entonces el problema de predicción 

queda reducido a la obtención de la predictiva posterior: 
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 0 0 0 0(( | , , ) | , ,) ( | ), , ,p pp d Y Y X X Y Y Ω Ω Y XX ΩX  (2.23) 

donde )( | ,p Ω Y X  se obtiene a partir de (2.22), y 0 0| , , , )(p Y Y X ΩX  es el 

modelo para las nuevas observaciones dadas las localizaciones observadas  
y los valores de las covariables asociadas. 

Si denotamos por 0 0( )W W s  a la predicción del efecto espacial 

asociada, y 0 ( )H θ  a la matriz de correlaciones para las nuevas 

localizaciones, la distribución predictiva posterior viene dada por: 
 

     
   
 

0 0
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2 2
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 

 

 

 

  

 





Y Y X X Y X β W W θ Y X W

Y X β W I

Ω Ω

Ω Ω

Δ

W H θ Y X W

Y X β H θ I Y ΔX

  

  (2.24) 
 
De forma automática, la última ecuación (2.24) también corresponde 

a la distribución predictiva posterior para el modelo marginal. 

Puesto que la distribución posterior )( | ,p Δ Y X  no posee una forma 

cerrada, la distribución predictiva posterior se obtiene haciendo uso del 
método de composición. Dada una muestra de la distribución posterior 

   1

2 2

1
, , ,

M

i i ii i i î

M  
 
 θΔ β , se genera una colección de predicciones 

 0, 1

M

i î
Y  para todo el conjunto de nuevas localizaciones a partir de 

 
0 0

2
00

2| , ( ) ,  1,...,n i i i iN i M  Y X β H θ I . De nuevo, el proceso inferencial 

de la distribución predictiva se basa en un análisis descriptivo de la muestra 
obtenida para cada una de las nuevas localizaciones.  

Si se considera el vector de datos ampliado ( , )p oY Y  y la matriz de 

covarianzas 

( ) ( )

pp po

oo
o p o p

op
   

 
 
 

Σ Σ
Σ

Σ Σ
, 

donde los subíndices o y <p representan los datos originales y los valores a 

predecir respectivamente, resulta pues muy fácil implementar el algoritmo 
de composición ya que se trata de distribuciones normales multivariantes 
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(Banerjee et al., 2004) con vector de medias y matriz de covarianzas 
condicionadas dados por  

 

1

1

| )(

| .

p o p po oo o

op

o

p o pp po ooV

E 



    

  









Y Y Y

Y

μ Σ Σ μ

Σ ΣY Σ Σ
 (2.25) 

 

El vector de predicciones 1 p , se generará entonces a partir de:  

 1 ;| |~p p p o p oN E V     Y Y Y Y Y , 

donde sustituyendo en las expresiones anteriores se tiene para el modelo 
marginal: 

 

    
 
    

12 2 2 2

2 2
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



   






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β θ θ β

θ

Y Y X H I H I Y X

Y Y H I

H I H θI Hθ θ I

(2.26) 

Como se puede observar en las expresiones anteriores si el número 
de localizaciones a predecir es muy grande, el coste computacional de 
evaluar estas expresiones resulta inabordable. En esta memoria se 
presenta un algoritmo de computación en paralelo capaz de realizar estos 
cálculos en un tiempo relativamente corto. 

Además, desde la perspectiva Bayesiana también resulta inmediato 

obtener la predicción del efecto espacial 0W  mediante la distribución 

predictiva: 

 
 
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0 0

0

2 2 2

2 2 2

0

( | , ) | , , , ) ( ,

               | 0, ( ) ( ,
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  
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






W Y X W Y X θ θ Y X θ

W H θ θ Y X θ
. (2.27) 

Esta distribución resulta de gran utilidad ya que si el número de 
puntos a predecir es lo suficientemente grande, mediante procedimientos de 
interpolación se puede representar gráficamente el comportamiento espacial 
del proceso estudiado; independientemente de la predicción del proceso.  



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

Capítulo 3. Modelización Univariante de los Índices 
Bioclimáticos 

 
 
 
 

3.1. Introducción 

En el capítulo anterior se ha descrito el modelo jerárquico Bayesiano 
para datos geoestadísticos. En este capítulo se profundiza en la descripción 
del modelo aplicándolo al análisis de índices bioclimáticos. Se plantean 
nuevas posibilidades de modelización, el procedimiento de elicitación de 
distribuciones previas, y el algoritmo de Gibbs utilizado para la obtención de 
muestras de la distribución posterior. 

Una vez establecidas las diferentes distribuciones previas para cada 
índice, se obtienen sus correspondientes distribuciones posteriores, y la 
distribución predictiva. El estudio se centra principalmente en la obtención 
de los mapas predictivos y de la distribución de probabilidad espacial 
asociados a cada índice por subtipos, mostrando los resultados de algunos 
de los modelos concretos para cada uno de los tres índices involucrados en 
la clasificación bioclimática: ombrotermia, continentalidad y termicidad. 

 

3.2. Modelos jerárquicos espaciales univariantes para índices 
bioclimáticos 

Utilizando la base teórica del capítulo anterior, se muestra a 
continuación dos posibles parametrizaciones del modelo jerárquico dado en 
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(2.19) que se pasarán a denominar modelo habitual, y modelo 
reparametrizado.  

3.2.1. Modelo habitual 

El Modelo habitual se desarrolló extensamente en la sección 2.4.1 y 
viene dado específicamente en (2.19) como: 

 

2

2

2 2

~ ( , )

( ) ~ ( , ))

( ) ( , , , )
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.
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n
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II N

III
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p





 

Xβ W I

W 0 θ

θ β

Y

H  (3.1) 

3.2.2. Modelo reparametrizado 

Otra forma de expresar el modelo jerárquico espacial Bayesiano 
(3.1) es utilizando la reparametrización que proponen Yan et al. (2007). En 
este caso, se considera la variabilidad total asociada con cualquiera de las 

observaciones 2 2 2    , y se define 2 2/    como la proporción de 

la variabilidad correspondiente al efecto no espacial. 
Aprovechando la expresión del modelo marginal dado en (2.19), el 

modelo puede expresarse como 

 
  2
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~ , (1 ) ( )(

( ) ( , )
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, ,

nN

II p

I   

 

 Xβ H θ I

θ β

Y
 (3.2) 

Si se denota por 2( , , ), Δ θ β  al conjunto de parámetros del 

modelo, la distribución  posterior viene dada por: 

| ( (( )) | )p L pΔ Y Y Δ Δ , 

donde la verosimilitud viene dada por  

2 1

2

/2 1/2 1
( exp ( ) ( )

2
)( | ) | | TnL


     

 
  

 
Y Xβ Ψ Y XβY Δ Ψ , 

siendo (1 ) ( )   Ψ H θ I . Del mismo modo que en el modelo habitual se 

asume independencia a priori entre todos los parámetros dados en Δ , de 

forma que 2 2( , , , ) ( ) ( ).) (( )p p pp p   θ β θ β  

 
Como en los casos anteriores la distribución posterior no resulta 

analítica, por lo que de nuevo hay que recurrir a los métodos MCMC para 
obtener una muestra de la distribución posterior. 
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3.3. Distribuciones previas 

Sin duda es el aspecto más crítico, pues todo análisis Bayesiano 
surge con la elección de las distribuciones previas sobre los parámetros 
involucrados en el modelo.  

Para el establecimiento de las distribuciones previas asociadas a los 
parámetros de cada modelo de los índices bioclimáticos se dispone de 
cierta información previa que va a ser considerada (estrategia que sólo la 
inferencia Bayesiana puede aprovechar).  

Dicha información corresponde a los valores teóricos máximos y 
mínimos de cada uno de los índices bioclimáticos en la zona de estudio. Tal 
como se vio en el capítulo primero, los índices bioclimáticos son valores que 
dependen de parámetros como la temperatura y la precipitación que sólo 
toman valores en cierto intervalo, provocando por tanto que estos índices 
están acotados en un cierto intervalo. Esta acotación proporciona 
información sobre la variabilidad de los datos observados que puede ser 
utilizada para construir una distribución previa poco informativa. 

Por otro lado, con  el fin de estudiar la posibles diferencias, que a la 
hora del proceso de aprendizaje Bayesiano puedan surgir debido a la 
elección de las previas, se han analizado diversas posibilidades en cada 
uno de los modelos (habitual y reparametrizado). Sobre todo se está 
interesado en los efectos que tiene el uso de diferentes previas sobre las 
varianzas en ambos modelos. 

3.3.1. Distribuciones previas sobre la variabilidad 

Como se comentó en párrafos anteriores, para el establecimiento de 
distribuciones previas sobre las variabilidades involucradas en los modelos 
(3.1) y (3.2), se dispone de la información proporcionada por los intervalos 
máximos y mínimos en la clasificación Bioclimática de la Tierra de Rivas-
Martínez (2004b) para cada subtipo del macrobioclima Mediterráneo (ver 
1.4.2). 

En concreto, dado que un índice bioclimático I  puede tomar valores 

únicamente en el rango max( ), minI I , con Imin>0, el procedimiento para el 

establecimiento de una distribución previa sobre la variabilidad de dicho 
índice consiste en aprovechar dicha información. Si los valores observados 

de I en un conjunto de localizaciones sobre la región bajo estudio se 

repartieran de forma uniforme a lo largo de toda la escala del índice, la 
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variabilidad asociada vendría dada por la varianza de una distribución 

uniforme en  ,min maxI I : 

 2

( ) ,
12

max minI I
Var Y


  

que se va a denominar maxV , y donde maxI  y minI  denotan respectivamente 

los valores máximo y mínimo que teóricamente dicho índice puede tomar. 

Por tanto, maxV  se puede tomar como una cota superior de la 

variabilidad del índice, pues es evidente que los valores observados 

difícilmente se distribuirán uniformemente sobre ( , )min maxI I , debido 

principalmente a las condiciones orográficas de la región bajo estudio. Este 
supuesto puede no cumplirse si la región estudiada es muy homogénea y 
por tanto se esperan pocos cambios en los valores del índice entre las 
posibles localizaciones observadas. 

Para construir una distribución previa se procede a igualar el rango 
de la variabilidad, (a,Vmax), con el cuantil 0.95 de la correspondiente 
distribución previa, es decir, se resuelve la siguiente ecuación: 

 
max

0.95 ( | )
V

a
f y d  α α  (3.3) 

donde f  representa a la distribución previa y α los correspondientes 

parámetros. Puesto que la variabilidad es positiva, se puede tomar a como 

un valor positivo muy pequeño para asegurar valores no negativos en la 

varianza. En esta memoria se ha optado por a =0.001, no encontrándose 

problemas de sensibilidad en las distribuciones posteriores respecto de este 
valor. Por tanto, resolviendo (3.3) es posible establecer los hiperparámetros 
correspondientes a la distribución previa usada. 

El motivo principal que lleva a trabajar con el cuantil 0.95 de la 
correspondiente distribución previa es no establecer como fijo el valor de 

maxV  obtenido, ya que a pesar de que se piensa que este valor recoge 

bastante bien la variabilidad total del proceso, se desea que la cola superior 
de la distribución permita valores superiores, aunque con poca probabilidad, 
con el fin de no restringir la inferencia a dicho valor. Esta forma de proceder 
es habitual cuando se desean establecer distribuciones previas difusas 
sobre los parámetros de un modelo específico. 

A continuación se presentan las diferentes previas usadas a lo largo 
de esta memoria. Se comienza por establecer las distribuciones previas 
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sobre la variabilidad del proceso por considerarse como las más relevantes 
en el proceso de modelización. Posteriormente se presentan el resto de 
distribuciones previas involucradas en los modelos (3.1) y (3.2). 

Distribución previa Uniforme para la varianza. 

Asumiendo que la distribución previa de la variabilidad de un índice 

bioclimático I es uniforme con parámetros a  y b, Unif(a,b), con función de 

densidad dada por 

1
( | , ) 0f x a b b a

b a
  


, 

y establecido el valor a (como un valor mayor que cero, 0.001), tan sólo 

queda resolver la ecuación (3.3) para obtener el valor de b. En este caso, 

dicha ecuación viene expresada como:  

0.001

0.0011

0.001 0.001
0.95

max max
V V

dx
b b





  , 

y fijando el valor a como una cantidad suficientemente pequeña (a=0.001) 

para asegurar valores no negativos en la varianza, tan solo queda resolver 

la ecuación para obtener el valor de b.  

En este caso se tiene que  

0.001

0.0011

0.001 0.001
0.95

max max
V V

dx
b b





  , 

 
de donde se obtiene  

 
0.00005

0.95
maxb

V



. (3.4) 

Para el modelo habitual (3.1), y dado que se dispone de dos fuentes 

de variabilidad, 2  y 2 , se deben establecer dos distribuciones previas. 

Como no se dispone de suficiente información que permita distinguir entre 
ellas a priori, se ha optado por asumir la misma distribución previa, aunque 
esto pueda conllevar cierto problema de identificabilidad. De esta forma, se 
deja que sean los datos los que aporten información sobre la variabilidad 
espacial y no espacial. 

Se tiene por tanto que  
2 2) ~ (0.001, ),  ( ) ~ (0.001 )( ,Unif b p Unif bp   , 

donde b se obtiene a partir de (3.4). 



62 Capítulo 3. Modelización Univariante de los Índices Bioclimáticos 
 

 

Para el modelo reparametrizado (3.2) se procede de forma análoga. 
Sin embargo, en este caso tan sólo hace falta fijar una única distribución 
previa, ya que dicho modelo viene planteado en términos de la variabilidad 

global ( 2 ). Se establece entonces  
2 ) ~ (0.001, )( Unifp b  

donde b toma el mismo valor que en el caso del modelo habitual, ya que el 

procedimiento establecido está pensado sobre la variabilidad global del 

índice que en este caso viene representada por 2 . 

Distribución previa Gamma Inversa para la varianza 

Otra posibilidad para asignar la distribución previa de la varianza es 

utilizar la distribución Gamma Inversa con parámetros   y  , ( ),GaI   , 

cuya función de densidad es  

 
( 1) /( | ) ,   , ,  

)
0

(
xf exx


    


   


, 

con esperanza y varianza definidas como: 
2

2
,   ( )

( 1
( )

( 2() 1) )
V xE x

 
    

  . 

En este caso no se puede usar directamente la ecuación (3.3), ya 
que se tienen dos hiperparámetros con una sola ecuación. Para solucionar 
esto, se ha optado por seguir las recomendaciones existentes en la 

literatura (Banerjee et al., 2004 capítulo 5) donde se fija 2   para 

conseguir que la varianza sea infinita. Esta forma de proceder difiere 
respecto al proceder habitualmente empleado en la literatura, en el cual se e 

fijan   y   con valores pequeños e iguales. 

La ecuación (3.3) queda en este caso igual a: 

 
2

3

0.001 (2)
0.95

maxV xe dxx   


  , (3.5) 

donde el valor de   no se puede despejar directamente, y se obtiene por 

procedimientos numéricos de resolución de ecuaciones. 
Para el modelo habitual las previas a considerar serán entonces: 

2 2) ~ (2, )  y  ( ) ~ (2, )( ,GaI p GaIp      

mientras que para el modelo reparametrizado la distribución previa será: 
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2 ) )( ~ (2,GaIp   , 

donde   se obtiene a partir de (3.5) en todos los casos. 

Distribución previa  Half-Cauchy para la varianza 

También se puede utilizar la distribución Half-Cauchy con parámetro 

de escala  , ( )HC  , como distribución previa de la varianza, siendo la 

función de densidad de una Half-Cauchy:  
2

2
2 2

2
) , 0.

( )
( |f

x
x x


 

 


 

La resolución de (3.3) en este caso permite obtener de forma directa 

el valor del hiperparámetro   que viene dado por la ecuación: 

 
1

· ·0.95
2

maxV

tan





 
 
 

. (3.6) 

Como en los casos precedentes, se fijan las previas de las varianzas 
para el modelo habitual como 

2 2) ~ ( ( ) ~ ( )( )  y  HCp p HC    , 

y la de variabilidad total en el modelo reparametrizado como  
2 ) ~( )(p HC  , 

donde   es igual en ambos modelos y se obtiene a partir de (3.6). 
 

3.3.2. Distribución previa  uniforme para la desviación típica 

En la modelización Bayesiana cada vez hay más autores que 
abogan por el uso de distribuciones previas uniformes sobre los parámetros 
que reflejan la desviación típica del proceso estudiado (Gelman, 2004). El 
uso de estas distribuciones viene motivado por el hecho de que resulta 
mucho más fácil establecer una distribución previa en términos de la 
desviación típica que de la varianza, y el uso de una distribución uniforme 
es porque refleja de forma más razonable la falta de información sobre el 
comportamiento del parámetro estudiado. 

En este caso se ha considerado que el uso de estas distribuciones 
podría aportar información sobre su comportamiento es esta situación, 
frente a lo que se ha venido usando habitualmente. Se considera 
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únicamente el modelo reparametrizado y la distribución previa considerada 
es 

) ~ (0.( 001, )Unifp b , 

con b obtenida a partir de (3.4). No se estudia el modelo habitual ya que el 

software utilizado para el proceso inferencial no permite definir este tipo de 
previas. 
 

3.3.3. Distribuciones previas sobre   

En este caso se ha optado por la elección habitual de una 
distribución previa poco informativa asociada a los parámetros de la 
regresión que conforman la media del proceso, esto es, 

 0 1 0 1( ) ( , ) ( ) ) 1(p p p p     β ,  

con  0 1, β , donde 0  refleja el efecto asociado con la intercepción, y 

1  el efecto correspondiente a la altura. Estas distribuciones serán las 

mismas para todos los modelos e índices estudiados. 

Distribuciones previas sobre θ 

Por último, resta establecer la distribución previa sobre θ, parámetro 

o parámetros de la función de correlación espacial que determinan ( )H θ . 

En este caso, como ya se mencionó con anterioridad se va a usar en 
la modelización la función de correlación tipo matérn (Matérn, 1986), que 

viene definida por dos parámetros, ( , ) θ . De nuevo se asume 

independencia entre ambos parámetros de forma que: 

( ) ( ) ( )p p p θ . 

Sobre  , parámetro que refleja la escala de la función de correlación, 

se suele tomar como referencia que el efecto espacial estudiado no puede 
extenderse más allá de la mitad de la distancia más larga entre dos 
localizaciones sobre las que se ha observado el proceso, y a la vez no 
puede ser inferior a la mínima distancia entre dos de ellas. Aunque esto 
parece una regla ad-hoc, funciona de forma adecuada en la mayoría de 
problemas reales presentes en la literatura. De esta forma la previa 

asignada para   viene dada por: 
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1 2

1 1
( ) ,p i

dd
Un f

 
  

 
, (3.7) 

donde  d1 es la mitad de la distancia más alejada entre dos localizaciones, y 

d2 es la distancia mínima entre las dos localizaciones más cercanas. En 

este caso dichos valores son d1=89728 m. y d2=1818 m., lo que proporciona 
la distribución previa:  

p() ~ Unif(1.0E-5,5.5E-4). 

Sobre el parámetro de suavizado,  , el procedimiento habitual 

consiste en tomar una distribución uniforme en (0,2) según sugiere Stein 
(1999). En dicho trabajo se resalta que valores superiores a 2 no tienen 
ningún efecto sobre el suavizado, por ello se considera como distribución 
previa del parámetro de suavizado la siguiente (Finley et al., 2007): 

p()~Unif(0.05, 1.95). 

3.4. Distribución posterior 

En este apartado se muestran los diferentes modelos considerados, 
las distribuciones posteriores resultantes, y el algoritmo de simulación 
correspondiente. 

3.4.1. Modelo jerárquico habitual 

Una vez establecidas las distribuciones previas, el modelo habitual 
dado en (3.1) se puede escribir de forma genérica para cada uno de los tres  
índices bioclimáticos como: 

 

2

2

2

2

~ ( , )

( ) ~ ( , ));     ( , )

( ) ( ) 1;  

           ( ) (

(

1.0 05,5.5 04);  ( ) (0.05,1.95)

) (0.001, ) 
(

) (2, )
( )

) (

)

)

,

(

)

n

n

N

II N

III

Unif E E Unif

a Unif b o

b GaI o

I

c HC



  

   

 


 







   


 



Xβ W I

W

Y

0 H θ θ

β  (3.8) 

con b dado en (3.4),   dado en (3.5) y   dado en (3.6). 

La distribución posterior de este modelo no resulta analítica y es 
necesario un algoritmo MCMC para obtener una muestra de dicha 
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distribución. En el punto siguiente se presenta de forma esquemática el 
algoritmo de Gibbs correspondiente a este modelo. 

Algoritmo MCMC de simulación 

Para unos valores iniciales de los parámetros del modelo el algoritmo 
de Gibbs para obtener una simulación en el instante t viene dado por: 

 Simular tβ  de  

/22

12

1

1 1

2
1

1
( | , , ) ( exp ( ) '( ) ( ).

2
, ) n

tt t t

t

tp p 
  




      

 
 
 

β Y W Y Xβ W Y XX β W β  

lo que corresponde a: 
2 1 2 1

11( | , , ) ( | ( ' ), '( ), ( ' ) )t ptp N  
   β Y W β X X X Y W X XX . 

 

 Simular tW  de  

   2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1| , , | , | 0, )
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t t t t n t t t tnNp N           W X I HY β θ Y Xβ W W θ
 

lo que corresponde a: 

1 1 12 2 2 2 2
1 1 1 1 1

(
1 1 1 1 1

| ( ) ( ), )n t t t
t t t t t

N I
      

    

    
          

W H θ Y Xβ θI H  

 

 Simular 2
t  de  
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Si 2( ) ~ (0.001, )p Unif b  la distribución condicionada viene dada 

por: 

 2

1 1 1 12

/ 2

2
1 1

2
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2 2
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donde  0.001,bI  es la función indicatriz que toma el valor 1 si  2 [0.001, ]b  . 
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Para obtener una simulación para 2  de esta distribución basta con 

generar un valor a partir de la distribución (0.001, )Unif b , y usando un paso 

de Metropolis-Hastings decidir si se acepta o no el candidato. 

Si 2 2( ) ~ ( | 2, )p GaI   , la distribución condicionada resultante 

viene dada por 
2
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Si 2( ) ~ ( )p HC  , la distribución condicionada resultante viene 

dada por: 
2
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X

que no tiene una forma analítica cerrada, y se recurre a Metropolis-Hastings 
usando como distribución pivote una 

2
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 Si 2( ) ~ (0.001, )p Unif b , la distribución condicionada viene dada por: 
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El procedimiento para obtener una muestra de esta distribución es 

idéntico al descrito al caso de 2( ~ (0.001) , )p Unif b . 

Si 2 2( ) ~ ( | 2, )p GaI   , la distribución condicionada viene dada 

por: 
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Si 2 2( ) )~ ( |HCp    , la distribución condicionada resultante viene 

dada por 
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que no tiene una forma analítica cerrada e igualmente requerirá un 
procedimiento de simulación Metropolis-Hastings, usando como pivote una  
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 Simular tθ  a partir de: 
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Asumiendo una distribución uniforme para cada una de las 

componentes de θ, la distribución condicionada resultante viene dada por: 
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que no tiene forma cerrada. En este caso el algoritmo de Metropolis-

Hastings no resulta eficiente debido a que θ aparece tanto en el 

determinante como la inversa de H . Sin embargo, como las distribuciones 

previas sobre θ son uniformes, el algoritmo de Slice Sampling resulta muy 

sencillo en este caso. Los detalles se pueden encontrar en Banerjee, Carlin 
y Gelfand (2004, pág. 303 y siguientes). 

Como se puede observar el algoritmo de simulación para cualquier 
especificación es relativamente sencillo, ya que en muchas ocasiones las 
distribuciones asociadas son conocidas. En los otros casos, el algoritmo de 
Metropolis-Hastings o Slice Sampling en la mayoría de los casos resuelven 
de manera satisfactoria la simulación de la muestra. En concreto para estos 
modelos se ha recurrido al paquete spBayes (Finley et al., 2007) del 
programa R (R Development Core Team, 2009) para obtener las 
distribuciones.  
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En el apartado 3.6 se mostrará con más detalle los resultados de 
cada uno de los índices, desde el punto de vista de la convergencia del 
algoritmo MCMC planteado. 

3.4.2. Modelo reparametrizado 

En este caso para cada uno de los índices bioclimáticos, se 
considera el modelo reparametrizados dado en (3.2): 
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 (3.9) 

con b dado en (3.4),   dado en (3.5) y   dado en (3.6). 

Este modelo cuenta con la ventaja de que tan solo es necesario 

asignar una distribución previa sobre la variabilidad de los datos, 2 , lo que 

facilita su elicitación. Además con esta reparametrización se evita el posible 
problema de identificabilidad de la variabilidad espacial y no espacial del 

modelo habitual, ya que dichos valores se obtienen mediante 2 2(1 )     

y 2 2  . 

Entre las posibles elecciones de distribuciones previas se procede de 
igual forma que en el modelo habitual considerando una distribución 

Gamma Inversa, Half-Cauchy, Uniforme sobre la varianza   2  o uniforme 

sobre la desviación típica   . Para θ y β se consideran las mismas previas 

que el modelo habitual ya que su interpretación es la misma. Para el nuevo 
parámetro,  , al tratarse de una proporción se establece una distribución 
uniforme entre 0 y 1, que corresponde con la distribución previa objetiva 
sobre dicho parámetro. 
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La distribución posterior de este modelo no resulta analítica y es 
necesario un algoritmo MCMC para obtener una muestra de dicha 
distribución.  A continuación se detalla brevemente dicho algoritmo. 

Algoritmo MCMC de simulación  

Para unos valores iniciales de los parámetros del modelo el algoritmo 
de Gibbs para obtener una simulación en el instante t viene dado por: 
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Si 2( ) ~ (0.001, )p Unif b , la distribución condicionada resultante 

viene dada por 
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Para obtener una simulación para 2  de esta distribución basta con 

generar un valor a partir de la distribución (0.001, )Unif b , y usando un paso 

de Metropolis-Hastings decidir si se acepta o no el candidato. 
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Si 2( ) ~ (2, )p GaI  , la distribución condicionada resultante viene 

dada por 
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que no tiene una forma analítica cerrada, de modo que es preciso simular 
de ella mediante Metropolis-Hastings tomando como pivote una distribución 
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Si  ) ~ ,( 0.001Unifp b , la distribución condicionada resultante 

viene dada por: 
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Para obtener un valor simulado de esta distribución basta con 

simular un candidato   dentro del intervalo  0.001, b , y usar un paso de 

Metropolis-Hastings para determinar la aceptación o rechazo del candidato. 
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Si se asume una distribución uniforme para cada una de las 

componentes de θ, la distribución condicionada resultante viene dada por: 
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que no tiene forma cerrada y de nuevo utilizar Slice Sampling proporciona 
un valor de la correspondiente distribución. 

Para obtener las distribución es en este modelo se ha recurrido al 
programa WinBUGS© (Lunn et al., 2000) que permite una mayor flexibilidad 
a la hora de especificar la matriz de varianzas-covarianzas dada en el 
primer nivel de la jerarquía, y además resulta posible establecer 
distribuciones previas sobre la desviación típica, lo que no es posible 
todavía en el paquete spBayes. 

 

3.5. Predicción espacial 

En esta sección se estudia la distribución predictiva univariante para 
cualquiera de los índices bioclimáticos siguiendo la formulación vista en la 
apartado 2.3. En primer lugar se establece la distribución predictiva, 
haciendo hincapié en la posibilidad de disminuir el coste computacional del 
cálculo mediante la computación en paralelo. Finalmente se muestra el 
procedimiento computacional necesario para obtener la distribución espacial 
de probabilidad para cualquiera de los índices bioclimáticos. 

3.5.1. Distribución predictiva 

El objetivo final de esta memoria es estudiar el comportamiento de 
cada uno de los índices bioclimáticos a lo largo de toda la isla de Chipre. 
Como ya se vio en el Capítulo 2, este problema se puede resolver mediante 
la utilización de las técnicas de Kriging (ver apartado 2.3.2). En el ámbito de 
la estadística Bayesiana el problema de predicción queda reducido al 
estudio con la obtención de la distribución predictiva posterior de los índices 
sobre un conjunto de nuevas localizaciones. 

En el caso de los modelos jerárquicos espaciales dados en (3.1) y en 
(3.2), dicha distribución predictiva posterior es una Normal Multivariante 
cuyo vector de medias y matriz de varianzas-covarianzas se pueden obtener 
a partir de (2.25). Por tanto, dada una muestra de la distribución posterior 
resulta sencillo obtener una muestra de la correspondiente distribución 
predictiva sin más que generarla a partir de dicha distribución Normal 
Multivariante.  

El problema de predicción radica en el coste computacional 
necesario para evaluar dicho vector de medias y matriz de varianzas-
covarianzas para cada una de las simulaciones de la distribución posterior y 
en el número de nuevas localizaciones que se desean predecir. Si dichos 
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números son elevados, esta dificultad puede llegar a ser insalvable en un 
tiempo razonable.  

Una opción obvia podría ser considerar un grid de puntos de 
predicción pequeño y pocas simulaciones de la distribución posterior, pero 
esto puede llevar a producir mapas predictivos con demasiado error y por lo 
tanto que carecieran de interés práctico. 

En este caso, como el objetivo es obtener un mapa predictivo sobre 
la isla de Chipre con el mayor poder de resolución posible, esta dificultad se 
ha puesto de manifiesto lo que ha llevado a la búsqueda de algoritmos 
eficientes para el cálculo de dicha distribución predictiva. De las diferentes 
pruebas realizadas se ha optado finalmente por la programación en 
paralelo, programando las ecuaciones de predicción en C, y haciendo 
llamadas a las librerías ScaLAPACK (Blackford et al., 1997a) y PLAPACK 
(van de Geijn et al., 1997) para realizar los cálculos de algebra lineal 
paralelizados, que viene asociados con el cálculo de vector de medias y 
matriz de varianzas-covarianzas. 

Para el modelo habitual el vector de medias y matriz de varianzas-
covarianzas necesarios para la predicción viene dados en la ecuación  
(2.26). 

En el caso del modelo reparametrizado dichas ecuaciones vienen 
dadas por:  
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  (3.10) 

donde los subíndices o y p indican respectivamente las observaciones 

originales y la localizaciones donde se desea predecir siguiendo la notación 
dada en (2.26).  

Por tanto una vez obtenida la distribución posterior para cada uno de 
los modelos, y conocidos los valores de altura en las nuevas localizaciones 
el procedimiento para obtener distribución predictiva es inmediato.  

Dada una muestra de la distribución predictiva para cada localización 
se procede de la forma habitual para realizar el correspondiente análisis 
inferencial. Basta con obtener la media o la mediana de los valores 
simulados para tener una estimación puntual de la predicción en cada 
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localización, mientras que el error de predicción se obtiene como la 
desviación típica de las simulaciones obtenidas para cada localización. 

Para llevar a cabo el proceso de predicción se considero un mapa de 
cotas de altura de la isla de Chipre que contenía 775 puntos. Estos valores 
son necesarios para el cálculo de la esperanza condicional dada en (2.26) y 
(3.10).  

Dichas cotas junto con las localizaciones de las estaciones 
meteorológicas se presentan en la Figura 3.1 Como se puede ver dichas 
cotas cubren de forma amplia toda la isla. 

 
Figura 3.1. Localización de cotas de altura (en rojo) y estaciones meteorológicas (en negro). 

 

3.5.2. Consideraciones sobre la computación en paralelo 

La velocidad de los ordenadores convencionales se ha incrementado 
continuamente con el fin de adaptarse a las necesidades de las aplicaciones 
actuales, a la vez que hay una demanda continua de un poder 
computacional superior, como por ejemplo: modelado y simulación numérica 
de problemas en ciencias e ingeniería con costosos cálculos iterativos o 
sobre grandes cantidades de datos con fuertes restricciones temporales 
como son predicción meteorológica, biocomputación, y astrofísica.  

En los últimos años la solución computacional a estos problemas se 
ha centrado en el uso de varios procesadores trabajando juntos para 
resolver una tarea común. Por todo esto, y dado el elevado número de 
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nuevas localizaciones de las se dispone, se ha optado por la utilización de 
este tipo de computación para resolver el problema de predicción espacial. 
El resultado obtenido es óptimo si se comparan los tiempos de cómputo por 
simulación (Golub y Van Loan, 1996; Almeida et al., 2008). 

Realizar una predicción sobre una simulación de la distribución 
posterior de un índice cualquiera reporta tiempos totalmente distintos. En la 
Tabla 3.1. puede observarse el tiempo por iteración en segundos en tres 
máquinas distintas: Pentium IV a 2.53 GHz, y 2Gb de RAM, un Intel Xeon 
DualCore a 2.33 GHz y 3 GB de RAM, y finalmente una Intel Itanium 2 
system equipado con 4 módulos cada uno con un DualCore 1.4 GHz 
Montecito processor. 

 

Tabla 3.1. Tiempos de ejecución por simulación de la posterior 

Lenguaje Tipo Procesador Tiempo (seg.) 

R Secuencial DualCore 126.72 
C librería en  R Secuencial Pentium IV 46.08 
C librería en R Secuencial DualCore 23.04 
C Paralelo 1 Dual-Core 10.6 
C Paralelo 4 DualCore 4.8 

 

Estos tiempos de computación permiten trabajar con un gran número 
de localizaciones a predecir de forma que se pueden obtener mapas de 
predicción con una mayor resolución. En el Anexo IV se muestra el proceso 
de obtención del vector de medias y matriz de varianzas-covarianzas 
necesarias para la obtención de la distribución predictiva. En el Anexo V se 
muestra el código en C necesario para llevar a cabo la predicción.  

Generación desde una Normal Multivariante 

La esperanza y varianza condicionada, así como los elementos 
necesarios para su cálculo se generan desde una muestra de la distribución 
posterior. Por lo tanto siguiendo las indicaciones del Anexo VI se realizan 
los cálculos de la esperanza y la varianza condicionada para cada elemento 
de la distribución posterior, y lógicamente dependiendo de cuán grande sea 
la muestra más veces se deberá repetir el proceso de cálculo explicado en 
los dos subapartados anteriores. 

Una vez especificados el vector de medias (esperanza condicionada) 
y la matriz de varianzas-covarianzas (varianza condicionada) necesarios 
para la generación de una muestra de la distribución predictiva posterior, 
ésta se calculará generando desde una Normal Multivariante con 
parámetros: 
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repitiéndose este cálculo tantas veces como muestras hayan en la 
distribución posterior.  

La utilización de la media o la mediana como estimador de la 

predicción en cada una de las p localizaciones será la opción para la 

estimación puntual del índice bioclimático en la localización sj. 
Obvia decir que la paralelización del algoritmo de la generación de 

números de una normal Multivariante reduce el tiempo de cómputo. 

3.5.3. Mapas de predicción espacial 

Una vez obtenida la distribución predictiva de los índices 
bioclimáticos, tan sólo resta generar un mapa de predicción que muestre el 
valor de los índices a lo largo de toda la isla, y no sólo en un conjunto de 
puntos concreto. Para llevar a cabo esto, y a partir de la distribución 
predictiva sobre las 775 cotas, se utiliza un método de interpolación para 
poder obtener los valores de los índices bioclimático a lo largo de toda la 
isla. En este caso se ha definido una cuadrícula de puntos sobre la 
superficie de la isla, y aplicando Multilevel B-splines (MBA) (Lee et al., 
1997), se obtiene la predicción espacial de cada uno de los índices de forma 
univariante sobre toda la región, utilizando la mediana de las muestras de la 
distribución predictiva posterior como estimación del valor puntual a 
interpolar dentro de la cuadrícula definida previamente.  

A la vez que se genera la distribución predictiva posterior de los 
índices bioclimáticos de forma univariada también es posible obtener la 

distribución predictiva del efecto espacial, W. Como el objetivo principal de 

esta memoria es la predicción de los índices bioclimáticos, y dado el gran 
número de modelos planteados (48 en total) se ha optado por no mostrar 
todos estos mapas para no sobrecargar excesivamente este capítulo. 

3.5.4. Distribución de probabilidad espacial de un índice 
bioclimático 

Como ya se vio en el Capítulo 1, los índices bioclimáticos vienen 
clasificados por intervalos de valores que configuran los bioclimas de una 
zona. Estas clasificaciones son muy útiles como ya se ha indicado, para 
conocer la vegetación de diferentes zonas, el avance del cambio climático, 
etc. Por todo esto, la obtención de mapas predictivos donde se muestre la 
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probabilidad de cada uno de estos bioclimas aporta una valiosa información 
a los expertos para la gestión y uso del suelo de la zona bajo estudio. 

En el caso de la inferencia Bayesiana este cálculo resulta muy 
sencillo ya que se dispone de la distribución de probabilidad predictiva de 
cada uno de los puntos que conforman la región bajo estudio. Así, utilizando 
los rangos de clasificación de Rivas-Martínez para cada uno de los tres 
índices dentro del Macrobioclima Mediterráneo (ver Tabla 1.6.), se puede 
clasificar en intervalos la distribución predictiva sobre toda la región bajo 
estudio. 

A modo de ejemplo supongamos que cierto índice bioclimático I  

viene definido en el macrobioclima Mediterráneo en l intervalos disjuntos 

21; ;...; lR R R , y   1ik

n

i
r


 son las simulaciones de la distribución predictiva para 

el conjunto de localizaciones   1k

m

k
s


. La probabilidad de cada uno de los 

intervalos que conforman ese índice para cada una de las localizaciones 
viene dada por: 

   #
, 1,..., , 1,...,Pr

    
    

ik j k

j k

para la localir R
R j l k

zació
en m

n s

n
s


    

El resultado es una distribución de probabilidad discreta para cada 

localización   1k

m

k
s


 que determina una distribución espacial de probabilidad 

(DEP) para ese índice. Una vez calculadas estas probabilidades, y 
utilizando de nuevo el método de interpolación MBA a lo largo de una 
cuadrícula distribuida uniformemente por toda la superficie bajo estudio se 
obtendrá la DEP correspondiente a cada clase de índice, es decir, un 
gráfico formado por tantas superficies espaciales como rangos existan de 
ese índice bioclimático. 

La representación de cada una de esas DEP para cada tipo de 
índice se convierte en un puzle de piezas que encajan por superposición, y 
que proporcionan las fronteras de distribución entre unos tipos y otros 
dentro del índice. Esas fronteras determinan las zonas que en un futuro 
podrían cambiar entre un tipo y otro simplemente con un pequeño cambio 
en los valores climáticos. Esta herramienta se convierte en fundamental en 
los posibles estudios de cambio climático, y como éste afecta a la 
vegetación de la región.  

Una referencia básica sobre la DEP son Lahiri et al. (1999) quienes 
desarrollaron un método de sub-muestro. Otras referencias y perspectivas 
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son Handcock (1999) en la discusión de Lahiri et al. (1999), Banerjee y 
Gelfand (2002), Zhu et al. (2002), Short et al. (2002) y Gelfand et al. (2003). 

 

3.6. Análisis de los índices bioclimáticos 

En esta sección se muestran los resultados obtenidos dentro del 
análisis univariante de los índices bioclimáticos desde la perspectiva 
Bayesiana introducidos en la sección 2.4, esto es, distribuciones 
posteriores, distribuciones predictivas y distribuciones espaciales de 
probabilidad. 

Como paso preliminar a describir estos resultados, se realiza un 
análisis descriptivo de los índices y de la tendencia asociada a la altura. El 
objetivo es obtener información del efecto de la altura sobre cada uno de los 
tres índices, y de su posible comportamiento espacial. 

3.6.1. Análisis preliminar de la tendencia 

En el Capítulo 1 se introdujeron los datos climáticos de la isla de 
Chipre correspondientes a 59 estaciones meteorológicas. En la Tabla 3.2. 
se muestran los valores medios y otros descriptivos (mínimo, máximo, 
primer cuartil y tercer cuartil) de los índices (ombrotermia, termicidad y 
continentalidad) obtenidos a partir de esa información climática. También se 
muestra ese mismo descriptivo para la variable Altitud. 

 

Tabla 3.2. Medias de los índices y la Altitud 
 Mínimo P25 Mediana Media P75 Máximo 

Io 1.310 1.6660 2.010 2.635 2.980 9.230 
It 118.0 334.0 397.0 372.1 424.0 454.0 
Ic 12.90 15.2 16.8 16.60 18.05 19.5 
Altitud 2.0 42.4 175.0 366.6 620.0 1725.0 

 

Con el fin de realizar un estudio a gran escala de la tendencia se va 
a proceder a ajustar un modelo de regresión lineal de cada índice con 
respecto a la altura con la información obtenida de las estaciones 
meteorológicas, es decir: 

0 1·~iI Altitud   

De la Figura 3.32 a la Figura 3.4  puede observarse la clara relación 
de tipo lineal del índice de ombrotermia y el de termicidad respecto a la 
altura. Respecto al índice de continentalidad, esa tendencia no es tan 
marcada, incluso cabe la posibilidad de buscar otro tipo de relación. Sin 
embargo, en esta memoria se desea establecer un modelo similar para 
todos los índices y por lo tanto se mantendrá la suposición del modelo 
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lineal. Así como pueden observarse los gráficos de diagnóstico de residuos 
con los claros comportamientos que hacen dudar de las hipótesis del 
modelo lineal. Para tratar de corregir este comportamiento se procedió a 
plantear transformaciones Box-Cox sobre los valores de cada uno de los 
índices. Para el índice de ombrotermia se obtuvo la transformación 
logarítmica, respecto a la termicidad se obtuvo la transformación 
logarítmica; y para el índice de continentalidad no se ha aplicado 
transformación alguna. Una vez realizadas las transformaciones y ajustados 
los nuevos modelos de regresión, el análisis de los residuos aporta 
información relevante sobre la necesidad de una componente espacial para 
explicar el comportamiento de la respuesta. 
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Figura 3.2. Índice de Ombrotermia vs. Altura y Residuos vs. Ajustados 
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Figura 3.3. Índice de Termicidad vs. Altura y Residuos vs. Ajustados 

 

150 200 250 300 350 400

-6
0

-4
0

-2
0

0
2

0
4

0
6

0

Ajustados

R
es

id
u

o
s

Termicidad: Residuos vs Predichos



80 Capítulo 3. Modelización Univariante de los Índices Bioclimáticos 
 

 

0 500 1000 1500

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9

Continentalidad vs Altura

Altura

C
o

n
tin

e
n

ta
lid

a
d

16 17 18 19 20

-3
-2

-1
0

1
2

3

Ajustados

R
es

id
u

o
s

Continentalidad: Residuos vs Predichos

 
Figura 3.4. Índice de Continentalidad vs. Altura y Residuos vs. Ajustados 

 
En la Figura 3.5 se observan los histogramas de los residuos para 

los nuevos modelos, y en la Figura 3.6 se observan los ajustes lineales tras 
estas transformaciones observándose un “buen” ajuste para la ombrotermia 
y la termicidad; mientras que para la continentalidad se observa una gran 
variabilidad cuando la altitud es baja.  
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Los resultados de estos ajustes pueden verse en la Tabla 3.3. 
 
Tabla 3.3. Estimación de los modelos lineales Ii~0+1Altitud 

 0 1 R2 

log(Ombrotermia) 0.4889 0.0009744 0.796 

log(Termicidad) 6.095 -0.0005491 0.8798 

Continentalidad 15.62 0.002667 0.3962 

 
Por todo lo visto, la altitud está relacionada linealmente con cada uno 

de los índices. En la Figura 3.7 se muestran las curvas de nivel de altura 
obtenidas mediante la georeferenciación de todas las cotas de altura y su 
posterior interpolación para conseguir una aproximación al perfil físico de la 
isla. La comparación de esta figura con la mostrada en el capítulo 1 (Figura 
1.10) indica que estas curvas de nivel se ajustan bastante bien al perfil 
orográfico de la isla de Chipre. Esta superficie será utilizada posteriormente 
para estudiar el comportamiento a gran escala de los índices bioclimáticos. 
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Figura 3.7. Curvas de nivel de isla de Chipre 

 
Una vez ajustado a gran escala con la altura se procede al análisis 

de los residuos de los modelos obtenidos calculando el variograma empírico 
asociado a cada uno de los índices. En la Figura 3.8, la Figura 3.9 y en la 
Figura 3.10 se representan los variogramas empíricos de cada uno de los 
índices bioclimáticos sin ajustar por altura (modelos sin tendencia) y a partir 
de los residuos del modelo lineal (variograma con altura). 

Se observa que tanto el índice de ombrotermia como el de 
continentalidad muestran como la incorporación de la altura consigue un 
variograma con un comportamiento más estable, mientras que para 
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termicidad, aunque mejora el comportamiento respecto al no ajustado, esta 
tendencia no es tan clara como la mostrada en los otros índices. Se 
considera pues que la inclusión de la altura en el ajuste es adecuada, y que 
contribuye de forma efectiva al análisis de la tendencia de los tres índices. 

Una vez realizado el análisis preliminar se pasa a plantear los 
correspondientes modelos Jerárquicos Bayesianos para el estudio de cada 
uno de los índices bioclimáticos. 

3.6.2. Modelos espaciales jerárquicos Bayesianos  

Para cada uno de los índices bioclimáticos se consideran los 
diferentes modelos dados en (3.8) y (3.9).  

La obtención de la distribución posterior de los modelos dados en 
(3.8) para cada uno de esos modelos para los índices de ombrotermia y 
continentalidad se ha basado en tres cadenas de simulación, con 15.000 
muestras cada una de ellas, creando una cadena final con la unión de las 
últimas 5.000 de cada una lo que nos da un período de calentamiento de 
10.000 simulaciones. Para el índice de termicidad el calentamiento fue de 
20.000 ya que la convergencia en este caso es mucho más lenta. Para los 
modelos dados (3.9) también se han considerado tres cadenas de 
simulación, pero debido a que su convergencia es más rápida sólo se han 
realizado 10.000 simulaciones, de las cuales se toman 5.000 de 
calentamiento. Tan sólo para el índice de termicidad se han necesitado 
20.000 simulaciones de calentamiento para asegurar convergencia. 

La convergencia de las tres cadenas, para cualquiera de los 
modelos, ha sido estudiada mediante los criterios habituales (Gelman y 
Rubin, 1992; Geweke, 1992; Brooks y Gelman, 1997). Respecto a los 
criterios gráficos de convergencia, se han realizado gráficos de medianas y 
desviaciones acumuladas para cada una de las cadenas para observar su 
convergencia. 

 
En la Figura 3.11 se muestra como ejemplo el gráfico acumulado de 

medianas de las últimas 5.000 simulaciones del índice de ombrotermia de 
las tres cadenas del modelo habitual SP1 con previas uniformes sobre las 
varianzas. Puede observarse como partiendo de puntos iniciales muy 
distintos se alcanza la convergencia de las tres cadenas en torno al 0.05. 
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Dado que el número de modelos considerado es muy elevado, tan 
sólo se van a presentar los resultados de los que se consideran más 
interesantes. Se ha de destacar que los mapas de predicción obtenidos son 
muy similares independientemente de la modelización (modelo-previa) 
considerada. Se ha optado por presentar los resultados correspondientes a 
las previas uniformes, ya que se consideran como las distribuciones previas 
poco informativas que terminarán por imponerse para establecer 
conocimiento previo sobre la variabilidad de los datos en este tipo de 
problemas. El resto de modelizaciones pueden consultarse en el Anexo VI, 
así como los mapas predictivos y las distribuciones espaciales de 
probabilidad en el Anexo VII y el Anexo IX respectivamente. 
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Figura 3.8. Variograma del índice de Termicidad 
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Figura 3.9. Variograma del índice de Ombrotermia 
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Figura 3.10. Variograma para el índice de Continentalidad 

 

 
Figura 3.11. Medianas acumuladas de tres cadenas de simulación 

 
Los modelos que estudiados para cualquiera de los índices son: 
 

SP1: Habitual con previas uniformes sobre las varianzas ( 2 2 y    ). 

SP2: Habitual sólo espacial con uniforme sobre la varianza espacial ( 2 ). 

W1: Reparametrizado con previa uniforme sobre la varianza ( 2 ). 

W2: Rep. sólo espacial con previa Unif. sobre la varianza espacial. ( 2 ). 

RW1: Reparametrizado con previa uniforme sobre la desviación ( ). 

RW2: Reparametrizado sólo espacial con uniforme sobre la desviación ( ). 
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A continuación se detalla el rango de valores de cada uno de los 

índices, o sea, la varianza máxima alcanzable, el valor de maxV , y el valor de 

b obtenido a partir de (3.4) correspondiente valor del parámetro de la 

distribución previa para modelizar distribuciones previas sobre las varianzas 
espacial, no espacial y conjunta. 

 

Tabla 3.4. Valores de los parámetros de las distribuciones  previas para la varianza 

 Mínimo Máximo* Vmax= (Imax-Imin)
2/12 

Valor de b en 
Unif (0.001, bu) 

Log(Io) Log(1) Log(12) 0.14 0.166 

Log(It) Log(120) Log(455)* 0.51 0.542 

Ic 11 21* 8.33 8.772 
*Máximos para el bioclima Mediterráneo al que pertenece la isla de Chipre. 

Índice de Ombrotermia 

En primer lugar comentar que para cualquiera de los modelos 
considerados, para el índice de ombrotermia la convergencia de las tres 
cadenas se alcanza relativamente pronto, mostrando los modelos 
reparametrizados una mayor velocidad de convergencia. Esto se aprecia 
claramente en el periodo de calentamiento, que es muy inferior en dicho 
modelos respecto de los habituales. 

 

En la Tabla 3.5 y la Tabla 3.6 se muestran los resultados del proceso 
inferencial. En concreto, se presenta la mediana y región de credibilidad al 
95% para los parámetros involucrados en cada uno de los modelos 
considerados. Para los modelos SP1, W1 y RW1 se observa que la 
variabilidad espacial supera a la variabilidad no espacial en un orden de 
magnitud, quedando patente la necesidad de la estructura espacial para 

explicar el comportamiento de Io. Si nos fijamos en la inferencia sobre   

para W1 y RW1 puede verse que las estimaciones obtenidas indican que la 
mayoría de la variabilidad del modelo viene recogida por la componente 
espacial. 

En la Figura 3.12 y la Figura 3.13 se observa que dichas 
variabilidades presentan comportamientos distintos. El modelo RW1 es el 
que presenta regiones creíbles más amplias para ambos parámetros lo que 
puede deberse a las previas consideradas para dicho modelo. En los otros 

dos modelos el comportamiento entre 2 y 2  se compensa de forma 

automática, es decir si la RC de 2 es más estrecha se compensa 

aumentando la longitud de la RC para 2  o al revés.
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Se puede concluir que la inferencia posterior no se ve muy afectada 
por la especificación del modelo y la previa en este caso. Además, el valor 
prefijado de varianza máxima (0.515) para dicho índice no condiciona los 
resultados obtenidos, ya que la variabilidad global estimada con cada uno 
de los modelos (SP1: 0.054, W1: 0.044, RW1: 0.048) nos reafirma en la idea 
de que las previas consideradas son realmente poco informativas. 

Para los modelos con variabilidad sólo espacial, SP2, W2, RW2, los 
resultados muestran algunas pequeñas variaciones respecto a los modelos 
donde se consideraban las dos variabilidades (Tabla 3.5 y Tabla 3.6). La 
estimación puntual basada en la mediana apenas refleja diferencias entre 
dicho modelos, siendo muy similares a la variabilidad total de los modelos 
reparametrizados W1 y RW1. Por otra parte, las regiones creíbles muestran 
amplitudes inferiores a sus homólogas con efecto no espacial reflejando un 
aumento en la precisión de la estimación de dicha variabilidad, lo que 
parece natural ya que los modelos considerados presentan una estructura 
de variabilidad más sencilla. 

Asimismo, puede verse que los efectos asociados con el 

comportamiento a gran escala (0 y 1) son similares en todos los modelos 
salvo pequeñas diferencias de precisión que se observan en la amplitud de 
las regiones creíbles. Se puede ver que existe un efecto positivo de la altura 
sobre el resultado del índice de ombrotermia, lo que era de esperar por su 
propia definición. 

 

Figura 3.12. Ombrotermia: RC para 2 en 

SP1, W1, RW1, SP2, W2 y RW2 

Figura 3.13. Ombrotermia: RC para 2 en 

SP1, W1 y RW1 

 
Para los modelos SP1, W1, y RW1, el proceso inferencial de los 

parámetros asociados con la matriz de correlaciones espacial ,     y 
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Rango Efectivo (Ref), muestra que los resultados obtenidos son muy 

similares para  , pero existen diferencias de hasta 20 Km. entre un modelo 

y otro en la estimación puntual de Ref. Sin embargo, si se consideran las 

regiones creíbles puede verse que los resultados son similares. Se 
sospecha que las diferencias observadas tienen que ver en la forma con 
que los modelos considerados adaptan la variabilidad espacial, ya que por 
ejemplo entre los modelos W1 y RW1 la única diferencia son las 
distribuciones previas consideradas. 

 
En la Figura 3.14 se representa la estimación del variograma para 

cada uno de los modelos SP1, W1 y RW1 basada en las estimaciones 
puntuales de los parámetros asociados, donde puede verse que las curvas 
ajustadas son muy similares. El variograma correspondiente al modelo SP1, 
parece no capturar el comportamiento del modelo a distancias pequeñas 
pero si capta de forma adecuada el cambio de tendencia o alféizar parcial, 
mientras que los variogramas para W1 y RW1 ajustan mejor a distancias 
pequeñas pero parecen capturar de forma menos efectiva el rango. 
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Figura 3.14. Ombrotermia: variogramas ajustados para SP1, W1, RW1 

 
Respecto a los parámetros de la matriz de correlaciones en los modelos 
SP2, W2, y RW2, a diferencia de los modelos SP1, W1 y RW1, se observan 
grandes diferencias entre el modelo habitual SP2 y los reparametrizados W2 

y RW2 respecto a la inferencia de   y . Esto afecta claramente al rango 

efectivo estimado aunque no se aprecia claramente en el variograma 
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estimado para cada modelo que puede verse en la Figura 3.15. Ahora tan 
sólo resta obtener los mapas predictivos del índice de ombrotermia para 
cada uno de los modelos analizados. 
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Figura 3.15. Ombrotermia: variogramas ajustados para SP2, W2 y RW2 

 
De la Figura 3.16 a la Figura 3.18 se presentan los mapas 

predictivos y errores de predicción para SP1, W1 y RW1, obtenidos a partir 
de las distribuciones predictivas posteriores sobre cada una de las 775 
nuevas localizaciones, y su interpolación sobre el grid que recorre toda la 
isla. 

Respecto a los mapas de predicción, se puede observar que todos 
los modelos recogen claramente la orografía de la isla, y en consecuencia 
los valores de ombrotermia. Apenas se observan diferencias, y éstas son 
mínimas y muy puntuales. Los mapas correspondientes a la desviación 
típica o error de la predicción, se comportan de manera muy similar para 
todos los modelos, mostrando mayor error en las mismas zonas 
independientemente de la distribución previa que se ha asignado. Estas 
zonas coinciden básicamente con las zonas de orografía más cambiante 
dentro de la isla. Cabe destacar además que la escala del error de 
predicción observada es muy pequeña con respecto a la escala de medición 
del índice considerado a lo largo de toda la isla, demostrándose que el 
procedimiento planteado es una herramienta muy potente para el 
establecimiento de la clasificación bioclimática sobre la isla de Chipre 
basada en el índice de ombrotermia. 
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De la Figura 3.19 a la Figura 3.21 se observan los mapas 
correspondientes a SP2, W2, y RW2. Los resultados obtenidos en este caso 
son prácticamente iguales a los obtenidos para SP1, W1, y RW1, pero los 
mapas del error sí que muestran pequeñas diferencias atribuibles como ya 
se dijo anteriormente a la estructura del modelo considerado. 

Por tanto, desde el punto de vista de la predicción todos los modelos 
obtienen resultados similares independientemente del modelo y previas 
consideradas. De esta forma, las diferencias observadas en el proceso 
inferencial de la distribución posterior para los modelos no se trasladan a la 
predictiva posterior. 

Desde el punto de vista biológico, y sin olvidar la definición del índice 

ombrotérmico, 10 /p pIo TP , puede observarse que el mapa predictivo 

captura de forma adecuada las zonas con mayor altitud (valores más 

grandes de Io), y las zonas donde mayor concentración de lluvia se recoge; 

provocando los cambios de paisaje que se apreciaron en la hortofoto del 
Capítulo 1 (Figura 1.12).  
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Una vez vistos los mapas de predicción y sus correspondientes 

mapas de error, el siguiente paso es obtener los mapas de distribuciones de 
probabilidad espacial (DEP) para cada uno de los modelos considerados. 
Como se ha introducido con anterioridad, estos mapas muestran la 
probabilidad de pertenecer una zona a un subtipo del índice. 

En la Figura 3.22 y la Figura 3.23 se presentan los resultados 
obtenidos para los modelos SP1 y SP2. Así, el tipo húmedo tiene alta 
probabilidad en los dos picos montañosos de la cordillera central, pasando 
luego a probabilidades altas en el subtipo subhúmedo para la zona 
montañosa de la cordillera central, al subtipo seco en la ladera de esos 
picos y la cordillera norte de la isla, y finalmente al subtipo semiárido en la 
planicie central. El resto de modelos tienen comportamientos similares. 

Desde el punto de vista biológico estos mapas de la distribución de 
probabilidad cobran una importancia vital ya que permiten conocer con 
mayor exactitud las fronteras de los subtipos, mediante un mapa degradado 
que muestra el paso de un subtipo a otro.  

 

 
Figura 3.22. Ombrotermia: DEP para el 

modelo SP1 
Figura 3.23. Ombrotermia: DEP para el 

modelo SP2 
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Índice de Termicidad 

Como ya se comentó anteriormente la convergencia de los modelos 
para este índice es mucho más lenta, y aunque en principio se alcanza 
antes con los modelos reparametrizados su tiempo de computación es 
considerablemente superior. 

En cuanto al estudio de la distribución posterior, en la Tabla 3.7 y la 
Tabla 3.8 se muestran los resultados obtenidos para algunos de los 
modelos estudiados (SP1, W1, RW1, SP2, W2 y RW2). 

Para los modelos SP1, W1, y RW1 se observan comportamientos 

diferentes en las magnitudes de 2  y 2 entre el modelo habitual y los 

reparametrizados. En W1 y RW1, 2  tiene mayor magnitud que 2 , pero 

este comportamiento se invierte en SP1. Además, los valores obtenidos de 

  (0.402 y 0.395 respectivamente) indican que los datos no aportan gran 
información del posible efecto espacial sobre el índice de termicidad. De 
hecho, el resultado para SP1 parece indicar que la variabilidad espacial es 
muy pequeña en comparación con la no espacial. Si se observan las 
regiones de credibilidad dadas en la Figura 3.24 y la Figura 3.25, se acentúa 
la sospecha del carácter poco espacial de este índice, debido a la gran 

amplitud que muestran dichas regiones para 2  con respecto a las de 2 . 

Este efecto tiene explicación biológica ya que la propia altitud marca la 
diferencia entra máximas y mínimas, y dadas las dos cordilleras tan 
marcadas que tiene la isla de Chipre, esto puede llegar a distorsionar la 
componente espacial del índice de Termicidad. De hecho, este efecto se 
observa en el variograma obtenido para este índice dado en la Figura 3.26, 
donde se puede ver que en distancias muy próximas a cero el variograma 
toma valores excesivamente grandes comparando con el resto de valores 
observados. 

A la vista de estos resultados, la consideración de los modelos con 
efecto espacial únicamente (SP2, W2, y RW2) parece poco realista, y 
aunque se presentan los resultados obtenidos estos deben ser tomados con 
mucha cautela, ya que su interpretación sin más podría inducir a error. 
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Figura 3.24. Termicidad: RC para 
2  de 

SP1, W1, RW1, SP2, W2, y RW2 

 

 

Figura 3.25. Termicidad: RC para 
2  de 

SP1, W1, RW1 

 
 

Respecto al comportamiento de los efectos a gran escala ( 0 y 1 ) 

en los modelos SP1, W1, y RW1 se observa que son prácticamente 
idénticos para todos los modelos, remarcando el signo negativo del 
coeficiente que acompaña a la altura, lo que se deriva de su propia 
definición, ya que el índice es menor a grandes altitudes, y por consiguiente 
existe menor vegetación en esas condiciones (efecto Montaña-Ladera-
Valle). 

Con respecto a los parámetros asociados a la función de correlación 
para los modelos SP1, W1 y RW1, se dan valores relativamente similares 
para el parámetro de suavizado, y aunque en menor medida también para el 
parámetro de escala. Como ocurría en el índice ombrotérmico, la estimación 

puntual del rango efectivo (Ref) muestra diferencias de más de 10 Km. entre 

unos modelos y otros, aunque las regiones de credibilidad resultantes son 
muy similares. La estimación del variograma para los modelos SP1, W1 y 
RW1 (Figura 3.26) asociada con estos parámetros, muestra pequeñas 
diferencias entre el modelo habitual y los reparametrizados, lo que provoca 
una ajuste diferente para cada uno de ellos. 

 
A continuación se muestran los resultados de la predicción para el 

índice de Termicidad sobre la superficie de la isla para los modelos SP1, W1 
y RW1. De la Figura 3.27 a la Figura 3.29 se muestran los mapas de 
predicción (mediana) así como el mapa de error de la predicción (desviación 
típica) para todos los modelos. 

Las predicciones obtenidas no varían mucho a pesar de las 
diferencias observadas en el proceso inferencial de la distribución posterior, 
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pero si muestran algunas diferencias respecto a los mapas de error 
(recordar que este índice puede tomar valores en un rango de 0 a más de 
500). De nuevo, el mapa de predicción no muestra sensibilidad respecto de 
la distribución previa establecida. 
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Figura 3.26. Termicidad: Variogramas ajustados para SP1, W1 y RW1 

 

Los mapas predictivos muestran claramente la formación montañosa 
de la isla, que es como se ha indicado con anterioridad uno de los factores 
determinantes para la variación del índice de termicidad, y 
consiguientemente de la flora y fauna de la zona. Para el modelo SP1 
(Figura 3.27), se delimita claramente las zonas costeras y la planicie con las 
dos zonas montañosas, y queda muy marcado el pico más alto de la isla. 
Respecto al error de esta estimación se observa que los mayores valores se 
obtienen en zonas de la planicie y cordillera norte, pero dada la amplitud de 
los termotipos para este índice, los valores obtenidos en la desviación típica 
son bastante buenos. Para los modelos reparametrizados, aunque se 
observa que la transición entre termotipos es menos suave que para el 
modelo habitual, también es cierto que el error de predicción estimado es 
inferior, proporcionando mapas mucho más precisos. 
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Respecto a la distribución de probabilidad espacial, en la Figura 3.33 
y la Figura 3.34 se presenta la distribución espacial de probabilidad de cada 
uno de los termotipos del índice de termicidad. En estos mapas queda muy 
reflejada la orografía de la isla, pues los picos más altos van asociados con 
el tipo Supramediterráneo, siendo la ladera de estos picos y la cordillera 
norte la que tiene el tipo Mesomediterráneo, pasando directamente al 
Termomediterráneo para toda la zona costera y la planicie de la isla. 

Desde la perspectiva del experto, el índice de termicidad indicará 
cuales son los diferentes pisos vegetacionales de la zona, y por ende las 
diferentes comunidades vegetacionales. Esta información va muy asociada 
a la altitud, y es por ello que los mapas del índice de Termicidad están tan 
relacionados con la orografía de la isla.  

Además, el mapa probabilístico obtenido mediante la distribución 
espacial de probabilidad puede servir para ver la evolución de las fronteras 
en zonas costeras y hacer una ordenación sostenible del territorio, pues al 
tratarse de una isla con una gran industria turística, debido a su belleza, la 
gestión del suelo debe tener en cuenta posibles evoluciones climáticas y 
cambios de flora y fauna. 

 

Figura 3.33. Termicidad: DEP para el modelo SP1 Figura 3.34. Termicidad: DEP para el modelo SP2 
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Índice de Continentalidad 

El análisis de convergencia de las cadenas proporciona resultados 
similares al índice de ombrotermia. El proceso inferencial realizado sobre 
cada uno de los modelos propuestos se muestra en la Tabla 3.9 y la Tabla 
3.10. 

Para los modelos SP1, W1 y RW1, el comportamiento es bastante 
homogéneo, aunque con pequeñas diferencias en la magnitud de las 
estimaciones correspondientes a los parámetros de la función de 

correlación espacial. En todos ellos, 2  da como estimación puntual valores 

cercanos al 2; mientras que para 2  dichas estimaciones apenas alcanzan 

el 0.5. De nuevo, existen indicios claros de la inclusión del efecto espacial 
en el modelo. Este hecho se constata más claramente si se observa las 
estimaciones de   para los modelos reparametrizados, cuyas estimaciones 
reflejan que a variabilidad no espacial representa el 10% de la variabilidad 
total del índice. Este comportamiento era esperable dada la región bajo 
estudio. Desde el punto de vista climático, se espera una disminución de la 
continentalidad desde el centro de la isla hacia la costa, lo que claramente 
identifica un efecto espacial, que sólo la altura no es capaz de captar 

El hecho más destacable de las regiones de credibilidad de 2 y 
2  

para los diferentes modelos, representados en la Figura 3.35 y la Figura 
3.36, es el comportamiento claramente diferente de la variabilidad espacial 
entre los modelos habituales y los reparametrizados. En el caso de los 
reparametrizados, no se aprecia sensibilidad respecto de la previa usada, 
ya que en ambos casos las amplitudes de las regiones de credibilidad son 
similares, reduciéndose para los modelos sin pepita. Por el contrario, se 
observa un comportamiento totalmente distinto en las regiones de 
credibilidad para los modelos habituales. En este caso los modelos 
reparametrizados W1 y RW1 obtienen regiones de credibilidad para la 
variabilidad total que corresponde prácticamente con el soporte de la 
distribución previa propuesta, lo que parece indicar que los datos no aportan 
información suficiente en la distribución posterior. 

La amplitud de la RC de 2  para el modelo SP2 es mucho más 

amplia que para SP1, lo cual resulta bastante sorprendente, ya que 
generalmente este comportamiento es al revés en los otros dos índices. 
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De todo esto, parece desprenderse que el modelo habitual resulta 
más adecuado para estudiar este índice si se desean tener en cuenta tanto 
la variabilidad espacial como la no espacial, sin embargo cabría plantearse 
la posibilidad de que un modelo que sólo presentará variabilidad espacial. 

 

 

Figura 3.35. Continentalidad: RC para 
2 de SP1, W1, RW1, SP2, W2 y RW2 

 

 

Figura 3.36. Continentalidad: RC para 
2 de SP1, W1 y RW1 

 

Por lo que respecta al efecto a gran escala, todos los modelos tienen 
un comportamiento similar, con un efecto positivo para la altura, indicando 
que la continentalidad aumenta cuando lo hace la altura. 

Para los modelos SP1, W1 y RW1, el parámetro de suavizado,  , 

muestra regiones de credibilidad distintas, de 0 a 1.4 para el modelo 
habitual, y de 1 a 1.95 en los reparametrizados. Por otro lado, los valores 
del parámetro de escala proporcionan rangos efectivos diferentes entre los 
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modelos SP1 y RW1 (95 Km. aproximadamente) y W1 (62 Km.). Esta 
igualdad no se corresponde con las amplitudes de las regiones de 
credibilidad. De nuevo, SP1 proporciona las estimaciones más precisas.  

En la Figura 3.37 se representan los variogramas ajustados para los 
modelos SP1, W1, y RW1. Aunque los variogramas ajustados parecen 
captar de forma adecuada el comportamiento del variograma empírico, se 
observan pequeñas diferencias entre todos los modelos. 
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Figura 3.37. Continentalidad: Variogramas ajustados para SP1, W1 y RW1 
 

De todos los variogramas el correspondiente a RW1 parece 
acomodarse mejor al variograma empírico.  

Los resultados para los parámetros de la función de correlación para 
el modelo SP2 muestran un comportamiento bastante diferente con lo 
obtenido para los modelos reparametrizados W2 y RW2. Estas diferencias 
quedan muy marcadas en las estimaciones del rango efectivo, ya que para 
los modelos reparametrizados la región de credibilidad se encuentra entre 
20 y 45 Km., y para el modelo SP2 la región se dispara de 20 a 200 Km. 

En la Figura 3.38 se muestran los variogramas ajustados para los 
modelos anteriores. Comparándolos con los de los modelos SP1, W1 y 
RW1 se puede concluir que el ajuste en este caso parece menos preciso. 
No considerar la pepita en el modelo parece funcionar bien para captar el 
comportamiento inicial del variograma, pero proporciona comportamientos 
más alejados de los valores observados que cuando si es tenida en cuenta 
en el modelo. De hecho, el alféizar estimado para el Modelo SP2 parece 
excesivamente grande provocando un mal ajuste. 
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Figura 3.38. Continentalidad: Variogramas ajustados para SP2, W2 y RW2 

 
Centrándose en los mapas predictivos obtenidos, y como en casos 

anteriores, las predicciones (medianas) sólo muestran pequeñas diferencias 
entre modelos habituales y reparametrizados. Los mapas para los modelos 
habituales muestran unos “círculos concéntricos” tomando como centro de 
la circunferencia el pico más alto de cada cordillera donde supuestamente 
se alcanzan los mayores valores del índice de continentalidad. Los valores 
del índice van disminuyendo según esas circunferencias conforme se 
acercan a la costa, aunque por el reducido tamaño de la isla no se observan 
valores muy distintos (cfr. Tabla 1.7).  

Sin embargo, si se desean comparar los mapas de error entonces si 
se observan diferencias para los diferentes modelos. Estos mapas muestran 
todos unos patrones relativamente diferentes. Mientras que para SP1 y 
sobretodo W1 se muestra el error como más suave, para el modelo RW1 se 
muestra un error como más pronunciado en los “centros” de los círculos 
concéntricos que se han observado en el mapa de predicción. Este 
comportamiento es deseable pues parece lógico que alrededor de esos 
picos se produzca más error, ya que la disminución de altura entre puntos 
muy cercanos en el plano implica un descenso que puede llegar a ser 
considerable en el índice de continentalidad.  

Cuando se observan los mapas de predicción correspondientes a los 
modelos SP2, W2, y RW2, existen ligeras diferencias en los modelos SP2 y 
RW2, pero estos dos si muestran más diferencias en la parte sureste de la 
isla con el mapa de predicción para el modelo W2. De nuevo, se aprecian 
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diferencias en los mapas de error correspondientes a estos modelos. Sin 
embargo, las diferencias observadas entre estos mapas de predicción y de 
error con respecto a homólogos SP1, W1, y RW1 son prácticamente 
inapreciables. 

En todos los casos resulta destacable que el error estimado es muy 
pequeño con respecto a la escala de valores del índice de continentalidad. 
Este hecho constata que los mapas de predicción obtenidos resultan 
bastante precisos. 

Desde el punto de vista biológico, todos estos mapas indican que no 
existen grandes diferencias respecto a este índice a lo largo de la isla, si 
bien existen zonas donde en invierno las temperaturas son bastante bajas, 
las cortas distancias hacen que sean pocos los subtipos existentes de este 
índice en la isla. Los mapas muestran de forma muy clara los cambios 
vegetacionales entre las zonas costeras y las zonas de interior, que no 
precisamente de montaña, pues en la planicie también se recrudecen las 
temperaturas en invierno. 

 
 



3.6. Análisis de los índices bioclimáticos 115 
 

 

 

 

F
ig

ur
a 

3.
3

9.
 C

on
tin

en
ta

lid
ad

: m
ap

a 
d

e 
pr

e
di

cc
ió

n 
p

ar
a 

el
 m

od
e

lo
 S

P
1

 

 



116 Capítulo 3. Modelización Univariante de los Índices Bioclimáticos 
 

 

 

 

F
ig

ur
a 

3.
4

0.
 C

on
tin

en
ta

lid
ad

: m
ap

a 
d

e 
pr

e
di

cc
ió

n 
p

ar
a 

el
 m

od
e

lo
  

W
1 

 



3.6. Análisis de los índices bioclimáticos 117 
 

 

 

 

F
ig

ur
a 

3.
4

1.
 C

on
tin

en
ta

lid
ad

: m
ap

a 
d

e 
pr

e
di

cc
ió

n 
p

ar
a 

el
 m

od
e

lo
  

R
W

1
 

 



118 Capítulo 3. Modelización Univariante de los Índices Bioclimáticos 
 

 

 

 

F
ig

ur
a 

3.
4

2.
 C

on
tin

en
ta

lid
ad

: m
ap

a 
d

e 
pr

e
di

cc
ió

n 
p

ar
a 

el
 m

od
e

lo
  

S
P

2
 

 
 



3.6. Análisis de los índices bioclimáticos 119 
 

 

 

 

F
ig

ur
a 

3.
4

3.
 C

on
tin

en
ta

lid
ad

: m
ap

a 
d

e 
pr

e
di

cc
ió

n 
p

ar
a 

el
 m

od
e

lo
  

W
2 

 
 



120 Capítulo 3. Modelización Univariante de los Índices Bioclimáticos 
 

 

 

 

F
ig

ur
a 

3.
4

4.
 C

on
tin

en
ta

lid
ad

: m
ap

a 
d

e 
pr

e
di

cc
ió

n 
p

ar
a 

el
 m

od
e

lo
  

R
W

2
 

 
 



3.6. Análisis de los índices bioclimáticos 121 
 

 

 

 

F
ig

ur
a 

3.
4

5.
 C

on
tin

en
ta

lid
ad

: m
ap

a 
d

e 
pr

e
di

cc
ió

n 
p

ar
a 

el
 m

od
e

lo
  

R
W

2
 

 
 



122 Capítulo 3. Modelización Univariante de los Índices Bioclimáticos 
 

 

Respecto a la distribución de probabilidad espacial (Figura 3.46 y 
Figura 3.47), lo más destacable es que de todos los posibles subtipos de 
continentalidad tan sólo tres muestran probabilidades distintas de cero para 
alguna localización de la Isla de Chipre. Esto se debe principalmente a que 
la región bajo estudio es una isla de dimensiones reducidas. En este caso 
los subtipos presentes son el Semicontinental, Euoceánico y 
Semihiperoceánico.  

El subtipo Semicontinental se debe más bien a los dos grandes picos 
y sus laderas septentrionales, que se convierten en lugares donde la 
diferencia térmica es mayor entre día y noche. Llama la atención que zonas 
relativamente cercanas al mar (parte noreste) tengan un subtipo 
Semicontinental, pero ello se debe a la altura de esas zonas a pesar de 
encontrarse cerca del mar. Por tanto, la vegetación de esa zona no vendrá 
explicada sólo por este índice, sino que se necesitará de la combinación de 
varios para obtener mayor información sobre los datos vegetacionales.  

 

Figura 3.46. Continentalidad: DEP para el 
modelo SP1 

Figura 3.47. Continentalidad: DEP para el 
modelo SP2 
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3.6.3. Conclusiones 

El modelo habitual para datos geoestadísticos es capaz de predecir 
con un alto grado de precisión el comportamiento de cada uno de los 
índices; sin embargo el modelo reparametrizado presenta una convergencia 
superior y los resultados obtenidos son totalmente comparables. 

 
El modelo reparametrizado necesita de una especificación de 

distribuciones previas más simple, que además está en total consonancia 
con el procedimiento de elicitación aquí propuesto. 

 
No se ha observado en los estudios de sensibilidad realizados, 

dependencia entre los resultados obtenidos y las previas usadas. Por ese 
motivo se propone el uso de distribuciones previas uniformes que se 
encuentran más en consonancia con los análisis objetivos Bayesianos. El 
procedimiento de elicitación es totalmente objetivo y puede ser exportado a 
otras situaciones sin mayor dificultad. 

 
Se ha conseguido un buen ajuste (errores de predicción pequeños en 

comparación con la escala de cada índice) tanto para el índice de 
ombrotermia como el de continentalidad, pero no parece ser así con el de 
termicidad debido a su propio comportamiento. 

 
Los mapas de distribución de probabilidad espacial, para cada uno de 

los índices, proporcionan una herramienta muy potente a los gestores 
medioambientales, a la hora de establecer políticas de gestión y uso del 
suelo. De hecho, en todos los casos se establecen subtipos con 
probabilidad inferior a 0.1 sobre toda la región bajo estudio. Esto resulta 
muy interesante porque a pesar de la existencia de esos subtipos, según la 
clasificación bioclimática de la zona donde se localiza la isla, éstos no se ha 
podido constatar que se den en la isla Chipre. 



 

 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

Capítulo 4. Modelización Multivariante  
 
 
 

4.1. Introducción 

 En este capítulo se aborda la modelización multivariante de los 
índices bioclimáticos estudiados en el capítulo anterior. La relación existente 
entre los diferentes índices, debido a las variables climáticas que utilizan en 
su cálculo, así como por lo que biológicamente representan, hacen oportuno 
plantearse la necesidad de una predicción multivariante conjunta que 
permita obtener una representación espacial de la clasificación bioclimática. 
Al igual que en los capítulos previos, se utilizarán los datos climáticos 
correspondientes a la isla de Chipre para ejemplificar estas técnicas. 

Los problemas de predicción espacial multivariante no son 
desconocidos en la literatura y se encuentran ampliamente extendidos en 
problemas relacionados con el clima. Sin embargo, la complejidad de los 
modelos necesarios hacen que en muchas ocasiones se opte por un estudio 
univariante. 

Para la obtención de dichos mapas de predicción existen diferentes 
aproximaciones. La más conocida es el cokriging, que se basa en un 
modelo para la distribución conjunta de los momentos de primer y segundo 
orden de la función de covarianza. Otra alternativa bastante habitual, 
aunque en gran desuso en estos momentos, es el kriging con flujo 
externo—kriging with external drift, KED (Hudson y Wackernagel, 1994; 
Bourennane et al., 1996)—, que se basa en la distribución condicionada de 
una o más variables, denominadas primarias, condicionadas al resto que 
son consideradas como fijas en el proceso de predicción.  
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Otras posibilidades de predicción espacial multivariante menos 
usuales se pueden encontrar en Corsten (1989), Stein y Corsten (1991) 
Stein et al. (1991), Hoef y Cressie (1993), Chiles y Delfiner (1999), 
Goovaerts (2000) y Hengl et al. (2004). 

Sin embargo, los procedimientos habituales cuentan con grandes 
restricciones de uso. El cokriging (Myers, 1982; Cressie, 1993) tiene la 
dificultad de la especificación de un variograma conjunto para todas las 
variables analizadas, mientras que el KED exige el conocimiento sobre toda 
la superficie de predicción de las variables que son consideradas como fijas 
en el modelo, lo que es no es habitual. Esto implica además que no se 
considera el análisis espacial de dichas variables. 

Para evitar estas dificultades, Royle y Berliner (1999) proponen un 
procedimiento conjunto entre el cokriging y el KED basado en el 
establecimiento de un modelo jerárquico. Para el ajuste de dicho modelo y 
la correspondiente predicción espacial los autores usan procedimientos 
frecuentistas basados en el algoritmo EM y la estimación por mínimos 
cuadrados generalizados.  

Desde la perspectiva Bayesiana, existen diferentes trabajos que 
tratan el problema de predicción espacial multivariante como Le y Zidek 
(1992), Hadcock y Wallis (1994), y Brown et al. (1994b). En la actualidad, 
gracias al avance de los métodos computacionales, los procedimientos 
bayesianos están empezando a tomar mucha fuerza en este campo. Un 
buen resumen de esos avances se puede encontrar en Banerjee et al. 
(2004). 

La primera parte del capítulo muestra la notación básica de los 
modelos multivariantes espaciales. A continuación se presentan los 
fundamentos del cokriging y del KED, que son los métodos de predicción 
utilizados habitualmente. Para continuar con el enfoque jerárquico del 
problema y por consiguiente la adaptación a un enfoque bayesiano, con el 
modelo lineal corregionalizado condicionado, las distribuciones previas 
seleccionadas, el proceso inferencial y la forma genérica de las distribución 
predictiva posterior. Finalmente se muestran los resultados del modelo 
multivariante planteado para el estudio conjunto de los índices bioclimáticos 
de la isla de Chipre. 
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4.2. Modelos multivariantes espaciales 

Dada una colección n de localizaciones 1( ,..., ),ns ss  sobre una 

región D, con 
1

( ) ( )
n

j j i i
Y s


   Y s  el vector de respuestas de la variable j, y 

1
( ) ( )

n

j j i
T T

i
s


   X s x , la matriz de regresores asociados con la variable j, con 

1,...,j m , el modelo espacial de regresión multivariante se puede expresar 

a través de la ecuación: 

 ( )( ) ( )T  s β Ws sY X ε , (4.1) 

donde: 

  1( ) ( ),..., ( )mY s Y s Y s , con dim( ( )) 1mn Y s , es el vector de 

respuestas del conjunto de variables para todas las localizaciones. 

 1( ) ( ),..., ( )T T
m

TDiag    X s X s X s , con dim( ( ))T mn mp X s , es una 

matriz diagonal por bloques cuya diagonal la forman las respectivas 
matrices de regresores. Si las matrices de regresores son todas 

iguales 1 ( ) ... ( )m
T T X s X s  a 0 ( )TX s  se puede escribir 

0( ) ( )m
T T X s I X s , donde  denota al producto de Kronecker. 

 1( ,..., )mβ β β , con dim( ) 1mp β , es el vector de coeficientes de 

la regresión asociado con cada matriz de regresores. 

  1( ) ( ),..., ( )mW s W s W s  representa la matriz de efectos espaciales, 

con dim( ( )) mn mp W s , cuya distribución viene dada por 

( ) ~ ( , ( ))mn wNW s 0 Σ s , 

donde 
, 1

( ) ( , ; )
n

w i j i j
s s


   Σ s C θ  es la matriz dada por las funciones 

de covarianzas espaciales asociadas con ( )W s : 

 
, 1

( , ; ) ( ), ( ) , , 1,..., ,  
m

i j k i l j
k l

s s Cov s s i j n


   C θ W W  

y   1

m

k k
θ θ  es el vector formado por los parámetros de las 

funciones de correlación asociadas a cada ( )kW s . 

 1( ,..., )mε ε ε  es el vector de errores, con dim( ) 1mn ε , cuya 

distribución viene dada por  
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~ ( , )mn nN ε 0 I Ψ , 

donde 1( ) ... ( )mCov Cov   ε ε . Habitualmente se asume que 

2( )DiagΨ τ , es una matriz diagonal de dimensiones m m  con 
2 2 2

1( ,..., )m τ  representando la variabilidad a pequeña escala o 

variabilidad no espacial asociada con cada una de las variables bajo 
estudio. 

 
Sin duda alguna, el aspecto fundamental del modelo anterior es el 

estudio de la matriz ( )wΣ s , ya que determina su estructura espacial. Sin 

embargo, el establecimiento de una matriz de varianzas-covarianzas para el 
caso multivariante resulta mucho más complicada que en el caso 
univariante (ver Teorema de Bochner en pag. 84 de Cressie, 1993). En 

primer lugar ( , ; )i js sC θ  no tiene porque ser simétrica, aunque si cumple que 

( , ; ) ( , ; )T
i j j is s s sC θ C θ  y lim ( , ; ) ( , ; )

i j
i j j j

s s
s s s s


C θ C θ  es una matriz 

simétrica y definida positiva. Esto implica que ( )wΣ s  es una matriz simétrica 

pero hay que establecer condiciones para que además sea definida positiva. 
No todas las matrices que se puedan proponer resultan válidas. Chiles y 
Delfiner (1999) recogen un teorema de Cramér que caracteriza las 
funciones de covarianza cruzada, pero su resultado en la práctica resulta 
trivial.  

Desde el punto de vista frecuentista se han propuesto diferentes 
soluciones a este problema que van desde los modelos separables, 
cokriging (Myers, 1982; Hoef y Cressie, 1993), kriging con flujo externo 
(Ahmed y Demarsily, 1987; Brown et al., 1994a; Bourennane et al., 1996; 
Gotway y Hartford, 1996), y los modelos corregionalizados (Wackernagel, 
2003). 

Desde el punto de vista Bayesiano, Banerjee et al. (2004) presentan 
un estudio bastante completo de estos modelos.  

 
Para estudiar las diferentes alternativas de modelización conviene 

expresar el modelo anterior a través de una estructura jerárquica como 
ocurría en el caso univariante. Se tiene entonces: 
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 
 

( ) ( ),

( ) , ( )

( ) ( ) ~

( ) ~

( ,) , )(

  

  

    

T
mn

m Wn

nI N

II N

III p

 s β W s I Ψ

W s Σ s

X

β

s

Ψ

Y

θ

0  (4.2) 

 

De igual forma, como en el caso univariante si se integra ( )W s  del 

modelo (4.2), se puede obtener el modelo marginal dado por: 

 
 ( ) , ( )( ) ( ) ~

( ,) ( , )

  

      

T
mn W nI

p

N

II

 s β Σ s I Ψ

β

Y

Ψ

X

θ

s
 (4.3) 

 
Tan sólo resta establecer las correspondientes distribuciones previas 

en (4.2) y (4.3) para tener completamente especificado el modelo jerárquico 
espacial bayesiano. Sin embargo, con esta modelización dicha elicitación 
resulta muy problemática ya que en este caso se trabajan con matrices de 
varianza-covarianza y no con escalares como ocurría en el caso univariante. 

Es por eso que en los puntos siguientes se estudian las diferentes 
posibilidades de análisis de dichos modelos, presentando las previas 
usuales en cada uno de ellos. Además, para simplificar la notación se 
elimina el indicador s  del vector de localizaciones, salvo cuando por motivos 

sea necesario hacer referencia explícita a él.  
 

4.2.1. Modelos separables 

Sin duda alguna, la especificación más sencilla de una función de 

covarianza válida para un proceso estocástico espacial multivariante W  es 

proponer una función de covarianza dada por: 

 ( , ; ) ( , ; ) , , 1,...,·   i j i js s s s i j n TC θ θ , (4.4) 

donde  una función de correlación válida para un proceso univariante, θ es 

el vector de parámetros asociado, y T  es una matriz definida positiva de 
dimensiones m m , que se interpreta como una matriz de covarianzas 

asociada con W . En este caso, los elementos de la diagonal de T  hacen 

el papel del alféizar parcial, como ocurría en el caso univariante, mientras 
que los elementos fuera de la diagonal miden la asociación espacial entre 

las diferentes componentes de W . 
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De esta forma: ,w  Σ T H  con 
, 1 , 1

( ) ( , ; )
n n

ij i ji j i j
H s s

 
       H θ θ . 

Así, wΣ  es semidefinida positiva y 1 1 1
w

   Σ T H . Sin embargo, esta 

modelización tiene un aspecto muy criticable, como es que la función de 
correlación asumida es la misma para cada uno de los procesos 
univariantes involucrados, de forma que implícitamente se asume que el 
rango es el mismo para todas las repuestas, lo que resulta claramente 
incorrecto en la mayoría de supuestos prácticos. 

Bajo este supuesto, el modelo separable viene dado a partir de (4.2) 
como: 

 

 

 
 

( ) ~

( ) ~

,

,

( , , , )( )

T
mn

mn

nI N

II N

I pII

 



Y X

0

β W I Ψ

W T H

β Ψ θ T

 (4.5) 

 

o a partir de (4.3) como: 
 

 
 ,

( , ,

~

,

)

)

(

( )

n
T

mnI N

I pI

  Y X β T H I Ψ

β Ψ θ T
 (4.6) 

 

Asumiendo independencia entre las componentes de  ( , , , )p β Ψ θ T  

las distribuciones previas que se suelen utilizar en la literatura 

habitualmente consisten en distribuciones normales multivariantes para β, 

distribuciones uniformes para las componentes de θ, y distribuciones 

Wishart inversas independientes para Ψ  y T . Esta elicitación resulta 
bastante costosa en la práctica ya que el establecimiento de distribuciones 
Wishart inversas difusas en estas situaciones resulta todavía un tema de 
investigación bastante abierto. 

 

4.2.2. Kriging con flujo externo 

Otro modelo bastante utilizado pero que en la actualidad ha perdido 
utilidad práctica es el KED. Su éxito inicial se debió a que se trata de una 
solución multivariante a la predicción, que no necesita de la estimación 
conjunta de los variogramas.  

Se trata de un método que utiliza la información de un conjunto de 
variables, denominadas secundarias para modelizar el conjunto de variables 
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de interés denominadas primarias. Aunque en principio esta técnica se 
puede utilizar con un conjunto de variables primarias superior a 1, lo 
habitual es considerar que el conjunto de variables primarias consiste en 
una única variable principal.  

Si se considera 1 2( , )Y Y Y , donde 1Y  es la variable primaria e 2Y  

es el conjunto de variables restantes, la base de esta técnica radica en 
expresar la esperanza condicionada mediante: 

  21 2| TE b Y Y Y α . 
 

En términos estrictos, no se trata de un problema multivariante 
porque la variable objetivo es única, aunque para su estudio se usen otro 
conjunto de variables respuestas. La ventaja principal es que el problema de 
predicción se reduce a un problema univariante. 

Sin embargo, KED es un método no estacionario, es decir, no tiene 
una media constante dentro de la interpolación de sus vecinos. La mayor 
dificultad es que necesita de la disponibilidad de información de las 
variables secundarias en todas las localizaciones a predecir. Por tanto, el 
modelo espacial se centra únicamente en la variable principal olvidándose 
de los posibles efectos de interacción con el resto de variables y el estudio 
espacial de las variables secundarias. 

El modelo jerárquico correspondiente vendría dado por: 

 

 
 

2

2

2 2

1 2 ,

, ( )

( ,

( ) ~

(

, , ,( )

) ~

) ,

T T
n

n

nI N

II N

III p





 

 β W I

W

Y X Y α

0 H θ

β α θ

 (4.7) 

donde W  tiene la misma estructura que los modelos univariantes 

estudiados en el capítulo anterior. 
 

4.2.3. Modelos corregionalizados 

Una alternativa que trata de aprovechar las ventajas y eliminar los 
problemas de los modelos anteriores son los denominados Modelos 
Lineales Corregionalizados (MLC). Su nombre se debe a que se trata de 
modelizar conjuntamente a través de un modelo lineal variables que varían  
conjuntamente sobre una región. Existen dos formas de expresar estos 
modelos que se demuestra son equivalentes: el MLC conjunto y el MLC 
condicionado. 
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Modelo lineal corregionalizado conjunto 

El MLC Conjunto más sencillo fue introducido por Matheron (1982), 
Grzebyk y Wackernagel (1994) y Wackernagel (1998). La base de estos 

modelos es asumir que el proceso W  se puede escribir como W AW , 

donde A  es una matriz de transformación no singular para cualquier s, y 

1( ,..., )mW W W    cuyas componentes son procesos espaciales 

independientes e idénticamente distribuidos según: 

 ~ , ( )k nNW 0 H θ , 

donde 
, 1

( ) ( , ; )
n

i j i j
s s


   H θ θ  es la matriz de correlaciones asociada,   la 

función de correlación asumida y θ los parámetros asociados. 

De esta forma, la función de covarianza para ( )W s  viene dada por: 

 ( , ; ) ( , ; ) , , 1,..· ., .T
i j i js s s s i j n AAC θ θ  (4.8) 

Comparando las expresiones (4.4) y (4.8) se puede ver la 
equivalencia entre este modelo y el modelo separable presentado 

anteriormente, sin más que considerar que TT AA . Se ha de notar, que 

sin pérdida de generalidad, se puede asumir que la matriz A  es triangular 
inferior. De esta forma resulta posible establecer una relación directa entre 

los valores de A  y T . Para dos variables respuesta dichas relaciones son: 

11 11a T , 12
21

11

a
T

T
 y 

2
12

22 22
11

a
T

T
T

  . 

 

Más detalles al respecto, así como las equivalencias para tres 
variables respuesta se pueden encontrar en Banerjee et al. (2004 sec. 7.1). 

Un modelo más general se da cuando se asumen funciones de 

correlación distintas para cada componente de ( )W s , es decir, 

 ~ , ( )k n k kNW 0 H θ , 

donde 
, 1

( ) ( , ; ) , 1,...,  
n

k k k i j k i j
s s k m


   H θ θ . Se puede ver entonces que 

la función de covarianza para W  viene dada por: 

 
1

( , ; ) ( , ; ) , , 1, .· .. , .  
m

i j k i j k
k

ks s s s i j n


  TC θ θ  (4.9) 
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donde T
k k kT a a  con ka  la j-ésima columna de A y 

1

m

k
k

T T . Así el 

modelo dado en (4.3) se puede expresar como: 

 1

( ) ~

( )

,

( , , , )

m
T

kn k n
k

mI

p

N

II


 
   

 
β H T I Ψ

β Ψ θ

X

T

Y
 (4.10) 

con  1,..., mθ θ θ . 

 
Aunque aparentemente el modelo obtenido es tan complejo como el 

modelo general multivariante, hay que destacar que en este caso no hace 
falta establecer una función de covarianza conjunta, sino que se hace 
individualmente para cada componente del vector de respuestas. Sin 
embargo, esto no es impedimento para que el cálculo computacional 
asociado con este modelo y el establecimiento de las distribuciones previas 
siga siendo un tema muy complicado. 

Modelo lineal corregionalizado condicionado 

Para evitar los problemas derivados del establecimiento de previas 
sobre las matrices de varianza-covarianza se propone el uso de MLC 
condicionados, siguiendo los trabajos de Royle y Berliner (1999) y Berliner 
(2000). 

Este modelo tiene como punto de partida el KED pero aprovecha la 
estructura jerárquica del modelo para establecer efectos espaciales sobre 
todas las variables respuesta, de forma que las distribuciones previas 
necesarias resultan mucho más sencillas. De hecho, el problema se puede 
reducir a la elicitación de distribuciones previas univariantes. 

Básicamente dado el proceso  ( ) : DY s s , el conocimiento de 

unas variables respecto de las otras se establece a través de un modelo 
jerárquico donde la función de densidad conjunta se puede descomponer  
como el producto de diferentes distribuciones condicionadas. Por ejemplo, 

en el caso de  1 2 3, ,Y Y Y Y  la distribución conjunta se podría expresar 

como: 
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    
   
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1 2 3 1 2 3 2 3

1 2 3 2 3 3

1 2 3 3

, , | , ,

| , |

, |







Y Y Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y

 

Dependiendo de la disponibilidad de la información se puede 
seleccionar una u otra igualdad de las anteriores. La elección viene 
determinada por criterios basados en el conocimiento o características del 
problema bajo estudio.  

Con el fin de remarcar las peculiaridades de esta modelización, y las 
condiciones que se deben dar para que resulte equivalente a la del punto 
anterior, y previo a establecer formalmente el modelo se muestran en detalle 
el caso bivariado (dos variables respuesta). 

El MLC condicionado para dos variables podría venir dado en 
principio por: 

 
   
   

1 1 1

2|1 2 2
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

 
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
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β W ε

β W ε

W 0 H θ W 0 H θ

ε

Y X

0 I ε 0 I

β β θ

X Y

θ

Y Y

 (4.11) 

 

donde se ha utilizado la notación del capítulo anterior para 1Y , y se ha 

introducido la notación condicional para 2 1|Y Y , como se puede observar en 

el parámetro 2|1β  que acompaña a la matriz de diseño asociada con 2Y . El 

parámetro  representa el grado de asociación entre 2Y  e 1Y . También se 

establecen dos efectos espaciales, uno asociado con 1Y  y otro con  2 1|Y Y . 

La principal ventaja de este modelo se aprecia en la distribución previa, 
donde han desaparecido las matrices de varianza y han parecido las 

varianzas univariantes asociadas a 1Y  y 2 1|Y Y . Puesto que a partir de 

dichas distribuciones se obtiene la distribución de 2Y , resulta posible utilizar 

los procedimientos de elicitación univariante para establecer distribuciones 
previas poco informativas para este modelo. Además, asumiendo que las 
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observaciones son condicionalmente independientes dados los efectos 

espaciales tenemos que 1 2( , )Cov ε ε 0 . 

De esta forma, si asumimos que la matriz de covariables es la misma 

para ambas respuestas ( 2 1
T TX X ), los valores marginales del vector de 

medias y matriz de varianzas-covarianzas para 1Y  e 2Y  obtenidas a partir 

de (4.11), utilizando la formulación mostrada en Banerjee et al. (2004 cap. 
7), vienen dadas por las siguientes expresiones: 
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 (4.12) 

 

Por otro lado, asumiendo que la matriz A es triangular inferior  

11

21 22

0a

a a

 
  
 

A , 

el MLC estudiado en el apartado anterior establece que: 

 
  2

2 2
1 1 1 2

2 2

1 2 2 2 1 2( , )

,

( ) ( ) ( , )

E

,

T

n iCo gv D a  



    

Y X

Y Y

β

H θ T H θ T I
 (4.13) 

con las matrices 1T  y 2T  dadas por: 

2
11 11 21

1 2 22
2211 21 21

0 0

0
  y  

a a a

aa a a

 
 

 
  
 


 

TT , 

de forma que la matriz de varianzas-covarianzas conjunta para 1 2( , )Y Y  es 

 
2 2
11 1 1 1 11 21 1 1

2 2 2
11 21 1 1 21 1 1 22 2 2 2

1 2

( ) ( )
.

( ) ) (
( ,

( )
) n

n

a a a

a a a a
Cov




 
 

  


H θ I H θ

H θ H θ H θ I
Y Y  (4.14) 

 

A partir de (4.14) la matriz de correlaciones entre Y1 y Y2 

(representada con total) viene dada por la siguiente expresión: 



136 Capítulo 4. Modelización Multivariante 
 

 

   
 

1/2
2 2

1 2 1 1 1

1/2
2 2 2 2
1 1 1 12 2

, ( )

)( ( ) ( ) .

total n

n

C

D

orr Diag

iag

 

   




    

    

 

Y Y η H I

θH H H I

θ

θ θ
 

 
También resulta posible obtener correlación entre los efectos 

espaciales, representada por espacial, sin más que considerar 1=0. 
 
Igualando (4.12), (4.13) y (4.14) se establecen las siguientes 

ecuaciones que permiten relacionar el modelo condicional con el conjunto: 
 

 

2|1 1

2 2 2 2 2 2
11 1 22 2 21 1

2 2 2
1

2

2

2
2 2

; ; ;

;

.

          

 

         

 

  

   a a a  

 





 



  



 

ββ β

 (4.15) 

 

Cabe asumir que 0  , por lo que la última relación de (4.15) sólo 

puede ocurrir si 2
1 0  , es decir, que la variable marginal viene explicada 

únicamente por el efecto espacial. En principio, esta condición resulta muy 
restrictiva y provoca que este modelo sólo pueda ser utilizado en esta 
situación. 

A partir de (4.15) se puede ver que si la relación entre 1Y  e 2Y  no 

resulta relevante ( 0  ) el modelo resultante es el separable presentado 

en la sección (4.2.1). Estas relaciones permiten obtener el efecto marginal 

de las covariables en 2Y , así como caracterizar las matrices A y T de 

forma inmediata. Así, en la diagonal de A aparecen las raíces cuadradas de 

las variabilidades espaciales asociadas con cada variable, mientras que 

fuera de la diagonal aparece un efecto combinado del peso que tiene 1Y  en 

la explicación de 2Y  y la raíz cuadrada de la variabilidad espacial asociada 

con 1Y . Sin embargo, esta modelización resulta muy atractiva ya que 

permite trabajar con una estructura más sencilla en términos 
computacionales y de establecimiento de distribuciones previas.  

Utilizando argumentos similares, Banerjee et al. (2004) indican que 

en el caso de m variables respuesta donde el modelo condicionado se 

establece a partir de: 
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       1 1 1 11 2 2 12 1, ,..., | ,..., | ,..., |m m m m m  Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y , 

se debe exigir que todas las distribuciones salvo  1 1| ,...,m mY Y Y  sean 

modelizadas en términos de la variabilidad espacial únicamente, es decir, 
con pepita igual a cero, para que el modelo conjunto y el condicionado 
proporcionen la misma solución. 

Respecto del modelo anterior tan sólo resta estudiar qué ocurre con 
el rango efectivo de las variables analizadas. En el caso bivariado, el rango 

efectivo para 1( )Y s  se obtiene igualando la correspondiente función de 

correlación a 0.05 como en el caso univariante, mientras que para 2 ( )Y s  se 

debe resolver la ecuación: 
2 2
21 1 22 2

2 2
21 22

( ) ( )
0.05

a d a d

a a

 



. 

Para situaciones con más variables dichas ecuaciones resultan 
demasiado complicadas. En Banerjee et al. (2004) se pueden consultar los 
resultados para tres variables. 

La formulación genérica para un MLC condicionado viene dada 
entonces por: 
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 (4.16) 

 
Asumiendo independencia entre los parámetros, la distribución 

previa se puede establecer como el producto de las distribuciones previas 
sobre cada uno de los parámetros. Para el establecimiento de dichas 
previas se siguen las recomendaciones dadas en el capítulo anterior, al 
tratarse todas de distribuciones univariantes.  

El modelo dado en (4.16) se puede escribir en términos de modelos 

marginales, integrando los efectos espaciales W , de la siguiente forma: 
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con 
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Sin embargo, como ya quedó reflejado en el capítulo anterior, no 

parece lógico asumir independencia entre la variabilidad espacial y no 
espacial, lo que motivó la introducción del modelo reparametrizado. En este 
caso resulta posible establecer un modelo reparametrizado similar sin más 
que considerar: 
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de forma que las matrices la matrices de varianzas y covarianzas de las 
distribuciones dadas en (4.18) vienen dadas por: 
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Por lo que el MLC condicionado reparametrizado se puede escribir como: 
. 
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En este caso la elección de las distribuciones previas sobre la 
variabilidad de las respuestas queda reducida a especificar distribuciones 
previas sobre la variabilidad espacial de cada variable, y sobre la proporción 
de variabilidad no espacial asociada con las distribución condicionada de 

mY . De nuevo, se usan los procedimientos de elicitación estudiadas en el 

capítulo anterior para establecer las distribuciones previas para este 
modelo. 

 

4.3. Inferencia y predicción en el modelo lineal 
corregionalizado condicionado 

 

4.3.1. Inferencia 

En esta memoria y debido a las características de los datos 
analizados para establecer la clasificación bioclimática de la isla de Chipre 
atendiendo a los índices de ombrotermia, termicidad y continentalidad se ha 
optado por el MLC condicionado dado en (4.17). En este apartado se 
presenta brevemente el proceso de inferencia para dichos modelos. 

Si se denota por  1,..., mY Y Y ,  1 2|1 |1... 1, ,...,c m mβ β β β , 

 2|1 | 1,..., m m  α ,  2 2 2 2
1 2, ,..., m  ξ ,  1 2, ,..., mθ θ θ θ , y asumiendo 

distribuciones previas para cada parámetro similares a las del capítulo 
anterior, el proceso de inferencia del MLC condicionado dado en (4.20) se 
basa en el estudio de la distribución posterior: 

2 2 2( , , , , | ( , , , , , ,, ) | ,) ( ), ,c m c m c mp L p  β α ξ θ β α ξ θ β α ξX Y X θY , 
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Para simplificar la notación se considera que 

   1
2,..., , , , ,m c m  β αΔ ξΔ Δ θ , con , 1,... ,k k mΔ  es el conjunto de 

parámetros que aparecen en la distribución condicionada de kY  dadas 

1 1,..., kY Y . 

Como se puede ver la distribución posterior así obtenida no resulta 
analítica y se deben recurrir a los algoritmos MCMC para obtener una 
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muestra de la distribución posterior. Utilizando el algoritmo de Gibbs y 
teniendo en cuenta que las condicionadas son: 
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donde cada una de ellas corresponde a la distribución condicionada 

completa de m modelos univariantes independientes, de forma que se 

pueden usar los algoritmos del capítulo anterior sobre cada una de estas 
distribuciones para obtener una muestra de la distribución posterior 
conjunta. La única diferencia aparece en el valor esperado de estas 
distribuciones, pues ahora están presentes los efectos asociados con las 
variables respuestas a los que viene condicionada la variable actual.  

Además, a partir de ( , )cβ α  resulta posible obtener los efectos 

marginales β asociados con cada variable respuesta, sin más que comparar 

las expresiones del MLC condicionado con las del MLC conjunto, y utilizar el 
algoritmo de composición sobre la muestra de la distribución posterior 
obtenida. 

 

4.3.2. Predicción 

Desde el punto de vista clásico, el problema de predicción espacial 
multivariante se plantea como una generalización del kriging para modelos 
univariantes, llamándolo cokriging, con diferentes variantes: cokriging 
simple, el ordinario, el universal y el cokriging con modelos de tendencia. 
Sin embargo, el cokriging es mucho más exigente que el propio kriging, por 
la necesidad de especificar y estimar los variogramas cruzados. 

Tal y como se ha comentado en capítulos anteriores, desde un punto 
de vista Bayesiano, el problema de predicción se basa en el estudio de la 
distribución predictiva posterior correspondiente. Si se denota con el 
subíndice o a las observaciones originales y con el subíndice p a las 
observaciones a predecir, en el caso del MLC condicionado dado en (4.16) 
la distribución predictiva posterior se puede obtener a partir de los modelos 
condicionados: 
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con las WΣ  dadas en (4.19).  

El procedimiento de predicción consiste pues en obtener la 
distribución predictiva de cada una de las variables respuesta usando el 
correspondiente modelo condicionado, mediante el método de composición 
y las simulaciones de la distribución posterior. Este método, aunque 
efectivo, puede llegar a resultar muy costoso si el número de variables 
explicativas y/o el número de localizaciones a predecir es muy grande. Es 
por eso que resulta más interesante usar la equivalencia entre el MLC 
condicionado y el MLC conjunto para extraer la distribución predictiva a 
partir de este último. 

Dicha distribución se puede obtener a partir de: 
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βX TX ΨYθ θ
(4.21) 

donde T  y Ψ  se obtienen a partir de las relaciones establecidas entre el 

modelo condicionado y el conjunto, y las matrices de correlación, ,k pH , a 

partir de las simulaciones de la posterior y de la matriz de distancias entre 
las localizaciones de las observaciones originales y las que se desean 
predecir. 

El problema queda reducido a una situación similar a la predicción 
de una única variable respuesta tratada en el capítulo 3, ya que de nuevo se 
tiene que simular de una distribución Normal multivariante con un vector de 
medias y matriz de varianzas covarianzas que se pueden obtener 
fácilmente. Por tanto, los procedimientos de simulación usando técnicas de 
computación en paralelo son aplicables en este caso, añadiendo los 

cálculos necesarios para obtener T , Ψ , y cada una de las matrices de 

correlación ,k pH . 
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De esta forma, si la distribución conjunta para  ,o pY Y  viene dada 

por: 

( )~ ,o oo op

n r m

o

p p po pp

N 
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Y μ Σ Σ

Y μ Σ Σ
, 

 
donde r es el número de localizaciones a predecir, los parámetros de la 
distribución vienen dados por: 

 

 , ,
1 1

, ,
1 1

;

;

;

    ;

  

                          

;

 ;

 
m m

k oo k n k op

T T
o o p p

k n
k k

m m

k po k r k pp k r
k k

oo op

po pp

 

 

    

 

 

 



     

 

 

μ X μ Xβ β

H T I Ψ H TΣ Σ I Ψ

H T I Ψ H T IΣ ΨΣ

 (4.22) 

 

con ,k ooH , ,k opH , y ,k ppH  las matrices de correlación evaluadas sobre las 

correspondientes matrices de distancias entre localizaciones de 
observaciones originales, originales frente a predichas, y predichas. 

Por tanto, la distribución condicionada de  |p oY Y  viene dada por: 

   | ; || ,~ rmp o p o p oN E V     Y Y Y Y Y Y  

donde |p oE   Y Y  y |p oV   Y Y vienen dadas en (2.25) y cuyos valores se 

obtienen de forma directa sin más que sustituir las ecuaciones dadas en 
(4.22). De nuevo se usan las técnicas de computación en paralelo para la 

evaluación de |p oE   Y Y  y |p oV   Y Y , de forma similar al capítulo 3. 

 

4.4. Modelización multivariante para clasificaciones 
bioclimáticas 

En este punto se trata el modelo multivariante para el 
establecimiento de la clasificación bioclimática de la Isla de Chipre, a partir 
de la información proporcionada por los índices de ombrotermia, termicidad 
y continentalidad. En primer lugar se realiza un estudio preliminar para 
determinar la necesidad del modelo multivariante. Se establece el modelo 
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correspondiente prestando atención a las distribuciones previas usadas, así 
como el proceso inferencial y de predicción llevado a cabo. 

 

4.4.1. Análisis preliminar 

Con el fin de determinar si existe relación entre los diferentes 
índices, justificando así la necesidad de la realización de un análisis 
multivariante, se presentan a continuación los gráficos que corresponden a 
diagramas de dispersión de los residuos de los ajustes lineales con la altura, 
vistos en el capítulo anterior, de cada uno de los índices, es decir, los 
residuos de los modelos lineales 

 0 1Ic ALT     ,   

0 1log( )Io ALT     , y  

0 1log( )It ALT     .  

Si estos gráficos presentan alguna tendencia, quedaría justificado el 
intento de modelización multivariante. En la Figura 4.1, se puede observar 
cierta tendencia en el diagrama de dispersión de los residuos de los 
modelos correspondientes al índice continentalidad y al logaritmo de índice 
de ombrotermia; lo cual se justifica bioclimáticamente para la isla de Chipre 
debido a su tamaño y orografía. Los otros gráficos de dispersión no parecen 
mostrar tendencia alguna, de forma que, el índice de termicidad no muestra 
relación aparente con los otros dos índices. Esto era de esperar ya que los 
cambios en la termicidad van asociados directamente con la orografía, en el 
caso de una región tan pequeña. 

Por este motivo, se toma la decisión de abordar el modelo 
multivariante que comprende al índice de continentalidad y al logaritmo del 
índice de ombrotermia. 

4.4.2. El modelo ombrotermia-continentalidad  

Las definiciones del índice de ombrotermia y continentalidad reflejan 
claramente una relación de causalidad entre ellos, es decir, el índice de 
continentalidad queda marcado por la clasificación del índice de 
ombrotermia (ver Tabla 1.6 ). Esto motiva el hecho de considerar un MLC 
condicionado para resolver este problema.  

Además, puesto que la variable para el efecto a gran escala es el 
mismo para ambos índices (la altitud de las estaciones), y el estudio llevado 
a cabo en el capítulo anterior sobre el índice de ombrotermia, reflejaba la 
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posibilidad de considerar sólo variabilidad espacial para el índice de 
ombrotermia, se considera adecuada la elección de un MLC condicionado 
para el estudio conjunto de los índices. 

A partir del MLC condicionado dado en (4.20), el modelo 
correspondiente a los índices de ombrotermia y continentalidad viene dado 
por: 
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con 0, 1,( , )LIO LIO LIO β , | 0, | 1, |( , )IC LIO IC LIO IC LIO β , y donde LIO representa 

el log(Io); el subíndice 0 y 1 indican respectivamente el efecto de la 

interceptación y la altura;  las matrices de varianza-covarianzas vienen 
dadas por: 
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 (4.24) 

donde  se ha tomado como   la función de correlación de Matérn, y LIOθ  y 

ICθ  los parámetros asociados con ella, es decir, ( , )LIO LIO LIO θ , y 

( , )IC IC IC θ . En este modelo 2
LIO  y 2 (1 )IC IC   representan la 

variabilidad espacial asociada con cada índice, y 2
IC IC   la variabilidad no 

espacial asociada con el índice de continentalidad. Además |IC LIO  refleja la 

influencia que el índice de ombrotermia tiene en el índice de continentalidad, 

y | |IC IC LIO IC LIO IC β β β  representa el efecto marginal asociado con la 

altura para el índice de continentalidad. 
 

4.4.3. Distribuciones previas 

Asumiendo independencia entre los parámetros de la distribución 
previa dada en (4.23), y aplicando las ideas de elicitación presentadas en el 
capítulo 3, la tarea de establecimiento de previas resulta inmediata. 
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Figura 4.1. Gráfico de dispersión de los residuos para los modelos lineales de 

cada uno de los índices bioclimáticos con respecto a la altura. 
 

Distribuciones previas sobre las covariables 

En este caso se procede de forma habitual asumiendo distribuciones 
independientes planas sobre cada uno de los parámetros involucrados, esto 
es: 

| |( 1 ; ( 1 ; () ) ) 1LIO IC LIO IC LIO     β β  

Distribuciones previas sobre los parámetros de  

Se trata de establecer distribuciones poco informativas sobre 

( , )LIO LIO LIO θ , y ( , )IC IC IC θ . Asumiendo independencia entre LIOθ  y 
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ICθ , las correspondientes distribuciones previas, siguiendo las 

recomendaciones del capítulo anterior, vienen dadas por: 

( ( ~ Unif (1.0 05,5.5 0) )

)

4)

( ( ~ Unif (0.05, 1 9 )) . 5
LIO IC

LI ICO

E E   
   




 
 

Distribuciones previas sobre las varianzas 

Puesto que en el modelo (4.23) las variabilidades tanto espacial 

como  no espacial para cada índice vienen dadas en términos de 2
IC , 2

LIO  

y IC , las correspondientes distribuciones previas se fijan usando las ideas 

propuestas en el capítulo anterior. Se establecen distribuciones previas 

Uniformes, Gamma inversa o Half-Cauchy sobre 2
IC , y 2

LIO , o 

distribuciones Uniformes sobre IC , y LIO . Sobre IC  o proporción de 

variabilidad no espacial asociada con el índice de ombrotermia se asume 
una distribución Uniforme sobre (0,1). 

Como resultado se establecen las distribuciones previas: 
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donde los hiperparámetros ICb , LIOb , IC , LIO , IC , y LIO  se fijan usando 

el procedimiento presentado en la sección (3.3.1). 
 
Por tanto, dado el modelo (4.23) y esta especificación de previas, se 

establecen cuatro modelos diferentes para el estudio de clasificaciones 
bioclimáticas desde el punto de vista multivariante. Dichos modelos son: 

 

MW1 Distribuciones uniformes sobre 2
IC  y 2

LIO  

MRW1 Distribuciones Uniformes sobre IC  y LIO  
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MW2 Distribuciones Gamma Inversas sobre 2
IC  y 2

LIO  

MW3 Distribuciones Half-Cauchy sobre 2
IC  y 2

LIO  

 
El resto de previas son las mismas para todos los modelos 

considerados. Para evitar una sobrecarga de tablas y gráficos se procederá 
a presentar únicamente los resultados correspondientes al modelo MRW1. 

 

Si se considera la correspondiente distribución previa como  

| |( ) ( ) (, , , , , , ,) ( ),IC LIO IC LIO IC LI ICO LIC IC LIO LIO IOp p p p   Δ Δ Δ β θ β θ  

 

 el proceso inferencial, como ya se presentó en la sección (3.3), queda 
reducido al estudio de la distribución posterior que se puede expresar como: 
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Por tanto, la distribución posterior se puede factorizar en dos 
componentes, la correspondiente al índice de continentalidad y al índice 
ombrotérmico. Así, se pueden obtener una muestra de la distribución 
posterior utilizando los algoritmos descritos en capítulo anterior sin más que 
ajustar el efecto de YLIO sobre YIC. 

En este caso se ha usado el programa WinBUGS©  para obtener una 
muestra de la distribución posterior. Se consideran tres cadenas con puntos 

iniciales para Δ  distintos. Una vez obtenida la distribución posterior tan sólo 
resta obtener la correspondiente distribución predictiva posterior de dicho 
modelo. De nuevo, se aprovecha la factorización del modelo para resolver 
este problema. Como ya se comentó en la sección (3.4)  la mejor forma de 
proceder es obtener dicha distribución a partir del MLC conjunto que se 
obtiene a partir de la distribución posterior del MLC condicionado. 

Computacionalmente este modelo puede resultar bastante costoso, 
ya que si se realizan los cálculos matriciales sin atender a criterios 
computacionales, el tiempo de cálculo puede elevarse considerablemente.  
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4.5. Clasificación bioclimática de la isla de Chipre 

Para el caso de Ombrotermia-Continentalidad, el número de 
simulaciones consideradas fue de 5000 para cada cadena con una etapa de 
calentamiento de 1.000 simulaciones. La convergencia resultó ser muy 
rápida, comprobándose con los criterios habituales y mediante los criterios 
gráficos de las medianas y desviaciones típicas acumuladas presentadas en 
el capítulo anterior. 

La programación habitual para 5.000 simulaciones de la distribución 
predictiva sobre el conjunto de 750 puntos a predecir, llevaría 22 días. Si se 
recurre a librerías optimizadas para cálculo matricial el tiempo se reduce 
considerablemente, quedando en unas 5 horas, y si se realiza mediante 
computación en paralelo se reduce a rango entre 45 y 55 minutos. El 
algoritmo de computación en paralelo multivariante es una mera adaptación 
del proceso univariante, ya que únicamente se aumenta el tamaño de la 
distribución normal multivariante resultante, por lo que dicho proceso no 
genera una tarea de programación y computación extra. 

Respecto a la Distribución Espacial de Probabilidad, para el MLC 
condicionado, utilizando el modelo descrito en (4.23), se trata de calcular la 
DEP de ombrotermia y la DEP de continentalidad partiendo de la 
distribución predictiva obtenida tras el proceso inferencial multivariante 
descrito anteriormente. Para el cálculo de las  DEP marginales  se utilizará 
la metodología descrita en el capitulo anterior (sección 3.5.4)  

En la Tabla 4.1 aparecen las estimaciones correspondientes al 
modelo analizado. En dicha tabla aparecen además de los parámetros 

correspondientes a  , los valores de T de la matriz de varianzas y 

covarianzas que se vio en el apartado 4.2.3. Además se muestra el rango 
efectivo y la correlación tal y como se vio en dicho apartado. 

 
Respecto a las variabilidades de los índices, resalta como el índice 

de continentalidad reduce la variabilidad total, sobre todo la espacial, 
respecto a la variabilidad mostrada por el modelo univariantes (W1, RW1, 
etc.); mientras que la variabilidad para el ombrotérmico toma valores 
parecidos consecuencia directa del modelo asumido. 

En la tabla aparecen dos correlaciones, la total y la espacial, ambas 
de magnitud similar, esta correlación negativa viene a refrendar el gráfico 
mostrado con anterioridad (Figura 4.1), y además está acorde con el valor 
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del parámetro de escala que relaciona la ombrotermia con la continentalidad 

(IC|LIO). 

Para el rango efectivo, la región de credibilidad para la 
continentalidad es bastante extensa, casi 100 Km., mientras que para la 
ombrotermia muestra un rango más acotado, no más de 17 Km. Esto se 
debe a la propia orografía de la isla, y a que la continentalidad en una isla 
tan pequeña es muy variable, pero siempre dentro de unos valores muy 
cercanos, a pesar de la similitud de las estimaciones obtenidas para los 
parámetros de escala y forma de las dos funciones de correlación. 

Los parámetros de tendencia muestran como en el modelo de la 
continentalidad, el parámetro correspondiente a la ombrotermia es negativo, 
mientras que la relación con la altura y la continentalidad es positiva. Por lo 
tanto la relación entre la continentalidad y la ombrotermia es negativa, es 
decir, a mayores valores de la ombrotermia, menores valores de 
continentalidad.  

Al final de esta tabla se muestran la inferencia de los parámetros de 
tendencia para el modelo corregionalizado no condicional según (4.15), que 
se podrían comparar con los obtenidos mediante el modelo RW1 
multivariante (Tabla 3.9) , observándose que, aun manteniendo la magnitud 
en mediana el efecto de la altitud es ligeramente mayor en el modelo 
multivariante (sobre todo para los puntos de alta montaña). 

 
 

4.5.1. Mapas predictivos 

A continuación se muestran los mapas predictivos del análisis 
multivariante de los índices de continentalidad y ombrotermia, donde se 
observan algunas diferencias respecto a los mapas de predicción realizados 
de forma univariante. Respecto al mapa del índice ombrotérmico, muestra 
una orografía de la isla muy clara, y ciertamente similar al obtenido de forma 
univariante, aunque en este caso –como es obvio—el mapa del error 
asociado muestra zonas con mayor error. Para la continentalidad, el mapa 
obtenido muestra un menor error y a la vez mayor definición de este índice 
en la zona de la cordillera central, y como en el índice ombrotérmico la 
mayor parte de error ahora aparece en la zona norte de la isla, 
precisamente donde el número de estaciones meteorológicas iniciales era 
menor. 
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La realización de un estudio multivariante, o sea, un estudio conjunto 
de los índices, viene justificado si tras el proceso inferencial la correlación 
muestra valores distintos de cero. En los casos en que esto ocurre el mapa 
predictivo obtenido vía univariante puede ser relativamente diferente al 
obtenido vía análisis multivariante. 

En el caso de la ombrotermia y la continentalidad, se está hablando 
de la relación entre precipitaciones y cercanía a la costa, así como la 
temperatura medía de la zona o región a estudio. Parece lógico pensar que 
estos factores climáticos deben de estar relacionados, y ello queda patente 
en la Tabla 4.1 con el valor de la correlación entre ambos índices. 

Por ello se hace necesario este estudio conjunto, con el fin de 
obtener mapas predictivos que demuestren la relación existente entre los 
índices. 
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Tabla 4.1. Inferencia sobre los parámetros del modelo corregionalizado MRW1 

 Mediana SD RC 95% 

2
LIO  4.66E-02 1.99E-02 [ 2.88E-02 ; 9.72E-02 ] 

2
|IC LIO  1.61E+00 5.63E-01 [ 1.04E00 ; 3.11E00 ] 

|IC LIO  1.63E-01 1.46E-01 [ 1.91E-02 ; 5.68E-01 ] 

2
|IC LIO  2.71E-01 2.34E-01 [ 3.18E-02 ; 9.18E-01 ] 

2
|IC LIO  1.31E+00 5.84E-01 [ 5.62E-01 ; 2.76E00 ] 

11T  2.88E-02 1.99E-02 [ 4.66E-02 ; 9.72E-02 ] 

12T  -2.65E-01 6.58E-02 [ -1.02E-01 ; -9.95E-03 ] 

22T  8.04E-01 6.14E-01 [ 1.61E00 ; 3.15E00 ] 

total  -0.32901 0.142987 [-0.59360 ; -0.03184] 

espacial  -0.35426 0.152495 [-0.62891 ; -0.03314] 

IC  1.70E-04 9.45E-05 [ 6.87E-05 ; 4.59E-04 ] 

LIO  1.10E-04 2.43E-05 [ 6.75E-05 ; 1.63E-04 ] 

IC  1.46E+00 3.33E-01 [ 6.20E-01 ; 1.93E00 ] 

LIO  1.47E+00 2.75E-01 [ 1.03E00 ; 1.93E00 ] 

LIORef  42626.41 -- [ 32375.36 ; 59858.73 ] 

|IC LIORef  22058.40 -- [ 6284.55 ; 97319.11 ] 

0, |IC LIO  1.68E+01 5.87E-01 [ 1.57E01 ; 1.80E01 ] 

1, |IC LIO  4.35E-03 1.09E-03 [ 2.17E-03 ; 6.52E-03 ] 

|IC LIO  -2.21E+00 9.96E-01 [ -4.14E00 ; -2.09E-01 ] 

0,LIO  5.38E-01 6.96E-02 [ 4.06E-01 ; 6.76E-01 ] 

1,LIO  7.18E-04 8.06E-05 [ 5.61E-04 ; 8.79E-04 ] 

0,IC  1.565e+01 3.547e-01 [ 1.495e+01 ; 1.637e+01] 

1, IC  2.789e-03 6.421e-04 [ 1.493e-03 ; 4.023e-03] 
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4.5.2. Distribución espacial de probabilidad   

En la Figura 4.4 y la Figura 4.5 se muestran los mapas de 
probabilidad de pertenencia a cada subtipo de los índices de ombrotermia y 
continentalidad como ya se hizo en la sección 3.6.2. 

Dada la mayor información disponible en el análisis multivariante, el 
modelo es capaz de aprender más y mejor, con lo que se han conseguido 
mapas de distribución de probabilidad más  suavizados, con las fronteras de 
los subtipos más graduadas. Por tanto estas distribuciones se ajustan mejor 
al cambio paisajístico, demostrando que las fronteras bioclimáticas (clima-
vegetación) no son tan estrictas como parecían sugerir los análisis 
univariantes. 

Además, el análisis Bayesiano proporciona de esta forma fronteras 
graduadas en términos probabilísticos, lo que la convierte en una 
herramienta fundamental para la gestión y uso del suelo. 

 
Respecto a los valores de estas DEP, para la ombrotermia (Figura 

4.4) se observa como la mayoría de la isla se incluye en el subtipo Árido y la 
cordillera central en el Semiárido, existiendo algunas zonas de la planicie 
que pertenecen al Hiperárido. Sólo la cumbre más alta de la isla aparece 
como Seco (efecto Montaña-ladera-Valles de nuevo). 

Para la continentalidad (Figura 4.5), se muestra claramente el interior 
y la costa de la isla como dos subtipos de continentalidad distintas, y 
además aparece un degradado muy suave de zonas que bien podrían estar 
clasificados dentro de un subtipo o en otro. 

 
Desde un punto de vista de la gestión del suelo del experto, este 

enfoque multivariantes es mucho más interesante, ya que como se ha dicho 
con anterioridad, la flora y fauna de una zona -que forma el ecosistema-, 
cohabitan con todos los factores climatológicos, precipitación, temperaturas 
cálidas y gélidas, montañas y mares. Es por ello que una interpretación 
conjunta, aporta una explicación más realista de los posibles cambios 
vegetacionales debido a los cambios climáticos. 
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Figura 4.4. Ombrotermia: DEP del modelo MRW1 

 

 
Figura 4.5. Continentalidad: DEP del modelo MRW1  
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4.5.3. Conclusiones 

 
Se ha planteado un modelo jerárquico espacial multivariante para 

tratar de establecer una clasificación bioclimática basada en diferentes 
índices a través de un modelo lineal corregionalizado condicional, el cual 
permite estructurar la información y la posible relación entre los índices de 
forma sencilla. Este modelo simplifica, en gran medida, todo el cálculo 
inferencial y es la primera vez que se propone para el análisis de este tipo 
de datos. Dicho modelo ha permitido establecer que existe gran relación 
entre los índices utilizados, y que por tanto, el modelo multivariante mejora 
satisfactoriamente los resultados de los modelos univariantes del capítulo 
anterior. 

 
El modelo planteado facilita además el uso de las previas poco 

informativas usadas en los modelos univariantes, ya que, la estructura 
jerárquica produce modelos univariantes en cada una de las jerarquías. 
Esto evita el uso de distribuciones previas multivariantes, que en muchos 
caso resultan difícilmente justificables. 

 
Las mapas predictivos obtenidos muestran el comportamiento de los 

índices a lo largo de la zona o región a estudio teniendo en cuenta la posible 
interrelación existente entre índices, de forma que se obtienen mapas 
mucho más acorde con la situación real, aunque con un pequeño aumento 
del error de predicción debido a la estructura multivariante planteada. La 
principal ventaja de la modelización planteada desde el punto de vista 
predictivo es que no resulta necesario observar los índices en una gran 
cantidad de localizaciones lo que facilita el proceso de modelización y 
predicción. 

 
Se ha planteado un nuevo algoritmo de predicción basado en el 

modelo propuesto a través de la computación en paralelo, lo que permite 
extraer mapas predictivos en un tiempo relativamente pequeño. Esto 
repercute directamente en la posibilidad de considerar muchos más puntos 
de predicción de los habituales, facilitando la obtención de mapas 
predictivos mucho más precisos. 
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Las distribuciones espaciales de probabilidad obtenidas para cada 
uno de los índices muestran una gradación de las fronteras de cambio 
mucho más realista que la mostrada en los modelos univariantes, lo que 
permite establecer mejores modelos biológicos de relación entre 
clasificación bioclimática y la cubierta vegetal de la zona bajo estudio. 

 
En cualquier caso, los mapas predictivos, o las distribuciones de 

probabilidad obtenidas, muestran una gran concordancia con las 
condiciones de la región bajo estudio, lo que permite pensar que el modelo 
planteado es útil para el objetivo marcado, y además resulta fácilmente 
extrapolable a otras regiones sin mayores dificultades. 
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5.1. Conclusiones  

El principal objetivo de esta memoria era establecer un modelo 
jerárquico espacial Bayesiano que permitiera establecer la clasificación 
bioclimática de una zona o región mediante la utilización de los índices 
bioclimáticos de Rivas-Martínez (2004a), ya que estas clasificaciones se 
usan habitualmente para estudiar la interrelación entre ecosistemas 
terrestres y el bioclima.  

 
Desde el punto de vista del análisis univariante, se ha establecido un 

modelo para cada uno de los índices haciendo uso de distribuciones previas 
poco informativas, en algunos casos, y estableciendo un nuevo 
procedimiento para establecer dichas distribuciones previas sobre las 
variabilidades espacial y no espacial del índice bajo estudio. Estas previas 
sobre las variabilidades se pueden obtener fácilmente y el proceso 
inferencial muestra poca sensibilidad respecto de ellas. Además dichas 
distribuciones se han podido usar en los modelos multivariantes 
aprovechando la estructura jerárquica planteada. 

 
Los modelos reparametrizados planteados tanto en el caso 

univariante como multivariante muestran unos resultados muy aceptables, 
frente a los modelos habituales de la literatura. La principal virtud es que 
permiten modelizar las posibles variabilidades de forma conjunta, sin la 
necesidad de asumir independencia entre ellas, lo que resulta improbable 
en la mayoría de los casos. 

 
Los modelos lineales corregionalizados condicionados, utilizando la 

reparametrización de la variabilidad, son una muy buena herramienta para 
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el estudio conjunto de los índices bioclimáticos, y por ende, para la 
realización de una clasificación bioclimática más cercana a la realidad que 
la obtenida de forma univariante, debido a la correlación existente entre 
algunos índices. Así pues, las distribuciones espaciales de probabilidad 
obtenidas mediante el modelo multivariante muestran unas fronteras para 
cada subtipo de cada índice que se acerca más a la realidad paisajística de 
una zona o región. 

 
La utilización de la computación en paralelo para la obtención de la 

distribución predictiva posterior ha reducido el tiempo de cómputo en un 
85%, de 6 horas a menos de 50 minutos. Por lo que la obtención de esta 
distribución predictiva puede actualizarse para nuevas localizaciones a 
predecir en la región o zona de estudio. 

 

5.2. Líneas de trabajo futuro 

5.2.1. Modelización espacio-temporal 

En la bioclimatología los factores de cambio a medio plazo pueden 
detectarse mediante la partición de la geoserie en diversos bloques, por 
ejemplo de 25 en 25 años, con el fin de estudiar la interrelación clima-
vegetación a lo largo del tiempo.   

El principal problema para las clasificaciones bioclimáticas radica en 
que cuanto mayor sea la geoserie menos estacionalidad en los factores 
climáticos influyen en los resultados medios de los valores de los índices. 
Por ello, para abordar este problema se necesita tener información de 
muchos años y poder así crear pequeñas geoseries y estudiar el efecto del 
tiempo, o sea el famoso cambio climático, sobre las clasificaciones 
bioclimáticas. 

Por tanto, será una línea de trabajo futuro el estudio de las previas y 
la estructura de la matriz de correlación espacio-temporal para el modelo 
reparametrizado utilizado en los capítulos anteriores. 

 

5.2.2. Comparación de Modelos 

Incluir el estudio de criterios de selección de modelos para comparar 
los modelos presentados, con el fin de obtener una discriminación numérica 
entre modelos. El Deviance Information Criterion u otras técnicas deberán 
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ser estudiadas. Se considera que una implementación vía computación en 
paralelo del cálculo de estas medidas permitirá comparar diferentes 
modelos de forma rápida. 

 

5.2.3. Inferencia de la distribución posterior  vía computación en 
paralelo 

Otra línea de trabajo será la optimización de la descomposición 
matricial de la predicción con el fin de intentar reducir el tiempo de 
computación. Evitar cálculos repetidos, y el estudio de la simetría de 
algunos cálculos puede reducir aún más el tiempo de computación (la 

inversión y multiplicación de las matrices oo, pp, op para las n 

simulaciones de la distribución posterior). 
Tras la optimización del tiempo de cómputo de la predicción sería el 

momento de abordar el problema de la inferencia MCMC vía paralelo, lo 
cual llevaría una reducción del coste de cómputo que haría que estos 
modelos fuesen más fácilmente implementables pues en muy poco tiempo 
se podría disponer de una predicción tras la introducción de nuevos datos al 
modelo correspondiente. 
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Anexo I. Modelos de Variograma 
 
 
 
 
Los procesos isotrópicos son muy utilizados debido a su simplicidad, 

interpretabilidad y sobre todo por su sencilla forma paramétrica, lo cual los 
convierte en buenos candidatos para el semivariograma. Si se denota a ||h|| 

(distancia entre dos localizaciones (si , sj) sobre la region D, véase la 

sección. 2.2.3) como t (para simplificar la notación), entonces se pueden 
considerar los siguientes tipos de funciones de covarianza y variogramas: 
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Modelo Función de Covarianza, C(t) 
Lineal C(t) no existe 

Esférica 

2 3

2 2

3 1
( ) 1 /

2 2

0 si  1 /

( ) 1 si  0

en otro caso

t t
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 
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
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 



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Exponencial 
 

2

2 2

xp( si  0
( )

en caso contrario

)e t
C

t
t

 
 

  
 
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Potencial 
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2 2

exp | si  >0
( )

en otro caso 

|p t
C t

t 

 

  


 

Gaussiano 
 

 2 2 2

2 2

exp si 0
( )
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t
C t

t 

 

  

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


 

Cuadrático racional 
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2

2 2

1 si 0
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t
tC

t
t



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



  
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t
t
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 
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Modelo Variograma (t) 
Lineal 
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 
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 

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Gaussiano 
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Anexo II. Código de los modelos habituales: spBayes 
 
 
 
A continuación se expone parte del código el código utilizado para la 

inferencia en los modelos habituales mediante la librería de R spBayes. 
El caso que se expone es el de un índice genérico con distribuciones 

uniformes para las dos variabilidades (modelo SP1). 
2

2

2

2

~ ( , )

( ) ~ ( , ));     ( , )

( ) ( ) 1;  

( ) (1.0 05,5.5 04)

( ) (0.05,1.95)

( ~ (0.001, )

( )

(

)

( ) ~ (0.001, )

n

n

N

II N

III

Unif E E

Unif

Unif b

Uni b

I

f



  

 
 
 

 





  


Xβ W IY

W 0 θ θ

β

H

 

 
Código implementado en R. 
 
Library(spBayes) 
## DISTRIBUCIONES PREVIAS UNIFORMES# 
b.Indice.uni<-(vmax.lio-0.05*0.0001)/0.95 
 
## Parte no espacial 
y<-Indice 
alt<-ALT 
coordenadas<-cbind(X,Y) 
 
beta.control<-list(update="GIBBS",prior=prior(dist="FLAT")) 
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## Parte espacial 
### Previas para todos los parámetros 
 
sigma2.prior.oi<-prior(dist="UNIF",a=0.0001,b=b.Indice.uni) 
tau2.prior.oi<-prior(dist="UNIF",a=0.0001,b=b.Indice.uni) 
phi.prior.oi<-prior(dist="UNIF",a=0.00001,b=0.00055) 
nu.prior.oi<-prior(dist="UNIF",a=0.05,b=1.95) 
#### 1 cadena 
set.seed(123456) 
### Control del proceso  
var.update.control<- 
  list("K"=list(sample.order=0, 

starting=0.05,tuning=0.005, 
prior=sigma2.prior.oi), 

"Psi"=list(sample.order=1, 
starting=0.005,tuning=0.001, 
prior=tau2.prior.oi), 

"phi"=list(sample.order=2, 
starting=0.0001,tuning=0.000005, 
prior=phi.prior.oi), 

        "nu"=list(sample.order=2, 
starting=1,tuning=0.01, 
prior=nu.prior.oi) 

) 
### Ajuste modelos univaiantes independientes 
## Control de simualción 
nsim<-15000 
run.control<-list("n.samples"=nsim,"sp.effects"=TRUE) 
fit.uni.Indice1<- 

ggt.sp(formula=y~alt,run.control=run.control, 
coords=coordenadas, 
var.update.control=var.update.control, 
beta.update.control=beta.control, 
cov.model="matern") 

 
# graficar las posteriris# 
plot(fit.uni.Indice1$p.samples) 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Anexo III. Código de los modelos reparametrizados 
 
 
 
A continuación se expone parte del código utilizado para la inferencia 

en los modelos reparametrizado mediante WinBUGS©. 
El caso que se expone es el de un índice genérico con distribución 

uniforme para las dos variabilidades (modelo W1). 
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Modelo implementado en WinBUGS©: 
model { 
for (i in 1:N){ 
               LIO[i] ~ dnorm(S[i], tau.nesp)    
               S[i] <- beta[1]+beta[2]*alt[i] + W[i] 
               mu[i]<-0 
            } 
## Distribución espacial 
   W[1:N]~spatial.matern(mu[], x[], y[], tau.esp, phi,nu) 
## Trasnformaciones 
# precisiones 
tau.esp<-1/sigma2.esp 
tau.nesp<-1/sigma2.nesp 
sigma2.esp<-sigma2*(1-kappa) 
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sigma2.nesp<-sigma2*kappa 
 
## Hyperprevias condicionales 
for( i in 1:2) 
{ 

beta[i]~dnorm(0.0, 1.0E-5) 
} 
phi~dunif(0.00001,0.00055) 
nu~dunif(0.05,1.95) 
# varianzas 
sigma2~dunif(0.0001,bmax) 
kappa~dunif(0,1) 
} 

 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Anexo IV. Cálculo matricial en la obtención de la 
distribución predictiva  

 
 
 
Este abordaje del problema de la predicción, hace que sea más 

factible el hecho de trabajar con un número alto de localizaciones a 
predecir, pues cabe recordar que las submatrices de la matriz de varianzas-
covarianzas  tienes dimensiones: p p , o o , p o , y o p (en este caso 

p=775 y o=59); por lo que el calculo de la inversa de una matriz 59x59 y las 

multiplicaciones de matrices      775 59 59x59 59 775     es 

tremendamente tedioso para un sistema secuencial, pudiendo llegar a 
agotar la memoria física del ordenador. 
 
Submatrices de la matriz de varianzas-covarianzas 

Se define la matriz de varianzas-covarianzas como 

( ) ( )

pp po

p o p o
op oo

  

 
  
 

Σ Σ
Σ

Σ Σ
 

donde p es el número de nuevas localizaciones y o es el de observadas. 

Suponiendo la simetría de la matriz de varianzas-covarianzas, las 

submatrices p oΣ  y poΣ deben ser la misma. Con esta suposición ya se ha 

ahorrado una parte del cálculo. 
El cálculo de la submatriz de las nuevas localizaciones a predecir  se 

realiza de la siguiente forma  
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  1

2

(

2
0

)

)
( )

(
yij

ij ij
pp ij

d
K d j

i

d

j

i










 



  




Σ  

donde  ( ) representa la función gamma (Abramowitz, 1972) y ( )K   

representa la función Bessel modificada de orden k (Korenev, 2002), y la 
parte superior de la matriz será  

   pp pij jipΣ Σ . 

De igual forma ocurre con la submatriz de las localizaciones ya 
observadas: 

  1

2 2

)
(

( )

)
( 0

2
yij

ij ij

ijoo

d
K d

i j

d i j








 

 



  

 

Σ  

y la parte superior de la submatriz se calculara de nuevo como 

   oo oij o ji
Σ Σ . 

Quedaría por calcular la submatriz  po, que se analiza de la 

siguiente forma 

  1

(
1 ,) 1(

2 (

)

)
ij

po ijij

d
K d i p p j o








      


Σ . 

Lógicamente si se trata de una matriz de covarianzas de dimensión 
muy reducida el coste de paralelizar es superior que la obtención de estas 
matrices con cualquier programa de cálculo (Matlab©, Mathematica(2005)©, 
etc.) 
 
Esperanza y Varianza condicionada 

Tras la obtención de la matriz de varianzas-covarianzas, y según las 
ecuaciones (2.26), para el cálculo de la esperanza y varianza condicionada 
se necesita de la inversión y multiplicación de las submatrices que forma la 
matriz de varianzas-covarianzas. 

Para el cálculo de la inversa de la matriz ooΣ  se hace una llamada al 

módulo de resolución de  ecuaciones AX=B (Solve_LSE: Solve Linear 

System Equation), que utiliza una llamada a Lapack y retorna X  que viene 
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dada por (A-1B)', por lo que se ahorra tiempo, calculando no sólo la inversa 

de la matriz, si no  el producto 1
po oo

Σ Σ .  

Para la esperanza condicionada, se calcula por un lado ˆ
p pμ X β , y 

por otro lado ˆ
o o o oY Y   Xμ β . Una vez calculadas estas dos matrices ya 

se tienen todos los elementos necesarios para la generación de la 
esperanza: 

 1ˆ ˆ|p o p po oo o oE Y     β Σ ΣY Y X X β , 

paralelizando el cálculo con el fin de reducir tiempos de computación. 

Respecto a la varianza, una vez obtenida la matriz 1
po oo

Σ Σ , queda 

por multiplicar a ésta la matriz  Top opΣ Σ , y cuya matriz resultante se le 

restará a la matriz ppΣ , quedando pues la varianza como:  

 1|
T

p o pp po oo poV      Σ Σ Σ ΣY Y . 

Una vez más tanto esta multiplicación como la resta serán 
paralelizadas para reducir tiempos de cómputo. 
 

Una vez calculadas la esperanza y la varianza, el siguiente paso es 
el cálculo de la distribución Normal Multivariante 1 x 775 desde cada una de 
las simulaciones de la distribución posterior (15000 simulaciones). 

 
 



 

 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Anexo V. Código C para la predicción en paralelo 
 
En este Anexo se muestra el código utilizado para paralelizar la 
computación de la distribución predictiva posterior de cada uno de los 16 
modelos. En negrita se han remarcado las instrucciones que hacen 
llamadas a las librerías propias de cálculo en paralelo (Blackford et al., 
1997a). 
 
#include <math.h> 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
#include <unistd.h> 
#include <sys/time.h> 
#include <sys/resource.h> 
#include <sys/types.h> 
#include <sys/stat.h> 
#include <fcntl.h> 
#include <string.h> 
#include <omp.h> 
 
#include "matrix.c" 
#include "inv_matrix.c" 
#include "bessel.c" 
 
#include "normalesXavi.h" 
#include "normalesXavi.c" 
 
/*Constantes*/ 
 
#define FALSE 0 
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#define TRUE 1 
#define TOTALDATA 100  //1025 
#define MUESTRA 1256 //1063 
 
//////////////////////////////////////////////////////////// 
//espera hasta que se pulse una tecla 
void wait(void){ 
 char l; 
 while(read(0,&l,1)!=1); 
} 
//////////////////////////////////////////////////////////////// 
Ptr_Matrix Load_Matrix (char * nombre, int rows, int cols){ 
 int j; 
 FILE * fichero; 
 Ptr_Matrix aux; 
 double dat; 
 aux=NewMatrix(rows,cols); 
 fichero=fopen(nombre,"r"); //abrimos para leer 
 for(j=0;j<rows*cols;j++){ 
  fscanf(fichero,"%lf",&dat); 
  *((aux->Ptr_first)+j) =dat; 
 }; 
 fclose(fichero); 
 return(aux); 
} 
//////////////////////////////////////////////////////////////// 
//la matriz Post tiene Nsim x 6  y hay que cambiar el orden de 
// lectura de los dos ultimos (los betas) a los primeros 
//además hay que saltar el numero de simulacion 
Ptr_Matrix Load_Matrix_Post (char * nombre, int Nsim){ 
 int j; 
 FILE * fichero; 
 Ptr_Matrix aux; 
 double dat; 
 aux=NewMatrix(Nsim,6); 
 fichero=fopen(nombre,"r"); //abrimos para leer 
 for(j=1;j<=Nsim;j++){ 
  fscanf(fichero,"%lf",&dat);//el orden que se salta 
  fscanf(fichero,"%lf",&dat);//la K que es sigma va 3o 
  GetElement(aux,j,3) =dat; 
  fscanf(fichero,"%lf",&dat);//la Psi que es tau 4a 
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  GetElement(aux,j,4) =dat; 
  fscanf(fichero,"%lf",&dat);//la phi va al 5o 
  GetElement(aux,j,5) =dat; 
  fscanf(fichero,"%lf",&dat);//la nu va al 6o 
  GetElement(aux,j,6) =dat; 
  fscanf(fichero,"%lf",&dat);//Intercept 1o 
  GetElement(aux,j,1) =dat; 
  fscanf(fichero,"%lf",&dat);//alt que es beta1 2o 
  GetElement(aux,j,2) =dat; 
 }; 
 fclose(fichero); 
 return(aux); 
} 
//////////////////////////////////////////////////////////////// 
void Print_Matrix (char * nombre, Ptr_Matrix a){ 
 int j,i; 
 double *dat; 
 FILE * fichero; 
 
 fichero=fopen(nombre,"w"); //abrimos para escribir 
 for(i=1;i<=a->rows;i++){ 
  for(j=1;j<=a->cols;j++) 
   fprintf(fichero,"%lf ",GetElement(a,i,j)); 
  fprintf(fichero,"\n"); 
 }; 
 fclose(fichero); 
} 
//////////////////////////////////////////////////////////////////Genera una matriz aleatoria 
Ptr_Matrix GenerateMatrix(int row,int col){ 
 Ptr_Matrix m; 
 int i; 
 m=NewMatrix(row,col); 
 for(i=0;i<row*col;i++)  
  *((m->Ptr_first)+i)=(double)(1.0*random())/(RAND_MAX+1.0); 

//genera un numero aleatorio entre 0 y 1 
 return m; 
} 
///////////////////////////////////////////////////////////////// 
int main(int argc, char *argv[]){ 
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 Ptr_Matrix 
D,Xo,Xp,Post,Sigmaoo,Sigmapp,Sigmaop,Yp,Yo,Pi,Aux,Var,AuxYo,Ynorm,Ygen,S,
Generadas; 
 int i,j,k,No,Nsim,Np,n,nt,iam,kk; 
 double x,gamma; 
 // para las normales univariantes 
   double U1, U2, V1, V2, Xnorm; 
   double Snorm=2; 
struct timeval *tv=(struct timeval *)malloc(sizeof(struct timeval)); 
struct timezone *tz=NULL; 
double TNormal; 
long ti,si,tf,sf; 
    gettimeofday(tv,tz); 
    si=(tv->tv_sec); 
    ti=(tv->tv_usec); 
    ti=si*1000000+ti; 

//numero de puntos originales 
 Nsim=atoi(argv[2]); 
//numero de simulaciones 

 Np=atoi(argv[1]); 
//numero de puntos generados  
nt=atoi(argv[4]);//numero de threads 

 Np=atoi(argv[3]); 
 omp_set_num_threads(nt); 
 #pragma omp parallel private (iam,nt) 
   { 
  iam=omp_get_thread_num(); 
  printf("\n Hola mundo del hilo %i",iam); 
 } 
/////////////////////////////////////////////////////////////////// 
 //cargamos las matrices de los archivos 
 D=Load_Matrix("Dij.txt",Np+No,Np+No); 
 Xo=Load_Matrix("Xo.txt",No , 1); 
 Xp=Load_Matrix("Xp.txt",Np , 1); 
 Yo=Load_Matrix("Yo.txt",No , 1); 
 Post=Load_Matrix_Post("Post.txt",Nsim);// (beta0,beta1,sigma2,tau2,phi,nu) 
 Sigmaoo=NewMatrix(No,No); 
 Sigmaop=NewMatrix(No,Np); 
 Sigmapp=NewMatrix(Np,Np); 
 Yp=NewMatrix(Np,1); 
 Var=NewMatrix(Np,Np); 
 Ynorm=NewMatrix(Np,1); 
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 Generadas=NewMatrix(Nsim,Np); 
//contendra todas las Yp generadas para meterlas luego en el fichero 

 ///////////////////////////////////////////////////////// 
 kk=0;  
 for(i=1;i<=Nsim;i++){ 
  gamma=tgamma(GetElement(Post,i,6)); 
  //printf("== i= %i --",i); 
  ///////calculamos Sigmapp 
  //primero la diagonal 
    x=GetElement(Post,i,3); 
  //fin modificacion xavi 
  #pragma omp parallel for private(j) 
  for(j=1;j<=Np;j++) 
   GetElement(Sigmapp,j,j)=x; 
  //ahora el resto de la matriz 
  #pragma omp parallel for private(j,k,x) 
  for(j=1;j<=Np;j++){ 
   for(k=1;k<j;k++){ 
    //modificado por xavi 13-07-2008 
   //x=sqrt(GetElement(Post,i,6))* 

//GetElement(Post,i,5)*GetElement(D,j,k); 
   x=GetElement(Post,i,5)*GetElement(D,j,k); 
//printf("\n multiplico %lf %lf, %lf, %lf en (%i 
//%i)",GetElement(Post,i,6),sqrt(GetElement(Post,i,6)),GetElemen//t(Post,i,5),GetElement(D,j,k),j,k); 
 //GetElement(Sigmapp,j,k)=GetElement(Post,i,3)*2* 
//pow(x,GetElement(Post,i,6))* 
//K(GetElement(Post,i,6),2*x)/gamma; 

  GetElement(Sigmapp,j,k)=GetElement(Post,i,3)* 
pow(x,GetElement(Post,i,6))*K(GetElement(Post,i,6),x)/ 
(gamma*pow(2,GetElement(Post,i,6)-1)); 

 // fin modificado xaVI 
    GetElement(Sigmapp,k,j)=GetElement(Sigmapp,j,k); 
   }; 
  }; 
/*    gettimeofday(tv,tz); 
     sf=(tv->tv_sec); 
     tf=(tv->tv_usec); 
     tf=sf*1000000+tf; 
     TNormal=(1.0*tf-1.0*ti)/1000000.0; 
     printf("\n tiempo Sigmapp %f seg",TNormal); 
     fflush(stdout); 
    gettimeofday(tv,tz); 
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    si=(tv->tv_sec); 
    ti=(tv->tv_usec); 
    ti=si*1000000+ti; 
*/ 
  ///////calculamos Sigmaoo 
  //primero la diagonal 
  x=GetElement(Post,i,3)+GetElement(Post,i,4); 
  #pragma omp parallel for private(j) 
  for(j=1;j<=No;j++) 
   GetElement(Sigmaoo,j,j)=x; 
  //ahora el resto de la matriz 
  #pragma omp parallel for private(j,k,x) 
  for(j=1;j<=No;j++){ 
   for(k=1;k<j;k++){ 
   x=GetElement(Post,i,5)* 

GetElement(D,j+Np,k+Np); 
   GetElement(Sigmaoo,j,k)= 

GetElement(Post,i,3)* 
pow(x,GetElement(Post,i,6))* 
K(GetElement(Post,i,6),x)/ 
(gamma*pow(2,GetElement(Post,i,6)-1)); 

   GetElement(Sigmaoo,k,j)=GetElement(Sigmaoo,j,k); 
     
   }; 
  }; 
  //calculamos Sigmaop 
  #pragma omp parallel for private(j,k,x) 
  for(j=1;j<=No;j++){ 
   for(k=1;k<=Np;k++){ 
   x=GetElement(Post,i,5)*GetElement(D,j+Np,k); 
    GetElement(Sigmaop,j,k)=GetElement(Post,i,3)* 

pow(x,GetElement(Post,i,6))* 
K(GetElement(Post,i,6),x)/ 
(gamma*pow(2,etElement(Post,i,6)-1)); 

   }; 
  }; 
  //Calculamos la esperanza de Yp 
  //como Np es mayor o igual que No, guardamos los datos en Yp y 
sobra array 
  //E(Yp|Yo)=mup+SigmaopSigmaoo^-1*(Yo-muo) 
  //(XoB-Yo) 
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  AuxYo=NewMatrix(No,1); 
  #pragma omp parallel for private(j) 
  for(j=1;j<=No;j++){ 
  GetElement(AuxYo,j,1)= 

GetElement(Yo,j,1)- 
(GetElement(Xo,j,1)* 
GetElement(Post,i,2)+ 
GetElement(Post,i,1)); 

  }; 
  //(SigpoSigoo-1) y la llamo Pi 
  Pi=Solve_LSE(Sigmaoo,Sigmaop,&n); 
  //(XpB-PiYp) Yp tiene la matriz de antes 
  Aux=MultLapack(Pi,AuxYo,0); 
  freeMatrix(&AuxYo); 
  #pragma omp parallel for private(j) 
  for(j=1;j<=Np;j++){ 
 GetElement(Yp,j,1)= 

(GetElement(Xp,j,1)* 
GetElement(Post,i,2)+ 
GetElement(Post,i,1))+ 
GetElement(Aux,j,1); 

   //printf("Yp= %f",GetElement(Yp,j,1)); 
   //if ((GetElement(Yp,j,1))>5){ 
  }; 
  freeMatrix(&Aux); 
  //Calculamos la varianza de Yp 
  Aux=MultLapack(Pi,Sigmaop,0);  
//ahora en Aux esta la transpuesta de  
//la parte derecha de la expresion Var 
// pero como es simetrica no cambia 
  freeMatrix(&Pi); 
  #pragma omp parallel for private(j,k) 
  for(j=1;j<=Np;j++) 
   for(k=1;k<=Np;k++) 
    GetElement(Var,j,k)= 

GetElement(Sigmapp,j,k)- 
GetElement(Aux,j,k); 

  freeMatrix(&Aux);   
  //ahora generamos un dato aleatorio en una Normal  

//de media Yp y matriz de covarianzas Var 
  #pragma omp parallel for private(j) 
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  for(j=1;j<=Np;j++){ 
   //modificado por xavi 14-07-08 
   while (Snorm>1.0){ 
    U1=rand()/9999999999.0; 
    U2=(rand()/9999999999.0); 
    V1=2.0*U1-1.0; 
    V2=2.0*U2-1.0; 
    Snorm=pow(V1,2)+pow(V2,2); 
    }; 
         Xnorm=V1*sqrt((-2.0*log(Snorm))/Snorm); 
   GetElement(Ynorm,j,1)= Xnorm;   
   Snorm=2.0; 
  }; 
  S=Cholesky(Var); 
  Ygen=MultLapack(S,Ynorm,0); 
  freeMatrix(&S); 
  for(j=1;j<=Np;j++){ 
   GetElement(Ygen,j,1)= 
GetElement(Ygen,j,1)+ 
GetElement(Yp,j,1);  
//mvnorm=Yp+A*Ynorm 
  }; 
  for(j=1;j<=Np;j++) 
   GetElement(Generadas,i,j)=GetElement(Ygen,j,1);
 //copiamos el resultado en Generadas 
  if(i%2000==0) 
   printf("\n Iteración: %i de %i  \n",i,Nsim); 
 };//bucle de cada simulacion 
 printf("\n Anomalos: %i de %i  \n",kk, Nsim*Np); 
/* double med; 
 printf("\n La media: \n"); 
 for(j=1;j<=Np;j++){ 
  med=0; 
  for(i=1;i<=Nsim;i++) 
   med=med+GetElement(Generadas,i,j); 
  printf(" %lf",med/Nsim); 
 }; 
*/ 
Print_Matrix ("Generadas", Generadas); 
    gettimeofday(tv,tz); 
     sf=(tv->tv_sec); 
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     tf=(tv->tv_usec); 
     tf=sf*1000000+tf; 
     TNormal=(1.0*tf-1.0*ti)/1000000.0; 
     printf("tiempo %f minutos",TNormal/60); 
     fflush(stdout); 
 return 1; 



 

 



 

 

 
 
 
 
 
 

 

Anexo VI. Modelos estimados 
 
 

 

SP1: Habitual con previas Uniformes sobre las varianzas ( 2 2 y    ). 

SP2: Habitual sólo espacial con Uniforme sobre la varianza espacial ( 2 ). 

W1: Reparametrizado con previa Uniforme sobre la varianza ( 2 ). 

W2: 
Reparametrizado sólo espacial con previa Uniforme sobre la varianza 

espacial ( 2 ). 

RW1: Reparametrizado con previa Uniforme sobre la desviación ( ). 

RW2: Reparametrizado sólo espacial con Uniforme sobre desviación ( ). 

SP3: Habitual con previas GaI sobre las varianzas ( 2 2y    ). 

SP4: 
Habitual con previas GaI sobre las varianzas espacial (2) y Uniforme 

sobre varianza no espacial (2). 

SP5: Habitual sólo espacial con GaI sobre la varianza espacial ( 2 ) 

W3: Reparametrizado con previa GaI sobre la varianza ( 2 ). 

W4: 
Reparametrizado sólo espacial con previa GaI sobre la varianza 

espacial ( 2 ). 

SP6: Habitual con previas HC sobre las varianzas ( 2 2y    ). 

SP7: 
Habitual con previas HC  sobre las varianzas espacial (2) y Uniforme 

sobre varianza no espacial (2). 

SP8: Habitual sólo espacial con HC sobre la varianza espacial ( 2 ). 

W5: Reparametrizado con previa HC sobre la varianza ( 2 ). 

W6: 
Reparametrizado sólo espacial con previa HC sobre la varianza 

espacial. ( 2 ). 



 

 

 
 

 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Anexo VII. Mapas Predictivos (Modelización 
Univariante) 
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En la columna de la derecha aparecere la mediana de la distribución 
predictiva posterior, y en la columna de la derecha aprece la desviación 
típica de la distribución predictiva posterior. 

Ombrotermia 

o SP1 A.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP1 
o W1 B.2= Desv. de la distr. pred. del modelo W1 
o RW1 C.2= Desv. de la distr. pred. del modelo RW1 
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D.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP2 D.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP2 
E.1= Med. de la distr. pred. del modelo W2 E.2= Desv. de la distr. pred. del modelo W2 
F.1= Med. de la distr. pred. del modelo RW2 F.2= Desv. de la distr. pred. del modelo RW2 
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G.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP3 G.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP3 
H.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP4 H.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP4 
I.1= Med. de la distr. pred. del modelo W3 I.2= Desv. de la distr. pred. del modelo W2 
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J.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP5 J.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP5 
K.1= Med. de la distr. pred. del modelo W4 K.2= Desv. de la distr. pred. del modelo W4 
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L.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP6 G.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP6 
M.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP7 H.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP7 
N.1= Med. de la distr. pred. del modelo W5 I.2= Desv. de la distr. pred. del modelo W5 
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O.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP8 O.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP8 
P.1= Med. de la distr. pred. del modelo W6 P.2= Desv. de la distr. pred. del modelo W6 
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Termicidad 

  

  

  
A.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP1 A.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP1 
B.1= Med. de la distr. pred. del modelo W1 B.2= Desv. de la distr. pred. del modelo W1 
C.1= Med. de la distr. pred. del modelo RW1 C.2= Desv. de la distr. pred. del modelo RW1 
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D.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP2 D.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP2 
E.1= Med. de la distr. pred. del modelo W2 E.2= Desv. de la distr. pred. del modelo W2 
F.1= Med. de la distr. pred. del modelo RW2 F.2= Desv. de la distr. pred. del modelo RW2 
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G.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP3 G.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP3 
H.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP4 H.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP4 
I.1= Med. de la distr. pred. del modelo W3 I.2= Desv. de la distr. pred. del modelo W2 
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J.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP5 J.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP5 
K.1= Med. de la distr. pred. del modelo W4 K.2= Desv. de la distr. pred. del modelo W4 
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L.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP6 G.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP6 
M.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP7 H.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP7 
N.1= Med. de la distr. pred. del modelo W5 I.2= Desv. de la distr. pred. del modelo W5 
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O.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP8 O.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP8 
P.1= Med. de la distr. pred. del modelo W6 P.2= Desv. de la distr. pred. del modelo W6 
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Continentalidad 
 

  

  

  
A.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP1 A.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP1 
B.1= Med. de la distr. pred. del modelo W1 B.2= Desv. de la distr. pred. del modelo W1 
C.1= Med. de la distr. pred. del modelo RW1 C.2= Desv. de la distr. pred. del modelo RW1 
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D.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP2 D.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP2 
E.1= Med. de la distr. pred. del modelo W2 E.2= Desv. de la distr. pred. del modelo W2 
F.1= Med. de la distr. pred. del modelo RW2 F.2= Desv. de la distr. pred. del modelo RW2 
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G.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP3 G.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP3 
H.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP4 H.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP4 
I.1= Med. de la distr. pred. del modelo W3 I.2= Desv. de la distr. pred. del modelo W2 
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J.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP5 J.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP5 
K.1= Med. de la distr. pred. del modelo W4 K.2= Desv. de la distr. pred. del modelo W4 
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L.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP6 G.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP6 
M.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP7 H.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP7 
N.1= Med. de la distr. pred. del modelo W5 I.2= Desv. de la distr. pred. del modelo W5 
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O.1= Med. de la distr. pred. del modelo SP8 O.2= Desv. de la distr. pred. del modelo SP8 
P.1= Med. de la distr. pred. del modelo W6 P.2= Desv. de la distr. pred. del modelo W6 
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 Ombrotermia 

  

  
A.1= Med. de la distr. pred. del modelo MW1 A.2= Desv. de la distr. pred. del modelo MW1 
B.1= Med. de la distr. pred. del modelo MRW1 B.2= Desv. Tip del MRW1 
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C.1= Med. de la distr. pred. del modelo MW3 C.2= Desv. de la distr. pred. del modelo MW3 
D.1= Med. de la distr. pred. del modelo MW5 D.2= Desv. de la distr. pred. del modelo MW5 
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Continentalidad 

  

  
A.1= Med. de la distr. pred. del modelo MW1 A.2= Desv. de la distr. pred. del modelo MW1 
B.1= Med. de la distr. pred. del modelo MRW1 B.2= Desv. de la distr. pred. del modelo MRW1 
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C.1= Med. de la distr. pred. del modelo MW3 C.2= Desv. de la distr. pred. del modelo MW3 
D.1= Med. de la distr. pred. del modelo MW5 D.2= Desv. de la distr. pred. del modelo MW5 
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