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Introduccion

El objetivo de esta memoria es el estudio de la estabilidad, desde un punto de vista
cuantitativo, de un problema de optimizacion en el contexto de la Programacién
Lineal (PL) ordinaria y semi-infinita.

Un problema de Programacién Semi-Infinita (PSI) es un problema de optimi-
zacion en el que bien el mimero de variables o bien el nimero de restricciones es
finito. Por su parte, la Programacién Lineal Semi-Infinita (PLSI), que aparece co-
mo drea activa de investigacion a principios de los anos 60 en una serie de articulos
debidos a Charnes, Cooper y Kortanek, se ocupa del estudio de problemas de PSI
con funcién objetivo y con restricciones lineales, por lo que puede considerarse una
extension de la PL ordinaria.

En esta memoria se analizan diferentes medidas cuantitativas de la estabilidad
de un problema 7 de PLSI en un contexto general en que, si bien el nimero de
variables, n, es finito, no se requiere ninguna hipétesis sobre el conjunto de indices
T del sistema de restricciones asociado a 7. Asi, las funciones de coeficientes que
a cada fndice ¢ € T le hacen corresponder el vector de coeficientes, a; € R",
y el término independiente, b; € R, de la correspondiente restricciéon no gozan de
ninguna propiedad en particular. En la seccién 3.6 realizaremos una breve incursion
en la estabilidad del problema dual, en el sentido de Haar, de 7 (en el que el nimero
de restricciones es finito y el de variables es arbitrario, en la medida en que lo es
T).

El texto de Goberna y Lépez [21] presenta una amplia revisién de los principales

tépicos de la PLSI en el contexto general (1" arbitrario) al que nos referiamos
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anteriormente. Por otra parte, el texto de Reemtsen y Riickmann [43] presenta una
coleccién de articulos sobre PSI, proporcionando una perspectiva general sobre las
actuales lineas de investigacion en este campo.

Los problemas de PLSI aparecen de forma natural en diferentes dreas, por ejem-
plo, en aproximacién funcional, en estimacién de pardmetros, en anélisis numérico,
etc. (véase [21] para una descripcion més detallada de diferentes aplicaciones y de
numerosas referencias en esta linea como, por ejemplo, Hettich y Kortanek [26]).
Otra posible aplicacién de la PLSI proviene del campo de la Programacién No-
Lineal, cuando se considera una reformulacién adecuada del dual lagrangiano del
problema en cuestién (véase, por ejemplo, Bazaraa et al. [2] y Cénovas et al. [8]).

Existen en la literatura numerosas contribuciones a la teorfa de la estabilidad
de problemas de PLSI y sus sistemas de restricciones asociados en otros contextos
estructuralmente mds ricos que el contexto general (7" arbitrario) antes descrito.
Encontramos un antecedente inmediato en el caso continuo, donde T' es un conjun-
to compacto de Hausdorff y los coeficientes de las restricciones dependen continua-
mente del indice (i.e., las funciones de coeficientes son continuas). En este contexto
se sitian los trabajos de Brosowski ([4] y [5]) y Fischer [17]. Trabajos como los de
Jongen, Twilt y Weber [32] y Jiménez y Riickmann [31] analizan la estabilidad del
conjunto factible en un contexto més restrictivo que el caso continuo, asumiendo
que T es un subconjunto compacto de R™ con ciertas propiedades de regularidad
y las restricciones son al menos de clase C'. Encontramos también en la literatura
numerosas contribuciones a la teoria de la estabilidad de familias paramétricas de
problemas semi-infinitos (en general no lineales) en las que las funciones que de-
terminan el objetivo y las restricciones son al menos de clase C!. Jongen y Stein
[33], para familias de problemas dependientes de un pardametro real, presentan una
clasificacién del conjunto de los puntos criticos generalizados en diferentes tipos.
Cuando nos situamos en nuestro contexto de la PLSI con T arbitrario, a diferen-
cia de otros contextos con mayor estructura, habremos de utilizar técnicas ad hoc

basadas exclusivamente en la version semi-infinita de los teoremas de alternativa.
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Un enfoque analitico carece aqui de sentido, dada la arbitrariedad de las funciones
de coeficientes.

La teorfa de la estabilidad juega un papel importante en la medida en que
frecuentemente el problema que se estd resolviendo no es exactamente el problema
original, sino un problema “préximo”, debido quizds a la presencia de errores en
los datos (coeficientes de las restricciones y de la funcién objetivo), o a los errores
de redondeo que se producen en el proceso computacional, entre otros factores. El
andlisis de la estabilidad aborda, entre otras, la cuestién de si problemas “préximos”
atn conservan ciertas propiedades del problema original.

En la memoria se considera el espacio paramétrico de todos los problemas de
PLSI, en R™, con el mismo conjunto de indices T', dotado de la topologia de la
convergencia uniforme de los pardmetros (o datos) del problema (coeficientes de la
funcién objetivo y de las restricciones), a través de una cierta distancia extendida.
En este contexto entendemos que un problema 7 es estable o estd bien planteado
respecto de una propiedad si existe una bola centrada en 7 (en la topologia con-
siderada) formada por problemas con dicha propiedad. El objetivo fundamental
de la memoria consiste en determinar, para un problema 7, el maximo radio (en
rigor es un supremo) de la bola centrada en 7 en la que se conserva determinada
propiedad, a saber, consistencia (primal y/o dual), resolubilidad, etc.

Como paso previo al estudio de la estabilidad del problema de optimizacién
abordamos el estudio de la estabilidad del sistema de restricciones asociado. De
hecho, la estabilidad del sistema tiene repercusiones inmediatas sobre la estabilidad
del problema, como senalan diferentes autores (véanse Dantzig et al. [13], Rocka-
fellar and Wets [49] o Berge [3], entre otros), y como se vera también a lo largo de
esta memoria.

Encontramos en la literatura sobre PLSI diferentes nociones de estabilidad de
sistemas (véanse, por ejemplo, Robinson [46] y Tuy [51]) que resultan ser equiva-
lentes (como se establece en [23] y [20]) a la siguiente propiedad: “todos los sistemas

en algin entorno del sistema en cuestion son consistentes”, es decir, dicho sistema
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estd en el interior del conjunto formado por los sistemas consistentes. Por otro la-
do, se pueden encontrar otras nociones de buen planteamiento para un problema de
optimizacién en conexién con la idea de resolucién por medio de sucesiones aproxi-
mantes. En el contexto de la PLSI, [8] clasifica algunas de estas nociones, de nuevo
estrechamente relacionadas con el hecho de que el sistema de restricciones asociado
pertenezca al interior del conjunto de los sistemas consistentes (véase también [7]).
Esta propiedad constituye el concepto de buen planteamiento de un sistema consis-
tente para autores como Epelman, Freund y Vera (véanse [18] y [19]), en el contexto
de los sistemas lineales cénicos. De hecho, estos autores se refieren a los sistemas
mal planteados como aquellos sistemas para los cuales perturbaciones arbitraria-
mente pequenas de los datos del sistema dan lugar tanto a sistemas consistentes
como a sistemas inconsistentes, es decir, el “mal planteamiento” se identifica con
la frontera del conjunto de los sistemas consistentes (o inconsistentes).

El concepto de distancia al mal planteamiento en el contexto de los sistemas
lineales conicos, como la distancia de un sistema consistente al conjunto de los
problemas inconsistentes, fue introducido por Renegar en [44] (véase la seccién
1 en [19] para comentarios adicionales). Esta distancia, ademds de constituir en
s misma una medida cuantitativa de la estabilidad o del buen planteamiento del
sistema, desempena un papel clave en el anélisis de la complejidad de ciertos algo-
ritmos como, métodos de punto interior en Renegar [45], el algoritmo del elipsoide
en [19], o una generalizacién del algoritmo de von Neumann introducida en [18].
Por su parte, en Vera [52] se muestra como algoritmos eficientes (desde el punto de
vista de la computacién y de la precision de los datos) para decidir la existencia de
soluciones de problemas especificos de PL con datos aproximados, necesitan com-
putacion desmesurada y precisién excesiva en los datos sélo cuando los problemas
estdn cerca del mal planteamiento.

En nuestro contexto de PLSI, en el caso en el que T es infinito (y sin estructura
topolégica alguna), aparece una clase especial de sistemas cuya distancia al mal

planteamiento en el sentido anterior (i.e., cuya distancia a la frontera de los proble-
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mas consistentes) es infinita. Este hecho diferencial nos conducird a un concepto de
mal planteamiento en un sentido generalizado, que coincide, cuando nos restringi-
mos al caso finito, con el introducido originalmente por Renegar. El Capitulo 1 de
esta memoria estd dedicado al estudio del mal planteamiento tanto en el sentido
ordinario como en el generalizado, proporcionando sendas expresiones para la dis-
tancia de un sistema arbitrario al mal planteamiento. En este momento destacamos
que, mientras que el problema de hallar la distancia al mal planteamiento (en cada
uno de los sentidos) se encuentra formulado en un espacio infinito-dimensional (el
de todos los sistemas con conjunto de indices T'), las expresiones obtenidas en la
memoria vienen expresadas por problemas formulados en R"*! y en R™.

Cuando se considera el problema de PLSI completo, es decir, cuando se anade
al sistema de restricciones la funcién objetivo, se puede estudiar la estabilidad del
problema desde otros puntos de vista (diferentes a la consistencia). Concretamente,
se puede analizar, por ejemplo, la estabilidad respecto de propiedades tales como la
resolubilidad o la acotacién del problema, y otras como la consistencia del problema
dual, o incluso la consistencia simultdnea de los problemas primal y dual asociado.
A éstas 1ltimas nos referiremos mds adelante. Un problema se dice resoluble si el
conjunto 6ptimo es no vacio y se dice acotado si el valor 6ptimo es finito (aunque
es posible que éste no se alcance en ningtin punto factible). Con la idea de que
perturbaciones arbitrariamente pequenas pueden dar lugar a problemas de diferen-
tes tipos, los problemas que pertenecen a la frontera del conjunto de los problemas
resolubles o a la frontera del conjunto de los problemas acotados estan entonces mal
planteados. Veremos que, en nuestro contexto de PLSI, ambas fronteras coinciden.
En el Capitulo 2 de esta memoria se estudia el mal planteamiento de un problema,
con respecto a la propiedad de resolubilidad, asf como la distancia de un problema
al conjunto de los problemas mal planteados en este sentido. Hay que resaltar que
uno de los ingredientes claves en este estudio ha resultado ser la distancia al mal
planteamiento generalizado para sistemas, lo cual ratifica los comentarios anteriores

acerca de la influencia de la estabilidad del sistema de restricciones en la estabilidad
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del problema de optimizacién completo.

En determinados trabajos desarrollados en el contexto de los sistemas lineales
conicos (véanse, por ejemplo, Nunez y Freund [41]), el concepto de distancia al mal
planteamiento no sélo involucra la distancia del problema primal a la inconsistencia
sino que también incluye la distancia a la inconsistencia del problema dual asociado
(véase, por ejemplo, [44] para la definicién de problema dual en este contexto); de
hecho, esta ultima distancia es también introducida por Renegar en [44]. Nunez y
Freund en [41], llaman problemas mal planteados a aquellos problemas que estén en
la frontera del conjunto formado por los problemas consistentes con dual asociado
consistente, y consecuentemente, la distancia de un problema al mal planteamiento
es su distancia a dicha frontera. Estos autores muestran la importante relacién de
esta distancia con ciertas propiedades de las soluciones a lo largo de la trayectoria
central de un problema de optimizacién lineal. Ademds, como se subraya en el
mismo trabajo, la trayectoria central es fundamental en el estudio de algoritmos de
punto interior en Programacion Lineal. Por otra parte, en el contexto de la Progra-
macién Convexa (PC), Nunez presenta en [40] una caracterizacién de los problemas
mal planteados en el sentido que acabamos de describir, que “extiende” el trabajo
de Robinson [47], donde se caracteriza el interior del conjunto de los problemas de
PC que son consistentes con dual también consistente. En el tdltimo capitulo de esta
memoria dedicamos una seccién al anélisis primal-dual de la estabilidad (véanse los
Capitulos 2 y 8 en [21] para detalles acerca de la teorfa de la dualidad). En una
primera etapa se estudia el mal planteamiento respecto de la propiedad de consis-
tencia del problema dual y en una segunda etapa se analiza la estabilidad respecto
de la consistencia tanto del problema primal como del dual, obteniendo diferentes
caracterizaciones y expresiones para las distancias al mal planteamiento en cada
uno de los sentidos comentados. Los resultados obtenidos relacionan muchos de los
conceptos que aparecen a lo largo de la memoria.

En otro orden de ideas, el estudio de la estabilidad de un problema puede en-

focarse en términos de la variacién del conjunto factible, valor éptimo y conjunto



Introduccién 7

optimo bajo pequenas perturbaciones de los datos. En esta linea, y desde una per-
spectiva “cualitativa”, se ubican los criterios de estabilidad basados en el estudio
de las propiedades de continuidad de las (multi)funciones conjunto factible y con-
junto éptimo y de la funcién valor éptimo. Un punto de vista méas cuantitativo lo
ofrecen los criterios basados en el estudio de propiedades de lipschitzianidad de las
funciones anteriores.

En nuestro contexto de la PLSI con T arbitrario, diferentes trabajos de Goberna,
Lépez y Todorov (véanse [20], [23], [24]) analizan la semicontinuidad inferior (Isc),
en el sentido de Berge, de la (multi)funcién conjunto factible para un problema
consistente, proporcionando una amplia lista de propiedades equivalentes a ella,
entre las que destacamos en este momento, la condiciéon de que el problema se
encuentre en el interior del conjunto de los problemas consistentes (recuérdese que
esta constitufa la nocién de buen planteamiento para autores como Freund, Vera
y Renegar). La semicontinuidad superior (usc) de dicha (multi)funcién ha sido
analizada en [24] y [9]. Por su parte, el trabajo [7] estd dedicado al estudio de
estas mismas propiedades de continuidad (Isc y usc) para la funcién valor 6ptimo
y la (multi)funcién conjunto 6ptimo. El antecedente inmediato al estudio de la
estabilidad siguiendo los criterios aludidos en este parrafo lo encontramos en el
caso continuo en los trabajos [4], [5] y [17]. Véase [39] para un andlisis de la
estabilidad del conjunto factible en el contexto mdas general de la PSI convexa
(véase también [11] para un estudio acerca de las repercusiones de la lsc de la
(multi)funcién conjunto factible en relacién con el comportamiento de determinadas
estrategias de discretizacion del sistema considerado).

En lineas generales, el trabajo [7] muestra el alto grado de estabilidad de las
funciones valor 6ptimo y conjunto éptimo cuando en el problema considerado se sat-
isfacen simultdaneamente la Isc de la (multi)funcién conjunto factible y la acotacién
(y el cardcter no vacio) del conjunto éptimo. El mismo trabajo establece que la
verificacién de ambas condiciones equivale al hecho de que el problema nominal

se encuentre en el interior del conjunto de los problemas resolubles. Bajo estas
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condiciones, se establece cierta propiedad de lipschitzianidad local de la funcién
valor 6ptimo. Un ingrediente clave para establecer la existencia de una constante
de Lipschitz es un ¢ tal que todo problema a distancia menor que € del problema
nominal siga siendo resoluble. Este hecho permite entrever (como se comprue-
ba en la seccién 3.5 de la memoria) que se puede determinar ya no la existencia,
sino la propia constante de Lipschitz (una de ellas) en términos exclusivamente del
problema nominal y de su distancia al mal planteamiento.

Previamente al estudio de la lipschitzianidad del valor 6ptimo, en el Capitulo 3
de la memoria se analizan determinadas propiedades de lipschitzianidad de la (mul-
ti)funcién conjunto factible, “pseudo-lipschitzianidad” y “calmness” (véase, por
ejemplo, [35]), proporcionando expresiones explicitas para las constantes de Lips-
chitz involucradas. En este momento hacemos hincapié en que dichas constantes
contienen en su denominador a la distancia al mal planteamiento, lo que redunda
en la idea de que cuanto mayor es dicha distancia, mayor estabilidad (menor “tasa
de deformacién”) del conjunto factible. Los resultados obtenidos entroncan con los
de Renegar [44] para el caso de los sistemas lineales cénicos. Nuestro desarrollo
presenta dos diferencias esenciales con el enfoque de dicho trabajo: por una lado
nuestro tratamiento apela exclusivamente al problema nominal, mientras que [44]
hace uso de la teoria de la dualidad, y por otro lado nuestro espacio paramétrico

no es normado cuando T es infinito.

El cuerpo de esta memoria estd constituido por tres capitulos, precedidos por un
capitulo preliminar (Capitulo 0). Cada capitulo se divide en secciones y algunas de
ellas contienen subsecciones. Los diferentes enunciados presentados a lo largo de la
memoria (definiciones, teoremas, ejemplos, etc.) estdn numerados correlativamente
con el nimero del capitulo, el de la seccién y el del enunciado (independientemente
del tipo de éste). Los enunciados que no van precedidos o acompanados por una

referencia bibliografica constituyen las aportaciones originales de esta memoria. A
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continuacién pasamos a presentar los contenidos de la memoria.

El Capitulo 0 estd dedicado a describir el contexto en el que se desarrolla esta
memoria asi como las definiciones y los resultados béasicos que serdn de utilidad a
lo largo de la misma. En la seccién 0.1 se describe un problema general de PLSI
y se presentan los espacios paramétricos de los sistemas de restricciones y de los
problemas de optimizacién mostrando, en cada uno de ellos, los diferentes tipos de
sistemas y de problemas que los componen con respecto a ciertas propiedades de los
mismos, a saber, consistencia, acotacién, resolubilidad, ... Se introducen asimismo
las distancias (extendidas) entre sistemas y entre problemas que permiten dotar a
los respectivos espacios paramétricos de la topologia de la convergencia uniforme de
los coeficientes del sistema y del problema. En la siguiente seccién, 0.2, se presentan
las herramientas bésicas del Anélisis Convexo que han sido de referencia continua en
el transcurso de este trabajo. Las ultimas dos secciones, 0.3 y 0.4, incluyen aquellos
resultados acerca de sistemas y de problemas de PLSI necesarios en el desarrollo
de esta memoria y a los que recurriremos en repetidas ocasiones en la misma.

Es conveniente comentar que, aunque en la ultima seccién del Capitulo 3 se
trabaja con el problema dual asociado a un problema de PLSI, los conceptos y
los resultados bdsicos necesarios acerca de la teorfa de la dualidad se presentan

directamente en dicha seccion con el fin de hacerla autocontenida.

El Capitulo 1 se centra en el estudio de la estabilidad, respecto de la propiedad
de consistencia, de los sistemas de desigualdades lineales (semi-infinitos). En la
seccién 1.2 comenzamos mostrando la existencia, cuando el numero de restriccio-
nes es infinito, de sistemas inconsistentes cuya distancia a la frontera del conjunto
de los sistemas consistentes (mal planteamiento ordinario) es infinita. El conjunto
de estos sistemas, serd caracterizado (proposicién 1.2.11) en términos del concepto
de sistema reforzado, introducido en [9]. La presencia de este nuevo subconjunto
del espacio paramétrico junto con el hecho de que el conjunto de los sistemas in-
consistentes es unién de los conjuntos formados respectivamente por los sistemas

fuertemente inconsistentes y débilmente inconsistentes, motiva la generalizacion del
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concepto de mal planteamiento. De hecho, un sistema cuya distancia a la frontera
del conjunto de los sistemas consistentes es infinita, estd siempre bien planteado en
sentido ordinario, a pesar de que perturbaciones arbitrariamente pequenas pueden
dar lugar a sistemas débilmente inconsistentes y a sistemas fuertemente inconsis-
tentes. En este sentido, el teorema 1.2.15 y la proposicién 1.2.17 justificardn la
elecciéon de la frontera de los sistemas fuertemente inconsistentes como el “mal
planteamiento generalizado” (véase la Figura 1.11 al final de la seccién 1.3). El
teorema 1.2.14 caracterizard este conjunto (asi como el interior del conjunto de los
sistemas fuertemente inconsistentes y por tanto el exterior del mismo) en términos
del que llamaremos conjunto hipogrifico, el cual se introducird en esta seccién y
desempenard un papel clave en el trabajo. En la seccién 1.3 se utiliza esta nueva
herramienta para obtener una expresién para la distancia de un sistema arbitrario
al mal planteamiento generalizado (teorema 1.3.3); cabe destacar que dicha expre-
sién viene dada en términos de una distancia en R"*!. En la seccién 1.4 abordamos
el estudio de la distancia al mal planteamiento (ordinario) desde un punto de vista
diferente, a través del concepto de valor de consistencia de un sistema, introducido
en la misma seccién, el cual, ademds de proporcionar dicha distancia, determina
cuiando un sistema bien planteado lo es entre los consistentes o entre los inconsis-
tentes (véanse el teorema 1.4.3 y los corolarios 1.4.4 y 1.4.5).

En el contexto de los sistemas lineales conicos, Freund y Vera presentan en [19]
diez problemas de optimizacién diferentes, cada uno de cuyos valores 6ptimos cons-
tituye una aproximacién de la distancia (de un sistema dado) al mal planteamiento
ordinario, distinguiendo dos casos dependiendo de si el sistema es consistente o no.
Estos problemas se obtienen linealizando algunas restricciones de otro problema
de optimizacion, introducido por Renegar en [45], que proporciona la distancia ex-
acta. Aunque un sistema lineal semi-infinito puede reformularse como un sistema
lineal cénico, y viceversa, la teorfa de la estabilidad en cada caso es considerable-
mente diferente. No obstante, ambos contextos incluyen a los sistemas finitos de

desigualdades lineales. Dedicamos pues la tltima seccion de este capitulo a mostrar
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que, cuando nos confinamos al caso finito, el sistema asociado a un problema de
PLSI puede traducirse isométricamente al formato utilizado en [19]. Asi pues, en
este caso finito, disponemos de las expresiones de la distancia al mal planteamiento

obtenidas en ambos contextos, que resultan ser complementarios.

En el Capitulo 2 abordamos la estabilidad del problema de optimizacién com-
pleto desde el punto de vista de la resolubilidad del mismo. Como comentdbamos
previamente, entendemos que un problema estd mal planteado con respecto a la
resolubilidad si pertenece a la frontera del conjunto formado por los problemas
resolubles, en el sentido de que perturbaciones arbitrariamente pequenas de sus co-
eficientes pueden dar lugar tanto a problemas resolubles como a problemas que no
lo son. En un principio cabe la posibilidad de considerar, alternativamente, como
problemas mal planteados aquéllos que se encuentran en la frontera del conjunto
de los problemas acotados; sin embargo, el teorema 2.2.1 (iii) establece que ambas
fronteras coinciden. En este capitulo se introducen dos subconjuntos de R™ asocia-
dos al problema nominal 7, que resultaran una herramienta clave en los teoremas
2.2.4 y 2.2.10, a la hora de caracterizar el mal planteamineto de 7 con respecto
a la propiedad de resolubilidad, distinguiendo dos casos, dependiendo de que 7 se
encuentre en el interior o en la frontera del conjunto de los problemas consistentes.
En el segundo de los resultados interviene una condicién adicional (en términos de
que el problema 7 se pueda aproximar por problemas consistentes de la frontera del
conjunto de los problemas consistentes) de la que en este momento senalamos que
tan sélo involucra al sistema de restricciones asociado a 7. El resto de la seccién
estd dedicado a la bisqueda de una caracterizacion de dicha condicién adicional
en términos de los coeficientes del sistema, encontrando una caracterizaciéon satis-
factoria en el caso en el que el conjunto de términos independientes del sistema,
{b;, t € T}, es acotado (véanse los teoremas 2.2.12 y 2.2.14). En otro caso se ob-
tienen condiciones necesarias y condiciones suficientes para la propiedad anunciada,
en los teoremas 2.2.17 y 2.2.20.

La tltima seccién de este capitulo (seccién 2.3) utiliza los resultados obtenidos
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anteriormente para determinar la distancia de un problema al mal planteamiento
con respecto a la resolubilidad. El estudio se ha llevado a cabo distinguiendo funda-
mentalmente dos casos, dependiendo de que 7 se encuentre o no en la clausura del
conjunto de los problemas resolubles. El teorema 2.3.1 proporciona una expresién
explicita para dicha distancia en la primera de las situaciones (en cuyo caso, estamos
calculando realmente la distancia a la irresolubilidad). El segundo caso presenta
notables dificultades a la hora de determinar la distancia al mal planteamiento, in-
cluso en el caso de problemas “sencillos” de PL ordinaria. En determinados casos se
han obtenido cotas para dicha distancia (véanse las proposiciones 2.3.4, 2.3.5, 2.3.6
y 2.3.11), que son ilustradas en la memoria con diferentes ejemplos, cuyo objetivo
no es mds que el de ahondar en las dificultades que pueden surgir en el caso en el
que 7 se encuentra en el exterior del conjunto de los problemas resolubles.

El estudio de la distancia al mal planteamiento de un sistema de desigualdades
lineales o de un problema de optimizacién lineal, en cualquiera de sus sentidos,
viene en muchas ocasiones motivado por sus notables repercusiones en diferentes
aplicaciones, a saber, estabilidad del conjunto factible, anédlisis de la complejidad
de algoritmos para encontrar soluciones, tamano del conjunto factible y del con-
junto 6ptimo, sensibilidad del valor éptimo, estabilidad del problema dual, etc.
Dedicamos el tltimo capitulo de esta memoria (Capitulo 3) a mostrar las repercu-
siones de los resultados obtenidos en los Capitulos 1 y 2 en diferentes aplicaciones en
la linea de las anteriormente citadas. En la seccién 3.2 analizamos algunas propieda-
des de lipschitzianidad de la (multi)funcién conjunto factible, F, o equivalentemente
(véase Klatte y Kummer [35]), las correspondientes propiedades de regularidad de
la (multi)funcién inversa, F!. Concretamente, demostramos que F~! es métrica-
mente regular (o F es pseudo-Lipschitz) en cualquier (z°, o) perteneciente al grafo
de F~1, esto es, siendo 2° € R™ un punto factible del sistema de PLSI o, cuando se
asume que oq se encuentra en el interior del conjunto de los sistemas consistentes.
Se obtienen como consecuencia propiedades mds débiles como una cota de error lo-

cal para F~! (corolario 3.2.7) o una desigualdad de tipo Hoffman (corolario 3.2.9).
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Estas nociones estédn relacionadas con el concepto de médulo de regularidad métrica
analizado por Dontchev, Lewis y Rockafellar ([14] y [15]) en el anélisis variacional.
A lo largo de esta seccién han jugado un papel importante los lemas 3.2.1 y 3.2.2; en
particular, el segundo de ellos establece un resultado general de Anélisis Convexo
que caracteriza , para normas arbitrarias, la mejor aproximacién de un punto exte-
rior a un convexo cerrado y no vacfo. La siguiente seccién estd dedicada al andlisis
de la complejidad del algoritmo del elipsoide para encontrar puntos del conjunto
factible, F', de un sistema de desigualdades lineales (posiblemente infinito). Se ca-
racteriza previamente la propiedad de que el interior del conjunto factible de un
sistema consistente sea no vacio (corolario 3.3.2), y posteriormente, obtenemos los
ingredientes principales (véase [19]) para obtener una cota de complejidad sobre el
nimero de iteraciones (proposicién 3.3.3 y corolario 3.3.4). En la siguiente seccién
(seccion 3.4) obtenemos bolas que contienen al conjunto factible de un sistema con-
sistente y al conjunto 6ptimo de un problema resoluble (teorema 3.4.3 y corolario
3.4.5 respectivamente), es mas, dado un problema en el interior del conjunto de
los problemas resolubles, se obtiene una bola que contiene uniformemente a ciertos
conjuntos de nivel y a los conjuntos éptimos de problemas suficientemente proxi-
mos. Es sabido que la funcién valor 6ptimo es Lipschitziana en un entorno de un
problema en el interior de los problemas resolubles (véase [7]). En la seccién 3.5
se obtiene dicho resultado de forma alternativa aportando ademds una constante
(uniforme) de Lipschitz dada a través de un cociente en cuyo denominador aparece
la distancia al mal planteamiento con respecto a la consistencia.

En la ultima seccién de este capitulo introducimos el problema dual asociado al
problema 7 de PLSI (véase [21, Capitulos 2 y 8| para detalles acerca de la teoria de
la dualidad en PLSI). En primer lugar estudiamos la estabilidad de un problema
respecto de la propiedad de consistencia de su problema dual asociado (subseccién
3.6.1). El interior del conjunto formado por los problemas dual-consistentes fue
caracterizado en [25]. Utilizando este resultado, caracterizamos la frontera de este

conjunto (y por tanto el exterior del mismo) que constituye otro tipo de mal plan-
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teamiento para problemas (proposicién 3.6.3 y corolario 3.6.4). El teorema 3.6.6
proporciona asimismo una expresién para la distancia al mal planteamiento en este
sentido. La subseccion 3.6.2 aborda la estabilidad de un problema respecto de la
consistencia tanto del problema primal como del problema dual asociado. Como
comentdbamos anteriormente, diferentes autores han tratado esta cuestion en dife-
rentes contextos (véanse, por ejemplo, [47] y [40] en PC, [41] y [44] en PL cénica o
[25] en PLSI). Empezamos mostrando que el conjunto de los problemas primal-dual
consistentes (i.e. consistentes con dual consistente) y el conjunto de los problemas
resolubles, pese a ser distintos, tienen el mismo interior ([25]), la misma frontera
y por tanto el mismo exterior (proposicién 3.6.9). En nuestro contexto de PLSI,
dicha proposicién 3.6.9 junto con los resultados obtenidos en el Capitulo 2 para la
distancia de un problema a la frontera del conjunto de los problemas resolubles,
permite obtener de forma inmediata expresiones para la distancia de un problema
a la frontera de los problemas primal y dual consistentes. Por 1ltimo, en la sub-
seccién 3.6.3 se ofrece un estudio alternativo de la estabilidad del conjunto factible
mediante un tratamiento primal-dual en el que sélo se permiten perturbaciones de
los términos independientes de las restricciones. Este estudio estd basado en las
ideas de Renegar en [44], y muestra por su parte la notable dificultad de trasladar a
nuestro contexto razonamientos de espacios normados (nuestro espacio paramétrico
no es normado cuando el conjunto de indices es infinito). Otros autores como Pena
en [42] han estudiado la estabilidad de un sistema lineal cénico con perturbaciones

restringidas en este sentido.



Capitulo 0

Preliminares

0.1 Notacién y definiciones

Consideremos el problema de optimizacién lineal, en R™,

m: Infcdzx
(0.1)
saax>b, tel,

donde ¢, x y a; son vectores de R", entendidos como matrices-columna, b, € R, e
y’ denota al traspuesto de y € R™.

Si el conjunto de indices T del sistema de restricciones, o = {ajx > b, t € T},
es infinito, estaremos ante un problema de PLSI. En nuestro tratamiento del tema,
T serd un conjunto arbitrario, sin estructura. En consecuencia las funciones ¢t — a,
y t — b, no gozan de ninguna propiedad en particular (y cuando T es infinito

pueden incluso no estar acotadas).

Si X es un subconjunto de un espacio topoldgico, utilizaremos la siguiente
notacion: int(X), ext (X), cl(X), y bd(X) denotardn el interior, el exterior, la
clausura (o adherencia), y la frontera de X, respectivamente. Si X C R* k € N,
por rint (X) representamos el interior relativo de X (esto es, el interior de X en la

topologia relativa a la variedad afin generada por X).

15
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Si X C [—o00,+00], denotaremos por sup X e inf X al supremo y al infimo de

X, respectivamente, conviniendo que sup & := —o0 e inf & := +4-00.

0.1.1 El espacio paramétrico de los sistemas de desigual-

dades lineales

El espacio paramétrico de todos los sistemas de desigualdades de la forma
o={ax>b,teT}

asociados a problemas del tipo (0.1), denotado por ©, puede identificarse con el es-
pacio (R™ x ]R)T, puesto que cada sistema o se puede representar alternativamente
por sus vectores de coeficientes { (Zt> } (recuérdese que el producto cartesiano
X7T no es més que el conjunto de totdas izi::sp funciones de T en X). El subconjunto
de © formado por todos los sistemas consistentes (i.e., con conjunto factible, F, no
vacio) se denotard por ©., mientras que ©; representard el subconjunto de todos
los sistemas inconsistentes. De acuerdo con [23], distinguimos dos subconjuntos en
0;, los cuales constituyen una particion del mismo: Oy;, el conjunto de todos los
sistemas fuertemente inconsistentes (i.e., aquellos sistemas que tienen algtin subsis-
tema finito inconsistente), y ©,,; := 0;\Oy;, el conjunto de los sistemas débilmente
inconsistentes. De este modo, la inconsistencia de o € ©,,; no puede ser detectada

mediante la observacion de subsistemas finitos.

En la siguiente figura presentamos un esquema del espacio paramétrico de los
sistemas, asi como dos ejemplos de sistemas, uno débilmente inconsistente y otro

fuertemente inconsistente. FEn las graficas, los puntos representan los vectores de

Ay

coeficientes ( ! ) de los sistemas en cuestion.

t
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CH Q;
Sistemas consistentes Sistemas inconsistentes
(con conjunto
factible no vacio) / \
®Wi ®Si
Sistemas débilmente Sistemas fuertemente inconsistentes
inconsistentes (con un subsistema finito
inconsistente)
b,
b,
1 o o ° L]
° 1 .
(1/}’)
1
—— f > ; T —»>
a
V412 1 % -1 0 [
1 x>2Lr=1, o
c=<—-x21,reN;e®,, c = €Yy
r ’ i —x21,r=23,. ¥

Figura 0.1: Particién del espacio paramétrico de los sistemas.

Cuando se consideran diferentes sistemas en O, ellos y sus elementos asociados
se distinguirdn mediante sub(super)indices. Asi pues, si 07 también pertenece a ©,
escribimos oy == {(a}) = > b}, t € T}.

Consideramos © dotado de la topologia de la convergencia uniforme de los

vectores de coeficientes, mediante la distancia extendida d : © x © — [0, 400]

dada por X

o= (1) - ()l 03
donde ||-|| es cualquier norma dada en R™"!. Obsérvese que la topologia de © no
depende de la norma ||-|| considerada.

Dados 0 € © y © C O, escribiremos

d(0,0) := inf{d(aﬁ) e é} € [0, +o0].
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0.1.2 El espacio paramétrico de los problemas de optimiza-
cién lineal

El espacio paramétrico de los problemas de optimizacién lineal de la forma (0.1),
denotado por II, puede identificarse con R™ x (R”+1)T, identificando el problema
7 con el par (¢,0) (andlogamente al caso de los sistemas, cuando se consideren
diferentes problemas en II, ellos y sus elementos asociados se distiguirdn mediante
sub(super)indices).

Denotaremos por I, al subconjunto de II formado por los problemas consistentes
(esto es, aquellos problemas cuyo sistema asociado es consistente). Asimismo I1; :=
IT\II. representars al conjunto de los problemas inconsistentes. Por otra parte, IT,
denotard al subconjunto de todos los problemas acotados, esto es, aquéllos cuyo
valor dptimo, v, es finito. Por ultimo, denotaremos mediante II; al subconjunto
de todos los problemas resolubles, es decir, aquéllos cuyo conjunto de soluciones
dptimas, F°P, es no vacio. Obviamente, II; C I, C II..

Para dotar a II de la topologia de la convergencia uniforme, consideraremos
sendas normas en R"” y R"™! que denotaremos indistintamente por |[|-||. Introduci-

mos entonces la distancia extendida ¢ : IT x II — [0, +o0] dada por
§ (my,m) :=max {||c' —¢||,d(01,0)}, (0.3)

donde d (o1, 0) viene definida por (0.2).

Anélogamente al caso de los sistemas, dados 7 € II y II C II escribiremos

§(m, I0) = inf{é(ﬁ,%)  Fe ﬁ} € [0, +o0].

0.2 Herramientas basicas del Analisis Convexo

Dado @ # X C R*, k € N, por conv(X), cone(X), span(X), y aff(X), denotamos

la envoltura convera de X, la envoltura convexa conica de X, el subespacio generado
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por X,y la envoltura afin de X, respectivamente. Se asume que cone (X) siempre
contiene al vector cero, O, y por tanto cone(&) = {0x}. Asimismo, denotaremos

por X al cono polar positivo (o cono dual) de X que viene dado por
X°:={yeR"|yz>0paratodozr € X}.

Si en R* consideramos una norma cualquiera, ||-||, la bola abierta unidad para
dicha norma se representard por B. Asimismo, si denotamos por |||, a la norma

dual de [|-||, esto es,
|ull, == max {u'z | ||z]| < 1}, para u € R,

la bola abierta unidad para la norma dual se representard por B,. Es bien sabido
que la norma dual de una p-norma, |-, conp € [1, +oc], es [|-||,,, con 1—1)4-% =1 (en-
tendiendo —= = 0). De este modo, la norma del supremo (o norma de Chebyshev)
se representard por ||| ..

El siguiente lema, que puede encontrarse, por ejemplo, en [27, V.3.2] o [48,
Seccién 15 |, describe la bola unidad cerrada asociada a cualquier norma mediante

un sistema de desigualdades lineales.

Lema 0.2.1 Se tiene que
c (B) = {z € R* | 'z < 1para todo u € bd (B,)} .

El hecho de que los resultados a lo largo de esta memoria estén formulados para

normas generales en R*, conllevard al uso frecuente de la desigualdad
W' < Jlull oll,, u, veRE, (0.4)

que, para p-normas, es bien conocida como desigualdad de Hélder. Serd también

de utilidad la siguiente propiedad (véase, por ejemplo, [27, V.3.2])
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Lema 0.2.2 Dado u € R¥, existe w € R¥\ {0}, tal que v'w = ||ul| ||w]], .

Para una sucesién {u,.}, lim, u, significard lim,_, . p,, mientras que u, | a
significard que lim, p, = a y que {u,} es decreciente a partir de un cierto rq € N.
Por su parte, lim sup,. p,. y liminf, p, denotardn al limite superior y al limite inferior

de {u,} respectivamente.

En la seccién anterior hemos introducido los conjuntos O, O,,; v O, que cons-
tituyen una particién del espacio ©. El teorema 0.3.1 los caracterizard en términos
de los siguientes conos convexos asociados al sistema o = {ajx > b, t € T}: el

sequndo cono de momentos, dado por

v ({() eer))

y el cono caracteristico, dado por

K::N+R+<O”1),

donde R, := [0, 4o0].
El teorema 0.3.2 caracterizard asimismo int (O;) a través del cono N.
Otra herramienta clave serd el primer cono de momentos asociado a o, que

viene dado por

M :=cone ({a;, t€T}).

Concretamente, en términos de dicho cono puede caracterizarse la acotacién del
conjunto factible de o € O, (véase el teorema 0.3.4).
Por su parte, la envoltura convexa de los vectores de coeficientes de o =

{ajz > b, t € T}, que denotaremos por C, esto es,

o eom({(2). eer))

constituye un ingrediente clave en la caracterizacién de int (©,.) (véase el teorema
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0.3.3). En ocasiones recurriremos al siguiente conjunto asociado a o:
A:=conv({a;, t €T}).

Obsérvese ademds que M =R, Ay N =R, C.

Si o es un sistema consistente con conjunto factible F, decimos que a’x > b es
una consecuencia de o si esta desigualdad se satisface en cada punto de F’; i.e.,
a’z > b para todo z € F. El Lema de Farkas no homogéneo ([54]) caracteriza
las desigualdades lineales a’x > b que son consecuencia del sistema o € ©. como

aquéllas que satisfacen

(Z) € ol (K). (0.5)

Por esta razén, cuando o € O, cl (K) es llamado también cono de las relaciones
consecuentes de o.

Si introducimos el cono Rf) de todas las funciones A : T" — R, que toman
valores positivos sélo en una cantidad finita de puntos de 7', (0.5) es equivalente a

la existencia de sucesiones {\"} C R&T) y {p.} C R, tales que

()= 54 () - ()}

donde A" = (A\)),crr , 7 =1,2,...

Existen diferentes nociones de separacién mediante hiperplanos en R* (véase,
por ejemplo, [48, Seccién 11]). Decimos que los subconjuntos X e Y de R* se pueden
separar si existe Z € R¥*1 con a # 0y tal que 'z < b < a'y para todox € X y
todo y € Y (el hiperplano de ecuacién a’x = b es un hiperplano separador de X e
Y). Los conjuntos X e Y se pueden separar propiamente cuando es posible elegir

a
(b) de forma que X e Y no estén ambos contenidos en el hiperplano separador.

a
Se dice que la separacién es estricta cuando (b) puede escogerse de forma que

adx < b < ady para todo x € X y todo y € Y. La separacién es fuerte cuando
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sup{az |z € X} <inf{d'y |z € X}.
A lo largo de esta memoria utilizaremos con frecuencia el caso particular en el
que X se reduce a un punto x € R¥ e Y C R* es convexo cerrado y no vacio.

En dicho caso, las nociones de separacion estricta y separacién fuerte coinciden,

a
b) € R¥1, con

pudiendo enunciarse en este caso en términos de la existencia de (
a # O, tal que

a'z < b < a'y para todo y € Y.

En estas condiciones, es bien sabido que {z} e Y se pueden separar estrictamente
siy sélo si x € ext (Y); mientras que si € bd (V) existe al menos un hiperplano
separador, que es de hecho un hiperplano a Y en =.

Por otra parte, el teorema 11.3 en [48], al que haremos referencia en el lema
3.2.2, establece que dos subconjuntos convexos no vacios de R* se pueden separar

propiamente si y sélo si sus interiores relativos no tienen puntos en comun.

Otra de las nociones importantes en esta memoria es la de mejor aproximacion
de un punto en un convexo cerrado de R¥. Concretamente, dados un conjunto, X,
cerrado y no vacio de R* y un punto 7 ¢ X, se dice que T € X es una mejor aprox-
imacién de T en X (respecto de la norma ||-||) si d (z, X) = ||z — ||, donde, como
es habitual, d(z,X) := inf {||z — z|| | x € X}. Noétese que d representa indistin-
tamente (distinguiéndose por el contexto) a la distancia introducida en el espacio
paramétrico de los sistemas, ©, y a la distancia en R¥. Es bien sabido que, si
X C R* es convexo cerrado y no vacio y la norma considerada en R* es la norma
euclidea, entonces existe una tinica mejor aproximacion, T, de 7 en X, y ademads

para todo x € X, se verifica
@—-2)r>@-2)7 (0.6)

Esta tltima relacién se puede interpretar de dos formas: por una parte, si X es el
conjunto factible de un sistema de desigualdades lineales, (0.6) es una consecuencia

de dicho sistema; por otra parte (0.6) nos dice que (Z —7)'z = (T—2)'T es la
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ecuaciéon de un hiperplano soporte a X en 7. El lema 3.2.2 proporcionard una
generalizacién de (0.6) cuando en R* se considere una norma general.

En otro orden de ideas, dado un conjunto no vacio X C R, el cono asintdtico
de X, denotado por X, es el conjunto de todos los limites de la forma lim, p, x",
donde p, € Ry, 2" € X, r =1,2,...,; y . | 0. El lema 2.1 en [24] recoge algunas
propiedades de este cono. En particular, X es siempre cerrado y Xo, = (cl(X)), -
Ademis, si X es un conjunto convexo cerrado, entonces X, coincide con el cono

de recesion de X, O" (X), que viene dado por
O (X) = {yeRk|:U—i—)\yEXparatodoxEthodo)\EO}.

A lo largo del Capitulo 1 serd de utilidad el concepto de sistema reforzado
asociado a un sistema o (introducido en [9] en relacién con la semicontinuidad

superior de la (multi)funcién conjunto factible):

oft .= {a'm %, <Z) € C’OO}.

Denotaremos por N al segundo cono de momentos asociado a . Obviamente
NE =C,.
A lo largo de esta memoria recurriremos en repetidas ocasiones a los siguientes

resultados generales de Analisis Convexo.

Teorema 0.2.3 [21, Teorema A.5] Sea X C R"™ convero y no vacio. Se tiene:
(i) rint (X) es un conjunto convexo y no vacio;
(ii) rint (cl (X)) = rint (X) y cl (rint (X)) = cl (X);
(iii) Six € rint (X) ey € cl (X), entonces el segmento |x,y| estd contenido en

rint (X) (Lema de accesibilidad).

Teorema 0.2.4 [21, Teorema A.7] Sean X C R™ no vacio y z € aff(X) (respecti-
vamente z € span (X)). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) z € rint (conv (X)) (respectivamente z € rint (cone (X)));
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(ii) existen puntos z* € X, i = 1,2,...,p, con aff({z', 2%, ..., 2P}) = aff(X)

(respectivamente span ({z',z?,...,2P}) = span (X)), y escalares positivos o, i =
1,2,...,p, tales que z = > 0 o', y S8 oy = 1 (respectivamente Y b | «; es
arbitraria).

Como consecuencia de este teorema se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 0.2.5 Sea X C R™ no vacio. Entonces, se tienen:
(i) 0, € rint (conv (X)) si y sdlo si 0, € rint (cone (X));

(i) z € rint (cone (X)) si y solo si 0, € rint (conv (X U {—=2})).

0.3 Resultados preliminares acerca de sistemas
de desigualdades lineales

El siguiente resultado caracteriza, como ya anunciamos en la secién anterior, los

conjuntos 6., O,; y O, en términos de los conos N y K.

Teorema 0.3.1 [21, Teorema 4.4]. Dado o € ©, se verifican los siguientes enun-

ciados:

On
(i) o0 € O, si y sdlo si <1> ¢ cl(N);
" : (0,
(ii) o € Oy sty sdlo si (1) € cl(N)\N;
. . (0n
(i) o € O si y sdlo si <1) € N.
Ademds, N se puede reemplazar por K en las afirmaciones anteriores.

En la siguiente figura se ilustra graficamente el contenido del teorema anterior:
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c €0, ce®

Figura 0.2: ITlustraciéon del Teorema 0.3.1.

Los siguientes teoremas caracterizan int (Oy;) e int (©.), respectivamente. En
el segundo de ellos nos referimos a la condicion fuerte de Slater (SSC), la cual es
satisfecha por un sistema o = {a;x > b;, t € T} cuando existen T € R" y p > 0
tales que a;T > b+ p para todo t € T. En tal caso, se dice que T es un punto fuerte

de Slater, o SS-elemento, de o.

Teorema 0.3.2 (Véase [23, Teorema 4.3]) Sea 0 € ©. Entonces, o € int (Oy;) si y

sdlo si (01”’) €int(N).

Teorema 0.3.3 (Véase [23, Teorema 3.1)) Sea 0 € O.. Son equivalentes:
(i) o € int (O,) ;
(i) Onya ¢ cl (C);
(iii) o satisface la SSC.
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El teorema 6.1 de [21] (véanse también [23, Teorema 3.1] y [20]), anade a las
tres condiciones equivalentes del teorema anterior las seis siguientes (véanse las

correspondientes definiciones en [21, Secciones 6.1 y 6.2]):

e La (multi)funcién conjunto factible, F, es semicontinua inferiormente en o;

e o es no critico (en el sentido de Tuy [51]);

o es regular (en el sentido de Robinson [46));

F es R-estable en o (en el sentido de Robinson [46]);

F es dimensionalmente estable en o;

e F es topoldgicamente estable en o (bajo la hipétesis adicional 0,, ¢ bd (A)).

Aludiremos a alguna de estas nociones en secciones posteriores. En concreto,
nos referiremos a la condicién fuerte de Slater en la seccién 1.4 y a la R-estabilidad

en la seccién 3.2.

El siguiente teorema caracteriza la acotaciéon del conjunto factible, F', de un

sistema consistente, o. Nétese que, cuando o € ©,, O (F) = M°.

Teorema 0.3.4 (Véanse [21, Teorema 9.3] y el corolario 0.2.5) Sea 0 € ©.. Las
sigutentes condiciones son equivalentes:
(i) F' es acotado;
(ii)) M = R™,
(iii) O (F) = {0n};
(iv) 0, € int (M) ;
(v) 0, €int (A).

Con relacion al concepto de sistema reforzado introducido en la seccién anterior,
se tiene en virtud del Lema de Farkas que, si o € O, todas las restricciones de o

son consecuencias de o. Por tanto, para todo o € O, el conjunto factible de o,
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denotado por F'®, contiene el conjunto factible de o, F. Ademss, se tiene el siguiente

resultado.
Lema 0.3.5 [9, Lema 3.4] Si 0,01 € © yd(o,01) < 400, entonces ot = o,

Asf pues, tanto si o es consistente como si no lo es, F'¥ contiene a todos los

conjuntos factibles de todos los sistemas cuya distancia a o es finita. En particular,
. . 0 .

siof €O ie., | "] € NE (por el teorema 0.3.1 junto con el hecho de que N es

1
cerrado), se tiene que d (o, 0.) = +00.

0.4 Resultados preliminares acerca de problemas
de optimizacién lineal

El siguiente resultado proporciona diferentes caracterizaciones de aquellos proble-
mas consistentes que estan en el interior del conjunto de los problemas resolubles,
asf como condiciones necesarias y suficientes para que el conjunto éptimo de un

problema consistente sea no vacio y acotado.

Teorema 0.4.1 [21, Corolario 9.3.1][7, Lema 4.1] Dado m = (c,0) € 1., las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(i) m € int. (Ils) (el interior de I1; en la topologia relativa a I1.);

(ii) c € int (M) ;

(iii) F°? es acotado y no vacio;

(

iv) {ag, t € T; —c}° ={0,}.

El conjunto {a;, t € T'; —c}’ no es otro que el cono de recesioén de los conjuntos
de nivel inferior no vacios de m; donde, para cada o € R, el conjunto de nivel

inferior o, L (), viene dado por

L(a):={zeF|dz<a}.
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Noétese que FP = L (v) cuando 7 € II,. Se puede anadir ahora una nueva condicién

equivalente a las cuatro dadas en el teorema anterior:
e L («) es acotado para cada o € R tal que L (o) # .

Como consecuencia inmediata de los apartados (i) y (ii) del teorema anterior se

tiene el siguiente resultado.
Corolario 0.4.2 Sea 7 € int (II.). Entonces 7 € int (Il;) si y sdlo si ¢ € int (M).

El siguiente resultado, proporciona una condicién suficiente y otra necesaria

para que un problema consistente sea resoluble.

Teorema 0.4.3 [21, Teorema 8.1(iv,v)] Sea 7 € II.. Se tiene:
(i) Sic € rint (M), entonces 7 € Ilg;
(ii) Si 7 € I, entonces c € cl (M) .



Capitulo 1

Medidas del mal planteamiento
relativo a la consistencia de un

sistema de desigualdades lineales

1.1 Introduccion

Como apuntédbamos en la seccién 0.3 (véanse el teorema 0.3.3 y los comentarios
posteriores), diferentes nociones de estabilidad del conjunto factible de un sistema
debidas a diversos autores se traducen en nuestro contexto de la PLSI en la condi-
cién “o € int (0.)”. Para un sistema en estas condiciones, la cantidad d (o, bd (©.))
nos proporciona una medida de la estabilidad del sistema. Entre otras aplicaciones,
esta medida nos permitira, en la seccién 3.2, profundizar en el estudio cuantitativo
de la estabilidad de la (multi)funcién conjunto factible.

En el contexto de los sistemas lineales conicos (véase §1.5), [18] y [19] hacen
uso de la distancia de un sistema dado a la frontera del conjunto de los sistemas
consistentes con el fin de obtener cotas para la complejidad algoritmica de ciertos
métodos de busqueda de soluciones del sistema. En estos trabajos, los autores se

refieren a dicha distancia como distancia al mal planteamiento (“distance to ill-

29
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posedness”) y muestran su relacién con cierto nimero de condicion del sistema
considerado. Un sistema de la frontera del conjunto de los sistemas consistentes
es considerado mal planteado por estos autores en el sentido en que perturbaciones
arbitrariamente pequenas pueden dar lugar tanto a sistemas consistentes como a
inconsistentes. Por otra parte, [44] y [45] tratan con la distancia de un sistema
consistente al conjunto de los sistemas inconsistentes. En ambos casos el espacio
paramétrico de los sistemas es un espacio vectorial normado y, por tanto, la dis-
tancia desde un punto de un subconjunto dado a la frontera del mismo coincide
con la distancia al complementario (obsérvese que esto no es cierto en un espa-
cio métrico general). Asi pues, las nociones de “distancia al mal planteamiento”
consideradas por estos autores coinciden. El corolario 1.2.3 mostrard que ambas
distancias también coinciden en nuestro contexto (nétese sin embargo que, cuando
T es infinito, © no es un espacio normado'). No obstante, cuando se considera
un sistema de desigualdades lineales con infinitas restricciones, cabe la posibilidad
de que su distancia a la frontera de los problemas consistentes sea infinita (lo que
no puede ocurrir, por ejemplo, cuando los vectores de coeficientes del sistema en
cuestion estan acotados, como es el caso de la PL ordinaria). Veremos que un sis-
tema con esta propiedad se caracteriza por tener el vector (01n> en el segundo cono
de momentos de su sistema reforzado. Por otra parte, aunque un sistema de este
tipo estd siempre bien planteado en sentido cldsico (puesto que no puede pertenecer
al bd (©.)), puede ser “inestable” si se encuentra en la frontera del conjuto de los
problemas fuertemente inconsistentes, de modo que bd (©;) constituird un tipo de
mal planteamiento para esta clase de sistemas (véase §1.2). El teorema 1.2.15 pro-
bara por su parte que, cuando nos confinamos al subconjuto de los problemas cuya
distancia a la frontera del conjunto de los problemas consistentes es finita, bd (©..)
y bd (Oy;) coinciden, lo cual dard lugar a considerar bd (©;) como el conjunto de los

sistemas mal planteados en sentido generalizado. FEl teorema 1.2.14 caracterizard

'De acuerdo con Holmes [29, Corolario en pag. 56], R” es normable si y sélo si el conjunto de
indices T es finito.
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bd (Oy;) en términos del que llamaremos conjunto hipogrdfico asociado a un sistema,
uno de los conceptos claves en esta memoria.

Existen diferentes métodos para determinar cudndo un sistema es consistente, y
para abordar el subsiguiente problema de calcular puntos factibles. Con frecuencia
se utilizan determinados pardmetros al analizar estos métodos. Algunos de dichos
pardmetros intervienen, por ejemplo, en ciertas reglas de parada. Un ejemplo tipico
de pardmetro es el tamano de un sistema el cual es una generalizacién directa del
ntimero de condicién de una matriz. Se utiliza, por ejemplo, para analizar métodos
de punto interior como el “método de barrera” (véase [45]). La nocién de tamano
de un sistema depende sélo de la distancia al mal planteamiento, y diferentes au-
tores han dedicado un esfuerzo considerable a determinar esta cantidad. En las
secciones 1.3 y 1.4 proporcionamos sendas expresiones para calcular la distancia al
mal planteamiento en sentido generalizado y en sentido ordinario, respectivamente,
en nuestro contexto de la PLSI (que engloba a la PL ordinaria). La primera de ellas
viene dada como la distancia del vector 0,.; € R*™! al conjunto hipogréfico aso-
ciado al sistema considerado, asf pues, como una distancia en el espacio R**!. La
segunda expresion, para la distancia d (o, bd (©.)), constituird otro de los conceptos
claves de esta memoria, y permitird ademads reconocer aquellos sistemas que son
estables respecto de la consistencia o de la inconsistencia, y en este sentido ha sido
denominada wvalor de consistencia del sistema. Ambas distancias, ademds de con-
stituir en si herramientas importantes en diferentes campos como hemos comentado
en parrafos anteriores, serdn de notable utilidad en los capitulos posteriores.

Por dltimo, en la seccién 1.5 extendemos algunos comentarios realizados a lo
largo de este capitulo relativos a la “interseccién” entre el contexto lineal conico
analizado en [19] y nuestro contexto de desigualdades lineales. Concretamente,
se muestra como el caso de los sistemas finitos de desigualdades lineales en R"
constituye un punto de encuentro entre ambos contextos en el que los resultados del

presente capitulo y los que pueden encontrarse en [19] resultan ser complementarios.
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1.2 Caracterizacion del mal planteamiento gene-
ralizado

Comenzaremos con un lema técnico que nos conducird al corolario 1.2.3, comentado
en la seccién anterior. Recuérdese que el enunciado de dicho corolario no es cierto

en un espacio métrico arbitrario.

Lema 1.2.1 Sea@%é;@, G={dxz>b,teT}eO yo={dz>b, te
T} € @\(:j Supongamos que d (0,0) < +oo. Entonces, existe \* € [0, 1] de manera

que el sistema
(1—M\)5+\o = {((1 NG N a) > (1= M) b Ay, t e T}

pertenece a bd(©) (= bd(6\0)).
Demostracién. Sea I' := {\ € [0,1] | ox € O}, donde o, := (1 — )& + Ao,
y sea \* := supI'. Puesto que, para cada A € [0,1], se tiene que d (o), 0\ ) =

A= X*|d(o,0), es inmediato que o« € bd(©). m

Observacién 1.2.2 La hipétesis d (7, 0) < 400 en el lema anterior no es superflua.

De hecho, si d(0,0) = +00 y A # A*, entonces d (o, o) = +00.
Corolario 1.2.3 Dados & #+ ) ; Oyoé¢ @), se tiene
d(o,0) = d(c,bd(0)).

En particular, si o € ©;, entonces, d(0,0.) =d(o,bd (0,)); y sio € O, entonces,
d(0,0;) =d(o,bd(0,.)).

Demostracién. La demostracion de que d(a, ©) < d(o, bd(©)) es esténdar. Con el

objetivo de establecer la desigualdad contraria, podemos suponer el caso no trivial
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d(o, (:j) < +o00. Entonces la desigualdad deseada se sigue del hecho de que para
cada & € O existe 7 € bd(©) tal que d(o,7) < d(c,5), como se deduce del lema

anterior (tomando @ = o). m

Observacién 1.2.4 Si 0 € O,, entonces d (0,0;) < +00, puesto que obtenemos
un sistema inconsistente sin mas que reemplazar una restriccién elegida arbitraria-

mente de o por 0,z > 1.

. . . 0 .
Observacion 1.2.5 Los sistemas que verifican que (f) € N¥ tienen un com-
portamiento anormal cuando intentamos medir su distancia al bd (©.). Mds pre-
cisamente, apelando al comentario realizado al final de la seccién 0.3 junto con el

corolario 1.2.3, tenemos d (0,bd (0.)) = d (0,0.) = +00, para estos sistemas.

On
Probaremos que ambas condiciones, “d(o,bd (©.)) = +00” y “( 1) e NE”

son de hecho equivalentes. Antes, presentamos dos lemas técnicos.

(% . .
Lema 1.2.6 Sea 0 € O tal que (1> e hmTZ)\; (Zt> para alguna sucesion
t

teT

{\"} C Rf), con lim, Z A; = 0. Entonces, <01n) e NE.

teT
Demostracién. Escribimos v, := Z Ar, r=1,2,.... Las hipétesis garantizan la

teT
existencia de ry € N tal que v, > 0, para todo r > ry. Entonces, la expresiéon

0, } A (o
= lim Vr — ( > )
( 1 > r ; Ve bt

On
asegura que (1> € NE. m

0y, ,
Lema 1.2.7 Sea 0 € ©; tal que (1) € cl (N)\NZE. Entonces, existe p > 0 tal

<O;> ecl(C).

que
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. : L : 0y,
Demostracién. Por hipétesis existe una sucesiéon {\"} C RSFT) tal que ( 1) =

a . . .
lim, Z N, (bt> , v el lema previo implica que la sucesién {, } no converge a cero,

teT t
donde 7, := Z)\g para todo r. Por consiguiente, {v,} tiene una subsucesion,

teT
denotada de la misma forma para abreviar, tal que v, > 0 para todo r y {1/7,}

converge a cierto p > 0. Entonces

0 N (a
") = lim —t(t)ech.
(p) T;%« bt ( )
||

0
El siguiente ejemplo muestra que la hipétesis < 1”) ¢ N% no es superflua.

Ejemplo 1.2.8 Consideremos el sistema, en R, dado por
1
g = {;331 >t te ]O, —|—OO[} .

Tenemos que cl (C) = {(ml,xg)' ER? |z >0, 120 > 1} que es disjunto de
0 0 1/t
R, <1) Obsérvese que (1) = lim¢ 1 %( 1{ ) € NE,

Definicién 1.2.9 Introducimos el conjunto
Ou :={0 €0 |d(c,bd(0,)) =+x}.

Como ilustracién del conjunto ©, y con el fin de motivar su caracterizacién (en

la proposicién 1.2.11), presentamos el siguiente ejemplo:
Ejemplo 1.2.10 Consideremos el sistema dado por

tr>t,t=12,...
—tr>t, t=12,...
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Tenemos que o € ©; (de hecho, o € Oy;). La siguiente figura representa grafi-

camente el segundo cono de momentos de o

N

Figura 1.1: Segundo cono de momentos de o.

Dado cualquier o; € © con d(01,0) < 400, tenemos que o; € 6;. En efecto,

cualquier o; en tales condiciones serd de la forma

(t+e)z>t+el, t=12,...
(—t+er>t+et, t=1,2,...

con sup{|el|:t=1,2,...} < +oo, para i = 1,2, 3,4, verificindose entonces que
1 ((t+e} —t+e} 0
lim — o |+ 4 = 5
t—+oo 2t |\t + €} t+ e 1
. (0 )
es decir, L)€ cl(Ny). Asi, 01 € ©; (de hecho, se puede comprobar que o; € Oy;)
y, por tanto, concluimos que o € O,.
La siguiente figura ilustra graficamente el segundo cono de momentos de un sis-
tema o cuyos vectores de coeficientes representamos en gris. Puesto que d (o1,0) <
+00, cada uno de los vectores de coeficientes de o; se encontrard en una bola (en

||, en la figura) de cierto radio fijo y centrada en el correspondiente vector de

coeficientes de o.
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Figura 1.2: Segundo cono de momentos de .

En términos informales, la idea que subyace en el ejemplo anterior es que el
On : : . : :
vector ( ) ) se obtiene a partir de restricciones con coeficientes grandes. El sistema

reforzado (introducido en la seccién 0.2) nos permite formalizar esta idea.
L) . . . . 0’)’7, R
Proposicion 1.2.11 Dado o € O, se tiene que 0 € O, si y sdlo si ] e N™.

Demostracién. La condicién “si” ha sido establecida anteriormente (véase la
observacion 1.2.5). Supongamos ahora que o € O (C 0;). Entonces para cada
q > 0 el sistema o, := {ajx > by — ¢, t € T} también pertenece a ©; puesto que
d(o,0,4) < 400. Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que (01") ¢ NE
(= Nf para cada ¢ > 0, por el lema 0.3.5). Entonces, apelando al lema 1.2.7, para

cada g > 0, existe p, > 0 tal que

() e (o () rerp)) == (5)

y, entonces, 0
( " ) ec(C).

Pq T4

Como g puede ser elegido arbitrariamente grande, obtenemos que

(01n> € (€1(0)) = Coo = N,
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En las siguientes figuras se muestran dos sistemas en ©,, que bajo perturba-
ciones arbitrariamente pequenas pasan de ser fuertemente inconsistentes a débil-

mente inconsistentes o viceversa:

* o=lex>r,reNjco

o ={0x>r,reNjeo,; Wi

v

oL

Figura 1.3: Sistema inestable en O.

1

1
G:{er,reN}e(Dwi ° G:{[l_g]xzr,reN}eG)s.

v

v

Figura 1.4: Sistema inestable en O.

Si nos confinamos al caso en el que los vectores de coeficientes de los sistemas
son acotados (como ocurre en la PL ordinaria), entonces N® = {0,.1} vy, por
tanto, O, = &. El teorema 1.2.15 muestra que, para un sistema o € O\, las
condiciones “o € bd (0.)” y “o € bd (Os;)” resultan ser equivalentes. La primera de
ellas no puede obviamente ocurrir en el caso o € O, mientras que la segunda atin
representara cierto tipo de mal planteamiento en este caso como se puede observar
en las Figuras 1.3 y 1.4. Atendiendo a esta idea, en lo que sigue nos referiremos a

los sistemas de bd (Oy;) como sistemas mal planteados en sentido generalizado, y la
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distancia de un sistema dado a bd (O;) consituira la distancia al mal planteamiento
generalizado.

Con el objetivo de determinar la distancia de un sistema dado al mal plantea-
miento generalizado, es bastante natural pensar en utilizar el conjunto C, puesto
que sus elementos tienen “tamano similar” (en la medida en que son combina-
ciones convexas) al de los vectores de coeficientes originales. Por otro lado, dado
o € O, el teorema 0.3.1 asegura que, para todo p > 0, se tiene (0n> ¢ cl(C).
Ademéds, si o € int (O,), el teorema 0.3.3 garantiza que 0,41 ¢ cl (C’)py, por tanto,
cd(C)NRy <01"> = @. En este sentido, el buen planteamiento de o € O, estd

. . .. . 0 .
fntimamente relacionado con la posicién relativa entre C'y R ( 1”), o, alternati-

On : -
1) lo que motiva la siguiente

definicién, que constituye una pieza clave en el desarrollo de la memoria.

vamente, la posicién relativa entre 0,1 y C + R,

Definicién 1.2.12 Sea o0 € O. Su conjunto hipogréfico asociado, denotado por H,

viene dado por

El siguiente teorema caracteriza la posicion relativa entre un sistema dado o € ©
y bd (Oy;) en términos de la posicién relativa entre 0,1 y bd (H). Los resultados
que siguen a este teorema corroboran los comentarios anteriores acerca del mal
planteamiento de los sistemas que pertenecen a bd (Og;). Antes, establezcamos el

siguiente lema.
0
Lema 1.2.13 Sea o € O©. Entonces, ( 1”) € int (N) siy solo si 0pyq € int (H).

Demostracién. Supongamos en primer lugar que 0,41 € int (H) . Entonces, existe

e > 0 tal que (0;) € int (H) C int (K). Asi, haciendo uso del teorema 0.2.4, deben

existir un subconjunto finito T de T, un escalar positivo \; para cada t € i yu >0,

tales que

({225 (5)]) 5 (- 52 ()

teT
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Por tanto,

(1)-Zm=()

teT

y, de ahi, span ({ (Zt> , te f}) = R™*!. Asf pues, apelando de nuevo al teorema
t
On ,
0.2.4, obtenemos < . ) € int (N).

On )
Reciprocamente, supongamos ahora que ( ] > € int (N), y de nuevo

(%>::§:%<z>, (1.1)

para algiin subconjunto finito T de T, tal que span <{ <Zt> , t e T}) = R+,
t

y ciertos escalares positivos {a;}, 7. Siendo v := Zat > 0, (1.1) implica que

o [ a; 1/0,
il = E — - H A ;
0pt1 > (bt) + 3 (_1) € demss,

teT
On Q[ Qg 1
Yy o I
() =S5 ()  gte

2y teT

teT

Puesto que, obviamente, aﬁ({ (Zt> , t e T; 0n+1}) = R"! el teorema 0.2.4
t

(%) € int (conv{((;f) , e T; 0n+1}) Cint(H),
2y

donde la 1ltima inclusién es una consecuencia de que 0,,.; € H. Entonces, 0,41 €

im@ﬂ+%(%)cmtu-

asegura que

-1

Teorema 1.2.14 Sea o € O. Se verifican los siguientes enunciados:
(i) o € int (Og) si y sdlo si 0,41 € int (H);
(ii) o € bd (Oy;) si y solo si 041 € bd (H);

(iii) o € ext (Oy) si y sdlo si 0,41 € ext (H).
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Demostracién. (i) es una consecuencia inmediata del lema previo junto con el
teorema 0.3.2.
(ii) Sea o € bd(Oy;), y tomemos una sucesiéon {o,.} C O convergente a o.

Entonces, segun el teorema 0.3.1, para cada r € N, debe existir \" € ]RSFT) tal que

On :
( . ) = Z A <Z§> y, por tanto, tomando v, := Z A; > 0, tenemos

teT teT

A [ar 1/0
)2
teT Y bt Y —1
lo cual implica
502550 ©)
teT YVr t Yr \ T teT Yr t t

W 1 /0,
En consecuencia, obtenemos que 0,, .1 = lim,. {Z V_t (Zt> + 7 < 1) } €cl(H).
ter Im \7t T\

Por (i) tenemos que 0,,+1 ¢ int (H) y, por tanto, 0,41 € bd (H).

<d(o,0,).

Reciprocamente, supongamos que 0,,; € bd(H), y tomemos una sucesién

{(ZT)} C H convergente a 0,4;. Para cada r € N, podemos escribir (ZT> =

0, |
Z)\: (Z:) + /’Lr( ) para algin \" € Rf), con Z/\;” =1, y algtn g, > 0. Si

-1
teT teT
definimos, para cada r,

1
o, = {(at—aT)'xzbt—bT+—, tET},
r

tenemos que

On o )\I at—a’"
() -l ) e

teT Hr
Por tanto, el teorema 0.3.1 establece que o, € O, para todo r y, puesto que {0, }
converge claramente a o, obtenemos que o € ¢l (O). De nuevo en virtud de (i),
o € bd(Oy;).

(iii) es evidente a partir de (i) y (ii). m
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La siguiente figura ilustra el contenido del teorema anterior mediante los con-

juntos hipograficos asociados a los mismos sistemas empleados en la Figura 0.2.

H H H
S 0,,, € bd (H) ~

0,.1 €ext(H) 0,,, int(H)
4 4
ceext(®,) cebd(®,) ceint(®,)

Figura 1.5: Ilustracién del Teorema 1.2.14.

El siguiente teorema, junto con la proposicién 1.2.17, formaliza nuestros comen-

tarios acerca del mal planteamiento generalizado formulados en parrafos anteriores.

Teorema 1.2.15 Dado o € ©\BO,, entonces se tiene
(i) o € int (©;) si y sdlo si o € int (Og);
(ii) o € int (©,) siy sdlo si o € ext (Og);
(iii) o € bd (©,) si y sdlo si o € bd (Oy) .

Demostracién. (i) La condicién “si” es trivial, pues ©4 C ©,. Ahora supongamos
que o € int (0;). Tomemos € > 0 de manera que d(01,0) < ¢ implique 0; € ©;.

En particular, el sistema

cr(a) ={(as+a)z>b+b,teT}
b
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pertenece a ©; siempre que

(Z) H < e. Entonces tenemos que a<a) € 0,\O. Por
b

el lema 1.2.7 existe p > 0 tal que

(o)<t (1) ) o)) =i« )

y por tanto

(:Z) e cl(C) +p(2”1) C cl (H) para todo (Z) € eB.

Asi, 0,41 € int (cl (H)) = int (H) (véase el teorema 0.2.3). Entonces, aplicamos el
teorema 1.2.14(i) para concluir que o € int (Oy;).

(ii) La condicién “sélo si” es evidente. Con el fin de establecer el reciproco,
supongamos que o € ext (Oy;) y entonces, por el teorema 1.2.14, 0,41 € ext (H), en
particular 0,1 ¢ ¢l (C). Si vemos que o € O, entonces el teorema 0.3.3 asegurard
que o € int (©,). Procediendo por reduccién al absurdo, supongamos que o € ;.

On, .
Entonces, el lema 1.2.7 conduce a que ( ) € ¢l (C), para cierto p > 0, y entonces
P

Opg1 € cl (O) + p<2”1> Ccl(H),

obteniendo la contradiccién buscada.

(iii) es una consecuencia inmediata de (i) y (ii). m

Corolario 1.2.16 Se tiene:
(i) int (On;) C Ouo;
(i) Oui N (O\Ou) C bd (O,).

Demostracién. (i) Se tiene que
int (Ou;) N (O\Ou) C (int (0;) \int (Og)) N (O\Ou) = 2.

(ii) Simplemente obsérvese que 0, es disjunto de int (O4;) Uint (6©.). m
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La siguiente proposicién es una consecuencia inmediata del hecho de que O, C

O;.

Proposicion 1.2.17 Dado o € O, se tiene que
(i) 0 € int (Oy;) si y sdlo sio € ext (O);
(i) o € ext (Oy;) si y sdlo si o € int (O);
(iii) 0 € bd (O;) si y solo si o € bd (Oy;) .

1.3 Distancia al mal planteamiento generalizado

El siguiente lema nos permitird establecer la expresion deseada para la distancia

d(o,bd (Og;)) y serd también de utilidad en el resto del trabajo.

Lema 1.3.1 Sea S # @ un conjunto de indices arbitrario y sean X := {z°, s € S}
eY :={y*, s € S} dos subconjuntos de R*, k € N, tales que sup,.g||z* —y*|| < ¢
para cierto € > 0. Se tiene:

(i) Si pel (B) C ¢l (conv (X)) para algin p > ¢, entonces
(p—¢)cl (B) C cl (conv (Y)).
(ii) Si pel (B) N el (conv (X)) = @ para algin p > €, entonces
(p— ) el (B) N el (conw (Y)) = 2.

En consecuencia, si d(O,cl (conv(X))) > p > €, entonces d (O, cl (conv (Y))) >

p—E.

Demostracién. Veamos en primer lugar (i). Supongamos, razonando por reduc-
cién al absurdo, que sup,.g ||z® — y*|| < € para cierto ¢ > 0, y que existen p > ¢

y z € (p—e¢)cl(B)\cl (conv (Y)). Entonces z y ¢l (conv (Y)) se pueden separar
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u
) € R¥! tal que
v

estrictamente, y por tanto, existe (
Zu<v e (y°)u>w, paratodo s € S. (1.2)

Sea w € R\ {04} tal que w'u = ||w|| ||ul|, y |Jw|| = € (véase el lema 0.2.2). Entonces
tenemos ||z — w|| < [|z]|+[|w| < py, por tanto, z—w € ¢l (conv (X)) . Esto implica

la existencia de una sucesién {\"} C Rf), con Z A, =1 para todo r, tal que

seSs

z—w:hmTZ)\z Szlimr{ZAgys—l—Z)\g(:f—ys)}.

sES seS seS

Asi, multiplicando escalarmente por u, y apelando a (1.2) obtenemos

Zu—w'u = lim, {Z N(y*) u+ Z)\Z (® — ys)'u}
seS seS

> v —sup |2’ -y’ |lull, = v—eul,.
seS

Por otra parte, la eleccién de z nos lleva a la contradiccion
Zu—wu <v—llwlul, =v—elul,.

Veamos ahora (ii). Supongamos, razonando por reduccién al absurdo, que
SUP,seg ||2° — y°|| < € para cierto € > 0, y que existen p > cey € (p—¢e)cl(B)N
cl (conv (Y)). Entonces ||y|| < p — € y existe una sucesién {\"} C Rf), con

Z)\; = 1 para todo r, tal que y = lim,,z/\’s"ys. Para cada r € N definimos

ses seS

yr o= Z/\Zys y I = ZXQJ@S € conv (X). Como {y"} converge a y, podemos
seS seS

suponer sin pérdida de generalidad que ||7" — y|| < %, ademés

127 =5 <Y Nl =yl <,

seS
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por tanto
_ _ _ _ _ _ _ 1
1Z7 < llg" Il + 12" =gl < llyll + 115" =yl + llz" = g" [ < p+

y asi la sucesién {Z"} estd acotada y podemos entonces suponer sin pérdida de
generalidad que converge a un cierto x con ||z|| < p, con lo cual tendriamos que

x € pcl (B) Nl (conv (X)) y esto es una contradiccion.

Obsérvese por ultimo que si d (0, cl (conv (X))) > p > €, tomando 0 < § <
p — €, tenemos que (p — 6) cl (B) Nl (conv (X)) = @ y la parte anterior establece
entonces que (p — 6 — ¢) ¢l (B)Ncl (conv (Y)) = @. Como 6 € |0, p — €[ es arbitrario,
se concluye pues que d (0, cl (conv (Y))) > p —e. El caso p = ¢ es trivial. m

Como consecuencia inmediata del lema anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.3.2 Sean o, 01 € O tales que d (01,0) < € para ciertoe > 0. Se tiene:
(1) Si pcl (B) C cl (H) para algin p > €, entonces (p —¢)cl (B) C cl (Hy). En
particular, si H=R"" y d(oy,0) < 400, entonces H; = R,

(ii) Sid (Ops1,¢l (H)) > p > €, entonces d (Opt1,cl (Hr)) > p—e.

Demostracién. Témense en el lema anterior S :=T X [0, +0o0],

1
X::{( a >,t€T,,uE[O,+oo[} eY:{(lat >,tET,,u€[O,+oo[}.
b — p by — p

Asi, cl (conv (X)) =cl (H) y cl (conv (Y)) = H;.
En el caso particular en que H = R"*| y d (01,0) = k < 400, fijamos un a > 0
arbitrario. Entonces, poniendo p = a + k, obtenemos acl (B) C ¢l (H;). Como «

ha sido elegido arbitrariamente, tenemos H; = R"*!. =
Teorema 1.3.3 Sea 0 € ©. Entonces

d(0,bd (O4)) = d (0nsr, bd (H)) .
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Demostracién. Si H = R™"! entonces el miembro derecho de la férmula anterior
es igual a +00. En este caso, dado cualquier o1 € O tal que d(01,0) < +00, el
corolario anterior asegura que H; = R""! y, en particular, 0,1 € int (H;), con lo
que el teorema 1.2.14 implica que oy € int (Og) . Por tanto d (o,bd (O4)) = +oo.
Supongamos ahora que H # R""!. Por el cardcter cerrado (y no vacio) de

bd (H), d(0,41,bd (H)) se alcanza en cierto Z €bd(H).

(Z) H . El hecho de que <Z) € bd(H)

Ope1 € bd <H _ <‘b”>> — bd (HCZ)) :

a):{(at —a)/x > by — bt e T}.

Veamos ahora que d(o,bd (04)) < ’

implica que

—b —

siendo H (-2 el conjunto hipografico asociado a o
b

Por lo tanto, el teorema 1.2.14 asegura que O(- € bd(O4), y puesto que
—b

i(roip) =] ()

Para establecer la desigualdad contraria, supongamos, procediendo por reduc-
a
b
e > 0. Distinguimos dos casos: 0,41 € int (H) y 0,41 € ext (H). Si 0,41 € int (H)
a
)

entonces que ecl (B) C cl(Hy) y por tanto 0,1 € int (H;). Asi, en virtud del

, obtenemos la desigualdad deseada.

ci6én al absurdo, que existe o € bd (O;) tal que d (0,01) = — € para algin

seria cl(B) C cl(H) y el apartado (i) del corolario anterior estableceria

teorema 1.2.14 serfa o € int (©) lo cual es una contradiccién. En el caso en que

Ont1 € ext (H), tendriamos que d (0,41, cl (H)) = , v ahora, el apartado (ii)

a
b
del corolario anterior estableceria que d (0,41, ¢l (Hy)) > €, esto es, 0,41 € ext (Hy).

Utilizando de nuevo el teorema 1.2.14 obtendriamos o, € ext (Oy;) que también es

una contradiccién. =

Observacion 1.3.4 El teorema que acabamos de establecer no sélo proporciona
una férmula para la distancia al mal planteamiento, sino que nos indica cémo
obtener sistemas mal planteados a dicha distancia (cuando es finita) del sistema
nominal. Resulta destacable el hecho de que la perturbacion requerida para ello se

obtenga sumando un vector constante, — , a los vectores de coeficientes de o.

a
b
Otro aspecto destacable del teorema anterior es que, como ya apuntdbamos en la
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introduccién de este capitulo, establece la igualdad entre una distancia en el espacio

paramétrico © y una distancia en el espacio R**.

El Capitulo 4 en [21] se ocupa de la consistencia de los sistemas del tipo o =
{ajz > b;, t € T} asociados a (0.1). Ahora, a modo de ilustracién, aplicaremos el
teorema 1.3.3 con el fin de calcular la distancia al mal planteamiento generalizado
para una familia de sistemas semi-infinitos consistentes alli analizados (véase [21,

Ejercicio 4.2]).
Ejemplo 1.3.5 Consideremos la familia de sistemas en R? dada por
o(p) = {—er1+az2>(1—t)e", t eR; —pwy — x5 >0},

donde p > 0. Puede demostrarse facilmente que, para p > 0, o () es consistente.
De hecho, su conjunto factible es la interseccién del epigrafo de la funcién z; — e™
y el hipografo de x; — —px;. Asumamos que la norma utilizada en (0.2) es la

norma euclidea de R?. Veamos que

d(o (1), bd(0,:)) = ——=

VA 2

Para ello nétese que

C (1) = conv ({(—s, Lh(s) ,s>0; (—u, —1,0)'}) ,

donde A (s) := (1 —logs)s para s > 0. Puesto que h es céncava, cada punto del
conjunto hipogréfico de o (), H (i), es una combinacién convexa de un elemento
de la forma (—s,1,h(s))" y un punto de (—g, —1,0)I + R, (0,0, —1)l. Por tanto,
se puede comprobar facilmente que d (03, bd (H (11))) se alcanza en algin punto del
segmento determinado por (0,1,4(0)) (definiendo h (0) = 0) y (—u,—1,0) , y
obtenemos la expresién deseada de d (o (1), bd (Oy;)) -
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Veamos ahora algunos otros ejemplos (todos ellos de PL ordinaria) donde se
calcula la distancia d (o,bd (Os;)), asi como sistemas “mal planteados” donde se

alcanza dicha distancia.

Ejemplo 1.3.6 Consideremos el sistema dado por o := {x; > 0,22 > 0} . Su con-

junto factible y su conjunto hipogréfico tienen el siguiente aspecto:

Conjunto factible Conjunto hipografico

u=(1/2,1/2,0)

\V

Figura 1.6: Conjuntos factible e hipogréfico de o.

La distancia (en [-|| ) al mal planteamiento se alcanza en el siguiente sistema

cuyo conjunto factible es la bisectriz del primer y tercer cuadrante

Figura 1.7: Conjunto factible de o_,.
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Ejemplo 1.3.7 Consideremos ahora el sistema o := {x; > 0,29 > 0, —21 — x5 > 1}.

Su conjunto factible y su conjunto hipogréfico son de la forma

Conjunto factible Conjunto hipografico
F=0

u=(1/5,1/5,1/5)"

Figura 1.8: Conjuntos factible e hipografico de o.

En este caso d (03,bd (H)) puede calcularse como el minimo de las distancias a

las caras de H. Si la norma considerada es |||, esto puede hacerse resolviendo

0!
un problema de PL ordinaria para cada una de dichas caras. Asi, la distancia (con

respecto a ||-|| ) al mal planteamiento se alcanza en el siguiente sistema

donde u = (1/5,1/5,1/5), y cuyo conjunto factible estd formado unicamente por

el punto (—1/3,—1/3)".

1

AN

(-1/3,-&

Figura 1.9: Conjunto factible de o_,.
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Por 1ltimo presentamos un ejemplo en el que la distancia al mal planteamiento
generalizado se puede alcanzar, simultdneamente, tanto en sistemas consistentes

como en débilmente inconsistentes o fuertemente inconsistentes.

Ejemplo 1.3.8 Consideremos el sistema en R
o:={(—cost)xy >sint, t €[0,7/2] ; =1 > 1}.

Asumamos que la norma utilizada en (0.2) es la norma euclidea de R?. Se
puede comprobar ficilmente que d(o,bd (Oy)) = 1, y se alcanza, por ejemplo,

en o; = 0(_01) € O, 0y = 0(5) € O, v 03 1= 0(701) € 0O,;, donde, como en

. . . a
parrafos anteriores, 02y s el sistema que se obtiene de sumar ( b) a cada vector
b

de coeficientes de o.

_______\
I-‘_-_-_-_-—
\\
B,
\
e X

Figura 1.10: Sistemas mal planteados equidistantes de o.

La siguiente figura resume la estructura de nuestro espacio paramétrico © en
relacién con el mal planteamiento generalizado. © se puede dividir en tres bloques.
El primero de ellos corresponde a ©\O, en el que el mal planteamiento genera-
lizado, bd (©4;), coincide con el mal planteamiento ordinario, bd (6.). El segundo
bloque consta de aquellos sistemas de O, cuya distancia al mal planteamiento gene-

ralizado es finita. El tdltimo bloque corresponde a aquellos sistemas cuya distancia
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al mal planteamiento generalizado es infinita, los cuales, estdn caracterizados por

la condicién H = R™™!, como deducimos del teorema 1.3.3.

Mal planteamiento generalizado

H — RIH-]
®c / ®si ®wi \ ®si
®si
®wz'
— — 4
BO\O O,

Figura 1.11: Esquema del espacio paramétrico de los sistemas en relacién con el
mal planteamiento generalizado.

1.4 Valor de consistencia

En esta seccién la distancia de un sistema dado, o, a bd (O.) (“mal planteamiento
ordinario”) se determina en términos de su valor de consistencia, el cual se introduce
en la siguiente definicién. Las expresiones proporcionadas por el teorema 1.4.3
serdn fundamentales para algunas de las aplicaciones presentadas en el Capitulo
3. En concreto, el lema 3.2.1 (resultado técnico clave en §3.2) combina las dos
expresiones de la “distancia al mal planteamiento” dadas en los teoremas 1.3.3 y
1.4.3, respectivamente. Notese que ambas expresiones son de naturaleza distinta y

obedecen a una metodologfa diferente.

Definicién 1.4.1 El valor de consistencia de o € O, denotado por k, viene dado

por
ayx — by

*

k := sup inf
rER" teT
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Observacién 1.4.2 Un argumento estdndar proporciona

K = sup H d 'x — b, > p paratodot €T, (x)ER"H
p

*

Una posible interpretacion del valor de consistencia es la siguiente: considérese
o € int (©,) y sea T un SS-elemento de o con holgura p > 0 (véase el teorema 0.3.3).

En estas condiciones, si o1 = {(a})'z > b}, t €T} € © y d(o1,0 H( )

entonces T es un punto factible de o; y por tanto o; € ©,.. En efecto, para todo

t € T se tiene

@zt - (zi)’@( ;z))'(i (G- (2)

Este argumento prueba que d (o,0;) > k para o € int (©,.). El siguiente teo-

> p—d(o1,0)

rema va més alld, proporcionando d (o, bd (6.)) para todo o € ©. A lo largo de la

prueba pueden encontrarse motivaciones alternativas para la definicién de k.

Teorema 1.4.3 Sea 0 € ©. Las siguientes afirmaciones se verifican:
(i) Si o € O, entonces d(0,0;) =k
(ii) Sio € ©;, entonces d(0,0,) = —k.

Demostracién. (i) Con el objetivo de establecer d (o, ©;) > k, tomemos cualquier
CL;T — bt

— > p;ie., alT —by >
(%) } o

7 H (i) ”* para todo t € T. Dado o, € ©; tendremos (ato),f — b%o < 0 para algin

1 < k. Asf pues, debe existir T € R™ tal que inf;cr

to € Ty, entonces,

0 > ato bto (ato ato)/f—( bto

CL-IE- N

- (n—d(o,01)).

*

> p

(%)

*
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Asi, d(o,01) > p para cualquier p < k 'y cualquier o7 € 0;. Por lo tanto, d (o, ©;) >
K.

Ahora, probemos la desigualdad contraria. En primer lugar, obsérvese que
la consistencia de o implica de forma obvia la existencia de un x € R” tal que
a;x — by > 0, para todo t € T, y, entonces, x > 0. Ademds, el parrafo anterior
asegura que Kk < —+oo (véase observacion 1.2.4). Para establecer la desigualdad
deseada, dado £ > 0 construiremos un sistema o, € cl (0;) tal que d (0,0.) < k+e¢.
Asi tendremos que d (0, 0;) < k + € para todo £ > 0.

X .
) € R™t! verificando

Apelando pues a la observacién 1.4.2, no puede existir <
p

a;:l:—p th7t€T7
i <1, con p > 0).
1

*

————~—— > Kk + ¢ (0 equivalentemente

@ Y37

T
Entonces, teniendo en cuenta el lema 0.2.1, el sistema, cuya incégnita es ( ) €

1Y
Rn+1’

*

ar—p >b, teT,

1 14
Ve 4+ ——p 2w, (U)Ebd(B), (14)
K+e w

ha de ser inconsistente. En caso contrario, si fuese una solucién factible de

T

/
(1.4), podriamos obtener p > 0 (nétese que p < 0 implicaria (U) < !
w J—

) > 0 para

todo (U) € bd (B) lo cual no puede ocurrir por la simetria de la bola B) y, asf,

_<Z])/ (“:%_ﬁ)) < 1 para todo (Z]) € bd(B),

y teniendo en cuenta de nuevo la simetria de B, el lema 0.2.1 nos conducirfa a que

(a:) serfa una solucién factible de (1.3).
p
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Apelando de nuevo al teorema 0.3.1 se tiene

( v
<0n1+1> € cl | cone —1 [, teT; | 1/(k+e) |, (Z) € bd (B) ,
bt w

y, por tanto, podemos escribir

a (k+e)v
Op, . . r
SO EX P I R SRS B (1.5)
teT b, (2)ebd(B) (5 + ) w

para ciertas sucesiones {\"} C R(f) y {7} C Rgfd(B)). Obsérvese en este pun-
to que, escribiendo [, := Z ’yzv), r = 1,2,..., la sucesién {f,.} no puede
(2)evd(B)

converger a cero ya que, en otro caso, la expresién que se obtiene de (1.5) elim-
inando la (n + 1)-ésima coordenada, junto con la acotacién de bd (B), implicaria

On . r a . . . .

L= lim, E M p, | 3> por tanto, la inconsistencia de o, lo cual constituye una
teT &

contradiccién. Asi pues, la sucesién {3, } tiene una subsucesion, que denotaremos

de la misma forma para abreviar, tal que 3, > 0 para todo r y {1/4,} converge a

Yiv
cierto z > 0. Escribiendo, para cada r € N, :y”iv) = é‘”> , para todo (U> € bd (B),
w . w
~r A

y A = 6—t, para todo t € T, (1.5) conduce a

a (k+e)v
O’I’L+1 . 3T ~r
— lim, _ , . 1.

by (1)ebd(B) (k+e)w



1.4. Valor de consistencia 5%)

Por otra parte, puesto que, para cada r € N, se tiene

ZBigv)@) < Y A=t

(2)ebd(B) b

podemos suponer sin pérdida de generalidad (considerando una subsucesién ade-
o0

. . ., ~ v .
cuada, si fuera necesario) que la sucesién E 7’(},) ( > converge a cierto
(2)ebd(B)

r=1
(zi) € cl (B) . Ahora, observando la (n 4 1)-ésima coordenada en (1.6), concluimos
w

que

lim, > X =1 (1.7)

teT

y observando el resto de coordenadas, tenemos

(B fgT(@ e () o

donde hemos utilizado (1.7). Consideremos el sistema o, definido por
oo i={(ar+ (k+e)0)z>b+ (k+te)w, t€T}.

Es evidente que d(0,0.) < k + €.

Finalmente, concluiremos que o. € ¢l (0;), lo que, en virtud de los teoremas
1.2.14 y 1.2.15, junto con el hecho de que 0. € ©\BO, es equivalente a 0,1 €
cl (H.), y esto ultimo es una consecuencia inmediata de (1.7) y (1.8).

(ii) Sea o € O, lo que implica que /4; < O Empezamos por establecer la

desigualdad d(0,0.) < —k (= me SUp ——1— H )H , la cual es cierta trivialmente
rER™ e

cuando kK = —oo. Por tanto, suponemos —oo < k. Témese T € R™ tal que

sup {b; — a;T} < +oo. Sea z € bd(B) verificando z’( x) = <_$1)

teT ~1

(véase
*



1.4. Valor de consistencia 56

el lema 0.2.2), y sea

sup {b; — a,T}
(U) . teT

(%

De este modo, se puede comprobar ficilmente que T es un punto factible del sistema
/
0y 1= {(a, +u)z>b+v, teT}

y, en particular, o) € 0. Asi,

1(0,00) < d(o,00) = H (U>

' bt - aéf

teT
*

Puesto que esta desigualdad es cierta para cadaZ € R" tal que sup {b; — a,T} < +o0
teT
(y, por tanto, para todo T € R™), concluimos la desigualdad que queriamos obtener.

Con el fin de establecer que d (0,0.) > —k, tomamos o1 € O.. Entonces existe

Gl

T € R” tal que

o < p{latym-ut} < am o | (55

< mf{aT — b} +d(o,01) '(E)

teT

lo cual implica (

/_
by — a;T

*

d(0,01) > sup
teT

\
Como esta desigualdad es cierta para cada o, € O, tenemos d (0,0,) > —k. &
El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del teorema anterior. La

segunda afirmacién también utiliza el corolario 1.2.3.

Corolario 1.4.4 Dado o € O, se tiene
(i) k=d(0,0;) —d(0,0,.);
(i) d (o, bd (©.)) = |x].
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Este resultado implica también el siguiente:

Corolario 1.4.5 Dado o € O, se tiene:
(i) o €int (©,) si y sdlo si k > 0;
(ii) o € int (©;) si y sdlo si k < 0;
(iii) o € bd (©,) si y sdlo si k= 0.

1.5 Sistemas lineales conicos en el caso finito

El trabajo de Freund y Vera [19] trata con un sistema lineal cénico de la forma

0: b—Ax € Cy,

x € Cx,

(1.9)

representado por 6 = (A,b), donde Cx C X y Cy C Y son conos convexos
cerrados en los correspondientes espacios normados X (n-dimensional) e Y (m-
dimensional), cuyas normas denotaremos indistintamente por ||-|| . En este contex-
tobeY yA: X — Y es un operador lineal (continuo), con norma ||A| =
max {||Az| | ||z|]| < 1}. El espacio paramétrico de los sistemas (1.9) (donde Cx y

Cy permanecen fijos) esta provisto de la norma

161 = [1CA B)I] := max {[[ Al [|b[]} - (1.10)

Para un sistema dado 6, [19] presenta diferentes problemas de optimizacion,
cada uno de cuyos valores 6éptimos proporciona o bien la distancia exacta al mal
planteamiento, denotada por p (), o bien una aproximacién de p (6) entre ciertas
constantes.

Ahora, consideremos el sistema de desigualdades lineales finito

o:={ax>b;,i€{l,...,m}}, (1.11)
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el cual es obviamente un caso particular del sistema asociado a (0.1), y consideremos

la distancia (0.2) asociada a la norma de Chebyshev, ||-||__,

() - G w12

Supongamos que R™ y R™ estan equipados respectivamente con las normas ||-||, ¥

Howo) = e,

|-[loo- S1 A € R™*™ representa la matriz cuya i-ésima fila es aj, 1 < i < m, es
bien sabido que la norma de A, vista como un operador lineal A : (R™,|-[|,) —
(R, [|]]oo) s

[A[] = max fla| - (1.13)

1<i<m

Por otra parte, el sistema (1.11) se puede escribir en la forma (1.9). Basta

considerar X := R™ Y := R™, la matriz A del parrafo anterior, el vector b :=

(biy..sbm) € R™, y los conos Cx = R" y Cy := R", donde R_ := (—00,0].
Ademds, escribiendo 6 := (A, b), tenemos, por (1.10) y (1.13), que

()l

Asi pues, la expresién anterior asegura que, cuando ponemos el sistema (1.11)

161l = maX{lglfggl|\ai||w 1@@;\6&} = max

en la forma (1.9), con los conos y normas indicados, el valor de la distancia al mal
planteamiento coincide en ambos contextos, el cénico de [19] y el de los sistemas
lineales desarrollado en esta memoria. En esta direccién, nuestras férmulas de los
teoremas 1.3.3 y 1.4.3 pueden anadirse a las presentadas en [19], proporcionando
expresiones alternativas para calcular la distancia del sistema (1.11) al mal plante-
amiento.

En lo referente a sistemas lineales semi-infinitos, el enfoque de [19] es sustan-
cialmente diferente al nuestro en cuanto a la teoria de la estabilidad pues, como
ya hemos comentado, cuando T es infinito, nuestro espacio paramétrico © no es

normado.



Capitulo 2

Medidas del mal planteamiento
relativo a la resolubilidad de un

problema de optimizacién lineal

2.1 Introduccién

En el Capitulo 1 hemos realizado un estudio cuantitativo de la estabilidad de un
sistema de desigualdades lineales asociado a un problema de optimizacién lineal,
en este capitulo incorporamos a nuestro estudio la funcién objetivo del problema,
abordando asf el anédlisis de la estabilidad, desde un punto de vista cuantitativo,
del problema de optimizacién lineal completo.

Diferentes autores (véase, por ejemplo, Todorov [50]) consideran bien plante-
ado un problema de optimizacién cuando éste tiene una tnica solucién éptima
y ademds dicha solucién puede aproximarse por soluciones éptimas de cualquier
sucesion prefijada de problemas resolubles convergente al problema nominal. En
[8] se establece un marco tedrico general en el que ubicar ésta y otras nociones
de buen planteamiento de problemas de PLSI. Algunas de esta nociones estédn es-

trechamente relacionadas con la condicién de que un problema pertenezca al interior

59
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del conjunto de los problemas resolubles. Resulta por tanto de interés, dado uno
de estos problemas, conocer a que distancia se encuentra el problema no resoluble
més préximo!.

Por otra parte, con respecto a la idea de que un problema estd mal planteado
cuando perturbaciones arbitrariamente pequenas de los vectores de coeficientes?
del mismo pueden dar lugar a problemas de diferentes tipos, a saber, consistentes,
resolubles, acotados, etc., podriamos considerar como problemas mal planteados
aquéllos que estdn en la frontera de cualquiera de estos conjuntos. El mal plantea-
miento de un problema respecto de la consistencia ha sido estudiado en el capitulo
anterior (obsérvese que la consistencia de un problema no depende de la funcién
objetivo). Asi pues y siguiendo con esta idea, un concepto apropiado de mal plante-
amiento para problemas podria ser el hecho de pertenecer a la frontera del conjunto
de los problemas resolubles o bien a la frontera del conjunto de los acotados. El
teorema 2.2.1 mostrara que el conjunto de los problemas resolubles y el conjunto
de los problemas acotados tienen la misma clausura, el mismo interior y, por tanto,
la misma frontera, lo cual justificard asimismo la eleccion de bd (Il5)(= bd (I1,))
como concepto de mal planteamiento para problemas de optimizacion lineal en esta
memoria. Ademads, teniendo en cuenta que para el espacio paramétrico II se pueden
formular resultados andlogos al lema 1.2.1 y al corolario 1.2.3, la distancia de un
problema, 7, resoluble (o acotado) al conjunto de los problemas no resolubles (o no
acotados) coincide con la distancia al conjunto de los problemas mal planteados,
esto es, ¢ (m, II\Ily) = 6 (m,bd (I1,))(= 6 (m,bd (I1,))), lo cual conecta por su parte
con el interés al que se hace referencia al final del parrafo anterior. El célculo de
esta distancia se abordard en la seccién 2.3.

Un paso previo al cédlculo de la distancia mencionada, consiste en determinar

los problemas pertenecientes a bd (II;). Con este fin, en la seccién 2.2 se introducen

'En rigor esta distancia es un infimo y no tiene por qué alcanzarse.
2Obsérvese que ahora podemos perturbar tanto los vectores de coeficientes del sistema de
restricciones como los de la funcién objetivo.
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dos conjuntos de R™, Z~ y Z*, asociados a un problema m, que serdn claves a la
hora de caracterizar el conjunto de los problemas mal planteados y posteriormente
para calcular la distancia de un problema a dicho conjunto. La caracterizacién de la
propiedad “m € bd (Il,)” requerird distinguir dos casos, 7w € int (II.) y 7 € bd (I1..) .
En el primero de ellos el conjunto Z~ permitird caracterizar los problemas mal
planteados, a la vez que proporcionard una particién del subconjunto int (I1.) N1,
en términos de la posicion relativa del vector 0,, respecto de Z~ (véase el teorema
2.2.4). En el segundo caso (7 € bd (I1.)) la caracterizacion vendrd dada en funcién
de dos ingredientes, el primero de ellos en términos del conjunto Z* asociado al
problema en cuestién, y el segundo relativo al subconjunto ¢l (bd (I1.) N II.) . Ob-
sérvese que éste 1ltimo, pese a no estar expresado en términos de subconjuntos de
R"0 R™"! tiene la ventaja de que no involucra la funcién objetivo del problema.
No obstante, se dardn condiciones méas operativas que describen este ultimo caso,
proporcionando incluso una caracterizacion satisfactoria cuando el conjunto de los
miembros derechos del sistema de restricciones estd acotado.

Por 1ltimo, en la seccién 2.3 nos centraremos en el cdlculo de expresiones para
la distancia al mal planteamiento, 6 (, bd (I5)). Obtendremos diferentes resultados
para esta distancia dependiendo de si partimos de un problema resoluble, un pro-
blema consistente no resoluble o un problema inconsistente. Mads concretamente,
en el primero de los casos obtendremos una férmula explicita para dicha distancia
en términos de la distancia del problema a la inconsistencia y de la distancia del
vector 0,, al conjunto Z~, y en los otros casos obtendremos en general acotaciones
que, bajo ciertas condiciones, determinaran expresiones de igualdad para dicha dis-
tancia. Proporcionaremos asimismo ejemplos y contraejemplos de los resultados,
que ilustrardn al mismo tiempo las notables dificultades que surgen en la biisqueda
de una expresién general para la distancia al mal planteamiento de los problemas,

incluso en el contexto de la PL ordinaria en el plano y con “pocas restricciones”.
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A lo largo de este capitulo, salvo que se indique otro supuesto, asumiremos que

la norma ||-|| considerada en R™*! verifica

|G = (5] pmtoao () e -

Obsérvese que cualquier p-norma, aunque no cualquier norma (véase [48, Teorema

15.2]), verifica esta condicién. En R™ se considerard por su parte la norma (que

denotaremos igualmente por |[|-||) dada por

||al| := H (g) H para todo a € R". (2.2)

Nétese que si la norma considerada en R**! es una p-norma, p € [1, +0c], la norma

=16

|b1| < |by|. La demostracion es una consecuencia inmediata del hecho de que

en R™ también lo es (y con el mismo p).

Observacién 2.1.1 La propiedad (2.1) implica que cuando

a

1

| . a a
es una combinacién convexa de L 1]
2 —02

2.2 Problemas mal planteados

Comenzaremos estableciendo, como consecuencia del teorema 2.2.1, que los con-
ceptos de mal planteamiento para problemas relativos a la resolubilidad y a la
acotacion son equivalentes. Posteriormente caracterizaremos el conjunto bd (I1s) de

los problemas mal planteados.

2.2.1 Concepto de mal planteamiento

El siguiente teorema establece la relacién anunciada en parrafos anteriores entre el
conjunto de los problemas resolubles y el conjunto de los problemas acotados. Este

resultado no depende de las normas elegidas en R**! y en R™.
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Teorema 2.2.1 Se tienen las siguientes igualdades:
(1) el (ILy) = el (I1p) ;
(ii) int (Ily) = int (I1p) ;
(iil) bd (I1s) = bd (11,) .

Demostracién. Veamos en primer lugar (i). La inclusion ¢l (IIs) C ¢l (I1,) es
evidente en tanto que II, C II,. Para ver la otra inclusién es suficiente probar que
II, C ¢l (Il,) . Tomemos para ello 7 = (¢, 0) € II,. Por el teorema 0.4.3 tenemos que
cecl(M)=cl(rint(M)) (véase el teorema 0.2.3) y, por tanto, existe una sucesiéon
{c"} C rint (M) convergente a c. Si para cada r € N consideramos el problema
7 = (", o), obviamente la sucesion {,} converge a m, y 7, € Il;, para todo r, en
virtud del teorema 0.4.3. Por tanto, 7 € ¢l (Ily).

Veamos ahora (ii). De nuevo la inclusién int (Il;) C int (II,) es evidente. Con
el fin de probar la inclusién contraria, tomemos 7 € int (II,) C int (Il.), y un
conjunto de nivel no vacio de m, L («). Distinguimos dos casos: O (L («)) #
{0,} y O (L («)) = {0,} (véase §0.2 y §0.4). Supongamos en primer lugar que
{0,} # Ot (L(«)) = {ay, t € T; —c}°. Sea entonces 0,, # u € O (L («)). Como
7 € 11, tenemos en virtud del teorema 0.4.3 que ¢ € ¢l (M), de donde se concluye
facilmente que c'u = 0. Para cada r € N, consideremos el problema m, := (¢",0)
donde ¢" :=c — %u Obviamente se tiene que {m,.} converge a 7. Por otra parte, si

20 € F, se tiene que 2° + \u € F' = F, para todo A > 0, y ademds

1\ ! 1
(") (xo +u) = (c - ;u) (xo + Au) = dr® + \u — ;u'ﬂio - ;/\ ||u|]§

/,..0 1/

1
= ¥ — Zua® — Al — —oo,
r r -

A——400

por tanto 7, ¢ IIy, lo cual contradice que 7 € int (II,) . Supongamos ahora que
O (L (a)) = {0,}, entonces, en virtud del teorema 0.4.1 tenemos que ¢ € int (M),
y por el corolario 0.4.2 obtenemos entonces que 7 € int (Il5), con lo que queda
establecido (ii).

El apartado (iii) es una consecuencia inmediata de (i) y (ii). m
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Seguidamente caracterizamos bd (I1,) distinguiendo los casos: « € int (II.) y

7 € bd (IL,).

2.2.2 Caracterizacién de los problemas mal planteados en

el interior del conjunto de los problemas consistentes

El siguiente conjunto de R"™ asociado a un problema de PLSI desempenard un
papel clave a la hora de caracterizar aquellos problemas de int (I1.) que estdn mal

planteados, esto es, que pertenecen a bd (II;).

Definicién 2.2.2 Dado m = (¢,0), con o = {ajx > b, , t € T}, definimos el con-

junto

Z" =conv({ar,t€T; —c}).

Observacion 2.2.3 El conjunto Z~ nos permite reexpresar la condicién ‘c €
rint (M)” (véase el teorema 0.4.3) como “0,, € rint (Z~)” (véase el corolario 0.2.5).

La siguiente figura ilustra este comentario.

N\

Figura 2.1: ¢ € rint (M) < 0, € rint (Z~)



2.2. Problemas mal planteados 65

Teorema 2.2.4 Dado 7 € int (I1.), se tiene que
(i) m € int (Ily) si y sdlo si 0, € int (Z7);
(il) m € bd (Il,) si y sdlo si 0, € bd (Z7);

(iii) 7w € ext (Iy) siy sdlo si 0, € ext (Z7).

Demostracién. (i) es consecuencia inmediata del corolario 0.4.2 junto con la
observacién anterior. Seguidamente establecemos (ii), empezando por la condicién
“si”. Supongamos pues que 0, € bd(Z~), entonces existe una sucesiéon {u"} C
rint (Z~) convergente a 0,,. Para cada r € N consideramos el problema 7, := (¢", ;)
donde ¢" :=c+u" y o, := {(at —u)'x>b,te T} . Tenemos que lim, o, = o,
y como o € int(0,.), existe un 1 € N tal que 0" € int (O.) para todo r > 7.
Por otra parte, como u” € rint (Z~), se tiene 0,, € rint(Z) donde Z_ := Z— —
u" =conv ({a; —u", t € T}U{—(c+u")}), y la observacién anterior nos conduce
ac+u" € rint(M,), donde M, := cone ({a; —u",t € T}). Asi, por el teorema
0.4.3, tenemos que 7, € Il para todo r > r1. Puesto que {7,.} converge a 7 tenemos
que 7w € cl (Ily), y de 0, ¢ int (Z~) deducimos 7 € bd (Il;) en virtud de (i).
Veamos ahora el “sélo si”. Tomemos pues 7 € bd (Il;) y supongamos por re-

duccién al absurdo que 0,, ¢ bd (Z~), lo que conduce a 0,, € ext (Z~) en virtud de
u
) e R,

w
u # 0,, tal que ¥/0,, < w y v’z > w para todo z € Z~, en particular v'a; > w

(). Podemos entonces separar estrictamente 0,, y Z~, existiendo asi (

para todo t € T, u/(—c) > w y w > 0. Puesto que 7 € bd (Il), existe una sucesién
{m.} C I, convergente a m, con m, = (",0,) y o, = {(a}) x> b}, t € T}, para
cada r € N. Ahora bien, como 7 € int (Il.), existe algin € N de manera que
7, € int (II.) para todo r > ry.

Por otra parte, se tiene

() u = (a) u+(af — ar) v = w—laf — a fJull, = w =6 (m ) [ull,,

() u= ("= utcdu<llc —cllull, —w < 6 (m,m) ||ull, —w.



2.2. Problemas mal planteados 66

De nuevo, dado que {7} converge a , existe un ro € N de manera que para todo

T > 1o se tiene 6 (m,m,) < , Yy por tanto,

w
2 Jull,
@Yu>=>0y () u<——= para todo r > 2.3

; > 3 y (") u< 2paraoo7“_r2. (2.3)

Sea pues 1o := max {ry, 7o} y fijemos un r > rq arbitrario. Puesto que 7, € Il;,
el teorema 0.4.3 implica ¢" € ¢l (M,), luego existe una sucesion {)\T’k} y C ]RSFT) tal
que

c" = limy {Z )\T’ka:} .
teT

Multiplicando en esta tltima expresién por u y utilizando (2.3) obtenemos

(") u = limy, {Z ATE (a:)'u} >0,
teT

lo que contradice (¢") u < —% < 0 (véase de nuevo (2.3)).

Por tltimo, (iii) es consecuencia inmediata de (i) y (ii). =

Observacién 2.2.5 (i) La hipétesis “m € int (II.)” del teorema anterior no es su-
perflua, puesto que el problema, en R?, dado por Inf{xs | z; > 0, —z1 > 0,75 > 0}
pertenece a bd (II.) Nbd (1) y, sin embargo, 0,, € int (Z7).

(ii) Mientras que en el primer apartado del teorema anterior la condicién “0,, €
int (Z~)” puede sustituirse por “c € int (M)” (véase observacion 2.2.3), en el se-
gundo apartado la condicién “0,, € bd (Z~)” no puede cambiarse por “c € bd (M)”.
Considérese, por ejemplo, el problema, en R, Inf{x2 | %xl >—1, reN } )

2.2.3 Caracterizacién de los problemas mal planteados en

la frontera del conjunto de los problemas consistentes

Seguidamente caracterizamos, de entre los problemas 7 € bd (I1,.), aquellos que se

encuentran en bd (Il;). Una herramienta clave en dicho propdsito viene dada por el
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siguiente subconjunto de R™ asociado a un problema 7.

Definicién 2.2.6 Dado m = (c,0) € 11, definimos el conjunto
Zt = conv ({ay, t € T; c})

Antes de abordar los resultados principales de esta subseccién veamos algunos
lemas que afslan ciertas propiedades a las que apelaremos en lo que sigue. Estos

lemas no dependen de la norma considerada en R".
Lema 2.2.7 Sea 0 € ©\Oy. Si 0,, € ext (A) entonces o € int (0,).

Demostracién. Sea 0 € ©\O.. Vamos a probar el contrareciproco, luego su-
pongamos que o ¢ int (6,.); entonces tenemos que 0,1 € ¢l (H) en virtud de los
teoremas 1.2.14 y 1.2.15, y por tanto, existen sendas sucesiones {\"} C ]RELT), con

Z)\g =1 para todo 7, y {u,} C R, tales que

teT
Onr = lim. { ST (1) + '
n+l — 4 t bt /JJ'r _1 .
teT

Si consideramos las n primeras coordenadas en la expresiéon anterior, obtenemos

que 0, €cl(A). m
Lema 2.2.8 Sea m € I, con 0,, € int (Z7), entonces M = R™.

Demostracién. Tomemos 7 € II, con 0,, € int (Z1) y supongamos por reduccién
al absurdo que M # R", y en particular ¢ # 0,, (véase el corolario 0.2.5). Existe
entonces un semiespacio cerrado de R", S, tal que M C S = ¢l (S). Por otra
parte, por ser m € I, el teorema 0.4.3 asegura que ¢ € cl (M) C cl(S), luego
—c & int (), pues de lo contrario el lema de accesibilidad (véase 0.2.3) implicaria
que 0, € int(S), lo cual es absurdo. En consecuencia —c ¢ int (M), luego por el

corolario 0.2.5 se tiene que 0, ¢ int (Z7), y con ello la contradiccién deseada. m
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Lema 2.2.9 Sea w € int (Il.). Sic € cl (M) entonces 7 € cl (Ily) .

Demostracién. Sea 7 € int (II.) y supongamos que ¢ € ¢l (M), entonces existe
una sucesion {c¢"} C rint (M) convergente a ¢ (véase el teorema 0.2.3). Para cada
r € N consideramos el problema 7, := (¢",0). Obviamente la sucesién {m,} con-
verge a 7, asi que, para r suficientemente grande, tendremos que m, € int (IL.) y,
ademds, como ¢" € rint (M), m, € I, en virtud del teorema 0.4.3. Por lo tanto

mec(ll;). m

El siguiente teorema proporciona la caracterizacién que venfamos buscando.

Teorema 2.2.10 Sea w € bd (Il.). Entonces m € bd (Il,) si y sdlo si, bien w €
cl (bd (II.) N11,.), o bien 0, € bd (ZT).

Demostraciéon. Comenzaremos estableciendo la condicién “si”. Veamos en primer
lugar que ¢l (bd (II.) N I1.) C bd (Il,). Puesto que bd (II;) es cerrado, bastara probar
que bd (II.) NII. C bd (1) . Sea pues w € bd (II.) NII. y sea = € F. Para cada p € N
sea m, := (¢, 0,) donde o, := {(at + %c)lm > b+ %c’f, te T} . Nétese que o, es

consistente, de hecho z € F;, dado que
1

Ly 1

(at + —c) T=aqzi+-dx>b+ -z, VteT.
p p

1

Ademsds 6 (7, m) = —'

D
c
p | \c'T

parte, el teorema 0.3.3 asegura que 0,1 € ¢l (C) y por tanto existe una sucesiéon

r r . rf @
{\"} C R&T), con Z)\t = 1 para todo r, tal que 0,.; = lim, {Z Ay (bf) } , de

teT teT
donde se obtiene que

) o (1) +4(2) e

para cada p € N. El Lema de Farkas asegura entonces que ¢’x > ¢Z para todo

— 0 y por tanto {m,} converge a m. Por otra
p—00

x € F,, conlo cual z € F?, y asi m, € Il para todo p € N. Por tanto, m € ¢l (Il;)
y como 7 € bd (II.) , ha de ser 7 € bd (ILy).
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Supongamos ahora que 0, € bd(Z") y veamos que m € bd (Il;). Podemos
separar 0,, y Z*, luego existe un vector no nulo u € R" tal que vy > 0 para todo

y € Z*. Para cadar € N consideremos el problema , := (¢", 0,) donde ¢ := c+1u
y o= {(at + %c’“),x >b,te T}. Tenemos que

1
}:—maX{HuH, }—>O,
T r—00

y por tanto {m,} converge a m. Veamos ahora que 0,, € ext (A,) para cada r € N

1
—u
r

L
!

Y

1
c+ —-u
r

§ (1, 1) = max{

donde A, := conv ({at + %cr ,te T}) . En efecto, si a € A,, entonces existe \" €
]RELT), con Z A =1, tal que a = Z At (at + %cr), y en particular

teT teT

/
a'u = ; e <at + %c’“) u = ; Aaju + %c’u + % w3
Como u'y > 0 para todo y € Z, entonces aju > 0 para todot € T'y du > 0, y asf,
la expresion anterior nos da que a'u > % |u|2 > 0 para todo a € A,. Consideremos
entonces el subconjunto abierto de R” dado por W := {z € R" | v'z < & ||u||§} .
Obviamente 0,, € Wy W N A, = &, por tanto 0,, € ext (A,) y en virtud del lema
2.2.7 tenemos que 7, € int (IL.).

Por otra parte, como m € bd(Il.) tenemos de nuevo por el lema 2.2.7 que

0, € cl (A), y por tanto, existe una sucesién {7’“} C ]Rf), con Z v% = 1 para todo
teT
k, tal que 0,, = limy, Z Y*ay, lo cual implica que
teT

17“_- k 17“
€ —hinZ’yt (ar}—;c),

teT

de donde se deduce que ¢" € ¢l (M,) para cada r € N. Asi, el lema 2.2.9 asegura
que 7, € cl(Ily), y por tanto m € ¢l (cl (Il)) = ¢l (II5). Como 7 € bd (II..), ha de

ser m € bd (Il5) , como querfamos demostrar.
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Veamos ahora la condicién “sélo si”. Notese que si fuese 0,, € ext (Z7) ten-
driamos en particular 0, € ext(A), y el lema 2.2.7 entraria en contradiccién
con la hipétesis m € bd (II.). Por lo tanto bastard probar que si # € bd (Il;) y
0, € int(Z"), entonces m € ¢l (bd (Il.) N1I.). Dado 7 en las condiciones ante-
riores, consideremos una sucesién {m,.} C Il convergente a m, con m, = (", 0,)
donde o, = {(a{)’x >b;,teT}, r € N Para fijar ideas supongamos que R™™
estd provisto de la norma euclidea (ndtese que esta suposicion no afecta a la tesis

del teorema que estamos probando). Para cada r € N, sea (u ) € bd(H,) tal
/UT’

que d (0,11,bd (H,)) = d | Opy1, ¢ ) , y consideremos el problema 7, := (¢", ;)
/U'T’

donde G, := {(a] —u")'z > b; —v", t € T}. Como 7 € bd (Il.), tenemos que
+ 6 (mp, )

Gl

= d(0py1,bd (H,)) + 6 (7p,m) =d(0,,bd(O.)) + 6 (7, )

6 (mpym) < O(Fp,mp)+6(mp,m) =

< d(o,,0)+6(mp,7m) <26(mp,m) — 0,

r—-+00

y por tanto {7} converge a m. Veamos ahora que 7, € bd (II.) N IL.. En el caso

. u
en que exista un ro € N tal que ( | = 0n41 para todo r > 7o, tendremos que
v
T

=1, € Il, C I, y ademds 0,1 = (“ ) € bd (H,) = bd (H) luego 7, € bd (IL.)
/UT‘
en virtud de los teoremas 1.2.14 y 1.2.15. Podemos suponer entonces que existe

u?"
una subsucesién de {( T) } , que denotaremos de la misma forma por abreviar,
v

r

u
tal que ( T> # 0,41 para todo r € N. Puesto que 7, € II; C I, de nuevo por los
v

uT’
teoremas 1.2.14 y 1.2.15 tenemos que 0,1 ¢ int (H,), y como ( ) es una mejor
/U’I'l

aproximacién (en norma eucidea) de 0,41 en bd (H,.), tenemos que

()G () o) orwennse
by — u” ur
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de donde se obtiene que
(al) u™ — |Ju" |5 4+ b — " — TP >0, VYt €T, Yu > 0. (2.4)

Si fuera v" > 0, tomando p > 0 suficientemente grande en la expresién anterior
obtendriamos una contradiccién. Por otra parte, si v = 0, serfa u” # 0,, y de (2.4)
se obtendria que

(ab) u™ > |[u"|)2 > 0,Vt € T. (2.5)

Ahora bien, como 0, € int (Z%) y {m,} converge a m, el lema 1.3.1 (i) asegura que
0, € int (Z) para r suficientemente grande, y por otra parte, como m, € II, C II,,
el lema 2.2.8 garantiza que M, = R" para r suficientemente grande lo cual entra

€ FT. En

en contradiccién con (2.5). Luego tenemos que v" < 0. Veamos que —
v

efecto, tomando 1 = 0 en (2.4) se obtiene que

!/
ar ur _UT /UT _1 (= s T, T T
()=o) () = (@ru i st~ 20, weer

T

Luego 7, € II.. Ademds, por ser A WERS (H,), se tiene que 0,,1 € bd (ﬁr)
rUT

y por tanto 7, € bd(Il.) en virtud de los teoremas 1.2.14 y 1.2.15. Por tanto,

m € cl (bd (I1.) NII.) como querfamos demostrar. m

El siguiente teorema pretende expresar la condicién “m € ¢l (bd (I1.) N11,)” de
una forma mds operativa, concretamente en términos de C. De la prueba desta-
camos el hecho de que utiliza “perturbaciones no rigidas” (distintas de las trasla-
ciones) para, informalmente hablando, balancear C' de forma adecuada. Primero

presentamos un lema técnico.

Lema 2.2.11 Sio € bd(0.) NO; entonces 0,, € bd (A).

Demostracién. Dado o € bd(0.) N O;, por el lema 2.2.7 se tiene que

0, € cl(A). Supongamos por reduccién al absurdo que 0, € int(A), entonces
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el corolario 0.2.5 asegura que 0,, € int (M) y por tanto M = R"™, ademds, como
o € 0; se tiene de hecho que o € int (Oy) (véase [21, Teorema 6.3]), lo cual es

absurdo pues o € bd (O.); luego 0,, € bd (A). m

Teorema 2.2.12 Sea m € bd(Il.). Si m# € cl(bd(Il.) NIL.), entonces 0,1 €

bd (C) . El reciproco es cierto cuando {b;, t € T'} estd acotado.

Demostracién. Si 7 = lim, 7w, con m, € bd(Il.) NIl. , r = 1,2,..., entonces
Ont1 € bd (C,) para cada r € N en virtud del teorema 0.3.3 (nétese que no puede
ser 041 € int (C,) al ser 7, € I1.). El lema 1.3.1 establece ahora que 0,,41 € bd (C) .

Supongamos ahora que existe una constante £ > 0 tal que sup,ep b < k'y
que 0,41 € bd(C), y situémonos en el caso no trivial 7 € II;. El lema anterior
asegura que 0,, € bd(A), luego podemos separar 0,, y A, y por tanto, existe un
vector no nulo u € R™ tal que w'a; > 0 para todo ¢t € T. Supongamos sin pérdida de
generalidad que ||ul|, = 1. Para cada r € N consideramos el problema 7, := (c, 0,)
donde o, = {(at + %btu)/x >b,te T} . Tenemos que 6 (7, 7) = d(o,,0) =
supyer || 20 u|| = L ||ull sup,er [bl v 0, luego {7} converge a m. Fijamos r € N

arbitrario. Veamos en primer lugar que ru € F,. En efecto,

pu\’
<at +br tu> (mi> =rau>0 VteT,
\ _

luego ru € F, y por tanto 7, € II.. Veamos ahora que m, € bd(IL.), lo que
equivale, en virtud del teorema 0.3.3, a que 0,41 € ¢l (C,). Por hipétesis tenemos

que 0,41 € bd (C) y por tanto existe una sucesién {\*} C ]RSFT), con Z)\f =1
teT

a
para todo k, tal que 0,1 = limy Z )\f (bt)' En particular, si nos quedamos con
teT t
la tdltima coordenada tenemos que 0 = limg Z )\f b, y si ahora multiplicamos esta
teT
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1/u 1. [(u
iltima expresién por — obtenemos 0,, 11 = limy, Z )\,’f —b; , Yy por tanto
r \0 = T 0

. a; + Lbou
Ont1 :11]£n2)\f< ! o ! ) €d(C,).

teT
El siguiente ejemplo muestra que la hipétesis de la acotacién de {b;, t € T} en
el teorema anterior no es superflua.

Ejemplo 2.2.13 Consideremos el problema, en R,

m: Inf —=x
s.a Oxr>1,sit=0,

x> -—r,sit=r¢eN.

Gréficamente tenemos la siguiente situacién:

Figura 2.2: 05 € bd (C) pero 7 ¢ ¢l (bd (I1.) N 11,.) .

Es facil comprobar, como se observa en la figura anterior, que el conjunto

{b;, t € NU{0}} no estd acotado y que m € bd (Il.), 0 € int (Z%) y 02 € bd(C).
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Veamos ahora que m ¢ ¢l (bd (I1.) N I1.) . Razonando por reduccién al absurdo su-
pongamos que existe una sucesion {ms} C bd (II.) N II. convergente a 7. Pongamos
Ty = (c*,05) donde oy = {(0+af)' > 1+b5, (1+ai)z>—r+0bi reN}. Co

mo {m,} converge a m, dado 0 < & < 1 existe un sy € N de manera que si s > s
ag (1 - b})
(14a3)(1+0b)
Distinguimos tres casos: si af > 0, como 1+ af >1—¢ > 0 para todo r € NU {0},

< €.

entonces |af| < ¢y |b¥| < ¢, para todo r € NU{0}, y ‘

entonces 0y € ext(Hs) (v 0s ¢ Os), vy por tanto s € int(Il.) en virtud de
los teoremas 1.2.14 y 1.2.15. Si a§ = 0, como 14+ b5 > 1 —¢e > 0 entonces

0 S
(1) = 14&173 (1 iob(%) € N, y por tanto 7, € II; en virtud del teorema 0.3.1.

Y por ultimo, si aj < 0 podemos poner

0 ag 1+ a8
— )\S 0 As 1
() =(u0) +(105)

1 —ajg
donde \j = X = C
e (1, ) ) AFa) () Fa -8
(1+05) | 1+ (1+a3)(1403)

. . . 0
cantidades positivas por la elecién que se ha hecho de €, luego de nuevo ( 1) € N,
y 7s € II;. En cualquier caso, hemos visto que 74 € int (II.) U II; para todo s > sg

lo cual es una contradiccién, luego no puede ser 7 € ¢l (bd (I1,) N 11.) .

Con los resultados vistos hasta ahora el siguiente teorema caracteriza el con-
junto de los problemas mal planteados (pertenecientes a bd (115)) que verifican que
{b;, t € T} estd acotado en términos de H, C' (subconjuntos de R™*1), Z— y Z*
(subconjuntos de R™). Noétese que esta situacién engloba como caso particular al

de la PL ordinaria.

Teorema 2.2.14 Sea w € 11 tal que el conjunto {b;, t € T'} es acotado. Entonces,
€ bd (Ily) si y solo si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(i) Opy1 € ext (H) y 0, €bd(Z7);

(ii) Opy1 € bd (H) Nbd (C) ;

(iii) Opy1 € bd (H) y 0, € bd (Z7).
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Demostracién. Supongamos en primer lugar que m € bd (Il;) C ¢l (Il.). Si
7 € int (II.) entonces 0,41 € ext (H) en virtud de los teoremas 1.2.14 y 1.2.15, y
0, € bd (Z~) en virtud del teorema 2.2.4, y por tanto (i). Si 7 € bd (II.) entonces
Ont1 € bd (H) en virtud de los teoremas 1.2.14 y 1.2.15. Si 0,,41 € bd (C') entonces
(i), y en caso contrario los teoremas 2.2.10 y 2.2.12 aseguran (iii). Veamos ahora que
cualquiera de las condiciones (i), (ii) o (iii) implica que m € bd (Il;). Supongamos
que se tiene (i), entonces 0,41 € ext(H) y como {b;, t € T} estd acotado, o €
O\O, y los teoremas 1.2.14 y 1.2.15 establecen entonces que 7 € int (II.). Ademas
0, € bd(Z7), luego m € bd (Il5) en virtud del teorema 2.2.4. Supongamos ahora
que tenemos (ii). Por ser 0,11 € bd (H) y {b;, t € T'} estar acotado los teoremas
1.2.14 y 1.2.15 establecen que 7 € bd (Il.) y en consecuencia 7 € bd (Il) , de nuevo
en virtud de los teoremas 2.2.10 y 2.2.12. Por ultimo, si se tiene (iii), entonces, de

nuevo 7 € bd (II.), y en virtud del teorema 2.2.10 concluimos que 7 € bd (Il;). m

Observacién 2.2.15 En el teorema anterior, la hip6tesis de que {b;, t € T'} esté
acotado sélo se utiliza en la condicién “si”, luego para cualquier 7 € bd (II;) ha de

verificarse alguna de las condiciones (i), (ii) o (iii).

En el resto de esta seccién estableceremos condiciones suficientes para que un
problema 7 € bd (II.) pertenezca a cl (bd (II.) N1I.) (y por tanto a bd (Ils) en vir-
tud del teorema 2.2.10). Presentamos ademads diversos ejemplos que muestran que
dichas condiciones no son necesarias; para terminar concluyendo que las herramien-

tas H, C, Z~ y Z no permiten por sf solas caracterizar la condicién “m € bd (1)

cuando {b;, t € T'} no estd acotado (véase el parrafo precedente al ejemplo 2.2.21).

Definicién 2.2.16 Dados 0 € © y pu > 0, definimos los siguientes subconjuntos

e ({0 6] 17}
mam ({()i=n167})

convexos de C :
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Teorema 2.2.17 Sea 7 € bd (I1.). Si existe p > 0 tal que 0,41 € bd (C,,) entonces
7 € cl (bd (IT,) N11,) .

Demostracién. Sea 7 € bd (Il.), y situémonos en el caso no trivial = € II,.
Supongamos que existe p > 0 tal que 0,41 € bd (C,,). Por el lema 1.2.7 tenemos
que existe p > 0 tal que <On) € c(C), sea py := sup {p >0 <0n> € cl (C’)}
(pg < +00 ya que 0 ¢ O, Vgase la proposicién 1.2.11). Sea p, > mafi {p,po+1}.

On,
Es evidente que 0,1 € cl (C’#O) y también que ( > ¢ cl (C), podemos entonces

0

0, . v
separar estrictamente ( ) y cl (C), y asi existen < ) € R"™ y 3 € R tales
o}

Ho
/ /
0, |
que (2) ( ) < By (Z) y > [ para todo y € cl(C), en particular, como

Ho
Opt1 € (C ) C ¢l (C) se tiene que # < 0 y consecuentemente o < 0. Ademds,

/ v N\
apy < By < > (bt) > 3 para todo t € T, luego (__Oi) <Z:) > % > — -

Por otra parte, como 7 € bd (I1.) N II;, el lema 2.2.11 asegura que 0,, € bd (A)
y por tanto también podemos separar 0, y A; asi pues, existe un vector no nulo
u € R" tal que aju > 0 para todo t € T'.

Sea w := —=. Para cada r € N pongamos u" := u + %w y definamos el problema

7 := (¢, 0,) donde los coeficientes de o, vienen dados para cada t € T por

) @1 (4 o)
([ NG S 1
siendo [o]

:= max {0, a} la parte positiva del nimero real o. Veamos en primer

+
Ay

b) > —p, esto es, ajw >
t

/
lugar que {m,.} converge a m. Sabemos que (w1> (

b — py para todo t € T'. Asi,

1 1 -1
au’ — —bt = aju + atw — —b1t > — 1y,
r r

es decir, +by — aju” < £ con £ > 0, y por tanto [%bt — agu”h < o Asf pues, si

(&)

> L, entonces
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|G- )

Qg
En el caso en que ( b > H < p, tenemos que
i

-G - v (9
(iU1> "]

—.
o Ml
Ahora bien, como {u"} converge a u, la sucesién {

= 2
el el

1 T T
S Y iR 26)
;

Ho
r

(2.7)

IIUTH2
lurll

} converge a \HL y por
2

tanto estd acotada, asf pues, de (2.6) y (2.7) tenemos que d (0,,0) < ¥ para cierta
constante k > 0, luego {0, } converge a o y consecuentemente {7, } converge a .

Veamos ahora que 7, € Il., de hecho, vamos a ver que ru” € F, para todo
Qg
(bt>

By (e
ay X . u"/ )5 ru
(G v (7)) ()

=7 (agu’" — 1b + [%bt = agur] ) =7 [aju" — %bth >0,

Qg
( >H < pp tenemos
by

((Zf) — L (ajw — b)) (u*/ r(\)un)) (_ul)

=71 (a] (u+ tw) — b, — 2 (qjw — b)) = raju > 0.

r € N. En efecto, si > 1, entonces

+

y, en el caso en que

Veamos por tltimo que 0,1 € ¢l (C,), de donde tendremos (aplicando el teorema

0.3.3) que 7, € bd (II.) . En efecto, como 0,41 € bd (Cy, ) , entonces podemos poner

Opt1 = lime)\f <Z:> con {)\k} - Rf), Z)\f =1y M =0si <Z:>

teT teT
para cada k € N. En particular,

o 1 (@ (w ur/ [l
(&)

> Mo
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: I u’/ |l
= hinz Af - (ayw — by) 0 ,

teT

y, por tanto

1 k[ Of
Opsy = 11]£nZAt (bz> €d(C,).

teT

El reciproco en el teorema anterior no es cierto en general como muestra el
siguiente ejemplo, que, junto con el ejemplo 2.2.19, motiva una nueva condicién

suficiente para que 7 € ¢l (bd (II.) NTI.) en términos del conjunto C,.

Ejemplo 2.2.18 Consideremos el problema

m: Inf —xy + 0z
sa Oxi+0x>1,sit=0,
0y —22 >0, sit=1,
1 +r2r0 >0, 851t =2r—1,r=2,3,...,

re;+0xy >1r, sit=2r,r=1,2,3,....

Gréficamente se tiene la siguiente situacién, donde no hemos representado el 1iltimo

bloque de restricciones, cuya tunica finalidad es que {b;, ¢t € T'} no esté acotado.

-1

Figura 2.3: El reciproco del Teorema 2.2.17 no es cierto en general.
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Se comprueba facilmente, como se aprecia también en la figura anterior, que
m € bd(Il,) y 05 ¢ bd(C,) cualquiera que sea p > 0. Veamos que sin embargo
m € cl(bd(Il.) N1II.). Para ello consideremos para cada s € N el problema
resultante de cambiar en 7 la restriccion correspondiente a t = 0 por %xl +0xq > 1.
Se comprueba ficilmente que 7, € bd (IL,) NI, para todo s € N (de hecho (s,0)’ €
F)yoé(mms) = % — 0. Por tanto 7 € ¢l (bd (I1.) N IL,) .

Del ejemplo anterior parece desprenderse que si 0,11 € bd (CN’“> para algin p >
0 (en el ejemplo anterior 03 € bd (C’O>) entonces 7 € cl (bd (I1.) N II.) . Sin embargo,

el siguiente ejemplo muestra la necesidad de anadir alguna hipétesis adicional como

la que se expresa en el teorema 2.2.20.

Ejemplo 2.2.19 Consideremos el problema
m: Inf —xy + 0
s.aa 0Ory—x9>0,sit =0,
r1+tres >0,sit=2k—1, keN,
1 +tee >t, sit=2k, keN,

cuyos coeficientes ilustramos en la siguiente figura

1
2k
2k
0) 4 o\
o) *
___________ . o CO
! 1
! 3 2% -1
0 0 0

Figura 2.4: 03 € bd (C’H> para todo pu > 0 pero 7 ¢ cl (bd (II.) N I1,)
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Para todo 1 > 0 se tiene que 03 ¢ bd(C,) y 03 € bd (C’u) Veremos que
7 ¢ cl (bd (1) N1L,) . Es facil comprobar que la direccién (0,1,1)" es de recesién
de ¢l (C) para todo 7 € II con 6 (71, m) < 400 (véanse los comentarios acerca del

sistema reforzado en la seccién 0.3). Sea 71 € II con 6 (71, m) < € < % y pongamos

ab (@ /
<b1> = (€01, —1 + €02, €03) ", <b1> = (1 +em,14en,613)
5 1

Comprobaremos que m; € nt (Il.) si gy > 0y m € II; si ggy < 0, de donde
7 & cl (bd (I1,) NTI.) . En efecto, si g9; > 0 se tiene a}; > ¢ para todo t € NU{0}
(donde a}; representa la primera coordenada de aj), luego H; C [gg1, +00o[ X R? y
por tanto 03 € ext (H;), es decir, m; € int (IL.). Supongamos ahora que €g; < 0.

Entonces

1+ €11 CL(l) —&01 a% ’
P e B o E & 07 «, eC )
1+€11 — €01 (b(l) 1+€11 — €01 b} ( ﬁ) !

con |3| < —a; luego, teniendo en cuenta que (0,1,1)" es una direccién de recesién
de ¢l (Cl) y
0,0, —a) = (0,a,3) + (—a) (0,1,1) € cl (Cy),

y por tanto (0,0,1)" € ¢l (N); es decir, 71 € II,.

Teorema 2.2.20 Sea m € bd(Il.). Supongamos que existen u € M° y u > 0

/
Gy

u
~1) \y,
el (bd (IL,) N TL,) .

tales que ) > —p para todot € T y 0,41 € bd (C’”), entonces m €

Demostracién. Tomemos 7 € bd (I1.) . Supongamos que existen u € M®, u # 0,,

!/

u a

y > 0 tales que ( 1) ( bt> > —u para todo t € T, y supongamos también que
- t

Opt+1 € bd (é’u) . Para cada r € N consideremos el problema 7, := (c,0,) siendo



2.2. Problemas mal planteados

81
o, €l sistema cuyos coeficientes son
“) 4+ [Lb, — aju] uf [lul; si b > p
(a;)__ p) T EER 0 ) T
)T (o o (o
+1b 2, si b < p,
Do) ami
u\ (a
para cadat € T. Veamos que {7, } converge a 7. En efecto, como ( 1> ( bt> > —u
- t
entonces

1

1 1
;bt —ayu = (; — 1) au — - (aju —by) <

donde hemos utilizado que aju > 0 (pues u € M?). Luego tenemos que d(o,,0) =

S =

, Vte T, Vr eN,

o lull

T 0, es decir, {o,} converge a ¢ y consecuentemente {7} converge a 7
2 r—00

Veamos ahora que 7, € I1., y para ello veamos que ru € F,.. En efecto, si |b;| > u
entonces

n 1 1 1
%) TN P au — =b, + |=b — ayu =r|a
by —1 r r ), n

a;u — =b| >0.
r

Si |b| < p entonces

/!
ay TU 1 1
(b;) <_1) =7 (a;u — ;bt - ;bt) = rayu > 0.

Veamos por tltimo que 7, € bd (II.). Como 0,1 € bd (C’#> Ccl (é ) existe una
sucesion {)\k } - ]RSFT)

con Z)\ley)\f:()si |b] > u para cada k € N, tal que

teT
n+1 - hmeAk< >7

teT

de donde obtenemos que 0 = limy, Z )\fbt. Multiplicando

teT
u u . . 1 U u 2
por ;< /|(|) ||2> se obtiene 0,41 = limy E )‘f;bt< / lullz

0 >, y por tanto

teT

n+l_11mZAk< > ccl(C,),

teT
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luego 7, € bd (I1.) (de nuevo en virtud del teorema 0.3.3). m

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco del teorema anterior no es cierto
en general. Obsérvese ademds que los conjuntos H, C, Z~ y Z* asociados a este
problema coinciden con los del problema planteado en el ejemplo 2.2.13, y, sin

embargo, este problema pertenece a cl (bd (II.) N II.) mientras que aquél no.

Ejemplo 2.2.21 Consideremos el problema, en R,

m: Inf —x
sa O0xr>1,sit=0,
sx > —t, sit =2k, keN,
x> —t, sit=2k—-1, ke N,

u a
y tomemos v = 1 y p > 1 cualquiera. Se tiene que ( 1) (bt> > —puyme
e t

cl (bd (II.) N 1I.) . Sin embargo, 0y ¢ bd <CM> . Gréficamente tenemos la siguiente

situacion

Figura 2.5: m € ¢l (bd (I1.) N I1.) pero 0y ¢ bd (C’u> para todo p > 0
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Para ver que m € ¢l (bd (II.) N II.) témese para cada r € N el problema

m: Inf —=x
saa O0z>1, sit=0
%xz—t, sit=2k, k#r, keN,
0z > —t, sit=2r,

x> —t, sit=2k—-1, keN.

Para cada r € N se tiene que 7, € bd (Il,) y 05 € bd (C,),, (donde (C,),, denota al

. correspondiente a o, y con p = 2r) luego m, € cl (bd (II,) N1I.) en virtud del

teorema 2.2.17. Ademés 6 (m,,7) = 5= — 0, y por tanto 7 € ¢l (bd (II;) N IL,) .

2.3 Distancia al conjunto de los problemas mal
planteados

En esta seccién abordamos el problema de determinar ¢ (,bd (Il;)) para un pro-
blema dado 7 € II. Analizaremos tres casos: m € cl (Il), m € ext (Il;) Nint (Il.) y
7 € int (II;). En el primer caso dispondremos de una expresién para la distancia al
mal planteamiento (relativo a la resolubilidad) en términos de H y Z~. En el segun-
do caso, se conserva una desigualdad de dicha expresién, teniéndose eventualmente
la igualdad. En el tercer caso, en el que partimos de 7 € int (II;), en ocasiones la
“distancia a la resolubilidad” coincide con la “distancia a la consistencia”, y otras
veces es mayor.

En todas las situaciones anteriores (que cubren el caso 7 ¢ bd (I1..)) se dispondr4,
al menos, de una cota inferior para ¢ (m,bd (Il5)). El caso 7 € bd(Il.) ha sido
analizado en §2.2.3, donde hemos visto que, cuando {b;, t € T} no estd acotado, las
herramientas H, C, Z~ y Z" no permiten caracterizar completamente la condicién
“m € bd (115)”, y por tanto no se dispone de una expresién general para 6 (, bd (I1;))

en este caso.
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A lo largo de la seccién presentamos diversos ejemplos con el fin de mostrar
que, cuando un resultado proporciona una desigualdad, dicha desigualdad puede
ser estricta o no serlo segin el problema considerado. Se ilustran asi diferentes
situaciones que pueden presentarse, mostrando que ciertas restricciones redundantes
pueden afectar considerablemente a la distancia al mal planteamiento, incluso para
problemas de PL ordinaria en el plano y con “pocas restricciones” (véanse los

ejemplos 2.3.9 y 2.3.10).

2.3.1 Distancia desde cl (Ily)

El siguiente teorema establece una férmula explicita para la distancia de un proble-
ma en la clausura del conjunto de los problemas resolubles a la frontera del mismo,

esto es, al conjunto de los problemas mal planteados.

Teorema 2.3.1 Sea 7 € cl (Il5). Entonces
6 (m,bd (ILy)) = min {d (0p41,bd (H)) ,d (0,,bd (Z7)) } . (2.8)

Nétese que, en virtud de los teoremas 1.2.15 y 1.3.3, d (0,11,bd (H)) = d (0,bd (©,)) .

Demostracién. Consideremos en primer lugar el caso m € bd (Il,) y veamos que
el miembro derecho de la tesis del teorema es nulo. En efecto, si © € int (II.),
el teorema 2.2.4 asegura que d(0,,bd(Z7)) = 0; y si m € bd(Il.), entonces los
teoremas 1.2.14 y 1.2.15 garantizan que d (0,1,bd (H)) = 0.

En lo que sigue, pues, supondremos 7 € int (Il;). Con el objetivo de establecer
la desigualdad “<” veamos:

(a) & (m,bd (ILy)) < d(Op41,b0d (H)) , y

(b) 6 (m,bd (IL,)) < d (0n,bd (Z7)) .

Como 7w € int (Il;), entonces d(0p41,bd (H)) = d(o,bd(0;)) = d(0,0;) <
+00, y consecuentemente existe alguna sucesién {o,.} C 0; tal que lim, d (o,0,) =

d(o,0;). Para cada r € N consideremos el problema 7, := (¢, 0,.). Como o, € O,
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tenemos que 7, € II\Il; y ¢ (m,m,) > 6 (m, [I\Il5) = 6 (, bd (II5)) . Tomando limites
cuando 7 tiende a 400 en esta tltima expresién obtenemos que 6 (,bd (Il,)) <
lim, 6 (m,7,) = lim, d(0,0,) = d(0,0;) = d(0p+1,bd (H)), con lo que concluimos
(a).

Por otra parte, (b) es trivial si Z— = R™. En otro caso, por ser bd (Z~) cerra-
do y no vacio, la distancia d(0,,bd (Z~)) se alcanza en cierto a € bd(Z7), i.e.,
d(0,,bd (Z7)) = ||a||. Ademds, por ser a € bd(Z~) tenemos que 0, € bd (Z-,)
donde

Z=, =conv({ar—a,teT;—(c+a)}).

Consideremos el problema (o) = (c + a, a(fa)) donde
0

0

() = {(a—a)z>b4+0,t€T}.

0

Como 0, € bd (Z~,), ha de ser ¢ +a ¢ int (M_,) (véase el corolario 0.2.5), y el
corolario 0.4.2 asegura que () ¢ int (Il5). Por tanto T(e) € bd (II) U (IT\I1,) y
0 0

6 (m, b (I1,)) = 6 (, b (IL,) U (INIL,)) < 8 (7,7 (=) ) = |l

con lo que queda establecida (b) y la desigualdad deseada.

Sea ahora a := min{d (0,+1,bd (H)),d(0,,bd (Z))}, y tomemos como antes
un punto a € bd (Z~) donde se alcanza la distancia d (0,,bd (Z~)), suponiendo por
el momento que Z~ # R™. Por (a) y (b) tenemos ya que 6 (7, bd (II5)) < « para
todo 7 € int (Il) . Para ver que se da la igualdad, es suficiente probar que todo
problema 71 := (c!,0,) € II a distancia de 7 estrictamente menor que « atin estd en
int (II) . Tomamos entonces 7; € II en las condiciones anteriores. Por ser o € ©,

tenemos que

d(c,01) <6(m,m) <a<d(0p1,bd(H)) =d(0,0;),
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y, por tanto, como ¢ € int (0.) debe ser también oy € int (©.). Por otra parte,
como 7 € int (I,), entonces ¢ € int (M) en virtud del corolario 0.4.2, y por tanto
0, € int (Z~) (por el corolario 0.2.5), luego, |lal| cl (B) C ¢l (Z~). Ademds, como
6(m,m) < a, existe un 0 < ¢ < |la|| tal que 6 (m,7m) < a—¢e < [la]| —e. Como
consecuencia inmediata del lema 1.3.1 se tiene que € ¢l (B) C cl (Zl_ ) y, por tanto,
0, € int(cl (Z7)) = int (Z;) (véase el teorema 0.2.3), y como ademds o1 €
int (6.), el teorema 2.2.4 asegura que m; € int (Il5), como querfamos demostrar.
Finalmente, en el caso Z~ = R" se tiene que a = d (0,41, bd (H)), y por tanto si
6 (m,m1) < a se tiene 7y € int (IL.) y trivialmente 0, € int (Z; ), ya que Z; = R"

(véase lema 1.3.1). Asi m € int (Il;). =

Los siguientes ejemplos ilustran la férmula del teorema anterior. En el primero
de ellos tenemos que 6 (m, bd (Il5)) = d (0p41,bd (Z7)) < d (041, bd (H)) , mientras
que en el segundo tenemos 6 (m, bd (Il5)) = d (0y41,bd (H)) < d (0y41,bd (Z7)). La

norma considerada en ambos es la norma de Chebyshev, ||-||_..

Ejemplo 2.3.2 Consideremos el problema de optimizacién lineal en R?

w: Inf %xz
sa —x1+x2>0

$1+l‘220

Tenemos que

H = conv {(-1,1,0)",(1,1,0)'} + Ry (0,0, —1)",
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Graficamente se tiene

Figura 2.6: 6 (m,bd (Ils)) = d (02,bd (Z7)) < d(03,bd (H))
Al ser 03 € ext (H), se tiene, m € int (II.) y como ademds 0, € int (Z~), resulta
7 € int (Ily) . Es fécil comprobar que

% - H< % >”OO =d (02,0d(Z7)) < d(03,bd (H)) =1

1
5

Ast, 6 (m,bd (I1,)) = d (02,bd (Z7)) = £.
Manteniendo la notacién de la prueba del teorema 2.3.1, un problema de bd (I1;)

donde se alcanza esta distancia viene dado por

N |=

sy Anf (04 5) @+ (
sa (-1—4)z1+(14+3)22>0-0
(

el cual se ha obtenido de perturbar el problema original, 7, sumando a = (%, —%)/

. ., .- a
al vector de coeficientes de la funcién objetivo y sumando 0 a los vectores de
coeficientes de las restricciones, con el fin de conseguir Oy € bd (Z:a) , siendo atn

03 € ext (H(—a)) y, consecuentemente, 7T(—a) € int (I1.) Nbd (I1,) .
0 0
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Ejemplo 2.3.3 Consideremos ahora el problema de optimizacién lineal en R?

m: Inf 2x
sa —x1+x2>0
ZE1+1'220

iIEQZO

Tenemos ahora que

H = conv {(—1, 1,0),(1,1,0), (0,1, 0)’} R, (0,0, 1),

Z~ = conv {(—1, ', (1,1), (0, i)/ , (0, —2)/}

Gréaficamente

Figura 2.7: 6 (m,bd (Il5)) = d (03,bd (H)) < d (03,bd (Z7))

Dado que 03 € ext (H) , se tiene que m € int (II.) y, como ademds 0, € int (Z7),

resulta m € int (II,) . Se comprueba fécilmente que

% =d (02,6d (Z7)) > d(03,bd (H)) = H(O> 70)

Ast, § (m,bd (T1,)) = d (03,bd (H)) =

1
1
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Se comprueba facilmente que el siguiente problema, 7y, estd en bd (Il,) y ademés

en él se alcanza la distancia anterior.

w1 Inf 2z
sa (-1—=0)z1+ (1—1)22>0—0,
(1-0)z+(1-3) 2 >0-0,
0-=0)z1+(3—7)22>20-0

Este problema se obtiene perturbando el problema original 7, sumando a los coe-
ficientes de las restricciones —a = (0, —i, 0)/, con el fin de conseguir 03 € bd (H;) .
Puesto que, de hecho, 03 € bd (C}), concluimos que m; € bd (Il5) (en virtud del
teorema 2.2.14).

2.3.2 Distancia desde ext (II;) Nint (I1.)

En esta subseccién estudiamos la distancia de un problema 7 € ext (Il5) N int (I1,)

a bd (Ilg). Veamos en primer lugar la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3.4 Sea 7 € ext (II;) Nint (I1.) . Entonces
d (0n,bd (27)) < d (Onyr, bd (H)).

Demostracién. Por el cardcter cerrado y no vacio de bd (Z~), existe a € bd (Z™)
tal que d(0,,bd (Z7)) = ||a||. Ademds, por ser 7 € ext (Il;)
2.2.4 asegura que 0,, € ext (Z~),y por tanto d (0,,bd (Z7)) = d (0,,cl (Z7)) = ||al.

)
Sea (g) € bd (H) C cl (H), entonces a € ¢l (A) C ¢l (Z), luego H (g) H > [l >

|la|| (véase la observacién 2.1.1), y esto es cierto para todo

Nint (I1,) el teorema

g) € bd(H), por

tanto d (0,11,bd (H)) > ||a|]| como queriamos demostrar. ®

Proposicién 2.3.5 Seaw € ext (II;)Nint (I1.) cond (0,,bd (Z~)) < d(0p+1,bd (H)),
entonces

6 (m,bd (I1,)) = d (0,,bd (Z7))
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(la formula (2.8) se verifica también en este caso).

Demostracién. Por ser bd (Z~) cerrado y no vacio, existe a € bd (Z~) tal que
d(0,,bd(Z~)) = |la|]|. Consideremos el problema m; := (c—}—a,a(_oa)), donde
O(w) = {(at —a)'z > b, t € T}. Tenemos por una parte que 0, € bd (Z;) (=
bd (Z~ — a)). Por otra parte, como 7 € int (II.), los teoremas 1.2.14 y 1.2.15 garan-
tizan que 0,41 € ext(H) y por tanto |ja|| < d(0py1,bd (H)) = d (0,11, (H)),
luego, al ser 6 (my,m) = |la||, el apartado (ii) del corolario 1.3.2 asegura que
On11 € ext (Hy); y de nuevo por los teoremas 1.2.14 y 1.2.15, m; € int (II.). Por
tanto, w1 € bd (Il,) en virtud del teorema 2.2.4 y consecuentemente 6 (7, bd (Il)) <
6 (m,m) = [lal| -

Para ver la otra desigualdad tomemos 7 € II con 6 (7, ) < ||a|| , entonces el lema
1.3.1 asegura que 0,, € ext (Z*> y 0,41 € ext (ﬁ]) , luego 7 € int (I1.) N ext (I1;)
en virtud de los teoremas 1.2.14, 1.2.15 y 2.2.4. Asi, 6 (7, bd (IL)) > ||lal|. =

Proposicién 2.3.6 Seaw € ext (II;)Nint (I1.) cond (0,,bd (Z~)) = d (0p4+1,bd (H)),
entonces

6 (m,bd (IL;)) = d(Ony1,bd (H)) .

Demostracién. Por ser m € ext (II5) N int (I1.) tenemos en virtud de los teore-
mas 1.2.14, 1.2.15 y 2.2.4 que 0,41 € ext(H) y 0, € ext(Z~). Sea m; € II con
6(my,m) < d(Opy1,bd(H)) = d(0,,bd(Z7)), entonces el lema 1.3.1 asegura que
Opnt1 € ext(Hy) y 0, € ext (Zl_), con lo cual, de nuevo por los teoremas 1.2.14,
1.2.15y 2.2.4, m; € ext (II;)Nint (I1.) , y por tanto & (m, bd (Il)) > d (0,41, bd (H)) .
]

Seguidamente presentamos varios ejemplos que ponen de manifiesto que la for-
mula (2.8) no puede extenderse al caso 7 € ext (II;)Nint (I1.) cuando d (0, bd (Z7))
= d (0,41, bd (H)), ni siquiera en el contexto de la PL ordinaria. En todos ellos, con
el fin de determinar ¢ (7, bd (Il)), se plantea la cuestién de hallar un nuevo proble-

ma m; que, encontrandose a la minima distancia posible del problema nominal 7,
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verifique alguna de las condiciones del teorema 2.2.14, esto es, 0,41 € ext (Hy) y
0, € bd (Zl_) , 0 bien 0,41 € bd (H;)Nbd (C1), 0 bien 0,1 € bd (Hy) y 0,, € bd (Zf“) )
De nuevo, la norma considerada en los siguientes ejemplos es la norma de Cheby-

shev, ||||oo

Ejemplo 2.3.7 Consideremos el problema de PL ordinaria, en R,

m: Inf —10zx
sa x2>9,

x > 10,

dxr > 9,

4z > 10.

Se tiene que 7 € int (II.) N ext (Ils), d(0,bd(Z7)) = 1 = d(0q,bd (H)). Puede
comprobarse que ¢ (7, bd (Il5)) = 6 (m,m1) =4 > d(02,bd (H)), siendo

m: Inf —10x
sa —3r>09,
—3x > 10,
O0x > 9,

0z > 10.

En efecto, si o € 1T es tal que 6 (m,m2) < 4, el lema 1.3.1 garantiza que 0 € int (Z;“)
y que 0y € ext(Cs). La eleccién de los coeficientes del problema asegura que la
tnica forma de que 0y € ext(Hy) es que Hy C |0,400] x R, en cuyo caso serd
también 0, € ext (ZQ_ ) Es, pues, imposible que w5 € bd (Il5) de acuerdo con el

teorema 2.2.14.

Seguidamente ilustramos graficamente los conjuntos H, C, Z~ y Z* asociados

a 7, asi como la perturbacién efectuada para conseguir 7.
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6

v

Figura 2.8: 6 (w,bd (11,)) = d (0,bd (Z1))

Obsérvese que, en este caso, los problemas de bd (Il;) en los que se alcanza la
distancia 6 (7, bd (Il,)) se encuentran verificando la tercera de las condiciones (del

teorema 2.2.14) referidas en parrafos anteriores.

Ejemplo 2.3.8 Considérese el problema de PL ordinaria, en R, con el mismo sis-
tema de restricciones del ejemplo anterior y el nuevo ¢ = —2. Obsérvese que ahora
6 (m,bd (Il;)) (= 2) puede alcanzarse tanto en problemas que verifican la primera
como la tercera de las condiciones del teorema 2.2.14, aunque no la segunda. Por

ejemplo, dicha distancia se alcanza en cualquiera de los problemas

m :=Inf{0z | x > 9, x > 10, 4z > 9, 4z > 10},

7o ;= Inf{0z | 0x > 9, Ox > 10, 3z > 9, 3z > 10}.
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Ejemplo 2.3.9 Consideremos el problema

m: Inf6x; — 3z,

s.a 3xry+x9 > 10, t=1,

3x1 + 3x0 > 10, t =2,

—2x1 + 329 > 10, t =3,

—2x1 + 129 > 10, t=4.
Es fécil comprobar que 7 € int (I1.) Next (I1;) y d (02,0d (Z7)) =1 = d (03,bd (H)).
Veamos ahora que ¢ (m,bd (Il;)) > 1. La eleccién de b, = 10, t = 1....,4,
deja entrever que el problema m; € bd(Ils) méds préximo a m no verificard la
condicién 03 € bd (C}). Buscaremos entonces un problema m; = (c',0;), con
o1 = {(a%),x >0 t=1,... ,4} como el indicado en la siguiente figura, en la que
ilustramos graficamente los conjuntos C'y Z*, asociados a 7, asi como los asocia-
dos a m;. Puede comprobarse que la mfnima perturbacién (en ||| ) para la cual
¢! es un miiltiplo de a! corresponde a los vectores ¢! = (fllé/llll) y ai = (ii//llll),

ambos muiltiplos de (_92). Modificamos ahora a4 para conseguir 03 € bd (H;) y

—27/11

6/11 ) Los restantes coeficientes se

0 € bd (Z;), tomando por ejemplo aj = (
mantienen inalterados. Por motivos de simplicidad y dado que b} = b; = 10, para

t=1,...,4, representamos la gréfica en el plano y3 = 10.

Proyeccion de C Proyeccion de C,

Figura 2.9: Perturbacién de m para obtener la condicién (iii) del Teorema 2.2.14.
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Comprobaremos a continuacién que si my = (2, 09) € Il verifica § (m9, 1) <
b b

§(mi,m) = L, entonces my ¢ II,. En efecto, en caso contrario y apelando al
teorema 0.4.3, tendremos que ¢® € M, (que es un cono cerrado por ser finitamente
generado). Ademds, pueden comprobarse fdcilmente las siguientes desigualdades

relativas a 0y = {(a?)' z > b7, t =1,...,4}:

@ (%) = o) (5) >0 @) (L) <o @) (5) <o e

) > 0, (a3) (g) >0, (a2)' (3) >0, (2.10)
() (_92) > 0, (2.11)
)

< 0. (2.12)

2

La condicién ¢ € M, junto con (2.10) y (2.12), implica (a3) (;

) < 0, luego los
vectores a?, a2, a3 y ¢* estdn respectivamente en el primero, segundo, tercero y
cuarto de los cuadrantes determinados por los vectores (ortogonales) (_92) y (3),
de donde se deduce que My = R?| esto es, 0y € int (conv ({a?, t=1,...,4})), y
puesto que b? > 10 — % > 0 para todo t = 1,...,4, concluimos que 03 € int (H3),
es decir, my € int (II;) , en contradiccién con la suposicién 7o € I1. Concluimos asi

que & (m,bd (IL,)) = & (7, m1) = 2.
Ejemplo 2.3.10 Consideremos el problema de PL, en R2,

m: Inf6x; — 3z
s.a 3ry+x > 10, t=1,
3r1 + 3z > 10, t =2,
—2x1 + 329 > 10, t =3,
—2x1 + 29 > 10, t =4,
O0xq1 + 29 > 10, t=05.

Notese que este problema resulta de anadir al del ejemplo anterior tnicamente
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la tltima restriccién, cuyo vector de coeficientes es combinacién convexa de los
vectores asociados a las restricciones primera y cuarta (en particular la nueva
restriccién es redundante). El problema sigue verificando las condiciones: 7 €
int (I1.) Next (Il), y d(02,0d(Z7)) = 1 = d(03,bd (H)). Sin embargo, ahora
6 (m,bd (Ils)) = d (03,bd (H)), puesto que d (03,bd (H)) es cota inferior para la dis-
tancia de m a bd (Il) (véase la proposicién 2.3.6) y el problema m; que resulta de
reemplazar la iltima restriccién de 7 por la nueva “0x; 4+ 0xo > 107 verifica que
71 € bd (I1,) (pues Opy1 € bd (H1) y 0, € bd (Z])) y 6 (7, m) = 1. Seguidamente
ilustramos graficamente estos elementos, proyectdndolos sobre el plano y3 = 10

(nétese que by = 10, para todo t = 1,...,4).

Proyeccion de C Proyeccion de C,

Figura 2.10: Perturbacién de 7 para obtener la condicién (iii) del Teorema 2.2.14.

2.3.3 Distancia desde int (II;)

En esta subseccién mostramos el hecho de que para problemas de int (II;) , si bien
la expresion d (0,41, bd (H)) (= 6 (m,11.) si 0 ¢ O) establecida en el teorema 2.3.1

proporciona una cota inferior para ¢ (m, bd (Il5)) , dicha cota puede no alcanzarse.
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Proposicién 2.3.11 Sea 7 € int (I1;) , entonces

6 (7T7 bd (Hs)) > d (On+17 bd (H)) :

La demostracion es trivial en tanto que II; C II.. Obsérvese que en el caso en

que 0 € O, se tiene que ¢ (m, bd (Il;)) = +o0.

Observacién 2.3.12 Si 7 = (¢,0) € int(1l;), con 0 ¢ O, y H contiene una
bola abierta en R"*! de radio p, entonces, proyectando sobre las n-primeras co-
ordenadas tendremos que pB C int (A) C int (Z~). Por tanto d (0,+1,bd (H)) <
d(0,,bd (Z7)). De esta forma, a lo largo de la presente seccién hemos establecido
que la expresién min {d (0,41, bd (H)) ,d (0,,bd (Z~))} constituye en todos los casos
una cota inferior de 6 (, bd (I1;)) .

Seguidamente presentamos dos ejemplos. Mientras que en el primero de ellos
8 (m,bd (Ilg)) > 6(0p41,bd (H)), en el segundo se tiene la igualdad entre ambas
distancias. En los dos casos, dado 7 € int (I;) se indicara la perturbacién que puede
efectuarse para conseguir un nuevo problema m; € bd (Il;) tal que 6 (7, bd (Il5)) =
d(m,m ). Como en los ejemplos anteriores, para la bisqueda de 7, resulta clave la
caracterizacion de bd (I;) establecida en el teorema 2.2.14. La norma considerada

en los mismos es de nuevo la norma de Chebyshev, ||| ..

Ejemplo 2.3.13 Consideremos el problema de PL, en R,

m: Inf —3x
s.a —2x > 5,
T > 5,
—2x >4,

x> 4.
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Se tiene que 7w € int (I1;), d(02,bd (H)) = 1. Se comprueba inmediatamente que
6 (m,bd (Ils)) = 6 (m,m) =1 =d (02,bd (H))

donde
m: Inf —3x
s.aa —3x > 9,
Ox > 5,
—3x >4,

Ox > 4.

Seguidamente ilustramos graficamente la perturbacién efectuada sobre los coefi-

cientes de m (y en consecuencia sobre los conjuntos H, C, Z~ y Z™T).

)L |

Z" x{0} Zil0)
Lrerreeeesseedenedy . Crrireressd) .
c _5 ( -------- ; --------- -/- 1 ;-: --------- 3
HEe e s

Figura 2.11: 6 (m,bd (115)) = d (02, bd (H))

Ejemplo 2.3.14 Consideremos el problema de PL, en R,

m: Inf —3x
sa —x2>05,
2x > 5,
—x >4,
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Se tiene que 7 € int (I1;), d(02,bd (H)) = 1. Se comprueba facilmente que

§ (m,bd (IL,)) = & (m,71) = 2 > d (0, bd (H))

donde
m: Inf —3x

s.aa —3x > 9,
Ox > 5,
-3z >4,

Ox > 4.

La ilustracion gréfica de la perturbacion efectuada sobre los vectores de coeficientes

de ™ quedaria:

Z) 1 UL o
[}J- H @ o
Z+X{j(1} Zf’x{O}

o0 T ,

Figura 2.12: 6 (m,bd (115)) > d (02,bd (H))



Capitulo 3

Aplicaciones de la distancia al mal

planteamiento

3.1 Introduccién

En el Capitulo 1 comentamos que, ademds de constituir en si misma una medida
cuantitativa de la estabilidad de un sistema dado, la distancia al mal planteamiento
(relativo a la consistencia) constiyuye un ingrediente clave en diferentes aplicaciones
desarrolladas en [18], [19], [41], [44], [45] y [52] en diferentes contextos de optimi-
zacién lineal. En este capitulo se desarrollan algunas aplicaciones de esta distancia
en nuestro contexto de PLSI, destacando la utilidad de las expresiones dadas en
los teoremas 1.3.3 y 1.4.3. En primer lugar, analizaremos (en §3.2) algunas propie-
dades de lipschitzianidad (tratadas por ejemplo en Klatte y Kummer [35]) para la
(multi)funcién conjunto factible, F : © =% R™, que a cada sistema o € © le hace
corresponder su conjunto factible, F (o) := F, las cuales implican, por su parte, las
correspondientes propiedades de regularidad para F~!. En particular obtenemos,
mediante un enfoque primal directo, algunos resultados de [44] que se desarrollan
allf con un tratamiento primal-dual en el contexto de los sistemas lineales cénicos
y que requieren, por tanto, un conocimiento profundo de la teoria de la dualidad,

asf como de diferentes nociones de consistencia asintética y valor 6ptimo asintético

99
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(véanse [1] y [16]). No obstante, en la tltima seccién de este capitulo, obtenemos
algunos de estos resultados, en nuestro contexto de PLSI, siguiendo el enfoque de
Renegar ([44]), requiriendo, ademds de la utilizacién de nocién de solucién asin-
tética y valor 6ptimo asintético, la aplicacién de diferentes resultados de topologia
referentes a redes y filtros en R”, ya que nuestro espacio paramétrico no es normado
(cuando T es infinito) y, por tanto, las técnicas de espacios normados utilizadas en
[44] no pueden ser aplicadas.

Los resultados del Capitulo 1 también serdn de utilidad en §3.3 a la hora de
obtener cotas para la complejidad del algoritmo del elipsoide cuyo objetivo es en-
contrar soluciones factibles del sistema o = {ajz > b;, t € T} . En particular, el
valor de consistencia de este sistema, introducido en la seccién 1.4, nos permite
obtener un refinamiento en la cota de complejidad sobre el nimero de iteraciones
dada en [19].

Un nuevo tipo de aplicaciones de la distancia al mal planteamiento para sistemas
de desigualdades lineales surge de la teorfa de la estabilidad para el problema de
optimizacién lineal completo 7 = Inf{cdz | ajx > b, t € T} (T es de nuevo un
conjunto de indices arbitrario), abreviado por (¢,o). En el capitulo anterior pro-
porcionamos una expresion para la distancia de un problema en la clausura del
conjunto de los problemas resolubles a la frontera de dicho conjunto. La citada
expresién (teorema 2.3.1) es el minimo de dos términos, el primero es la distancia
del sistema asociado, o, a la inconsistencia, mientras que el segundo término es,
como veremos en la seccién 3.6, la distancia a la inconsistencia del problema dual
asociado al par (c,0) (véase [21, Capitulo 8] para detalles acerca de la dualidad
en este contexto semi-infinito). Este segundo término se utilizard también para
encontrar bolas centradas en el origen conteniendo al conjunto 6ptimo (o a ciertos
conjuntos de nivel inferior) de 7, como veremos en §3.4. Los resultados de esta
seccién se aplican en §3.5 para obtener una constante de Lipschitz relativa al valor
6ptimo del problema, cuya formulacién contiene la distancia al mal planteamiento

(relativo a la consistencia) en su denominador.
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La seccién 3.6 de este capitulo estd dedicada a analizar la estabilidad de un
problema de PLSI mediante un enfoque que combina el tratamiento del problema
primal y del problema dual asociado. En una primera etapa se estudia la esta-
bilidad del problema respecto de la consistencia del problema dual. Para ello se
caracteriza la frontera del conjunto formado por los problemas dual-consistentes
(que constituye un tipo de mal planteamiento para problemas) y se calcula la dis-
tancia de un problema a esta frontera, que, como hemos comentado anteriormente,
estd estrechamente relacionada con la distancia al mal planteamiento con respecto
a la resolubilidad. En la siguiente etapa se analiza la estabilidad de los problemas
que son al mismo tiempo primal y dual consistentes. El estudio de tales problemas
ha sido de interés en diferentes trabajos a lo largo de la literatura; véanse, por
ejemplo, Williams [53] y Robinson [47]. En los tltimos afos, diferentes autores,
en el contexto de los sistemas lineales conicos, han mostrado la relacién entre la
distancia a la frontera de tales problemas (que constituye otro tipo de mal plante-
amiento) y ciertas propiedades de las soluciones a lo largo de la trayectoria central
de un problema de Programacién Lineal (véase [41]). Por su parte, [40] propor-
ciona, combinando sus resultados con los de [47], una caracterizacién de la frontera
y el interior de estos problemas. La distancia de un problema dual-consistente al
conjunto de los problemas dual-inconsistentes es tratada en [44] donde se muestra
su relacién con ciertas caracteristicas de los problemas, tales como el tamano de los
conjuntos 6ptimos o la sensibilidad de los valores éptimos de problemas perturba-
dos. En nuestro contexto, demostramos, utilizando la caracterizaciéon del interior
del conjunto formado por los problemas primal-dual consistententes dada en [25],
que los problemas consistentes con dual consistente sélo difieren de los problemas
resolubles en algunos problemas de la frontera y, por tanto, para calcular la distan-
cia de un problema al mal planteamiento en este tltimo sentido, podemos utilizar

las expresiones que obtuvimos en el Capitulo 2 para los problemas resolubles.
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3.2 Estabilidad del conjunto factible: lipschitzia-
nidad y regularidad

A partir de ahora denotaremos por gphF al grafo de la (multi)funcién conjunto
factible F; i.e., gphF := {(0,2) € © x R" | x € F (o)} . La multifuncién inversa de
F, F1:R" = 0O, viene dada por F~ ! (z) := {oc € © | z € F(0)}. En esta seccién

0 0¢) € gphF 1, con

probaremos que F ! es métricamente regular en cualquier (z
oo € int (0.); esto es, existen sendos entornos, U de z° y V de ¢, y un escalar

positivo L (rango), tal que, para todo z € U y todo o € V|, se tiene
d(z,F (o)) < Ld (O',f_l (z)) ,

o, equivalentemente, d (z,F (0)) < Ld(0,01), siempre que z € F (o1) . De hecho,
el corolario 3.2.6 proporcionard una expresién explicita para L, relacionada inti-
mamente con la distancia al mal planteamiento d (¢, ©;). El lema 1.12 de [35],
demostrado para una multifuncién genérica entre espacios métricos (véase también
[30]), establece que F ! es métricamente regular en (z°, o) € gphF ! siy s6lo si F
es pseudo-lipschitziana (también llamada propiedad de Aubin) en (o, z°) € gphF.
Una propiedad mds débil surge cuando escribimos ¢ = o en la definicién anterior:
F~1 satisface una cota de error local en (z°,0¢) € gphF ! si existe un entorno U
de 2° y una constante positiva L, de manera que d(z,F (0¢)) < Ld (09, F ' (2))
para todo z € U. Esta propiedad resulta ser equivalente a la tranquilidad (calm-
ness) de F en (0g,2°) € gphF (véase de nuevo [35]). En esta seccién se muestra
también la estrecha relacion entre los conceptos de lipschitzianidad analizados en
esta memoria y ciertas desigualdades de tipo Hoffman (véanse el teorema 3.2.4 y
el corolario 3.2.9). En este sentido, nuestros resultados estdan conectados con los
de Dontchev, Lewis y Rockafellar [14], donde la relacién entre la distancia a la
infactibilidad y el lamado mddulo de regularidad métrica se explora en el contexto

del an4lisis variacional.
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Los resultados de [44] antes aludidos, concretamente el Teorema 1.1(2) y el
segundo parrafo de la pagina 77, donde se generaliza dicho teorema, tratan con
un sistema de tipo (1.9), donde X es un espacio normado reflexivo, e Y es un
espacio normado arbitrario. A continuacién trasladamos estos resultados a nuestro
contexto, pero asumiendo que 7" es finito (obsérvese que, en nuestro contexto, ¥ =
R” no es un espacio normado cuando T es infinito).

Si identificamos a € R™ con el operador lineal a — o'z, una norma apropiada

)

Concretamente, cuando 7" es finito, el sistema o = {ajx > b;, t € T'} puede ser

para R"*! serfa

= max ol . (31)

reescrito en su forma matricial Az > b (donde la fila t-ésima de la matriz A es aj,
y la componente t-ésima del vector b es b;). En nuestro contexto, si consideramos

la norma de Chebyshev en R”, la norma dada en [44, p. 75] (véase (1.10)) es

masc (YL o) = e {gna gl 0]

(i)

En [44, p.77], para oy € int (O.) y para cada z € R™, se obtiene la siguiente

‘ . (3.2)

= maxmax {|la, , [b]} = max
desigualdad

max {1, [|z[|}

(2. F (20)) < (b = bl + 141 = Al ) g5,

para cualquier o := {A;z > b} € F~1(z). Aplicando (3.2) se consigue
10 = bl +[[Ar = Allflz]] - < (14 [|2[]) max {[[Ay, = Al [[bx — 0[]}

al — a
b, )|

<
(1 +[l21)) max

Ahora, (3.3) nos conduce a
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(1 A+ [[2]]) max {1, |[=][}

d(z,F (00)) < d (o9, 0;)

d(og,01), para todo z € R",

lo cual proporciona

(1 + [|z[]) max {1, || 2]}
d (0'0, 91)

d(z,F (00)) < d(oo, F*(2)), para todo z € R".  (3.4)

Si en (3.4) consideramos z € z° + pcl (B), con z° € F(0y), entonces F

0

satisface una cota de error local en (2, ) con rango

(1 + [[2°]] + p) max {1, [|z°]| + p}

L:
d(Uo,@i)

El teorema 3.2.4 generalizard (3.4) al caso en que 7' es arbitrario y tnicamente

se requiere la propiedad (2.1) para la norma utilizada en R"*!, esto es,

=) e oo (2) <

(véase la observacién 3.2.5 relativa a la particularizacion del teorema 3.2.4 a la

norma (3.1)).

De ahora en adelante asumiremos que la norma considerada en R™*! satisface
(2.1) y la norma en R™ es arbitraria.

Los siguientes dos lemas serdn herramientas claves en el desarrollo de la apli-
cacion que estamos tratando. El primero de ellos es una consecuencia de los teore-
mas 1.2.15, 1.3.3 y 1.4.3.

Lema 3.2.1 Sean 0 = {ajx >b;, t €T} € int(0,) y (a

b> € R tales que
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( ) = lim, Z )\’"( ) para cierta sucesion {\"} C R( ). Entonces

15,

hnlSHF%‘EE:,XTjS —jizg—zjfy—,

teT

donde [a], es la parte positiva de oo € R.

Demostraciéon. En primer lugar veamos que, bajo las hipétesis actuales, la suce-

sién {7, } C R, dadapory, := Z A;, 7 € N, estd acotada. En otro caso, podriamos

teT
suponer sin pérdida de generalidad que lim, vy, = 400 y, entonces,

Opt1 = lim, Z M (Zt) ecl(C),
¢

teT Tr

lo cual representa una contradiccién con el hecho de que o € int (0.) (teorema
0.3.3).
Ahora, supongamos que 7 := limsup, 7, > 0 (si ¥ = 0 la desigualdad buscada

a
es trivial). Tomando cualquier x € R™ y multiplicando en la expresién de ( b) por

()
DI,

tenemos

OC) o IC)
G =" 1C ™0

Tier
() ()
—_— / —_—
x x
CIL )

zcRn teT
* *

Y

*

y, por tanto,

sup =d(0,0;), (3.5)

zeR™

donde la tltima igualdad es consecuencia del teorema 1.4.3. Ademds, como el
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miembro izquierdo de (3.5) representa al valor de consistencia del sistema consis-
tente formado sélamente por la restriccion “a’z > b7, si aplicamos los teoremas

1.2.15 y 1.3.3, podremos escribir

e H (_1) ((b) (—1)>

G-I

donde la tltima igualdad se obtiene a partir de la observacién 2.1.1. Asi pues,

(]

< — 7
7= "d(0,0,)

*

= min
A>0

concluimos que

El siguiente lema establece una generalizaciéon, para normas arbitrarias, del
resultado acerca de la mejor aproximacion, dado en la seccién 0.2, para la norma

euclidea (véase (0.6)), y serd de utilidad en el teorema que le sigue.

Lema 3.2.2 Sea F' C R¥ un conjunto convexo, cerrado y no vacio, y sea z € Rk\F .
Consideremos en RX una norma arbitraria ||-||. Entonces, 2 € F es una mejor
aprozimacion de z en F (ie., ||Z—z|| = d(z,F)) si y solo si existe un vector
u € R¥, con ||ul|, =1, tal que

(i) vz >u'2 para todo x € F, y

i) v (z—2)=]2—2].

Demostracién. Supongamos, en primer lugar, que Z es una mejor aproximacién
de z en F, lo cual implica obviamente que los conjuntos rint (z + ||Z — z|| ¢l (B))

(=int(z+ ||2 — z||cl(B))) y rint (F) no tienen puntos en comun y, entonces, [48,

u
Teorema 11.3] garantiza la existencia de un vector > € RF*1 con u # 0y, (pode-
v
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mos suponer sin pérdida de generalidad que ||ul|, = 1), tal que

w'x > v paratodo x € F, mientras que

vy < wvparatodoy € z+ |2 —z| cl(B). (3.6)

El hecho de que Z € F implica que v = u/Z, puesto que Z satisface ambas desigual-
dades en (3.6). Asi pues, el vector u satisface la condicién (i). Ahora, veamos
que u' (2 — z) = ||2 — z|| . La desigualdad “<” es inmediata, supongamos entonces,
razonando por reduccion al absurdo, que u' (2 — z) < ||Z — z|| . Por el lema 0.2.1 se

puede obtener facilmante la siguiente representacién de z + ||2 — z|| ¢l (B) :
24 2=zl (B)={z e R" |w' (z — z) < |2 — 2| para todo w € bd (B)}.

Por (3.6), la desigualdad —u'z > —u/Z es una consecuencia del sistema {—w'z >
—w'z — [|Z — z||, w € bd (By)}, y el Lema de Farkas asegura entonces la existencia

de {\"} C RSECKB*)) y {u,.} C R, tales que

—u . —w ()
= lim, N R . .
(o) =t | 3 ) e(B) ) 80

webd(Byx)

1

Multiplicando ambos miembros de (3.7) por <

u (2 — z) = lim, Z Aoz = z]| +p. | > |2 — 2] limsup, Z Al
webd(Bx) webd(Bx)
y, por tanto, imsup, >, cpa( B Aw <1 (teniendo en cuenta que estamos suponiendo
que v (2 —2) < ||Z—z|]). Atendiendo a las k primeras coordenadas en (3.7),

podemos escribir u = lim, 3, 5.y Ay, llegdndose a la contradiccion

1=|jul, <lmsup, » X, [w|, =limsup, > A, <1
webd(Bx) webd(Bx)
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Con el objetivo de probar la implicacién contraria, tomemos 2z y u verificando
(i) y (i), y sea x € R¥ satisfaciendo ||z — z|| < ||Z — z||. Entonces = ¢ F, puesto
que

vr=uz+u (x—2)<uzZ— |2z +|ul, |z -z <z

Observacion 3.2.3 Obsérvese que el vector u en el lema anterior no es nico en

general.

En el siguiente teorema apelamos a la funcién ¢ : Ry — R, dada por

u
A) := max , 3.8
o) lul =1 (A) ’ &8)
ucR”
donde las normas dadas en R™ y en R"*! se denotan ambas por ||| . Puesto que

estamos suponiendo que se verifica (2.1), ¢ resulta ser creciente en R, .

Teorema 3.2.4 Sean o € int (0.) y z € R". Entonces, se tiene

et (2

d(U,C%)

d(z,F (o)) < £ d (0, F " (2)).

Demostracién. Si z € F (o) o d(o,F ' (z2)) = +oo, la desigualdad deseada es
trivial. Supongamos entonces que z ¢ F () y que d (o, F ! (2)) < 400, y sea Z una
mejor aproximacion (con respecto a la norma, ||-||, en R") de z en F (o) . Aplicando
el lema 3.2.2 concluimos la existencia de u € bd (B,) tal que (Z —2) u = ||z — 2| y
W'z > u'Z para todo z € F (o). Entonces, en virtud del Lema de Farkas, deberan

existir dos sucesiones {\"} C RSLT) y {u,} C R, tales que

Gmfp @) e
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~

z
Multiplicando ambos miembros de (3.9) por ( 1), y teniendo en cuenta que
z € F (o), deducimos que la sucesién {p,} debe converger a cero, y, por tanto, el

On, .
) se puede eliminar en (3.9); esto es,

~1
( > hm,,;x(> (3.10)

Ahora, el lema 3.2.1 proporciona

término p, <

limsup, > Ay < H( ul)” < ezl

d(c,0;) ~ d(o,0;)

teT
debido a que u'Z > 'z (recuérdese que v’ (Z—z) = ||Z—z|| > 0) implica que
[—u'Z], < [-u'z], < |u'z| < ||lull,|lz]| = |2]|, y entonces se aplica la observacién
2.1.1.

Multiplicando ahora ambos miembros de (3.10) por <_1Z>, se obtiene

12—z = (Z—2) —llmr{;)\"(b)/(_z)}. (3.11)

Sioy:={(a})z>b}, teT} € F1(2) yd(o,01) <400, (3.11) implica que

e = {2 (- (1) ()54 0)
- O,

lim sup,. Z A< e
1 /

teT
puesto que 1
by

d(z,F (o)), y por ser o; € F~!(z) arbitrario, obtenemos la desigualdad desea-

0-7 01) ’

_12) < 0, para cada t € T. Recordando que ||z —z| =
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da
z
=0 ()
* —1
(2.7 (0)) € —gr o=t ed (0.7 (2)
n
Observacién 3.2.5 Dada cualquier norma |[-|| en R", si consideramos la norma

(3.1) en R™™! (inspirada en [44]), es fécil comprobar que ¢ (||z]|) = max {1, ||z||} ¥y

Gl

=1+ ||z||. En este caso, el teorema anterior prueba que

max {1, [|z[[} (1 + []2[)

d(z,F (o)) < (0.0

d (a,]:_l (z)) ,

desigualdad que extiende (3.4) al caso semi-infinito.

El siguiente corolario establece que F~! es métricamente regular en cualquier
(2%, 00) € gph (F71), con og € int(O,), proporcionando explicitamente los en-
tornos U de 2° y V' de o, y el rango L que forman parte de la definicién. Por ¢,
representaremos a la funcién ¢ asociada con las normas duales (de las inicialmente
consideradas en R™ y en R"™). Se puede comprobar facilmente que, si la norma

dada en R™™! verifica (2.1), su norma dual también lo hace.

Corolario 3.2.6 Sea (0¢,2°) € gph(F), con oy € int(0.), y sean 0 < ¢ <

d(o0,0;) y p > 0. Entonces, para cualquier o € © tal que d(o,04) < € y cualquier

e+ (| (5))]

d(O’Q,@i) — &

z € R™ tal que ||z — 2°|| < p, se tiene

+ pp, (0))

d(z,F(0)) < d(o, F ' (2)).

Demostracién. Por un lado, como ¢ es creciente, y ||z — 2°|| < p implica que

2] < ||2°|] + p, se tiene ¢ (||z]]) < ¢ (||2°|| + p). Ademds, en el caso no trivial
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2 # 2° tenemos

GO =[COL =) (5] <1

Por otro lado, d (0,0¢) < & < d (09, 0;) implica d (0,0;) > d(0¢,0;) —>0. =

+ ||z = 2 + pp, (0).

*

Tomando € = 0 en el corolario anterior, vemos que F ! satisface una cota de
error local en cualquier (2%, 0¢) € gph (F~'), con oy € int (6,.). Concretamente,

tenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.2.7 Sean (0q,z°) € gph (F), con og € int(0.), y p > 0. Entonces,

para cualquier z € R™ tal que ||z — 2°|| < p, se tiene

seri= 124G

d(007®i)

+ P, (0))

*

d (00,.7:_1 (z)) :

El siguiente lema junto con el teorema 3.2.4 y sus corolarios, nos permite obtener

desigualdades de tipo Hoffman ([28], véase también [35, Lema 2.7]).

Lema 3.2.8 Dados 0 € © y z € R", se tiene

-1
d(o,F ' (2)) = : sup {[by — a;2], } . (3.12)
=1/, ter
(Aqui, ||-|| puede ser cualquier norma en R™1).

Demostracién. Empecemos observando que oy € F ! (2) si y sélo si

() rerfer={G) == l(G) 6) =0}

Asi pues, si 01 € F~1(2), entonces, para todo t € T' tenemos

1Ge) - Gol=a(Gr)#) = ,]’1“3
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donde la tltima igualdad es consecuencia de la férmula para la distancia de un

punto a un semiespacio'. Ahora, argumentos estdndar dan lugar a la desigualdad

“>” en (3.12). Por otra parte, si, para cada t € T, d (<b> E) se alcanza en
t

E
a
(bttE) , entonces el correspondiente sistema o pertenece a F~! (z) y, por tanto,

b, —
d (a, F! (z)) <d (a, o) = sup : — 2]
teT H

Gl

Obsérvese que la expresion sup {[b; — a;z] +} se puede ver como una medida de
teT

la infactibilidad de z con respecto a o. El siguiente corolario del teorema 3.2.4,

De esta forma obtenemos (3.12). m

junto con el lema 3.2.8, proporciona la desigualdad de tipo Hoffman anunciada
anteriormente. Esta desigualdad estd estrechamente relacionada con la nocién de
estabilidad en el sentido cldsico de Robinson ([46], véase también [23, Teorema 3.1

(vii)] para mds informacién en nuestro contexto semi-infinito).

Corolario 3.2.9 Sean o € int (©.) y z € R™. Entonces, se tiene

A7 (o)) < 20 sup (b~ a2, ).

3.3 Complejidad del algoritmo del elipsoide

La aplicacién que desarrollamos en esta seccién se ocupa de la complejidad del
algoritmo del elipsoide destinado a encontrar un punto de un conjunto convexo,
F'| el cual también permite calcular soluciones e-6ptimas del problema de progra-
macién convexa Inf{ f (x) | x € F'}, cuando se trabaja con conjuntos de nivel inferior

apropiados. Como se sefiala en [19, p. 247-248], son ingredientes necesarios:

'Dicha férmula es bien conocida para la norma euclidea, v se generaliza ficilmente para una
norma general.
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- una bola z + rel (B) contenida en F;

- una bola Rel (B) conteniendo a z + rcl (B) (es suficiente considerar R =
2[ +7);

- una cota superior de =

Estos ingredientes dan lugar a una cota de la complejidad en el niimero de
iteraciones del algoritmo del elipsoide, la cual es de orden O (n?In(R/r)) (véase
de nuevo [19]). En [19, Lema 2(iii) y Teorema 19(iii)(c)] se proporciona, para un
sistema 6 = (A, b) en el formato (1.9), con Cy regular (i.e., Cy es un cono convexo
cerrado, con interior no vacio y apuntado -no contiene rectas-), la siguiente cota

superior:

21
Bp(8)

donde 3° € ]0,1] es el denominado coeficiente de linealidad del cono dual C}. (véase

<1

g (3.13)

[19, Definicién 2]) y p (6) es la distancia al mal planteamiento.

De ahora en adelante, consideraremos el caso no trivial {a;, t € T} # {0,} (en
otro caso, para un sistema consistente o tendriamos F' = R™). Nuestro primer paso
consiste en caracterizar la existencia de puntos interiores en F' (i.e., la posibilidad
de tener r > 0). En el caso finito, la existencia de puntos interiores en F' esta
garantizada por la condicién “d(c,0;) > 0”. Es mds, esta ultima condicién es
también necesaria para que int (F') no sea vacio, supuesto que ¢ no contiene la
desigualdad trivial 0 > 0. Las mismas afirmaciones son ciertas en el caso mds
general de los sistemas continuos (véase la introduccién de esta memoria), pero
dejan de ser vilidas cuando T' es arbitrario. En el caso general (T arbitrario) la
condicién “d(o,0;) > 0”7 es equivalente a la existencia de puntos fuertes de Slater
(véase el teorema 0.3.3). Para un sistema continuo (y, en particular, un sistema
finito), o, que no contenga la desigualdad trivial 0 > 0, el conjunto de todos los
puntos fuertes de Slater coincide con int (F) (véase [21, Teorema 5.9 (iv)]). Sin
embargo, este no es el caso en nuestro contexto semi-infinito general. Consideremos

simplemente el sistema, en R, o := {rz; > —1, —rx; > —1, r € N} € int (0,),
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i.e., d(0,0;) > 0. El punto T = 0 es un punto fuerte de Slater de o, mientras que
F = {0} y, por tanto, int (F') = @.

El siguiente lema nos permite caracterizar la propiedad int (F') # @ cuando
T es arbitrario. Especificamente, dado z € F', proporciona una expresion para el

radio de la mayor bola centrada en z y contenida en F.
Lema 3.3.1 Sean o € O, y z € F (:= F (0)). Entonces

/ —
sup{r€R|z+rcl(B)CF}:inf{atz b

ar # 0, t € T} . (3.14)

HatH*

Demostracién. Dado z € F, tenemos que z + rcl (B) C F siy sélo si la distancia
de z a todos los hiperplanos E; := {z € R" | a,x = b;}, a; # 0,, t € T, es mayor
o igual que r. Si a; = 0,, la consistencia de ¢ implica que b; < 0 y, por tanto,

la correspondiente desigualdad se satisface para todo punto de R"™. Puesto que

!/
—b
d (Z, Et) = atz L
lael],
de (3.14). Con el objetivo de conseguir la igualdad denotemos por r, al valor de

, para cada t € T con a; # 0,, obtenemos la desigualdad “<”

la expresién en el lado izquierdo de (3.14). Para cualquier ¢ > 0, debe existir
2° € (24 (r. +¢)cl (B))\F; ie., debemos tener a; 2° < by, para cierto t. € T.

Obsérvese que a;, # 0,,, puesto que o € O.. Entonces,

0 > (% s [, "2 n a\' [ — 2
b.) \—=1)  \b.) \~1 by, 0
> a4y, 2= by, — [lag |, [12° = 2ll > @y 2 = b, = [lac |, (r: + €),
a2 — by, . .
y, por tanto, ﬂ H < r, + e. De esta forma hemos visto que, para cualquier
At ||«

e > 0, se tiene

'2—b
inf{a’hz H ¢ | a¢ # 0, tET}<rZ—|—£,
Gy

*

lo cual finaliza la prueba. m
El siguiente corolario caracteriza la propiedad int (F') # @ como consecuencia
inmediata del lema anterior, en términos del sistema normalizado asociado a o €

0., definido como sigue:
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5::{(%) m>i teT}, dondef::{t€T|at7é0n}.

jacl. )~ Nl

De ahora en adelante consideraremos también el espacio paramétrico O de todos
los sistemas de desigualdades lineales con conjunto de indices T, representando por
d la distancia extendida asociada. Aqui, éc y (:j@ representardn los correspondientes
subconjuntos de sistemas consistentes e inconsistentes, respectivamente. Obsérvese

que F = F para cualquier sistema o € O..
Corolario 3.3.2 Sea o € ©.. Entonces int (F) # () si y sdlo si g(&, (:)Z> > 0.

Demostracién. Obsérvese que, del teorema 1.4.3(i),

5l B
B =\ _ & a a;x — by ~
d<0,92> —igg{H<_1) * 1nf{—||at”* |t€T}} (3.15)

(la consistencia de ¢ nos permite escribir “sup,.p”

” en la

en lugar de “sup,cgn
expresion de su valor de consistencia, kK = d (3, @i> ). De este modo, la equivalencia
que deseamos obtener se consigue como consecuencia inmediata del lema anterior.

La siguiente proposicién proporciona los tres ingredientes a los que nos hemos

referido anteriormente, con R = ||z|| + 7. En ella « representa cualquier constante

;)

roporciona una norma en R”. y recuérdese que todas las norma en
)
*
R™ son equivalentes).

positiva tal que [|z]] < « para todo z € R"™ (ndtese que la expresion

*

T
€T —

Proposicién 3.3.3 Sea 0 € O, y supongamos que d <5, éz> > 0. Entonces, para
cada € > 0, existen z € F' y r > 0 verificando:

(i) z+rcl (B) C F;

(ii)”zni§1+N @

r d (5, éi>
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Demostracién. Para cada x € F, representaremos por 7, al valor dado en (3.14).
Asi, (i) se satisface para cualquier z € int (F) (# () tomando r = r,. Ademsds,
bajo la hipétesis 67(5, él) > 0, podemos reemplazar en (3.15), “x € F” por “x €

int (F')” (para garantizar que r, > 0) y entonces poder escribir

o
= inf * > inf

E(bﬁ éz) z€int(F) Ty z€int(F) Ty ’

a ]

donde, en la tltima desigualdad, se ha utilizado la eleccién de a y el hecho de que

la norma dual en R"*! satisface (2.1).
2]

Asi pues, dado € > 0, existe z € int (F') tal que % +e>
i(7.6) Tz

el punto z y el radio r, verifican las condiciones (i) y (ii). =

. Con esto,

Corolario 3.3.4 Sea o € O, cond(0,0;) > 0 y supongamos que sup ||a;||, < +oo.
teT
Entonces, para cada € > 0, existen z € F' y r > 0 verificando:

(i) z+rcl (B) C F;
sup [|a||,

i (oL gras § 3 &
(if) r - +ad(0,@i) te

Demostracién. Notese que, si denotamos k := sup ||a||, , de (3.15) se tiene
teT

()

y se aplica entonces la proposicién anterior para concluir la prueba. m

J(’&, (:)Z) > sup

zeF

-1 F o - .
* mf{—at‘”k b |t€T}:—d(0];@1),

Observacién 3.3.5 Dada cualquier norma ||-|| en R”, si consideramos la norma

(3.1) en R™*! (inspirada en [44], y también en [19]), se puede elegir & = 1 (puesto

(o)

particular, cuando T es finito, se obtiene un refinamiento evidente de (3.13) en

que en este caso = ||z|| para todo x € R") en el corolario anterior. En

nuestro contexto semi-infinito.
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3.4 Acotacion del conjunto factible y del conjun-
to 6ptimo

El siguiente lema permitird establecer, en el teorema 3.4.3, una cota del conjunto

{lz|| | = € F'} en términos de los coeficientes del sistema o € ©..

Lema 3.4.1 Sea 0 € O.. Se tienen las siguientes relaciones:

(i) inf{p>0|F Cpcl(B)} = sup sup{A\>0]| \u € F};
flull=1
(i) Siu € R, con ||u|| = 1, entonces

b
Sup{/\Z()])\ueF}ginf{,—t
aju

au<0,teT } ,
Y, en consecuencia,

b
sup sup{A >0 | Au € F} < sup inf{,—t
flull=1 flull=1 g

au <0, t e T} : (3.16)
Demostracién. Para abreviar consideramos la siguiente notacion:

Ry :=inf{p>0| F Cpcl(B)} vy Ry := H81H1plsup{)\ >0| ueF}.
Veamos en primer lugar la condicién (i). Con el fin de obtener la desigualdad
Ry > Ry situémonos en el caso no trivial Ry < +00. Seap > 0 tal que F' C pel (B),
y sea @ € R" con |[u]| = 1. Entonces, o bien {\ > 0| A\u € F'} = &, o bien, existe
Ao > 0 tal que A\gu € F| en cuyo caso se tiene que ||\ < P y por tanto Ay < p.
Con un razonamiento estandar obtenemos entonces Ry < R;.
Veamos ahora que Ry < R,. En el caso en el que R; = +o00, tenemos que F

es no acotado, y el teorema 0.3.4 asegura la existencia de v € O (F') con v # 0,.

Sea xy € F, y sean u" := LoV y Ar := ||z + 7rv|| para cada r € N (podemos
|\zo + 7|
suponer sin pérdida de generalidad que r > ”HxOHH para que sea ||xg +rv| > 0).
v

Como v € OT (F) se tiene que A\,u” = x¢+rv € F, con ||u"|| = 1, para cada r € N,
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por tanto, Ry > A, y como la sucesién {\,} converge a +oo entonces Ry = +00.

Supongamos ahora que R; < 400 y que, por reduccién al absurdo, Ry < Rj.

Ri+R R+ R
Como i < R, entonces F' d%cl (B) y, por tanto, existe ¥ € F' con
R+ R 7~ ~
9l > % Sean pues T := ﬁ v A := ||7||; entonces \u =7 € F, con ||| =1
Y
Ry + R,

y, por tanto, Ry > X = |7 > > Ry, lo que representa una contradiccion.

Con el objetivo de probar (ii), definimos, para cada u € R™, con ||ul| =1,
® (u) :=sup{A>0]| A ue F}el0,+o0].

Sea u € R", con ||ul]| = 1, tal que ® (u) = +o00. Entonces Ry = 400 y, por
(i), se tiene que Ry = 400, en cuyo caso, F' no estd acotado. El teorema 0.3.4
asegura entonces que existe u € O (F') = M° con u # 0, (podemos suponer sin

pérdida de generalidad que ||u| = 1) y, por tanto, {t € T | a,u < 0} = &, con lo

/
t

buscamos. Sean ahora u € R™, con |u|| =1y ®(u) < 400, y A > 0 tales que

b
que inf { b ‘ a;u <0, teT = +oo y, por tanto, se tiene la desigualdad que
ayu

Au € F. Se tiene que \aju > b, para todot € T. Sit € T, ;== {t € T | aju < 0},

b
entonces A < ,—t, y un argumento estdandar nos da
t
b
te Tu‘} — inf { —
ayu

El siguiente ejemplo muestra que la desigualdad (3.16), en el lema anterior,

@(u)ginf{i

ayu

a;u<0,t€T}.

puede ser estricta. En este ejemplo denotaremos

b
R3 := sup inf { /—t
ayu

[[uf| =1

a2u<0,t€T}

y consideramos R? dotado de la norma euclidea.

Ejemplo 3.4.2 Considérese el siguiente sistema de desigualdades lineales en R2:

o= {z1 >1, —z1— 3z, > —1, 7, > 0}. Se tiene que F = {(1,0)/} y, por tanto, con
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la notacién del lema anterior, R; = R, = 1. Sin embargo, para u = (1,0)’ se tiene

by —1
infe — | du<0,teT ;=
auem {u t } (—1,-1/2) (0,1)
Rs.

> =2porloque Rg >2>1=

Teorema 3.4.3 Sea o € O, con F acotado. Entonces

sup{—b;, t €T}
dy (0,,bd (A)) 7

inf {p> 0| F C pel (B)} <

donde d.(z,y) := ||z —yl,, siendo |||, la norma dual de la considerada inicial-

mente en R", y A = conv{a;, t € T}.

Demostracién. En primer lugar, por ser o € O, y F' acotado, tenemos en virtud
del teorema 0.3.4 que 0,, € int (A) por lo que d, (0,,bd (A)) > 0. Por otra parte, y
apelando al teorema 0.2.4, deben existir un subconjunto finito TdeT y un escalar

positivo \; para cada t € T, tales que 0, = Z)\tat. Si fuera b; > 0 para todo
teT
t € T, tendrfamos entonces que ¢ := Z Aty > 0, luego

teT

On _1 Qy
(1) =22n() =
teT

lo que implicarfa que o € ©; (teorema 0.3.1) en contradiccién con las hipdtesis. Asi
pues, debe existir algin ¢y € T para el cual b, <0.
Sea u € R" con |ju|| = 1, y denotemos [ := inf {b; | by <0, t € T'}. Evidente-

mente, § < b; para todo t € Ty, por tanto,

inf { &
au

a;u

t

/
t

a;u<0,t€T} < inf{ﬁ
alu

a;u<0,t€T}:

1
sup {|aju| | aju < 0,t € T}’

(3.17)

a;u<0,t€T} = |8
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Veamos que d, (0,,,bd (A)) < sup {|aju| | aju < 0, t € T'} . Razonando por reduccién

al absurdo, supongamos que d, (0,,bd (A4)) > 7,, donde
m, = sup {|agu| | au <0, € T},
y sea v € R" tal que ||v|, =1y v'v = ||u|| = 1. Para cada ¢t € T, definimos

a; si aju > 0,

a; + |ajulv, siau <O0.

Se tiene que aju > 0 para todo t € T, y, por tanto, 0, ¢ int (Z)) siendo
A := conv{a,, t € T}. Ahora bien, |ja; — @, < 1, < d. (0,,bd (A)) para todo
t € T, luego, en virtud del lema 1.3.1, (d, (0,,bd (A)) —n,)cl (B) C ¢ (Z), ie.,
0, € int <cl (E)) = int <AV> (teorema 0.2.3) lo cual es una contradiccién. Por
tanto, d. (0,,0d (A)) < sup {|aju| | aju <0, t € T} y de (3.17) se deduce entonces

que
: by 16| sup{—b;, t € T}
feo— | aqu<0,teT, < = ’
. { il } = 4, (0,,0d(4) o (0,,0d(4))
luego como u € R", con |lu]| = 1, ha sido arbitrariamente elegido, se tiene que

sup{—b;, t €T}
dy (0n,bd (A))

b
sup inf{,—t a;u<0,t€T} <
[[ull=1 ayu

de donde se obtiene la desigualdad deseada aplicando el lema 3.4.1. m

Observacion 3.4.4 Del teorema anterior se desprende que, para un sistema o €
©. con F acotado (recuérdese que en tal caso los teoremas 0.3.4 y 0.2.4 aseguran que
0, € int (A) y que existe algin ¢ty € T tal que by, < 0), y con sup{—b;, t € T} <

+00, se tiene F' C pcl (B), siendo

sup{—b;, t €T}
-— > X
4. (0, bd(A)) ="

Ahora bien, en el caso en el que sup{—b;, t € T} = 400, se puede aplicar el
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teorema anterior a cualquier subsistema finito de o, esto es, a un sistema o =
{aéx >b, te T}, conT C T y T finito, tal que F esté acotado (ie., 0, €
mnt (ﬁ) en virtud del teorema 0.3.4). Obsérvese que la existencia de tal sistema

estd garantizada por el teorema 0.2.4. Asf pues, F C F C pel (B), donde

Sup{—bt, te T}
d. (0,0 (4))

Corolario 3.4.5 Sea m € Il; con F°P acotado, y sea v el valor dptimo de w. St

sup{—b;, t € T} < 400, entonces F°? C pcl (B) donde

. sup{-b, teT; v}
— d, (0n,bd(Z7))

Demostracién. Consideremos el sistema ampliado
o={ax>b,teT; x> —v},

cuyo conjunto de fndices es T := T U {s}, siendo s ¢ T el mdice asociado a la

“—cdx > —v”. Los elementos asociados a ¢ se distinguiran con el

restriccion
acento circunflejo, . Obsérvese que, por ser m € Il,, el sistema ¢ es consistente
y, ademds, su conjunto factible es precisamente el conjunto 6ptimo de 7, por lo
que F = Fop #+ @ estd acotado. Ademds, por el hecho de ser FP # & acotado,
el teorema 0.4.1 asegura que ¢ € int (M), ie., 0, € int(Z7) = int (ﬁ) (véase
la observacién 2.2.3), y consecuentemente, mediante un razonamiento andlogo al

realizado en el teorema anterior, se tiene que sup{—b;, t € T'; v} > 0. Luego en

virtud del teorema anterior tenemos que F'P = FcC pcl (B) donde

S sup{—b,, t€T; v} _ sup{—b;, t€T; v}
d, <0n,bd (2)) d. (0,,0d (Z7))




3.4. Acotacion del conjunto factible y del conjunto éptimo 122

Observacién 3.4.6 En el caso en el que sup{—b;, t € T'; v} = 400, elijase un
subproblema finito adecuado T = (¢,0), con 7 := {agx >b,teT }, analoga-
mente a la observacion 3.4.4 para obtener un cierto p > 0 tal que FP C F C

pcl (B), donde F = {xE]R" ldiz>b, teT: —c’mZ—v}.

En el resto de esta seccién, asi como en la siguiente, asumiremos, como hicimos

en el Capitulo 2, que la norma ||-|| considerada en R™™ verifica (2.1), es decir,

G-

la norma (que denotaremos igualmente por ||-||) dada por (2.2), es decir, ||a| :=

a .
para todo (b) € R*! y en R" se considerard, por su parte,

a s .. . . ,
( ) . Utilizaremos asimismo la funcién definida en (3.8) asi como su “dual”, a

(5) ()

saber,
Obsérvese que, en las condiciones actuales ((2.1) y (2.2)), dado =z € R™\{0,}, se

CIRECER

y; andlogamente, ||z[| < ¢ (0) [|z]], .
El siguiente lema es un corolario del teorema 3.2.4 y serd de utilidad en resul-

, con A > 0.

*

;Y . (A) := max
ull=1
i

¢ (A) := max

flull =1
ueR™

tiene que

< ¢, (0) [l

*

., =

_ |z \

tados posteriores.

Lema 3.4.7 Sean oq € int (0,) y 2 € Fy, con ||2°| < « para cierto a > 0. Si

0 <e<d(og,0;), entonces, para todo o € © con d(o,00) < € se tiene

om <5 (.00 (%)

(i(U,()J

> d(o,00) . (3.18)
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Demostracién. Como d(o,0¢) < ¢ < d(09,0;), entonces o € int (O.) y, por

tanto, en virtud del teorema 3.2.4, se tiene que

e (%)

d(O’, @J

d(2,F) < *d (o, 00) -

Por una parte, como ||2°]| < a, tenemos que ¢ (]|2°]]) < ¢ (a) (puesto que la

funcién ¢ es creciente en R, ), y también

GO = G

lo cual permite concluir la prueba. m

9

S ‘
*

<e.0at (™)

*

De ahora en adelante denotaremos por ¢ la funcién definida en R, mediante

) . (3.19)

Obsérvese que la desigualdad (3.18) en el lema anterior quedaria como

vla)= o (.0 at | (%)

0 ¥ ()
d(2°,F) < md(o,ao).

En la siguiente proposicién acotamos uniformemente los conjuntos éptimos de
todos los problemas que estdn en un entorno de cierto problema dado en el interior

del conjunto de los problemas resolubles.

Proposicién 3.4.8 Sea my = (¥,0¢) € int(Il,), con valor dptimo vy, tal que
sup{—0?, t € T} < +o00, ysea 0 < & < 6§ (mg, bd (I1,)) . Entonces, dadom = (c,0) €
IT con 6 (m,my) < ¢, se tiene que F'P C L (vg + e7,) C pocl (B), siendo

PR 1 )
0 d (mo,bd (IL,)) — &’
Yo =¥« (0) (P + Boe) + HCOH*@):
b = (0) sup{—b0, t € T; vo} +emax{l,v,} (3.20)

d(0,,bd (Zy)) — ¢ ’
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donde p, es la particularizacion de p, introducido en el corolario 3.4.5, al problema

UNE

Obsérvese que py, By, Vo ¥ Mo Unicamente dependen del problema nominal 7y y
del valor ¢, fijado en el intervalo [0, § (7o, bd (I15))] .
Demostracién. Sea m € Il con § (7, 7mg) < ¢, y sea 2° € Fg¥. Como 7y € int (II,),
el teorema 0.4.1 asegura que F;* # & estd acotado y, por tanto, el corolario 3.4.5
permite afirmar que Fy? C pycl (B), con lo cual ||2°]| < py. Ademds, 2° € Fy? C Fy,

y como oy € int (6.), obtenemos del lema anterior que

Ahora bien, como d (0,00) < 6 (m,m) < e < d(0¢,0;), del lema 1.3.1 se deduce

d(0,0;) > d(09,0;) —e > 0y, por tanto,

d(°, F) < ¥ (po) d(0,00) < Bye.

= d(UO,@Z’) I

Siz € Fcon ||z — 2% =d(2° F) < By¢, entonces

S
IN

dz=(c— CO)/Z + (CO)/ (z—2%) + (co)/z0

le = [[ 11211, + [1e°

IN

z—zOH + g

*

IN

e, (0) (12l + {12 = 2°[1) + |°

Z—ZOH + Vg

*

IN

£, (0) (Do + Boe) + HCOH* Bo€ + vo = €7¢ + vo, (3.21)

con lo que F? C L (vg + €7,) -
Por otra parte, como 6 (m,my) < € < 6 (mp,bd (Il;)), entonces 7 € int (Il;) y
el teorema 0.4.1 asegura que L (vg + €7,) # @ estd acotado. Si consideramos el

sistema ampliado

o={ax>b,teT; —cx>—(vg+ev)},
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su conjunto factible F=L (vo + €7,) es no vacio y acotado y, entonces, el teorema

3.4.3 aplicado a dicho sistema nos da que L (vg + €7,) C pycl (B), con

. sup{—b, teT; vy +evy} < sup {02 +¢e, t €T; vo+e7,}
L= d. (0n,bd (Z7)) = d. (0,,bd(Z7)) '

(3.22)

Ademés, puesto que 6 (m,m) < & < & (mo, bd (IL,)) < d (0,,bd (Zy )), del lema 1.3.1
se deduce que d (0,,,bd (Z7)) > d (0,,bd (Zy ))—e > 0,y por tanto, d. (0,,bd (Z7)) >
ﬁ (d (0n,bd (Z3)) — &), con lo que

sup{—b+e,teT;vy+ey,} < (0) sup{—8Y,t€T; v} +emax{l,v,} _
d, (0,,0d (Z7)) = d(0,,0d(Z;)) — <

:u07

lo cual, junto con (3.22) da p; < gy, consecuentemente, L (v + €7,) C pycl (B) C

pocl (B) . Ast, FP C L (vg + €7y) C pocl (B), como querfamos demostrar. m

Observacién 3.4.9 De nuevo, en el caso en el que sup {—b?, t € T} no esté aco-
tado, se trabajarfa con un subproblema finito adecuado como se indica en la obser-

vacion 3.4.6.

3.5 Lipschitzianidad del valor 6ptimo

Es ya sabido que la funcién valor dptimo ¢ : I1 — [—00, +00] que a cada problema
7 € II le hace corresponder su valor éptimo ¥ (7) := v (v = +o0 cuando 7 € II;),
satisface una condicion uniforme de Lipschitz en un entorno de un problema my €
int (IIs) (véase [7, Teorema 4.2]). El siguiente teorema da una prueba alternativa
de este resultado y proporciona ademés una expresién explicita para una constante

uniforme de Lipschitz en cualquier e-entorno de g, con 0 < 2e < § (7o, bd (Ily)).

Teorema 3.5.1 Sea my = (c°,0¢) € int (I,), consup{-b?, t € T} < +oo, y sea
0 < 2e < 6§ (mg,bd (I1,)). Simy = (c',o1) ym = (c?,09) € II son problemas en 11
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que satisfacen 6 (m;, o) < €, para i = 1,2, entonces
|1 — vg| < Lob (m1,72),

donde
= 0 (6 10D gl ).

siendo p, tal que FP C el (B), i = 1,2 (véase (3.20) en el teorema anterior).

Demostracién. Sea 2! € F}?, y tomemos 2% € F; tal que ||2? — 2| = d (2}, F}) .
Por una parte tenemos que oy € int (0.), 2! € F{¥ C Fi, ||2']| < po (véase

(3.20)), y d(01,02) < 6 (71, m2) < 2¢; luego en virtud del lema 3.4.7 tenemos que

Y (o) d

1
4z ) < d (o3, 0;)

(0'1,0'2) .

Ahora bien, dado que d(02,00) < 6 (m2,m) < € < d(0¢,0;), del lema 1.3.1 se

deduce que d(02,0;) > d(09,0;) —e > 0, y por tanto

d (' Fy) < %d(al,ag) < %d(m,m), (3.23)

Por otra parte se tiene que

IN

Vg — V1 (02)’z2 — (cl)lzl = (02), (22 - zl) + (62 - cl)’ 2!

2

IN

*

] (1 B) + 1 =]
0 O) 24 (1 1) +5 (.7 0, (0|2
0. (O) ((let =+ [l d (=1, P2 + 6 (1, 72) o)

v, (0) ((5 - HCOH) d (zl, Fg) + 6 (71, m2) po) ) (3.24)

IN TN

IN

Luego de (3.23) y (3.24) obtenemos

vy — v < QO*(O) ((6"‘”00”)%*‘#0)6(%1,%2)
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= L06 (7T1, 7T2) .

Por simetria se deduce que vy — vy < Lgb (w1, m2) y, por tanto, |v; — vg| <

Loé (71, m3) , como querfamos demostrar.

Observacion 3.5.2 En el caso en el que sup {—b, t € T'} no esté acotado, trabs-
jese con un subproblema finito adecuado (véanse las observaciones referentes a esta

cuestion en la seccién anterior).

3.6 Analisis primal-dual de la estabilidad

Abordamos a continuacién la estabilidad de un problema de PLSI mediante un
enfoque que incorpora a nuestro estudio la consideracién del problema dual (en
el sentido de Haar) asociado al problema nominal. Los siguientes conceptos y
resultados basicos de la teoria de la dualidad (véase, por ejemplo, [21, Capitulos 2
y 8], para detalles acerca de la misma), hacen esta seccién autocontenida.
Dado el problema primal
m: Infdx

(3.25)
saax>b, tel,

simtell,y A€ ]Rf) satisface que ZteT Aay = ¢ (i.e.,, c € M), se tiene que, para
cada x € F,

do = Z Aax > Z Aeby, (3.26)

teT teT
asi, la suma del miembro derecho en (3.26) proporciona una cota inferior para el
valor 6ptimo de 7, v. Esto sugiere la siguiente definicién de problema dual asociado
a T, que se basa en maximizar el funcional lineal, en R(), definido por ¥ (\) :=

Z A¢by en el conjunto

teT

{AeRf)

Z)\tat:c}.

teT



3.6. Analisis primal-dual de la estabilidad 128

Asi pues, se define el problema dual (en el sentido de Haar) asociado al problema
T COmo

7l sup ¥(\)
s.a Z /\tat = C, (327)

teT

reR
Denotaremos por I1¢ y por I1¢ a los subconjuntos de II formados por aquellos
problemas, 7, cuyo problema dual, 7, es consistente (i.e., con ¢ € M) e incon-
sistente, respectivamente. Para abreviar, a los problemas en I1¢ los llamaremos
dual-consistentes y, de la misma forma, a los problemas en I1¢ los llamaremos dual-

inconsistentes. Asimismo, en relacién con 7¢, denotaremos por F? a su conjunto

d d

factible, por (FP)? a su conjunto éptimo y por v? a su valor éptimo (v? = —oco
cuando 7 es inconsistente i.e., cuando F¢ = &).
Para un problema 7 € Il., su valor 6ptimo y el valor é6ptimo de su problema

dual se pueden expresar de la siguiente forma (véase, por ejemplo, [21, Teorema

8.1(ii)])
z;:sw{weRK:>eﬂN%, (3.28)

vl :sw{weRK:)eN}. (3.29)

Con estas expresiones, es evidente la conocida propiedad de dualidad débil, v* < v.
Al valor S (1) = v —v? > 0 se le llama salto de dualidad para . En el contexto
de la Programacién Lineal ordinaria, el cono N es cerrado (i.e., ¢l (N) = N) y,
por tanto, para m € II. S (1) = 0, esto es, no hay salto de dualidad para 7. En el
contexto mds general de la PLSI, el teorema 8.1(v) en [21] establece que para un
problema 7 € II, con ¢ € rint (M), no hay salto de dualidad. No obstante, ésta

condicién no garantiza que (F"p)d =% @ como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.6.1 Consideremos el problema de Programacion Lineal semi-infinita
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en R?2

m: Infx + o
sa x9>0,t=0

T > -1, t=1,2,...

Es facil comprobar que
cl (H) = conv ({(0,1,0)",(1,0,0)'}) + R4 (0,0, -1)".

Se tiene por tanto que O3 € ext (H) y consecuentemente 7 € int (I1.) .

1
Por otra parte, es también facil ver que M = R? y, por tanto, ¢ = 1 €

int (M), en particular el problema dual

A
7l sup Z Aeby = sup Tt

teNU{0} teN
1 0 1
s.a Z/\t (0) + Ao (1) = (1)
teN
Ad RSE\TU{O})’

es consistente (i.e. m € I1¢) y v¢ = v = 0.
Veamos ahora que (F?)? = @. En efecto, si A = (A)senuroy € F? se ha de

verificar que Z)\t =1 (y A = 1), por lo que existe un ty € N tal que Ay, > 0y
teN

—-A -
consecuentemente Z Tt < , fo
teN 0

solucion factible dual, es decir, (F°°)* = @.

< 0. Luego v? = 0 nunca se alcanzard en una

El concepto de salto de dualidad para un problema 7 estd estrechamente rela-
cionado con la posibilidad de discretizaciéon del mismo, esto es, con la posibilidad
de obtener una aproximaciéon de v mediante los valores 6ptimos de subproblemas
finitos de 7. Esta y otras muchas son las aplicaciones de la teorfa de la dualidad.
Nuestro objetivo en esta seccién estd encaminado, en una primera etapa, al estudio
de la estabilidad del problema dual, 7, asociado a cierto problema m, y en una

segunda etapa, trataremos con la estabilidad del problema 7 mediante un enfoque
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que involucra tanto al problema primal como al problema dual.

3.6.1 Medidas del mal planteamiento relativo a la consis-

tencia del problema dual.

En esta subseccién estudiamos la estabilidad de un problema de PLSI con respecto
a la consistencia de su problema dual asociado. El siguiente resultado caracteriza
aquellos problemas que estdn en el interior del conjunto de los problemas dual-

consistentes.

Proposicién 3.6.2 [25, Teorema 5| Se tiene que
T =(c,0) € int (II) siy solo si c € int (M).

Procede recordar que ¢ € int (M) es equivalente a 0,, € int (Z~), donde Z~ =
conv ({a;, t € T'; —c}) (véase la observacion 2.2.3).

A lo largo de esta memoria, hemos identificado los problemas mal planteados
como aquéllos para los que perturbaciones arbitrariamente pequenas de sus datos
pueden dar lugar a problemas de diferentes tipos. Asi, bd (©;) constituy6é un con-
cepto de mal-planteamiento para sistemas (que llamamos mal planteamiento gene-
ralizado), mientras que bd (II;) se erigié en un concepto de mal planteamiento para
problemas. Siguiendo con esta idea, el conjunto bd (Hf) constituye entonces otro
tipo de mal planteamiento para problemas. En el siguiente resultado caracterizamos

los problemas mal planteados en este nuevo sentido.

Proposicién 3.6.3 Se tiene que
T € bd (Hf) si y solo si 0, € bd (Z7).

Demostracién. Veamos en primer lugar la condicién “sélo si”. Tomemos, para

ello, 7 € bd (II¢), y una sucesién {m,} C II¢ convergente a 7. Tenemos, por una
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parte, que ¢” € M, para cada r € N y, consecuentemente, 0,, € Z_. Por otra parte,
como 7 € bd (II¢) la proposicién 3.6.2 asegura que 0, ¢ int(Z~). Supongamos,
por reduccién al absurdo, que 0,, ¢ bd (Z~), con lo que 0,, € ext (Z~). Como {r,}
converge a 7, el lema 1.3.1 asegura que 0,, € ext (Z") para r suficientemente grande,
lo cual constituye una contradiccion.

Veamos ahora la condicién “si”. Sea 0, € bd(Z~) y tomemos una sucesion
{u"} C rint(Z~) convergente a 0,,. Para cada r € N consideremos el problema
7w = (c",0,.) donde ¢" = c+u", y 0, = {(at —u") x>b, tE T}. Tenemos
entonces que 0, € rint(Z.) donde Z. = conv ({a; —u",t € T}U{— (c+u")}),
y por tanto, en virtud del corolario 0.2.5, ¢ = ¢+ u" € rint (M,) C M, por
lo que m, € ¢y, como {m,} converge a , entonces © € cl (II¢) . Ahora bien,
como 0,, € bd (Z~), la proposicién 3.6.2 asegura que 7 ¢ int (Hff) luego debe ser
m € bd (Hf) , como querfamos demostrar. ®

Como consecuencia inmediata de esta proposicién y de la proposiciéon 3.6.2

tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.6.4 Se tienen las siguientes equivalencias:
(i) m € int (I17) siy sdlo si 0, € int (Z7);
(ii) 7 € bd (1I¢) si y solo si 0, € bd (Z7);
(iii) 7 € ext (I12) si y solo si 0, € ext (Z7).

Este corolario permite reescribir el teorema 2.2.4 relacionando los problemas
resolubles con los problemas dual-consistentes, en int (II..) , suponiendo que las nor-

mas en R""! y en R” satisfacen (2.1) y (2.2).

Corolario 3.6.5 Dado 7 € int (I1.), se tiene que
(i) m € int (IL,) si y solo si 7 € int (I12) ;
(ii) 7 € bd (IL,) si y solo si m € bd (I12) ;

(ili) 7 € et (II,) si y solo si w € ext (II2) .

La distancia de un problema dual-consistente al conjunto II¢, en el contexto

de los sistemas lineales cénicos, fue utilizada por Renegar en [44] para obtener
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cotas de los valores 6ptimos primal y dual de un problema 7 con ¢ (7, 1I;) > 0y
con 0 (7r, H?) > 0, asf como para determinar la resolubilidad de dicho problema,
encontrando el radio de una bola que contiene al conjunto 6ptimo, entre otras cosas.
A continuacién proporcionamos una férmula explicita para calcular la distancia de
un problema arbitrario a bd (Hg), esto es, la distancia al mal planteamiento con

respecto a la dual-consistencia. Ahora, la norma considerada en R"*! es arbitraria

mientras que la norma en R” viene dada por (2.2), esto es, ||a|| := ‘ <g>‘ para
todo a € R™.
Teorema 3.6.6 Sea 7 € 11, entonces

§ (m,bd (%)) = d (0,,0d (Z7)) . (3.30)

Demostracién. Si 7 € bd (Hg), tenemos del corolario 3.6.4 (apartado (ii)) que
0, € bd (Z~) y por tanto (3.30) es trivial.

Supongamos ahora que w € int (Hf) . Veamos en primer lugar la desigualdad
“>7. Sim € Il es tal que 6 (m,m1) < d(0,,bd(Z7)), entonces del lema 1.3.1 se
deduce que 0,, € int (Zl_ ) lo cual implica, en virtud del corolario 3.6.4 (apartado
(i), que m € int (II?). Con el fin de establecer la desigualdad “<”, tomemos
u € bd(Z~) tal que d(0,,bd(Z7)) = ||lu|| y definamos m; := (¢ +u,0_,), donde
O_y = {(at —u)x>b, te T}. Tenemos, también ahora, Z; = Z~ — u, luego
0, € bd(Zy) y por tanto 1 € bd (II¢) de nuevo en virtud del corolario 3.6.4
(apartado (ii)). Asf pues,

8 (b (1)) < 8, m0) = [l = d (00 (7).

Supongamos ahora que 7w € ext (Hf) . El razonamiento es andlogo. Veamos en
primer lugar la desigualdad “>”. Si m; € II es tal que 6 (w,7m1) < d(0,,bd (Z7)),
entonces del lema 1.3.1 se deduce que 0,, € ext (Zf ) lo cual implica, en virtud

del corolario 3.6.4 (apartado (iii)), que 71 € ezt (II¢). Con el fin de establecer la
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desigualdad “<”, tomemos u € bd (Z~) tal que d (0,,bd (Z7)) = |ju|| y definamos
m = (c+wu,0_,),donde o_, := {(at —u)x>b, te T}. Tenemos entonces que
Zy =7 —u,luego 0, € bd (Zf) y, por tanto, m; € bd (Hf) de nuevo en virtud del
corolario 3.6.4 (apartado (ii)). Asi pues,

8 (b (T9)) < 8 (. m0) = [l = d (00 (2°)).

En el Capitulo 2 obtuvimos una férmula de la distancia de un problema resoluble
al conjunto de los problemas en bd (Il,) . En la expresién de dicha férmula, uno de
los ingredientes era precisamente la distancia d (0,,,bd (Z~)). Concretamente, para

un problema 7 € ¢l (Ily) , obtuvimos (véase el teorema 2.3.1)
6 (m,bd (I1,)) = min {6 (m, bd (IL.)) ,d (0,,bd (Z7)) } .
Asi, para m € ¢l (Il,), la proposicién 3.6.6 permite escribir esta férmula como
§ (m,bd (I1,)) = min {6 (,bd (1)) , 6 (m, bd (I1¢)) } , (3.31)

donde las normas en R™™! y en R™ estdn sujetas de nuevo a (2.1) y (2.2).

3.6.2 Medidas del mal planteamiento relativo a la consis-

tencia de los problemas primal y dual.

Diferentes autores han estudiado el conjunto de los problemas consistentes con dual
consistente. Por ejemplo, en el contexto de la Programaciéon Convexa, Nunez en
[40] obtiene una caracterizacién de la frontera de este conjunto (identificado en este
articulo con el mal planteamiento), combinando sus resultados con los obtenidos
por Robinson en [47] donde se caracterizaba el interior del mismo. En el contexto de

los sistemas lineales cénicos, Renegar introduce en [44] la distancia de un problema
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consistente al mal planteamiento en este sentido, y proporciona ciertas cotas, en las
que estd involucrada esta distancia, para los valores éptimos de problemas proxi-
mos a uno dado. Por otra parte, en el contexto de la PLSI, [25] proporciona una
caracterizacién para un problema que estd en int (HC N Hg). Utilizando este resul-
tado, proporcionamos, en esta subseccién, una caracterizaciéon de los problemas en
bd (HC N Hf) y, consecuentemente, de aquellos en ext (HC N H‘Ci), mostrando la es-
trecha relacién existente entre los problemas resolubles y los problemas consistentes

con dual consistente.

Observacion 3.6.7 La desigualdad (3.26) y las hipétesis bajo las cuales fue obteni-

da, establecen la siguiente inclusién de conjuntos
I, N4 C II,. (3.32)

No obstante, la inclusién anterior es estricta como se deduce del siguiente pro-

blema en R?
m: Infax

1
s.a txzp+ 712 > 2, t€]0,400]

Es evidente que m € TI. (F es el epigrafo de la hipérbola y = 1/z, x > 0).
Asimismo es facil ver que el valor 6ptimo de m es v = 0, con lo que 7 € II,. Sin

embargo, ¢ = (1,0) ¢ M =10, +oo[* U {0,} y por tanto 7 ¢ II%.

En el contexto de la Programacién Lineal ordinaria se tiene que II, = Il,, y por
otra parte, si m € I, se tiene, en virtud del teorema 0.4.3, que ¢ € cl (M) = M,
luego m € I, N I1¢, asi, se deduce de (3.32) la conocida identidad II. N I1¢ = TI,.
No obstante, en el contexto de la PLSI, no se tienen inclusiones en ningin sentido,

es decir, II. N T1¢ € TI, y II. N I1¢ 2 II,, como muestran los problemas del siguiente

ejemplo.

Ejemplo 3.6.8 Para ver que IT. N 114 ¢_ I1,, consideremos el problema que resulta
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de anadir al problema de la observacién anterior la restriccién xo > 0, esto es,

m: Infax
1
S.a tIEl—F?.TQ > 2, tE]O,+OO[ ,

.TIZO

Como la restricciéon xz; > 0 es redundante, el conjunto factible es el mismo que el
del problema anterior y, por tanto, su valor é6ptimo sigue siendo v = 0, que no se
alcanza en ningun punto factible, luego = ¢ II;. Sin embargo, ahora se tiene que
M =10, +oo[ x [0, 4+00[U {0} y por tanto ¢ = (1,0)" € M, es decir, 7 € II%.

Veamos ahora que II. N T1¢ 2 II; y consideremos para ello el problema

m: Infax

S.a I’l—f—tl‘z ZO, t€]0,+00[ J

El conjunto factible de 7 es el primer cuadrante, [0, —1—00[2 , v su valor 6ptimo, v = 0,
se alcanza en (0,0)', luego 7 € II,. Sin embargo, M = |0, +-00[* U {05} y por tanto
c=(1,0) ¢ M, es decir, w ¢ I1%.

La siguiente proposicién establece que el conjunto de los problemas resolubles y
el conjunto de los problemas consistentes con dual consistente, pese a ser distintos,
tienen el mismo interior, la misma frontera y, consecuentemente, el mismo exterior.
En particular, el mal planteamiento relativo a la resolubilidad coincide con el mal
planteamiento relativo a la primal-dual consistencia (esto es, consistencia tanto
del problema primal como del problema dual). En el siguiente resultado, y en los

comentarios posteriores, las normas consideradas en R"*! y en R” estdn sujetas a

(2.1) v (2.2).

Proposicién 3.6.9 Se tiene que
(i) m € int (IL,) si y solo si w € int (I, N11¢) ;
(ii) 7 € bd (IL,) si y solo si w € bd (Il N T1%) ;
(ili) 7 € et (ILy) siy solo sim € ext (I NIIZ).
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Demostracién. La condicién (i) es una consecuencia inmediata del corolario 3.6.5
(i), puesto que int (IL.) Nint (II¢) = int (T N 112) .

Con el fin de establecer la implicacién “<” en (ii) tomemos 7 € bd (1‘[C N Hg).
Entonces, de la observacién 3.6.7 y del teorema 2.2.1 se obtiene que m € ¢l (Ily),
pero 7 ¢ int (II;) por el apartado (i), con lo cual 7 € bd (Il5). Veamos ahora la
implicacién “=". Tomemos para ello 7 € bd (Il;) y 7, = (¢",0,) € Il con {7, }
convergente a 7. Tenemos entonces , para cada r € N, que g, € O,y , en virtud del
teorema 0.4.3 (ii), que ¢" € ¢l (M, ). Para cada r € N sea {c"’k}k C M, convergente
a c¢’. Asi, dado r € N existe k, € N, sin pérdida de generalidad k, > r, tal que
Hc’"’k — CTH < % para todo k > k., en particular Hc'”’kr — c7"|| < % Veamos que
{crv’“} converge a c¢. En efecto, dado € > 0, como {c"} converge a ¢, existe ry € N

con 1o > — tal que ||¢" — ¢|| < e para todo r > 1y, y por tanto, si r > 1
£
T,k T,k r ‘& 1
et =l < flo e+l —ell < 24 e < 22

Luego efectivamente {c’"”“} converge a ¢y como {o,} converge a o entonces, si
definimos, para cada r € N, el problema 7, := (c’"”“*, ar) tenemos que {7, } converge
a 7y, ademds, es evidente que 7, € Il, y ™% € M, = MT, es decir, 7, € II. N Hf.
Luego 7 € ¢l (II. N I1%). Como partfamos de que 7 € bd (IL;), de nuevo en virtud
del apartado (i) m ¢ int (HC N Hg) , por lo que debe ser 7 € bd (HC N1IZ).

El apartado (iii) es una consecuencia inmediata de (i) y (ii). m

En virtud de la proposicién anterior tenemos que todos los resultados dados
en el Capitulo 2 para caracterizar bd (Il) y para calcular la distancia de un pro-
blema a bd (II;) son también validos reemplazando int (Il), bd (Il5) y ext (Il) por
int (HC N Hg), bd (Hc N Hf) y ext (HC N Hf) , respectivamente. En particular, se de-
duce la férmula (3.31) dada al final de la subseccién anterior sin mas que observar

que la distancia de un problema 7 € ¢l (HC N Hg) a bd (HC N Hg) es, en virtud del
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corolario 1.2.3 (vdlido también para problemas),

§(mbd(I.NIY)) = & (m, 10\ (L. NIIY)) =6 (m, IL UILY) =
= min {6 (r,1L),6 (7, 1I¢) }
= min {6 (r,bd (IL.)), 6 (7, bd (II9)) } .

3.6.3 Estudio de la estabilidad cuando las perturbaciones

recaen sobre el término independiente

El estudio de la estabilidad de un sistema cuando sélo se permiten perturbaciones de
los términos independientes del mismo, ha sido objeto de investigacién en diferentes
trabajos (véase [44] o Pena [42] en el contexto de los sistemas lineales cénicos). En

la presente subseccién aportamos algunos resultados en esta linea.

Algunos conceptos acerca de soluciones asintéticas.

En los siguientes pérrafos introducimos algunos conceptos bien conocidos (véase
[21] para méds detalles) acerca de soluciones asintéticas del problema primal y del
problema dual, que serdn de utilidad en resultados posteriores.

En ocasiones, dado un sistema de restricciones lineales o := {a,z > b,, t € T}

inconsistente, existe una sucesién {:L‘k} C R"™ tal que, para todo t € T, verifica
liminf, (a;z") > b,

donde +o00 estd permitido como limite. Una tal sucesion se llama solucion asintdtica
de 0. En tal caso se dice que el sistema o es asintdticamente consistente.

0 es una solucién ordinaria de o (i.e. 2° € F), la suce-

Es evidente que si x
sién constante {xk}keN = {2°} es una solucién asintética de o. Asi pues, si
F“ representa el conjunto de soluciones asintéticas de o, y denotamos por F' :=

{{z°} c R" | 2° € F}, entonces F C F*.
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Asi pues, dado el problema de optimizacién lineal m = (¢, o), cabria considerar
el valor

v®:= inf {liminfk (c'xk)} )

{:rk}GFa
A este valor se le llama valor dptimo asintdtico de . Se tiene que si 7 € 1., F'* # &
y v* < 4+00. En este caso, el teorema 8.5(ii) de [21] (debido a Kortanek [36], [37]),

establece que v® = v¢. Ambos valores podrian ser —co (en cuyo caso 7 € I1¢).

Por su parte, dado un problema de optimizacién lineal m = (¢, o), donde o :=
{alx > b;, t € T}, puede también ocurrir que m € II¢ y que, sin embargo, exista

una sucesion {)\k } C ]RSFT) tal que

c = limy, E )\fat.
teT
A una tal sucesion se le llama solucion dual asintdtica de 7 (o solucion asintdtica
de 7?), y, en tal caso, se dice que el problema 7 es asintéticamente dual-consistente
(o que el problema dual 7¢ es asintdticamente consistente). También ahora, si

A\ € Fd. la sucesién constante {)\k & {)\0} es una solucion dual asintética de

}ken
7, por lo que si representamos por F% el conjunto de todas las soluciones duales

asintéticas de 7, y 7= {{)\0} C ]RSFT) 1N eF d}, entonces F' C Fie. Ahora,

cabria considerar el valor

v = sup {limsuka)\fbt}.

{MF}erda teT

A este valor se le llama valor dptimo dual asintdtico de w. Se tiene que si m € 112

entonces F% £ & y v% > —oco. En este caso, el teorema 8.1(ii) en [21] permite

da

afirmar que v** = v, pudiendo ser ambos valores +o0o (en cuyo caso serfa 7 € II;).
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Ejemplo 3.6.10 En el ejemplo 3.6.1, considerdbamos el problema de PL

m: Infx; + x9
s.a T9>0,t=0

T > -1, t=1,2,...

y vefamos que 7 € I19. Por lo comentado en los pérrafos anteriores se cumple, para
este problema, que F% # & y v% = v = 0. A continuacién proporcionamos una
solucion dual asintética de 7w en la que se alcanza el valor 6ptimo dual asintético.

Definimos, para cada k € N,

1 sit=0,
1 A
b Z sit=1,
t 1 X
1—¢ sit=k,
0 en otro caso.

Se tiene que {)\k} g1 RSrNU{O}); y

e (040 (D 6)- 0

teNU{0}

luego {)\k} es una solucién dual asintética de w. Ademds, en {)\k} se alcanza el

valor éptimo dual asintético de 7, en efecto

1 1)\ -1
1 k = - (— — = | — = = da:
111?1 E Aby = hin (k: (—1) + (1 k:) ’ ) 0=vw v.

teNU{0}

Estabilidad del valor 6ptimo dual.

A continuacién proporcionamos un resultado acerca de la estabilidad del valor 6p-

timo del problema dual cuando se consideran tnicamente perturbaciones de los tér-
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minos independientes de las restricciones del sistema asociado. Esto es, si m = (¢, 0)
con o :={ajx > b,, t € T}, se considerardn problemas (perturbados de 7) del tipo

71 = (c,01) con oy := {ajx >}, t € T}.

Proposicién 3.6.11 Sea m = (c,0) € int (Il.) con ¢ # 0,,. Supongamos adicional-

mente que © € 1%, y consideremos el problema perturbado ™ = (c,oy) donde

|

C
_d]>
d_ ,d < b, — bt ‘([U+
Vs ssup b e

o1 :={a,x > b}, t € T}. Entonces

(3.33)

Demostracién. Es evidente que sup |b; — b;| = d(0,01), y que si esta distancia
teT
es +00, (3.33) se cumple trivialmente.
Por las hipdtesis actuales, y por las consideraciones hechas en los parrafos ante-
riores acerca de soluciones asintéticas, sabemos que v? es finito y, por tanto, existe

{)\k} C F tal que limy, >, Mol E DA

C : k[t
(vd) = limy Z A (bt),
teT

y, en virtud del lema 3.2.1, tenemos que

lim supy, ;Ak < %. (3.34)

Ahora bien, como {)\k} C F?= F® podemos escribir

v > limsup, Z Arbr = v + lim sup,, Z A (btl — bt)

teT teT

> v? 4 limsup,, (— >N sup |0 — bt\)

teT

= vd — sup ‘bi — bt| liminka)\f,

teT teT
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de donde se tiene, junto con (3.34), que

v —od < igﬁ‘bg—bt|liminkaAfSilel%ﬂb%—bt‘limsuka)\f

()]

< sup|pt — by UL/ N

c
[_vd]+
teT d (0'7 ®i)

Un enfoque primal-dual de la estabilidad del conjunto factible.

A continuacién presentamos un enfoque primal-dual de la estabilidad del conjunto
factible, de nuevo suponiendo que las perturbaciones recaen tnicamente sobre los
términos independientes del sistema de restricciones. Concretamente, obtendremos,
de una forma alternativa al enfoque primal (directo) de la seccién 3.2, la desigualdad
de tipo Hoffman dada en el corolario 3.2.9 de dicha seccién, a través de la cual se
acota la distancia de un punto cualquiera z € R™ al conjunto factible, F', de un

sistema dado . Supondremos, ademds, que en R"*! tenemos definida la norma

14

donde a € R", b € R. Los razonamientos que utilizaremos a continuacién se inspiran

' = max {|al], , o]}

en [44] pero, desde el punto de vista técnico, procede resaltar la siguiente diferencia

sustancial. En [44] el sistema que hace las veces de nuestro sistema o es

Az <b

x>0

donde z € X y b €Y, siendo X e Y espacios normados, 0 el origen de X, ;1 > xo
si y sélo si 1 —x9 € C'x donde C'x es un cono convexo cerrado en X, A € L (X,Y)
(i.e., A es un operador lineal acotado -es decir, continuo- de X en Y) y, en Y,

by > by si y sélo si by — by € Cy, cono convexo y cerrado de Y. La diferencia a
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la que nos referimos es que, en PLSI, X = R", Cx =R}, Y =R”", Cy =Rl y
Az = (ayx),cp, con lo que resulta obvio que Y no es un espacio normado, suponiendo
que la topologia considerada en R” es la topologia producto (o de la convergencia
puntual). Las técnicas de espacios normados no podrén ser aplicadas en nuestro
caso. En particular, la convergencia en RT serd descrita en términos de redes (de
puntos) o filtros (de conjuntos). Los resultados utilizados de la teoria general de
espacios topolégicos pueden encontrarse, por ejemplo, en Kelley [34]. También

aplicaremos la teorfa de la dualidad de la PLSI (véase, por ejemplo, [21, Capitulo

g)).

Proposicién 3.6.12 Consideremos un sistema o := {ajx > b;, t € T} que verifica

d(0,0;) >0 (i.e., 0 € int (O.)), y asumamos que z € R"™ satisface
d(z,F)>p>0.

Entonces, existird ¢ # 0y, tal que si 7 := (¢,0) se cumple
o> ot el o

Demostracién. Dividimos la prueba en tres etapas:
Etapa 1: Dado b = (b;) € RT, veremos que existe un entorno U de b, en la

topologia producto de RT, tal que si b= (E) € U entonces
Fn{z+pd(B)}=o (3.35)

donde F es el conjunto factible de o := {a;x > b, , te T} )

Etapa 2: Se introduce el conjunto

]F::Uﬁ.

beld
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y se demuestra la existencia de ¢ # 0,, tal que
inf {C/y |y € F} > dz 4 ||c]], p-

Etapa 3: Se define el problema 7 := (¢, o) y se prueba, definiendo una solucién

asintética adecuada y utilizando el Teorema 8.5(ii) de [21], que

v = v >z +||c|, p-

Iniciemos, entonces, la etapa 1. Supongamos, por reduccién al absurdo, que

para todo entorno U de b existe b = (bzt”) € U tal que
Fyn{z+pcl (B)} # @
donde £y, es el conjunto facible del sistema asociado o, := {a;x >0 te T}, ie.
Fy:={zeR"|ajx >, paratodot e T}.

Si consideramos el filtro 4 (b) de todos los entornos de b (siempre en la topologia

producto), sabemos (véase, por ejemplo, Kothe [38, pag. 11]) que
{1 U et (b)}

es una red, llamada red correspondiente al filtro 4 (b) (44 (b) es un conjunto dirigido
por la inclusién de conjuntos).
Es también sabido que la red {6 | U €8k (b)} converge a b ([38, (2) en pag. 13])

al ser 14 (b) un filtro que converge a b. Consideremos, ahora, la red asociada

{xu | U Eﬂ(b)}
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donde 2% € FyyN{z + pcl (B)}, para todo U €44 (b) . Esta red, por estar contenida
en un compacto, tendrd una subred convergente (véase [34, Cap. 5, Teorema 2|) a
un cierto punto ¥ € z+pcl (B). Representaremos esta subred por {xu | U el (b)} :
donde ﬁ(b) es un subconjunto cofinal de i (b) para la relacién de inclusién. En-
tonces, para cada t € T, y puesto que hmueﬁ(b) W =b,
@z = lim (az”) > lim (B) = b,
Uel(b) UeL(b)

Concluimos que T € F'N {z+ pcl (B)}, lo cual representa una contradicciéon con
las hipdtesis.

Veamos ahora la segunda etapa. No implica pérdida de generalidad alguna

suponer que U= HZZ, donde

teT

_ by — 8,b,+ 6], sites,
R sité¢ S,

donde 6 > 0 y S es un subconjunto finito de 7', puesto que los entornos de este tipo
forman una base de 4 (b) en la topologia producto de R”.

Consideremos el conjunto no vacio
Fo=|]JF.
beld
donde

F = {mER”]a;ngt,paratodoteT}.

Veamos que

F={zeR"|ax>b—6,paratodot e S},

con lo que F serd un subconjunto convexo y cerrado de R™. En efecto, con el fin de

establecer el contenido no trivial “2” tomemos T € R" tal que a; > b, — 6 , para
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todo t € S, y veamos que existe b € U tal que T € F. Para ello, basta considerar b

dado, para cada t € T', por

— bt—é, SltES,
a;x, siteT\S.

Dado que F+ pcl (B) es convexo y cerrado y, en virtud de (3.35), z ¢ F+pcl (B),

se pueden separar estrictamente z y F + pcl (B), por lo que existird ¢ # 0,, tal que
dz<inf{dz|x €F+ pcl(B)} = inf {c/y +dw|yeFy ||w|]|< p} (3.36)

Ahora bien, por una parte dw > —||c||, p ¥, por otra parte, sabemos que existe

w € R™ con ||w| = p tal que dw = —||c||, p, (véase el lema 0.2.2). Por tanto

inf {cy+cw|yeFy || <p} = if{cy=]e|.p|yecF|
=¥ inf {c,y |y € F} —|lell, p- (3.37)

Por lo tanto, de (3.36) y de (3.37) tenemos, para b € U, que
inf {C/y |y € F} > dz 4 ||c]], p-

Abordemos, por iltimo, la tercera etapa que consiste en aplicar el Teorema
8.5(ii) de [21]. Sea {z*} una solucién asintética cualquiera de o. El teorema 2.1 en

[22] proporciona la descomposicién
ayg® — b =cf+di teT,

siendo cf > 0 y limy, d¥ = 0, de nuevo para todo t € T.

Si consideramos b* € R”, con Ef := b, + dF, para cada t € T, es obvio que

k

{3’“ } converge a b (en la topologia producto) y que z* es solucién del sistema

o= {a;x > Zf, te T} . Como limkg’g = b, existird un kg tal que bk e H, para



3.6. Analisis primal-dual de la estabilidad 146

todo k > kq. Por lo tanto, ¥ € F siempre que k > k.

Si consideramos ahora el par 7 = (¢, 0) donde ¢ es el vector director del hiper-
plano de separacién entre z y F + pcl (B) considerado anteriormente, tendremos
que, para todo k > kg,

da* > inf {cy | y € F}

y, en consecuencia,

lim ir]if (dz*) > inf{c'y | y € F},
vyt =vl>dz+4|c[,p. =

Proposicién 3.6.13 Sea 0 := {ajx > b, t € T'} tal que d(o,0;) > 0. Considere-

mos también o = {a;x > gt, te T} yzE F. Entonces

~ 1
d(z, I b A R e S A (B

2 BN (3.38)

Demostracién. La desigualdad (3.38) es trivialmente vilida si 0 = 7 o es

d(c,5) =sup |b; — by| = +o0.

teT

Supondremos pues que 0 < d (0,0) < +oc.

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que d (z, F') > p con

max {1, ||z[|}

p:=d(o,0) 100,

Dado que o, z y p satisfacen las hipétesis de la proposicién anterior, existird ¢ # 0,
tal que 7 := (¢, o) satisface

~ max {1, |[2][}

d /
vt > dz+ |||, d(o,5) (.0, (3.39)
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Puesto que z es primal-factible para 7 := (¢, ) se verificard, por la desigualdad
dual,
dz >0 (3.40)

Combinando (3.39) y (3.40) se deduce que

max {1, ||z[|}
d(O’,@Z’) ’

vl = > |||l d (0, 7)

y por la proposicién 3.6.11 (bajo las actuales hipétesis v es finito y, en consecuencia,

F? +# &), y tras la oportuna simplificacién, obtenemos
max {||c[|, , —v*} > [lell, max {1, ||2][} = max {[lc[l, , [[e], 2] . }

lo cual implica

—v* > el Izl = =2,
i.e., v? < 'z, en contradiccién con (3.39). m

Corolario 3.6.14 Seao := {ajz > b;, t € T} tal que d (0, ©;) > 0. Para cualquier
z € R" se verifica
max {1, ||z}
d(z, F) <sup|b — a,z], —————=
( )— tE’IP[t t ]+ d(0>@z)
Demostracién. Considérese el sistema o := {agm > gt, t e T} con Et = b —

[b; — ajz], para cada t € T. Es obvio que z € Fy que d(0,5) = sup,ep [by — az). .

Bastara entonces con aplicar la proposicién 3.6.13. =
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Simbolos y abreviaturas

A : envoltura convexa de {a;, t € T} (véase o)

aff(X) : envoltura afin (o afinidad) del conjunto @ # X C R* k€ N

a; : vector de coeficientes de la restriccién t-ésima del sistema o (véase o)
B : bola unidad abierta para la norma ||-||

bd(X) : frontera del conjunto X

b, : término independiente de la restriccion t-ésima del sistema o (véase o)
¢ : coeficiente de la funcién objetivo del problema 7

C' : envoltura convexa de {(Zt) ,teT } (véase o)

cl(X) : clausura (o adherenciag del conjunto X

cone(X) : cono convexo generado por el conjunto & # X C RF

conv(X) : envoltura convexa del conjunto @ # X C R*

d : distancia en R*, k € N, y distancia extendida en el espacio paramétrico ©
d, : distancia correspondiente a la norma dual, |||,

0 : distancia extendida en el espacio paramétrico II

ext (X) : exterior del conjunto X

F, FE F4 : conjunto factible de o (o de 7), de o y de 7%, respectivamente
For (FoP)? : conjunto 6ptimo de 7 y de 7? respectivamente

F*? . conjunto de soluciones asintéticas de o

Fd : conjunto de soluciones duales asintéticas de 7

F :© = R™ : (multi)funcién conjunto factible

F~1 ¢ (multi)funcién inversa de F
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@ : funcién que a cada A € R, le hace corresponder ] max
ull,=1,ucR”

¢, : funcién que a cada A € R, le hace corresponder | Hmax
u||=1, ueR”

gphF : grafo de la (multi)funcién F

H : conjunto hipogréfico asociado a o

inf X : infimo del conjunto X C R (inf @ := +00)

int(X) : interior del conjunto X

it (ﬁ) : interior del subconjunto Il en la topologfa relativa a I,
@ valor de consistencia de o

K : cono caracterfstico de o

lim, o lim,_,, : limite cuando r tiende a +oo

lim inf, p, : limite inferior de la sucesiéon {u,.} C R

lim sup,. p, : limite superior de la sucesién {p,} C R

p, | a:lim. pu, =ay {u.} decreciente a partir de un cierto o € N
Isc : semicontinua inferiormente (en el sentido de Berge)

M : primer cono de momentos de o

N, N® : segundo cono de momentos de ¢ y de o, respectivamente
||| : norma en R*, k € N

|||, : norma dual de |||

[]|, : pnorma en R k€N, pe[l,+00] (p= +00: norma de Chebyshev)
O (X) : cono de recesién del conjunto convexo @ # X C R*

PC : Programacién Convexa

PL : Programacién Lineal

PSI : Programacion Semi-Infinita

PLSI : PL Semi-Infinita

7= (c,0): =Inf{dx|a’x > b, t € T} €1l (problema de PLSI)
7¢ : problema dual asociado a 7 (en el sentido de Haar)

IT : espacio paramétrico de los problemas de PLSI con T fijo

I1. : subconjunto de II formado por los problemas consistentes
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IT; : subconjunto de II formado por los problemas inconsistentes

II, : subconjunto de II formado por los problemas acotados

IT; : subconjunto de II formado por los problemas resolubles

I1¢ : subconjunto de IT formado por los problemas dual-consistentes

[1¢ : subconjunto de IT formado por los problemas dual-inconsistentes

[a], : parte positiva de o

rint (X)) : interior relativo del conjunto X

R, : intervalo [0, +o0]

R™ : producto cartesiano (R )"

]RSLT) : cono de todas las funciones A\ : T'— R con soporte finito

s.a : abreviatura de la expresiéon “sujeta a”

§ : seccién o subseccién

span (X) : subespacio vectorial generado por el conjunto @ # X C R¥

SSC : condicién fuerte de Slater (“strong Slater condition”)

sup X : supremo del conjunto X C R (sup @ := —o0)

o:={ax>b, teT} e O (sistema de restricciones asociado a 7)

o : sistema reforzado asociado al sistema o

T : conjunto arbitrario de indices (asociado al sistema o)

O : espacio paramétrico de los sistemas con conjunto de indices T’

O. : subconjunto de © formado por los sistemas consistentes

0; : subconjunto de © formado por los sistemas inconsistentes

Og; : subconjunto de © formado por los sistemas fuertemente inconsistentes
O : subconjunto de © formado por los sistemas débilmente inconsistentes
O : subconjunto de © formado por los sistemas con distancia +oo a bd (O,)
usc : semicontinua superiormente (en el sentido de Berge)

$U(b) : filtro de todos los entornos de b en la topologfa producto de RT

v, v : valor 6ptimo de 7 y de 7%, respectivamente

a

v® : valor éptimo asintético de w

v® : valor éptimo dual asintético de 7
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¥ : I — [—00, +00] : funcién valor 6ptimo

{a" | U €8h(b)} : red correspondiente al filtro $4(b)

X° : cono polar positivo (o cono dual) del conjunto convexo @ # X C R¥
XT : producto cartesiano (conjunto de todas las funciones de X en T')
X @ cono asintético del conjunto @ # X C R*

{z;} (0 {z"}) : sucesién de término general z,. (o z")

Z~ : envoltura convexa de {a;, t € T'; —c} (véase )

Z* . envoltura convexa de {a;, t € T'; ¢} (véase 7)
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