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Resumen
En este trabajo se describe brevemente la historia de la Investigacion Operativa empezando
por su definicion. Presentamos también algunos problemas clasicos de esta disciplina, como
por ejemplo el problema de asignacién, el problema de la mochila, el problema del
viajante del comercio, el problema de la localizacion de servicios sin capacidades y
por ultimo, tenemos el problema del camino més corto. Todos ellos estan definidos
tanto sus restricciones como su funcién objetivo de manera que entendamos sus
formulaciones. Cada problema lo hemos aplicado un ejemplo en concreto, explicando
en qué consiste el ejemplo, las restricciones y la funcién objetivo que lo componen.
Todos estos ejemplos han sido implementados y resueltos utilizando la libreria
(‘IpSolve”), del programa Rstudio. Con la ayuda de esta libreria hemos resuelto los

ejemplos con el fin de interpretar perfectamente las soluciones.



Introduccién: Origenes de la investigacion de operaciones

La investigacion de operaciones es una herramienta basica para la toma de las
decisiones en muchos ambitos como por ejemplo la industria, la agricultura, la
construccién, el comercio, el transporte, la energia, la Banca, la mineria, las
comunicaciones, los servicios publicos y privados, las empresas por su enfoque
cuantitativo apoyado por las matematicas, etc.”. Como bien indica el autor (Malquin,
2022)

Con la revolucién industrial, los pequefios talleres con arcaicas técnicas de
produccion se convirtieron en corporaciones mas desarrolladas, valorizadas en
millones de euros. Este cambio trajo consigo grandes ganancias pero también
dificultades para asignar los recursos a las diferentes actividades que realiza la
organizacion, encontrar la forma mas eficiente de lograrlo fue uno de los causantes

del surgimiento de la investigacion de operaciones.

Histéricamente, el origen de la Investigacion de Operaciones se dio durante la
Segunda Guerra Mundial cuando las Fuerzas Armadas de EE. UU. y Gran
Bretafia buscaron la ayuda de cientificos para resolver problemas estratégicos y
tacticos complejos y muy dificiles de la guerra, como hacer que las minas sean
inofensivas o aumentar la eficiencia de la guerra aérea antisubmarina, etc. De hecho,
se les pidié que hicieran investigacion sobre operaciones militares. Estos equipos de
cientificos fueron los primeros equipos de 10 (Investigacion de operaciones). Con el
desarrollo de métodos efectivos, estos equipos contribuyeron al triunfo del combate
aéreo inglés. A través de sus investigaciones para mejorar el manejo de las
operaciones antisubmarinas y de proteccion, jugaron también un papel importante en

la victoria de la batalla del Atlantico Norte y de muchas otras.

Comenzod a ser evidente para un gran numero de personas, incluyendo a los
consultores industriales que habian trabajado con o para los equipos de investigacion
de operaciones durante la guerra, que estos problemas eran basicamente los mismos

que los enfrentados por la milicia, pero en un contexto diferente.

Cuando comenz0 la década de 1950, estos individuos habian introducido el uso de la
investigacion de operaciones en la industria, los negociosy el gobierno. Desde entonces,

esta disciplina se ha desarrollado con rapidez.


https://www.monografias.com/trabajos16/manual-ingles/manual-ingles
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https://www.monografias.com/trabajos4/derpub/derpub
https://www.monografias.com/trabajos14/disciplina/disciplina

Se pueden identificar por lo menos otros dos factores que jugaron un papel importante
en el desarrollo de la investigacion de operaciones durante este periodo. Uno es el
gran progreso que ya se habia hecho en la mejora de las técnicas disponibles en esta
area. Después de la guerra, muchos cientificos que habian participado en los equipos
de 10, se encontraban motivados a buscar resultados sustanciales en este campo; de
esto resultaron avances importantes. Un ejemplo es el método simplex para resolver
problemas de programacion lineal, desarrollado por George Dantzing. Muchas de las
herramientas caracteristicas de la investigacién de operaciones, como programacion
lineal, programacion dindmica, lineas de espera y teoria de inventarios, fueron

desarrolladas casi por completo antes del término de la década de 1950.

Un segundo factor mas reciente que dio gran impulso al desarrollo de este campo fue
(Hillier & Lieberman, 2010). “La revolucion de los ordenadores. El manejo eficaz de
los complejos problemas inherentes a la 10 (Investigacion de Operaciones) que casi
siempre requieren un gran numero de célculos. Realizarlos de forma manual puede
resultar casi imposible, por lo cual el desarrollo del ordenador, con su capacidad de
hacer calculos aritméticos, miles o tal vez millones de veces mas rapido que los seres

humanos, fue una gran ayuda para esta disciplina”

Naturaleza de la investigacion de operaciones.

El objetivo de esta disciplina implica “investigar sobre las operaciones”. En
consecuencia, esta disciplina se aplica a la problematica relacionada con la
conduccion y la coordinacion de actividades en una organizacion. Asi lo definen
(Hillier & Lieberman, 2010) en su libro.

“El proceso sigue en orden unas determinadas etapas que son las nombradas a
continuacion.

- La observacion cuidadosa y la formulacion del problema
(incluye la recoleccién de los datos pertinentes)

- La construccion de un modelo cientifico, generalmente
matematico. En esta etapa se propone la hipétesis que permitird que las
conclusiones que se obtengan sean validas también para el problema real.

- Después se llevan a cabo los experimentos adecuados para
probar esta hipotesis, para modificarla si es necesario y para verificarla en

determinado momento, paso que se conoce como validacion del modelo.


https://www.monografias.com/trabajos6/juti/juti
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Modelado

La programacién matematica constituye un campo amplio de estudio que se
ocupa de la teoria, aplicaciones y métodos computacionales para resolver los
problemas de optimizacion. En estos modelos se busca el extremo de una funcion
objetivo sometida a un conjunto de restricciones que deben cumplirse necesariamente.

El objetivo principal de la Programacién Matemaética resuelve problemas
como:

Min {f(x) :x€S}
Donde “S< R" yf:S — R”, que se lee como encontrar un elemento de S donde
la funcién f alcance su minimo valor. A cada elemento de S se le llama solucion o
solucion factible, a S se le denomina region factible y f viene a ser la funcion objetivo.
También afronta problemas de maximizacion, reformulandose como problemas de

minimizacion;

Max {f(x) :x€S}=-Min{-f(x) :x€S}

Estos problemas de optimizacion buscan una solucion factible x de manera
que f(x) sea lo mas pequefia posible. Existen diferentes tipos de soluciones, a
continuacion, tenemos los siguientes conceptos:

Problema factible: un resultado factible de un problema es una solucién que
satisface todas sus restricciones. EI conjunto factible de un problema es el conjunto S
formado por todas sus soluciones factibles. Notemos que si un problema no tiene
restricciones entonces todas las soluciones son factibles, por lo que el conjunto factible
es “S=R", donde n es el nimero de variables.

Problema no factible: cuando no existe solucion ninguna, es decir S= @ y lo
escribiremos como: min { f(X) : X €S} =+

Problema no acotado: cuando existan soluciones que hagan descender
infinitamente a la funcion objetivo, es decir, cuando para cualquier valor real M
siempre existe un x € S tal que f(x) < M, en tal caso escribiremos min { f(x) : X € S
}=-

Problema con 6ptimo: cuando exista un x* € S tal que f(x*) < f(x) para todo x € S.

En este caso, f(x*) = min { f(x) : x € S }, y x* recibe el nombre de solucién optima



(global) siendo no necesariamente Unica en S con esta propiedad. Un punto x’ se dice
que es solucion éptima local cuando existe un 6>0 tal que f(x’) < f(x) para todo x €
S con ||x-x’|| <o, para alguna norma predefinida en el espacio vectorial R". Para mas

informacion véase (Salazar Gonzalez J. , 2001).

¢Que es un programa entero?
Programa Lineal

Supongamos que tenemos un programa lineal. La programacion lineal es una
parte importante de la investigacién operativa, dedicada a la optimizacion
(minimizacion o maximizacion) de funciones lineales, respetando siempre un
conjunto de restricciones también lineales, de igualdad o desigualdad. Este problema

lo define de la siguiente manera el autor (Wolsey, 2021)
“(LP)  max/min{cx:Ax <b,x>0}"

Las x son las variables que representan las decisiones para las cuales buscamos
una configuracion de valores dptima, ¢ es un vector columna, cx es la funcién que
gueremos maximizar 0 minimizar, representa el coste o beneficio asociado a cada
combinacion de variables de decision. A es una matrizmx nderangomy b esun
vector fila del lado derecho de las restricciones. Por altimo tenemos la restriccion x
>0, que indica que las variables de decision deben tener solo valores no negativos

(positivos o nulos) méas conocida como restriccion de no negatividad.

Programa entero (lineal)
Tanto en la funcion objetivo como en las restricciones tenemos variables

enteras.
“Max cx
(IP)  Ax<b
x> 0 entero”

Asi lo define el autor (Wolsey, 2021) en su libro, para nosotros las x son las
variables que representan las decisiones para las cuales buscamos una configuracion
de valores 6ptima, ¢ es un vector columna, cx es la funcion que queremos maximizar
0 minimizar, representa el coste o beneficio asociado a cada combinacién de variables

de decision. A es una matriz m x nde rango my b es un vector fila del lado derecho



de las restricciones. Por ultimo tenemos la restriccion x > 0 , que indica que las

variables de decision deben tener solo valores no negativos y enteros.

Programa entero mixto (lineal)
A esta categoria pertenecen aquellos problemas de optimizacion que

consideran variables de decision enteras y continuas segun el autor (Wolsey, 2021)
“Max/Min cx + hy
(MIP) Ax + Gy <b
x>0 enteray>0"

Las x ey son las variables que representan las decisiones para las cuales
buscamos una configuracion de valores optima, cx + hy es la funcion que queremos
maximizar o minimizar, representa el coste o beneficio asociado a cada combinacion
de variables de decision. Ax + Gy representa el conjunto de restricciones del
problema y b es un vector fila del lado derecho de las restricciones. Por altimo
tenemos unas dos ultimas restricciones, la restriccion (x >0 ), que indica que las
variables de decision deben tener sélo valores no negativos (positivos o nulos) y

enteros. La restriccion y >0, siendo la variable y continua no negativa.

Problema entero binario

Segun (Wolsey, 2021) en problema entero binario se define de la siguiente manera:

“Max cx
(BIP) Ax<b
x>0 € {1,0}”

Las x son las variables que representan las decisiones para las cuales buscamos
una configuracion de valores 6ptima, ¢ es un vector columna, cx es la funcién que
gueremos maximizar o minimizar, representa el coste o beneficio asociado a cada
combinacion de variables de decisién. A es una matriz m x n de rango my b es un
vector fila del lado derecho de las restricciones. Por Gltimo tenemos la restriccion x

>0 € {1,0}, queindica que las variables de decision deben tener sélo valores 1 o0 0.



Estos dos valores se suelen utilizar para modelar decisiones con dos opciones, como

por ejemplo si 0 no.

Otro tipo de problema es el de “optimizacién combinatoria”. Aqui se maneja
una cantidad finita de posibilidades generadas a partir de un nimero determinado de
elementos. Aqui normalmente se nos da un conjunto N = {1,..., n} con unos pesos C;
asociados para cada j € N, y un conjunto ¥ de subconjuntos factibles de N. El
objetivo principal con este tipo de problema es encontrar un minimo subconjunto
factible de pesos que puede expresar de la siguiente manera:

Problema de optimizacién combinatoria

El autor (Wolsey, 2021) lo define de la siguiente manera:

“(CoP) Myisc:Se Fy

SEN

Problemas clasicos de la Investigacion Operativa

A continuacion formulamos algunos problemas conocidos de programacion
entera extraidos del libro del autor (Wolsey, 2021).

El problema de la asignacion

Hay n personas disponibles para realizar n trabajos. Cada persona es asignada
para llevar a cabo exactamente un trabajo. Algunas personas se adaptan mejor a
trabajos particulares que otras, entonces hay un coste estimado ci; si la persona i es
asignada al trabajo j. Con este tipo de problema queremos encontrar una asignacion
de coste minimo.

Definicion de las variables.

x;; = 1 si la persona i realiza el trabajo j, y x;; = 0 en caso contrario.

Definicion de las restricciones.

Cada persona i podra realizar tan s6lo un trabajo j. En este tipo de
restriccion a cada persona le asignamos tan solo uno de los distintos trabajos
posibles a realizar, por ello, para la persona i, solo una de las variables x;;
puede tomar el valor 1, esto lo indicamos imponiendo que el resultado de la
suma en todas las j (en todas las tareas posibles), para cada persona i, tome el

valor de 1.
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Cada trabajo j tan s6lo lo podra realizar una persona i. En este tipo de
restriccion a cada trabajo j le asignamos tan solo una de las de las distintas
personas que lo puedan realizar, por ello, para el trabajo j, solo una de las
variables x;; puede tomar el valor 1, esto lo indicamos imponiendo que el
resultado de la suma en todas las i (en todas las personas disponibles), para

cada tarea j, tome el valor de 1.

n

ZXii:l v j=1,...,n

i=1

Las variables son 0-1;
xj €{0,1} vi=1,...,ny V j=1,...,n

Definicion de la funcion objetivo.

El coste del encargo se minimiza:

ic12j=1 CjjX;; es la funcion que queremos minimizar, representa en este

caso el tiempo asociado a cada combinacidn de variables de decision.

Ejemplo

Tenemos 4 personas disponibles para realizar 4 estilos de natacién. Cada
persona es asignada para llevar a cabo exactamente un estilo. Algunas personas
realizan el estilo de natacion en menor tiempo que otras, entonces hay un tiempo
estimado cij si la persona i es asignada al estilo j. Por ejemplo Vanesa tarda 52
segundos en nadar estilo libre, 55 segundos en estilo espalda, 65 en estilo braza y 53

segundos en estilo mariposa. Con este tipo de problema queremos encontrar una
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asignacion de tiempo minimo. A continuacion, disponemos de los siguientes datos.

Para mas informacion véase el Enlace [1]

Tabla 1

Tiempos Realizados por cada Estilo.

Libre Espalda Braza Mariposa
Vanessa 52 55 65 53
Jhoana 50 57 62 55
Katy 53 56 64 54
Cyntia 51 58 64 55

Fuente: Elaboracion propia

Ahora pasaremos a resolver el problema en Rstudio utilizando la libreria
‘IpSolve’. Al ser un problema de asignacion, todas nuestras variables seran binarias,
como ya se ha indicado, x;; valdra 1 si la persona i realiza el estilo j, y x;; = 0 en caso
contrario. Tenemos 16 variables de las cuales 4 de ellas tomaran el valor 1, de manera
que minimice el tiempo realizado en cada uno de los estilos.

library('lpSolve’)

#funcidno bjetivo
f=c(52,55,65,53,
50,57,62,55,
53,56,64,54,
51,58,64,55)
#matriz de restricciones
mat=matrix(c(0), nrow = 8, ncol=16)

#restriccion: A cada nadador se le asigna un estilo de natacion.

mat[1,1]=1
mat[1,2]=1
mat[1,3]=1
mat[1,4]=1

mat[2,5]=1
mat[2,6]=1
mat[2,7]=1



mat[2,8]=1

mat[3,9]=1

mat[3,10]=1
mat[3,11]=1
mat[3,12]=1

mat[4,13]=1
mat[4,14]=1
mat[4,15]=1
mat[4,16]=1

#restriccion:

mat[5,1]=1
mat[5,5]=1
mat[5,9]=1
mat[5,13]=1

mat[6,2]=1
mat[6,6]=1
mat[6,10]=1
mat[6,14]=1

mat[7,3]=1
mat[7,7]=1
mat[7,11]=1
mat[7,15]=1

mat[8,4]=1
mat[8,8]=1
mat[8,12]=1
mat[8,16]=1

A cada estilo se le asigna un nadador.

#vector de terminos independientes (medias)
b=c(1,1,1,1,1,1,1,1)

#vector de signos

12
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signos=c('=','=",'="'="'="=""="=)
#declaracion de variables que son enteras
int=c(0)

#declaracion de las variables binarias
bin=c(1:16)

#solucionamos el problema

solucion=Ip('min’,f,mat,signos,b, int.vec = int,binary.vec = bin)

solucion$objval
## [1] 222
solucion$solution

## [1]10100001000011000

La solucion que nos proporciona el programa es que para realizar el menor
tiempo posible que es 222 segundos entre las cuatro personas, las variables que toman
el valor 1 son: x,, X,3, X34 Y X1 l0 que significa que a Vanesa le asignaremos el
estilo de espalda, a Jhoana el estilo de braza, a Katy el estilo mariposa y a Cintia el

estilo libre.

El problema de la mochila
(Conocido como Knapsack Problem) Consiste en que un excursionista debe preparar
su mochila, la cual tiene una capacidad limitada y por tanto no le permite llevar todos
los articulos que quisiera llevar a la excursion. Dichos articulos seran seleccionados
segun la mayor utilidad, teniendo en cuenta que no sobrepasaran el peso maximo que

puede soportar la mochila.

Definicion de las variables.
Xj es una variable binaria que tomara el valor 1 si seleccionamos el objeto para

llevarlo en la mochila y 0 si lo descartamos.

Definicion de las restricciones.
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Tenemos para cada objeto el peso a; multiplicado por x;, variable que

tomard un valor positivo, indicandonos asi que los objetos incluidos en la

mochila no pueden exceder un peso de b.

Las variables son binarias:

X] € {O, 1}

Definicion de la funcién objetivo.

La utilizad esperada se maximiza:

n
j=1

n

max Z C]' x]-

j=1

2L, ¢x; es la funcion que queremos maximizar, siendo c; el beneficio que

nos reporta cada uno de los objetos.

Ejemplo

Tenemos una mochila en la que guardaremos unos objetos maximizando su

utilidad con un peso maximo, a continuacion tenemos los siguientes datos:

Tabla 2

Utilidad y Peso de los Objetos.

Utilidad Peso (Kg)
Objeto 1 4 7
Objeto 2 5 6
Objeto 3 6 8
Objeto 4 3 2
Max 15

Fuente: Elaboracién propia



Para mas informacion véase el Enlace [2]

library('lpSolve’)

#funcién objetivo

#Max Z = 4X1+ 5X2+ 6X3+ 3X4
f=c(4,5,6,3)

#matriz de restricciones
mat=matrix(c(0), nrow = 1, ncol=4)
#restriccion 1: Peso maximo 15 kg.
mat[1,1]=7

mat[1,2]=6

mat[1,3]=8

mat[1,4]=2

#vector de terminos independientes (medias)

b=c(15)

#vector de signos

signos=c('<=")

#declaracion de variables que son enteras
int=c(0)

#declaracion de las variables binarias
bin=c(1:4)

solucion=Ilp(‘'max',f,mat,signos,b,int.vec = int,binary.vec = bin)

solucion$objval
## [1] 12
solucion$solution

##[1]11101

15

La solucién propuesta por el programa es que x; , x, Y x, toman el valor de 1, lo

que significa que el objeto 1 2 y 4 son los que maximizan la utilizad sin sobrepasar

los 15 kg maximos que puede aguantar la mochila.



Ejemplo
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Al ejemplo anterior tipico de la mochila podemos afiadirle mas restricciones

como por ejemplo la altura maxima, siendo éste una variante del anterior problema. A

continuacion, tenemos los siguientes datos:

Tabla 3

Utilidad Peso y Altura de los Objetos.

Utilidad Peso (Kg) Altura (dm)
Objeto 1 4 7 7
Objeto 2 5 6 4
Objeto 3 6 8 5
Objeto 4 3 2 5
Max 15 12

Fuente: Elaboracion propia

library('lpSolve’)
#funcidn objetivo
f=c(4,5,6,3)

#matriz de restricciones
mat=matrix(c(0), nrow = 2, ncol=4)
#restriccion 1: Peso maximo 15 kg.
mat[1,1]=7

mat[1,2]=6

mat[1,3]=8

mat[1,4]=2

#restriccion 2: Altura maxima 12 dm.
mat[2,1]=7

mat[2,2]=4

mat[2,3]=5

mat[2,4]=5
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#vector de terminos independientes (medias)
b=c(15,12)

#vector de signos

signos=c('<=",'<=")

#declaracion de variables que son enteras
int=c(0)

#declaracion de las variables binarias
bin=c(1:4)

solucion=Ip('max',f,mat,signos,b,int.vec = int,binary.vec = bin)

solucion$objval
##[1] 11
solucion$solution
##[110110

La solucion propuesta por el programa es que x, Yy x5 toman el valor de 1, lo que
significa que el objeto 2 y 3 son los que maximizan la utilizad sin sobrepasar los 15

kg en peso y los 12 dm en altura.

El problema de la cobertura del conjunto

Dado un cierto nimero de regiones, el problema es decidir donde instalar un
conjunto de centros de servicios (de emergencia por ejemplo) con el objetivo de cubrir
el mayor numero de regiones. Para cada posible centro, el coste de instalacién de un
servicio se conoce Y las regiones a las que puede dar servicio. Con la matriz a j;
sabremos si abriendo un centro j cubrimos a un punto de servicio i, mientras que con
la cjsabremos el coste de la instalacion de los centros de servicio.

Definicion de las variables.

xj =1 sise selecciona el centro j, y xj = 0 en caso contrario.

Definicion de las restricciones.

Al menos un centro debe dar servicio a la region i de manera que todas

las regiones queden cubiertas.
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jxj =21 Vji=1,..m

n
Jj=

1

Las variables son 0—1:
xj € {0, 1} Vi=1,..,n

Definicion de la funcién objetivo.

El coste total se minimiza:
n
min Z Cj Xj
j=1

Ejemplo
Se requiere construir hospitales de manera que den servicio a todas las 15
comunidades minimizando el costo de construccion. A continuacion se presentan los

datos siguientes:

Tabla 4

Hospitales que Cubren a las Diferentes Comunidades y el Coste de Construccion de los Hospitales

Hospital Comunidades cubiertas  Coste (millones €)
1 1,2 3.6

2 2,35 2.30

3 1,7,9,10 4.10

4 4,6,8,9 3.15

5 6,7,9,11 2.80

6 5,7,10,12,14 2.65

7 12,13,14,15 3.10

Fuente: Elaboracién propia

Para mas informacion véase el Enlace [3]



library('lpSolve’)

#funcion objetivo

f=c(3.6,2.3,4.1,3.15,2.80,2.65,3.10)
#matriz de restricciones
mat=matrix(c(0), nrow = 15, ncol=7)
#rest 1

mat[1,1]=1

mat[1,3]=1

#rest 2
mat[2,1]=1
mat[2,2]=1
#rest 3
mat[3,2]=1
#rest 4
mat[4,4]=1
#rest 5
mat[5,2]=1
mat[5,6]=1
#rest 6
mat[6,4]=1
mat[6,5]=1
#rest 7
mat[7,3]=1
mat[7,5]=1
mat[7,6]=1

#rest 8
mat[8,4]=1
#rest 9
mat[9,3]=1
mat[9,4]=1
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mat[9,5]=1
#rest 10
mat[10,3]=1
mat[10,6]=1
#rest 11
mat[11,5]=1
#rest 12
mat[12,6]=1
mat[12,7]=1
#rest 13
mat[13,7]=1
#rest 14
mat[14,6]=1
mat[14,7]=1
#rest 15
mat[15,7]=1
b=c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)
bin=c(1:7)

#vector de signos
Sigr]OS:(:(l>:I’l>:I’l>:I,l>:l,l>:l,l>:l,l>:l,l>:l,l>:l'|>:|'|>:|'|>:l’|>:|’l>:|’l>:|)
solucion=Ip('min’,f,mat,signos,b,binary.vec = bin)

solucion$objval
## [1] 15.45
solucion$solution
##[1]10111101

La solucién que nos proporciona Rstudio es que para minimizar el costo de
construccion a 15.45 millones de euros , las variables que toman el valor 1 son: x, y
X3 X4, Xs Y x,. Lo que significa que construyendo el hospital 2, 3, 4, 5y 7 se cubriran

todas las comunidades minimizando el coste.
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El problema del viajante de comercio (TSP)

Un vendedor debe visitar cada una de las n ciudades exactamente una vez y
luego regresar a su punto de partida. El tiempo que se tarda en viajar de la ciudad i a
la ciudad j es cjj. El objetivo de este problema es encontrar el orden en el que debe
hacer su recorrido para terminar lo mas rapido posible.

Definicion de las variables.

xij = 1 si el vendedor va directamente del pueblo i al pueblo j y xi=0, en
caso contrario.

Xii no esta definido para i = 1,..., n., esto evita que el vendedor salga de la

cuidad 1 y se dirija nuevamente a la cuidad 1.

Definicion de las restricciones.
Se sale de la ciudad i exactamente una vez, de ahi que la suma total de

las distintas ciudades a las que puede salir tome el valor de 1:

Llega a la ciudad j exactamente una vez, de ahi que la suma total de las

distintas cuidades que puede llegar tome el valor de 1:

IRES]

Definicidn de la funcion objetivo.

El tiempo total de viaje se minimiza:

n

n
Cl'jxl'j
i=1 j=1
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Ejemplo sin restricciones de ciclo

El vendedor debe visitar 6 ciudades exactamente una vez cada una, regresando
por ultimo al punto partida. El tiempo que se tarda en viajar de la ciudad i a la ciudad
j es cij. El objetivo de este problema es encontrar el orden en el que debe hacer su
recorrido para terminar lo mas rapido posible. A continuacion, el siguiente grafo
representa las distintas conexiones que existen entre las ciudades y los costes de estas

conexiones.

A continuacién tenemos los tiempos en minutos de los posibles recorridos que puede

hacer el vendedor.

Tabla s

i Representa el Origen'y j el Destino del Vendedor

1 2 3 4 3 6
1 10
2 15 20 25
. 3 10 20 15 17
I 4 25 15 14 20
3 17 14 18
6 20 18

Fuente: Elaboracién propia

library(‘lpSolve’)

#funcidn objetivo

f=c(15,10,
15,20,25,



10,20,15,17,
25,15,14,20,
17,14,18,
20,18)
#matriz de restricciones
mat=matrix(c(0), nrow = 12, ncol=18)
#rest 1
mat[1,1]=1
mat[1,2]=1
#rest 2
mat[2,3]=1
mat[2,4]=1
mat[2,5]=1
#rest 3
mat[3,6]=1
mat[3,7]=1
mat[3,8]=1
mat[3,9]=1
#rest4
mat[4,10]=1
mat[4,11]=1
mat[4,12]=1
mat[4,13]=1
#rest
mat[5,14]=1
mat[5,15]=1
mat[5,16]=1

#rest6
mat[6,17]=1
mat[6,18]=1
#rest/
mat[7,3]=1
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mat[7,6]=1
#rest8
mat[8,1]=1
mat[8,7]=1
mat[8,10]=1
#rest9
mat[9,2]=1
mat[9,4]=1
mat[9,11]=1
mat[9,14]=1
#rest10
mat[10,5]=1
mat[10,8]=1
mat[10,15]=1
mat[10,17]=1
#restll
mat[11,9]=1
mat[11,12]=1
mat[11,18]=1

#rest12

mat[12,13]=1

mat[12,16]=1
signos=c('=",'=",'=",'="'="'="'="'='="=""="'=)
b=c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)

bin=c(1:12)
solucion=Ip('min’,f,mat,signos,b,binary.vec = bin)

solucion$objval
## [1] 96
solucion$solution

## [11101000010010000101



25

La solucidn que nos proporciona Rstudio es que para minimizar el tiempo de

reparto en 96 minutos, las variables que toman el valor 1 son: x5, X271, X34, X43 ,
X56 Xe65-

Hasta ahora, las restricciones introducidas son precisamente las restricciones
del problema de asignacion. La solucion del problema de la asignacién da un conjunto

de ciclos desconectados, tal y como se muestra en la siguiente imagen.

Para eliminar estas soluciones, necesitamos mas restricciones que garantizan
la conectividad al imponer que el vendedor debe pasar de un conjunto de ciudades a
otro, las llamadas restricciones de conjunto de corte o rotura de ciclos:

El problema del viajante de comercio (TSP) con la restriccion de ciclos.

Restricciones de rotura de ciclos. Para cada combinacion de conjuntos de

ciclos generaremos una restriccion, de manera que ese ciclo se rompa.

szﬁ <ISl=1 VScN 2<|Sl<n-1.
i€S jES

Las variables son 0-1;

xij € {0, 1} Vi=l,...n, j=1,...,ni#.

Definicion de la funcion objetivo.

El tiempo total de viaje se minimiza:

n

n
i=1 j=1

Ejemplo con restriccion de ciclos
Continuamos con el ejemplo anterior pero esta vez afiadimos las restricciones
necesarias para evitar la formulacion de ciclos que es lo que ha pasado en el ejemplo

anterior.
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Un ejemplo de estas nuevas restricciones seria que la suma de estas dos
variables sea 1 ( x5+ x5; = 1). Obligamos asi a romper este ciclo formado en el
ejercicio anterior.

library('lpSolve’)

#funcion objetivo
f=c(15,10,
15,20,25,
10,20,15,17,
25,15,14,20,
17,14,18,
20,18)
#matriz de restricciones
mat=matrix(c(0), nrow = 30, ncol=18)
#rest 1
mat[1,1]=1
mat[1,2]=1
#rest 2
mat[2,3]=1
mat[2,4]=1
mat[2,5]=1
#rest 3
mat[3,6]=1
mat[3,7]=1
mat[3,8]=1
mat[3,9]=1
#rest4
mat[4,10]=1
mat[4,11]=1
mat[4,12]=1
mat[4,13]=1



#restS
mat[5,14]=1
mat[5,15]=1
mat[5,16]=1
#rest6
mat[6,17]=1
mat[6,18]=1
#rest7
mat[7,3]=1
mat[7,6]=1
#rest8
mat[8,1]=1
mat[8,7]=1
mat[8,10]=1
#rest9
mat[9,2]=1
mat[9,4]=1
mat[9,11]=1
mat[9,14]=1
#rest10
mat[10,5]=1
mat[10,8]=1
mat[10,15]=1
mat[10,17]=1
#restll
mat[11,9]=1
mat[11,12]=1
mat[11,18]=1
#restl12
mat[12,13]=1
mat[12,16]=1
#rest13
mat[13,1]=1
mat[13,4]=1
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mat[13,6]=1
#restl4
mat[14,3]=1
mat[14,2]=1
mat[14,7]=1
#restl5
mat[15,4]=1
mat[15,8]=1
mat[15,10]=1
#rest16
mat[16,7]=1
mat[16,5]=1
mat[16,11]=1
#restl7
mat[17,8]=1
mat[17,12]=1
mat[17,14]=1
#rest18
mat[18,11]=1
mat[18,9]=1
mat[18,15]=1
#rest19
mat[19,12]=1
mat[19,16]=1
mat[19,17]=1
#rest20
mat[20,15]=1
mat[20,13]=1
mat[20,18]=1
#rest21
mat[21,4]=1
mat[21,9]=1
mat[21,15]=1
mat[21,10]=1



#rest22
mat[22,7]=1
mat[22,5]=1
mat[22,12]=1
mat[22,14]=1
#rest23
mat[23,1]=1
mat[23,3]=1
#rest24
mat[24,2]=1
mat[24,6]=1
#rest25
mat[25,4]=1
mat[25,7]=1
#rest26
mat[26,5]=1
mat[26,10]=1
#rest27
mat[27,8]=1
mat[27,11]=1
#rest28
mat[28,12]=1
mat[28,15]=1
#rest29
mat[29,13]=1
mat[29,17]=1
#rest30
mat[30,16]=1
mat[30,18]=1

signos=c('=",'=

<:l,l<:l,l<:l’l<:l’l<:l’l<:l’l<:l’l<:l’l<:l)

b=c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,1,1,1,1,1,1,1,1)

bin=c(1:18)
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solucion=Ip('min’,f,mat,signos,b,binary.vec = bin)

solucion$objval
## [1] 105
solucion$solution

# [1]100011000000110001

La solucién que nos proporciona Rstudio es que, para minimizar el tiempo de
reparto en 105 minutos, las variables que toman el valor 1 son: x;5, X24 , X46 » Xes
Xs3 X371 . LO que significa que el repartidor empezara el recorrido desde la cuidad 1,
seguidamente ird a la cuidad 2, a continuacion a la 4, después a la 6, continuara hacia
la 5, seguidamente a la 3 y finalmente volvera a su punto de partida que es la cuidad
1. Como podemos observar en este caso, gracias a las restricciones nuevas hemos
conseguido que no se formen mas ciclos, esta vez el viajante recorre todas las cuidades

y vuelve al punto de partida.

El problema de la localizacion de servicios sin capacidades (UFL)

Tenemos un conjunto de ubicaciones potenciales para nuevas instalaciones o
servicios N = {1,...,n} yunconjunto M = {1,....m} de clientes, suponemos que existe
un coste fijo f; asociado al uso del servicio j, y un costo del transporte c;; si todo el
pedido del cliente i se entrega desde el deposito j. El problema consiste en decidir qué
servicios o instalaciones abrir y qué instalacion sirve a cada cliente para minimizar la

suma de los costos fijos y de transporte.
Definicion de las variables

y;j J € N esta variable binaria tomara el valor 1 si se abre el servicio j, y y;=0 en caso

contrario.

Por otro lado, tenemos x;; que tomara el valor 1 si al cliente i se le asigna el servicio

J»Y x;; = 0 en caso contrario.

Definicion de las restricciones

Satisfaccion de la demanda del cliente i:
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XU=1 Vl=1,,m

n
Jj=

1

Cada cliente i sera satisfecho por un servicio j

x; <y Vi=lL.,om Vj=1.,n

Las variables son binarias 0—1:

xij€{0,1} Vi=l,...m Vj=1,..,n
yi €{0,1} Vj=1,...,n

Definicion de la funcion objetivo.

El ObjetiVO es ZjEN h] (xlj,..., xmj), donde hj(xlj,...,xmj) :f)’ + ZiEM Cij Xij
Si Yiem x;; > 0, por lo que obtenemos:
DX WY
ieM  jen JEN

Querremos que la suma de los costes de asociar cada cliente a un servicio y de abrir

los servicios sean minimos

Ejemplo
Tenemos 3 fabricas que deberan satisfacer a 4 clientes potenciales. Necesitamos saber
qué fabricas nos conviene abrir y a qué clientes abastecer minimizando al maximo

tanto el coste fijo como el variable.

El coste fijo de la apertura de las 3 fabricas son los siguientes:



Tabla 6

Coste Fijo asociado a cada Fabrica

Fabricas Coste Fijo
F1 2500 €
F2 2000 €
F3 2000 €

Fuente: Elaboracion propia
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Los costes variables de asignar un cliente a una fabrica se presentan a continuacion:

Tabla 7

Costes Variables de Asignacion

j (fabricas)

1 2 2
A 115 € 110 € 130 €
| {clientds) B 110 € 120 € 105 €
C 102 € 150 € 140 €
D 130 € 110 € 120 €

Fuente: Elaboracion propia

library('IpSolve")

#funcion objetivo
f=c(115, 110, 102, 130,
110, 120, 150, 110,

130, 105, 140, 120, 2500,2000, 2000)

#matriz de restricciones

mat=matrix(c(0), nrow = 16, ncol=15)

#rest 1
mat[1,1]=1



mat[1,5]=1
mat[1,9]=1
#rest 2
mat[2,2]=1
mat[2,6]=1
mat[2,10]=1
#rest 3
mat[3,3]=1
mat[3,7]=1
mat[3,11]=1

#rest 4
mat[4,4]=1
mat[4,8]=1
mat[4,12]=1
#rest 5
mat[5,1]=1
mat[5,13]=-1
#rest 6
mat[6,2]=1
mat[6,13]=-1
#rest 7
mat[7,3]=1
mat[7,13]=-1
#rest 8
mat[8,4]=1
mat[8,13]=-1
#rest 9
mat[9,5]=1
mat[9,14]=-1
#rest 10
mat[10,6]=1
mat[10,14]=-1
#rest 11
mat[11,7]=1
mat[11,14]=-1
#rest 12
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mat[12,8]=1
mat[12,14]=-1
#rest 13
mat[13,9]=1
mat[13,15]=-1
#rest 14
mat[14,10]=1
mat[14,15]=-1
#rest 15
mat[15,11]=1
mat[15,15]=-1
#rest 16

mat[16,12]=1

mat[16,15]=-1

HHHHB R R

b=c(1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)

bin=c(1:15)

#vector de signos
SignOS:C(':',':',':',':','<:','<:','<:','<:','<:','<:','<:','<:','<:','<:','<:','<:')
solucion=Ip('min’,f,mat,signos,b,binary.vec = bin)

solucion$objval
## [1] 2490
solucion$solution

## [1]1000011110000010

El resultado que nos proporciona Rstudio es que para minimizar el coste tanto
fijo como variable, las variables que toman el valor 1 son: x;,, X2 , X35, X42 Y V2.
Lo que significa que se pondra en funcionamiento la fabrica dos y sera la Gnica que

sera asignada a todos los clientes.
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El problema del camino mas corto
Es el problema que consiste en encontrar un camino entre los vértices o nodos,

de tal manera que la suma de los pesos de las aristas que lo constituyen sea minima.
Definicion de las variables

Tenemos x;; que tomara el valor 1 si el viajante va de un nodo i al nodo j, y

x;; = 0 en caso contrario.

Definicion de las restricciones

Salimos del nodo 1. La suma de las conexiones que salen del nodo uno ha de tomar el

valor de 1.

G=(V,A) V son los nodos y A las aristas.
J:(1,))€A

Llegamos finalmente al nodo 5 esto supone que la suma de las variables que llegan al

nodo 5 tiene que ser 1.

Xis =1 J=5
i:(i5)ea

En esta Gltima restriccion se formard un camino, para cada nodo restante 2, 3y 4
tomara valor de 1 la variable de partida como la variable de salida, indicando asi que
por ejemplo el viajante entrard al nodo 2 y enseguida saldra del mismo, lo mismo

pasara como en nodo 3y 4.

Xik = Z xkj k= 2,3,4’
i:(i,k)EA ji(k,j)EA

Las variables son binarias 0-1:

xij€{0,1} Vi=l,...m Vj=1,..,n
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Definicion de la funcién objetivo.

min Z Z Cl']'xl']'
iEM  jEN
Queremos conseguir que la suma de los pesos de las aristas que lo constituyen sea

minima. Es decir, que el recorrido sea minimo.

Ejemplo

Queremos encontrar el camino mas corto para ir de una cuidad a otra. En este caso los
vértices representarian las cuidades y las aristas las carreteras que las unen, cuya
ponderacion viene dada por los kilometros que se realizan al atravesar las distintas

cuidades hasta llegar a la cuidad de destino. Los datos lo tenemos a continuacion.

library('IpSolve")
#funcion objetivo
f=c(50, 100,

45,

60,105,

60)
#matriz de restricciones

mat=matrix(c(0), nrow = 5, ncol=6)
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#rest 1 salimos del nodo 1
mat[1,1]=1
mat[1,2]=1
#rest 2 llegamos al nodo 5
mat[2,5]=1
mat[2,6]=1

#rest 3 se ha de formar un camino Nodo 2
mat[3,1]=1

mat[3,3]=-1

#rest 4 se ha de formar un camino Nodo 3
mat[4,2]=1

mat[4,3]=1

mat[4,4]=-1

mat[4,5]=-1

#rest 5 se ha de formar un camino Nodo 4
mat[5,4]=1

mat[5,6]=-1

b=c(1,1,0,0,0)

bin=c(1:6)

#vector de signos
signos=c('=','=",'=",'=",'=)
solucion=Ip(‘'min',f,mat,signos,b,binary.vec = bin)

solucion$objval
## [1] 200
solucion$solution
##[11101010

La solucién que nos proporciona el programa es que para realizar el trayecto
del camino mas corto en 200 km partiendo de la cuidad 1 y llegando a la cuidad 5. Las
variables que toman el valor 1 son: x;,, x,3, Y X35 lo que significa que el recorrido
optimo es partir de la cuidad 1, dirigirse a la cuidad 2, a continuacion ir a la cuidad 3

y finalmente terminar el recorrido en la cuidad 5.
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Conclusion

Existen en la literatura mas problemas clasicos de la investigacidn operativa, aqui solo

hemos considerado algunos de entre los mas conocidos.

A modo de cierre de este trabajo podemos sefialar que hoy en dia la Investigacion de
Operaciones destaca en el &mbito empresarial ya que nos permite plantear una
resolucién a muchos problemas operacionales, problemas tipo la distribucién de
recursos, disposicion de medios, control de inventarios, calendarizacion de personal y
sistemas de distribucion.. etc. Para seguir profundizando en la Investigacion Operativa
lo que podriamos hacer es afiadir ejemplos nuevos que pudiesen ocurrir dentro de una
empresa siguiendo el modelo de los ejemplos propuestos en el trabajo, iniciando con
una pequefia introduccion del problema, formulandolos matematicamente, definiendo
sus restricciones y funcion objetivo e implementandolos y resolviendolos en el

programa Rstudio.
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