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Junio de 2008





UNIVERSIDAD MIGUEL HERNÁNDEZ DE ELCHE
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2.4. Método de la máxima verosimilitud residual (REML) . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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4.4. Estimación del error cuadrático medio de los estimadores EBLUP . . . . . . . . . 116

4.4.1. Estimación del error cuadrático medio de Ŷ
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F.3.3. Probabilidad de cobertura emṕırica, Cd y Cdi al 95% . . . . . . . . . . . 354
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Prólogo

Introducción

En los últimos años ha venido constatándose en la sociedad española la existencia de una ma-
yor exigencia de información estad́ıstica, tanto en cantidad como en calidad, como consecuencia
de su mayor cultura económica y social. Esto ha planteado a los institutos de estad́ıstica la nece-
sidad de abordar nuevas investigaciones, ahondar en múltiples análisis de la realidad económica
y social, y someter todos sus datos a un estricto control de calidad capaz de mantener el alto
grado de confianza del que disfruta la información estad́ıstica oficial.

La recolección de datos estad́ısticos y su utilización para estimar parámetros demográficos o
socioeconómicos es hoy en d́ıa de vital importancia para el mantenimiento de nuestra sociedad
de la información. El estado de la nación, el de la comunidad autónoma o el de la provincia
puede diagnosticarse a partir del análisis de los datos publicados por el Instituto Nacional de
Estad́ıstica (INE) o por sus equivalentes organismos autonómicos. Aśı por ejemplo, parámetros
como el Índice de Precios al Consumo, Producto Interior Bruto, Tasa de Paro, Tasa de Natalidad,
Ingresos Netos por Hogar, etc., están siendo utilizados constantemente por nuestros gobernantes
para decidir cuándo y cómo distribuir los presupuestos públicos y, más generalmente, para
elaborar poĺıticas sociales y económicas.

Si se analizan las encuestas que publica el INE (por ejemplo, la Encuesta de Población
Activa (EPA) o la Encuesta Europea de Ingresos y Condiciones de Vida (Panel de Hogares,
anteriormente Encuesta Continua de Presupuestos Familiares (ECPF)) se observará que hay
estimaciones relativas a España, a las 17 Comunidades Autónomas y a las 52 provincias. Sin
embargo, al disminuir el tamaño de la muestra, las encuestas de ámbito nacional no pueden,
en general, descender a desagregaciones inferiores a la provincia (por ejemplo, la comarca o el
municipio), pues las estimaciones pierden precisión.

Los usuarios de las estad́ısticas públicas están demandando, con creciente intensidad, la dis-
posición de una base de datos accesible y constantemente actualizada para áreas pequeñas (co-
marcas y municipios). En este punto, los Gobiernos Autónomos, los Ayuntamientos, las Cámaras
de Comercio, las Organizaciones Empresariales y Sindicales, las Universidades, etc., presionan
constantemente para la consecución de este fin.

La ausencia de estimaciones para áreas pequeñas es un problema común a la mayoŕıa de los
páıses europeos, y por tal motivo se está potenciando la investigación en técnicas estad́ısticas
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para la estimación en dichas áreas. Esas técnicas, de última generación, permiten resolver el
problema con costes moderados. Hay que tener en cuenta que, con las técnicas estad́ısticas
actualmente vigentes en los Institutos Nacionales de Estad́ıstica europeos, el problema se podŕıa
solucionar con un aumento de los tamaños de muestra. Sin embargo, tal solución conlleva un
aumento desorbitado de los costes y en consecuencia ningún páıs occidental la ha adoptado.

En España, el INE y los Institutos Autonómicos de Estad́ıstica (IAE) están interesados en
el desarrollo de técnicas estad́ısticas modernas que permitan la estimación en áreas pequeñas,
para las que son ineficientes los procedimientos de elevación empleados habitualmente en sus
operaciones estad́ısticas. Por tal motivo, en esta memoria se ha desarrollado una metodoloǵıa
estad́ıstica aplicable a las encuestas por muestreo de la Estad́ıstica Pública española. En concreto,
se presentan dos aplicaciones. En la primera se estiman totales de parados en las Encuesta de
Población Activa y en la segunda se estima el gasto anual medio del hogar en la Encuesta
Continua de Presupuestos Familiares.

Los métodos de estimación en áreas pequeñas pueden, en general, clasificarse de la siguiente
forma:

1. Estimadores compuestos sin modelos expĺıcitos. Un estimador compuesto es una suma
ponderada de estimadores directos e indirectos. El estimador indirecto es sesgado para un
área pequeña dada, pero insesgado a un nivel de agregación mayor del de pertenencia al
área pequeña. Los pesos se suelen elegir de una de las dos formas siguientes:

1.1. Minimizando el error cuadrático medio del estimador compuesto. Por ejemplo, el
“composite estimator” y el “constrained composite estimator”.

1.2. Determinando los pesos a partir de los tamaños muestrales en el área pequeña. Por
ejemplo, el “sample-size dependent estimator” y el “GREG”.

2. Modelización expĺıcita de las variables objetivo en términos de las variables auxiliares. El
modelo se puede definir a nivel de unidad o a nivel de área. Conviene además distinguir
que:

2.1. En los modelos marginales se especifica la esperanza de las variables objetivo dadas
las variables auxiliares y, en consecuencia, los efectos marginales de las variables
auxiliares en la población. Los modelos marginales no contienen efectos aleatorios.
Por ejemplo, el estimador sintético básico o el estimador sintético de regresión.

2.2. En los modelos condicionales se introducen efectos aleatorios a nivel de unidad o de
área. La independencia entre las variables de la encuesta, en distintas unidades o
áreas, se da condicionalmente a la realización de los efectos aleatorios. Por ejemplo,
el estimador EBLUP.

La investigación desarrollada en esta memoria se enmarca en el apartado 2.2.



3

Antecedentes y estado actual del tema

Estimación en áreas pequeñas es una parcela de la estad́ıstica que trata el problema de esti-
mar parámetros de subconjuntos (llamados áreas pequeñas o dominios) de la población a partir
de muestras e información auxiliar. Debido a la falta de precisión de los estimadores directos de
parámetros de áreas pequeñas, se han desarrollado nuevos procedimientos de estimación. Ghosh
y Rao (1994), y más recientemente Rao (2003) o Jiang y Lahiri (2006), dan una descripción de-
tallada de esta teoŕıa. Los modelos de regresión lineal mixta (véase Searle, Casella y McCullogh,
1992) incrementan la eficiencia de la información usada en el proceso de estimación estableciendo
nexos o relaciones entre todas las observaciones de la muestra, y al mismo tiempo introduciendo
variabilidad entre áreas. Los modelos de este estilo se han usado en Estados Unidos para estimar
ingresos per cápita en áreas pequeñas (Fay y Herriot, 1979), para estimar conteos no incluidos
en el censo (Ericksen y Kadane, 1985, y Dick, 1995 en el censo canadiense), y para estudios
de pobreza en población escolar (National Research Council, 2000). Conviene mencionar que
utilizando estos estimadores, el Departamento de Educación de Estados Unidos asigna más de
7000 millones de dólares en fondos generales a los condados, y luego los estados distribuyen estos
fondos entre los distritos escolares (Rao, 2003). El uso de estas técnicas no se restringe a datos
socioeconómicos. El trabajo de Battese, Harter y Fuller (1988) es un ejemplo de aplicación al
campo de la agricultura. Estos autores usaron un modelo lineal mixto para estimar extensiones
de determinados cultivos.

Cuando los parámetros son lineales (combinaciones lineales de los valores que la variable obje-
tivo toma en los elementos de la población), los predictores lineales insesgados óptimos (BLUP -
Best Linear Unbiased Predictor) dependen de algunos parámetros desconocidos que generalmen-
te son componentes de la varianza o correlaciones (Henderson, 1975). Cuando esos parámetros se
reemplazan por estimadores, entonces los correspondientes predictores se denominan emṕıricos
(EBLUP - Empirical BLUP). Sin embargo el error de predicción (o error cuadrático medio -
MSE) exacto no puede obtenerse anaĺıticamente. Por este motivo han aparecido diversas apro-
ximaciones en la literatura cient́ıfica. La primera simplificación del MSE la obtuvieron Kackar y
Harville (1981) suponiendo normalidad de los errores y de los efectos aleatorios. En un segundo
art́ıculo Kackar y Harville (1984) obtuvieron una aproximación del MSE y propusieron un esti-
mador que se basaba en ella. Prasad y Rao (1990) dieron una nueva aproximación para modelos
con matrices de covarianza diagonales a bloques. Bajo ciertas condiciones de regularidad para los
modelos y los estimadores de las componentes de la varianza, demostraron que cuando el número
de bloques D tiende a infinito su aproximación es del orden 1/D. Ellos propusieron un estimador
del MSE y dieron expresiones espećıficas para tres tipos de modelos: los modelos Fay-Herriot,
los de errores anidados y los de coeficientes aleatorios. Los estimadores de las componentes de la
varianza obtenidos por el método del ajuste de constantes, también llamado Henderson 3 (véase
Searle, Casella y McCulloch (1992)) satisfacen las condiciones de regularidad mencionadas; sin
embargo, esto no ocurre con los estimadores de máxima verosimilitud. Datta y Lahiri (2000)
obtuvieron el estimador análogo del MSE en modelos con matrices de covarianza diagonales a
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bloque y componentes de la varianza estimadas por máxima verosimilitud (ML) o por máxima
verosimilitud residual (REML). Más recientemente, Das, Jiang y Rao (2004) estudiaron la apro-
ximación del error de predicción en una clase más amplia de modelos, cuando las componentes
de la varianza se estiman por los métodos ML o REML.

Cuando no se dispone de estimadores adecuados, los métodos de remuestreo resuelven el
problema; pero incluso cuando los hay también proporcionan estimadores alternativos de gran
calidad. En lo relativo a la estimación del MSE de predictores emṕıricos en modelos para áreas
pequeñas, se pueden encontrar algunos métodos de remuestreo en la literatura cient́ıfica. Jiang,
Lahiri y Wan (2002), basándose en la técnica del jackknife, dan estimadores asintóticamen-
te insesgados especificando el orden de consistencia. Pfeffermann y Tiller (2005) introducen
procedimientos bootstrap, paramétricos y no paramétricos, para estimar MSE en modelos de
espacio-estado. Recientemente Hall y Maiti (2006a,b) introducen algoritmos de doble bootstrap
(paramétrico o de momentos ajustados), González-Manteiga et al. (2006) aplican procedimientos
bootstrap en modelos mixtos de regresión loǵıstica a nivel de áreas y González-Manteiga et al.
(2008) aplican procedimientos bootstrap en modelos lineales mixtos a nivel de individuos. Sus
resultados computacionales muestran una reducción de sesgo con respecto a otros estimadores.

El modelo lineal mixto con dos factores aleatorios anidados, que se estudia en esta memoria,
fue utilizado en el contexto de la estimación en áreas pequeñas, por Datta y Ghosh (1991) y
Pfeffermann y Barnard (1991). Estos autores asumieron un modelo simplificado, con variables
auxiliares constantes en los subdominios. Stukel y Rao (1997) suprimen la citada simplificación y
desarrollan algoritmos de ajuste para modelos mixtos anidados con uno y dos factores aleatorios.
Stukel y Rao (1999) estudian la aplicabilidad del modelo a la estimación de parámetros lineales
en áreas pequeñas. En concreto, Stukel y Rao (1999) ajustan el modelo mediante el método
Henderson 3, proponen un estimador EBLUP y proporcionan una aproximación de su error
cuadrático medio. En la presente memoria se extienden los resultados de Stukel y Rao en dos
direcciones:

1. Ajuste del modelo. Se consideran los métodos Henderson 3 (H3), máxima verosimilitud
(ML) y máxima verosimilitud residual (REML). Se dan algoritmos de cálculo y se anali-
zan los errores cuadráticos medios y sesgos mediante estudios de simulación. Se concluye
aconsejando el uso del método REML.

2. Se proporcionan dos tipos de procedimientos para estimar el error cuadrático medio de los
EBLUP: los estimadores de fórmula expĺıcita y los estimadores por remuestreo bootstrap.
Se concluye recomendando un estimador basado en remuestreo bootstrap paramétrico con
corrección de sesgo.

En la memoria no se han dejado las aplicaciones estad́ısticas en un segundo plano. Los
procedimientos desarrollados se han empleado con dos casos reales. En la primera aplicación
(Encuesta de Población Activa) se realiza una modelización jerárquica, donde el dominio del
primer nivel es la provincia y el del segundo nivel (subdominio) es la comarca dentro de la
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provincia. En este caso, el modelo se usa para tratar datos con estructura geográfica anidada.
En la segunda aplicación (Encuesta Continua de Presupuestos Familiares) los dominios de primer
nivel son las comunidades autónomas y los de segundo nivel son los trimestres del año dentro
de la provincia. En este último caso, el modelo se usa para tratar datos de carácter temporal.

Contenido de la memoria

En esta memoria se investiga la aplicabilidad de los modelos lineales mixtos con dos factores
aleatorios anidados a la estimación de parámetros de dominios y subdominios de poblaciones
finitas. En estimación en áreas pequeñas, estos modelos son de gran utilidad, pues permiten
tanto la modelización de datos de carácter temporal, como la estimación simultanea de paráme-
tros poblacionales en áreas d y subáreas di, más pequeñas que las grandes áreas para las cuales
se diseña un estudio por muestreo. La utilización de este tipo de modelos tiene interés en es-
tad́ıstica pública, y en particular en las estad́ısticas socioeconómicas. Sin embargo, también hay
aplicaciones relevantes en el campo de la estad́ıstica medioambiental, en la modelización de datos
agŕıcolas, etc.

La investigación llevada a cabo con esta tesis doctoral, pretende aportar una nueva modeliza-
ción dentro de la teoŕıa de la estimación en áreas pequeñas, comparar varios métodos de ajuste
del modelo propuesto, desarrollar la teoŕıa necesaria para el cálculo de estimadores de áreas
pequeñas aśı como de sus errores cuadráticos medios, implementar software ad-hoc y adaptar la
metodoloǵıa introducida a la estimación de parámetros de interés (socioeconómicos, laborales,
etc).

La presente memoria consta de siete caṕıtulos y seis apéndices distribuidos del siguiente
modo:
En el Caṕıtulo 1 se introduce la teoŕıa general de modelos lineales mixtos necesaria para abor-
dar posteriormente el resto de caṕıtulos. Se hace hincapié en la teoŕıa general de predicción, en
la metodoloǵıa de ajuste de los modelos lineales mixtos y en la obtención de errores cuadráticos
medios de predictores.
En el Caṕıtulo 2 se introduce el modelo lineal mixto con dos factores aleatorios anidados, se
plantean tres métodos de ajuste, Henderson 3, máxima verosimilitud, y máxima verosimilitud
residual. Se desarrollan los algoritmos de ajuste para la estimación de los parámetros desco-
nocidos del modelo, de manera que posteriormente puedan ser eficientes computacionalmente.
Por último se describe un experimento de simulación que permite comparar los tres métodos de
ajuste.
En el Caṕıtulo 3 se aplica el teorema general de predicción, revisado en el caṕıtulo 1, a la
obtención de una predicción lineal insesgada óptima de determinados parámetros poblaciona-
les de tipo lineal asociados a la variable de interés. A este tipo de predictores se les conoce
como BLUP y EBLUP, cuando las componentes de la varianza son conocidas o desconocidas
respectivamente. Por último se presenta un experimento de simulación que permite comparar
las predicciones obtenidas a través de ciertas medidas de eficiencia emṕırica.
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En el Caṕıtulo 4 se aplica la teoŕıa correspondiente a la estimación del error cuadrático medio
de los EBLUP introducida en el caṕıtulo 1. Se extiende esta teoŕıa al modelo objeto de estudio
y se realiza un experimento de simulación que permite analizar el comportamiento de estos es-
timadores.
En el Caṕıtulo 5 se obtienen estimaciones del error cuadrático medio de los EBLUP mediante
remuestreo bootstrap. Se analiza el comportamiento de dos estimadores bootstrap a través de
un experimento de simulación. El experimento se ha diseñado para obtener comparaciones con
los estimadores desarrollados y estudiados en el caṕıtulo anterior.
El Caṕıtulo 6 está dedicado a la aplicación de la metodoloǵıa desarrollada en dos ejemplos
prácticos. En el primero de ellos (Encuesta de Población Activa) se busca, a través de este tipo
de modelos, una estimación del total de parados para comarcas dentro de su correspondiente
provincia. En el segundo (Encuesta Continua de Presupuestos Familiares), se busca una estima-
ción del gasto total anual medio del hogar por trimestres para cada comunidad autónoma.
En el Caṕıtulo 7 se ofrecen algunas conclusiones de carácter general y se plantean futuras
ĺıneas de investigación.
En los Apéndices A y B se detallan los cálculos intermedios que dan lugar a las expresiones
descritas en los caṕıtulos 2 y 4, respectivamente.
En los Apéndices C, D, E y F se presentan tablas con los valores numéricos correspondientes
a la realización de los experimentos de simulación descritos en cada uno de los caṕıtulos.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Teoŕıa de la predicción bajo el modelo lineal general

En esta sección se presenta un resumen de la Teoŕıa de la predicción bajo el modelo lineal
general, extráıdo del caṕıtulo 2 de Valliant et al. (2000).

Se considera una población finita definida por el conjunto Ω = {1, . . . , N}. A cada unidad
de la población se le asocia un valor de la variable objetivo y, de modo que existe el vector de
observaciones y = (y1, . . . , yN )t. Este vector se trata matemáticamente como la realización de
un vector aleatorio Y = (Y1, . . . , YN ).

El objetivo es estimar una combinación lineal de y1, . . . , yN , aty, donde a = (a1, . . . , aN )t es
un vector de N constantes. Por ejemplo,

Si ai = 1 ∀i, entonces aty =
∑N

i=1 yi = total poblacional,

Si ai = 1
N ∀i, entonces aty = 1

N

∑N
i=1 yi = media poblacional.

De la población se selecciona una muestra, s ⊂ Ω, de n ≤ N unidades. Sea r = Ω−s el conjunto
de unidades que no han sido seleccionadas en la muestra. Sin pérdida de generalidad, se puede
reenumerar la población y escribir y = (yt

s, y
t
r)

t, donde

ys es el vector de n unidades observadas

yr es el vector de N − n unidades no observadas

Análogamente, se escribe a = (at
s, a

t
r)

t y aty = at
sys + at

ryr, que es la realización de atY =
at

sY s +at
rY r. Obsérvese que el problema de estimar aty es equivalente al problema de predecir

el valor at
ryr de la variable aleatoria no observada at

rY r.

Definición 1.1.1. Un estimador lineal de θ = atY es θ̂ = gt
sY s, donde gs = (g1, . . . , gn)t es

un vector de n coeficientes.

Definición 1.1.2. El error de estimación de un estimador θ̂ = gt
sY s es θ̂ − θ = gt

sY s − atY .

9
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Observación 1.1.3. El error de estimación puede escribirse en términos de las unidades ob-
servadas y no observadas de la siguiente forma:

θ̂ − θ = gt
sY s − atY = (gt

s − at
s)Y s − at

rY r = γtY s − at
rY r, con γ = gs − as.

Por tanto,

El primer término depende sólo de las unidades en la muestra s, y su valor se conoce
después de observar la muestra.

El segundo término depende de las unidades no muestrales y debe ser predicho.

Un estimador ideal verificará 0 = θ̂−θ = γtY s−at
rY r. Por tanto, usar gt

sY s para estimar
atY es equivalente a usar γtY s para predecir at

rY r. Con lo cual, encontrar un buen “gs”
es equivalente a encontrar un buen “γ”.

En este apartado se introduce el problema de predicción bajo el modelo lineal general M :

EM [Y ] = Xβ, VM [Y ] = V ,

donde XN×p es la matriz de las variables auxiliares, βp×1 es el vector de parámetros desconocidos
y V N×N es una matriz de covarianzas conocida y definida positiva. Se supone que los valores de
las variables auxiliares son conocidos en todas las unidades de la población; es decir XN×p es
conocida.

Reordenando los elementos de la población se puede escribir

X =
[

Xs

Xr

]
, V =

[
V ss V sr

V rs V rr

]
,

donde Xs es n×p, Xr es (N−n)×p, V ss es n×n, V rr es (N−n)×(N−n), V sr es n×(N−n)
y V rs = V t

sr. Se supone además que V ss es definida positiva.

Definición 1.1.4. El estimador θ̂ es insesgado para θ bajo el modelo M si EM [θ̂ − θ] = 0.
(también se dice: predictivamente insesgado o insesgado respecto de la distribución del
modelo). Obsérvese que escribir EM [θ̂] = θ es incorrecto, ya que θ es aleatorio.

Definición 1.1.5. La varianza del error (varianza de predicción) de θ̂ bajo M es EM [(θ̂− θ)2].

A continuación se enuncia el Teorema General de Predicción. Su demostración se puede
ver en Vaillant et al. (2000), p. 29. También se presentan otros resultados enunciados, pero no
demostrados, en Valliant et al. (2000).

Teorema 1.1.6. De entre los estimadores lineales y predictivamente insesgados θ̂ = gt
sY s de

θ = atY , la varianza del error se minimiza en

θ̂opt = at
sY s + at

r

[
Xrβ̂ + V rsV

−1
ss (Y s −Xsβ̂)

]
, (1.1)
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donde β̂ = (Xt
sV

−1
ss Xs)−1Xt

sV
−1
ss Y s. La varianza del error de θ̂opt es

VM [θ̂opt − θ] = at
r(V rr − V rsV

−1
ss V sr)ar

+ at
r(Xr − V rsV

−1
ss Xs)(Xt

sV
−1
ss Xs)−1(Xr − V rsV

−1
ss Xs)tar

Corolario 1.1.7. El estimador β̂ = (Xt
sV

−1
ss Xs)−1Xt

sV
−1
ss Y s minimiza la suma ponderada de

cuadrados residuales SSE = (Y s −Xsβ)tV −1
ss (Y s −Xsβ).

Demostración: Se verifica que

SSE = Y t
sV

−1
ss Y s + βtXt

sV
−1
ss Xsβ − 2βtXt

sV
−1
ss Y s.

Entonces

0 =
∂SSE

∂β
= 2Xt

sV
−1
ss Xsβ̂ − 2Xt

sV
−1
ss Y s ⇐⇒ β̂ = (Xt

sV
−1
ss Xs)−1Xt

sV
−1
ss Y s.

2

Observación 1.1.8. Conviene hacer las siguientes observaciones:

1. Las ecuaciones Xt
sV

−1
ss Xsβ̂ = Xt

sV
−1
ss Y s se denominan ecuaciones normales. Son p

ecuaciones con p incógnitas β1, . . . , βp, donde β = (β1, . . . , βp).

2. El estimador de β, β̂, recibe el nombre de estimador ḿınimo-cuadrático.

3. Si XsV
−1
ss Xs es singular, se sustituye (XsV

−1
ss Xs)−1 por (XsV

−1
ss Xs)− en la expresión

del estimador; es decir, se usan inversas generalizadas.

Corolario 1.1.9. Si V rs = 0, entonces el predictor BLU y la varianza del error son

θ̂opt = at
sY s + at

rXrβ̂, VM (θ̂opt − θ) = at
r

(
V rr + XrA

−1
s Xt

r

)
ar.

Demostración: Inmediata. 2

Observación 1.1.10. Si V rs = 0, entonces θ̂opt = at
sY s + at

rŶ r, donde Ŷ r = Xrβ̂.

Proposición 1.1.11. De entre todos los estimadores lineales y predictivamente insesgados θ̂ de
θ, la varianza del estimador se minimiza en θ̂◦ = atXβ̂, donde β̂ = (Xt

sV
−1
ss Xs)−1Xt

sV
−1
ss Y s.

La varianza del estimador es

VM [θ̂◦] = atXA−1
s Xta, con As = Xt

sV
−1
ss Xs.
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Demostración: Sea θ̂ = gt
sY s un estimador lineal de θ = atY . La varianza de θ̂ es VM [θ̂ ] =

gt
sV ssgs. Como θ̂ es predictivamente insesgado, verifica

0 = EM

[
θ̂ − θ

]
= gt

sXsβ − atXβ = (gt
sXs − atX)β.

La función Lagrangiana a minimizar es

L = gt
sV ssgs + 2(gt

sXs − atX)λ.

Se verifica que

0 =
∂L

∂gs

= 2V ssgs + 2Xsλ. (1.2)

De (1.2) se deduce que gs = −V −1
ss Xsλ. Premultiplicando (1.2) por Xt

sV
−1
ss , y teniendo en

cuenta que Xt
sgs = Xta, se obtiene

0 = Xt
sV

−1
ss V ssgs + Xt

sV
−1
ss Xsλ = Xta + Asλ.

Por tanto
λ = −A−1

s Xta y g◦s = V −1
ss XsA

−1
s Xta.

Sustituyendo en la expresiones de θ̂ y VM [θ̂ ], se obtiene

θ̂◦ = g◦ts Y s = atXA−1
s Xt

sV
−1
ss Y s = atXβ̂,

VM [θ̂◦ ] = g◦ts V ssg
◦
s = atXA−1

s Xt
sV

−1
ss V ssV

−1
ss XsA

−1
s Xta = atXA−1

s Xta.

2

Observación 1.1.12. Conviene observar que:

1. El estimador θ̂opt se puede escribir de la siguiente forma

θ̂opt = at
sY s + at

rXrβ̂ + at
rV rsV

−1
ss (Y s −Xsβ̂) = at

sY s + at
rŶ r + at

rV rsV
−1
ss es.

Por tanto θ̂opt usa las unidades muestrales para reconstruir la “parte muestral” del paráme-
tro θ = atY . Los valores de y de las unidades no muestrales los predice Ŷ r y los usa para
reconstruir la parte no muestral del parámetro. Finalmente usa los residuos muestrales
es = Y s −Xsβ̂ para corregir el sesgo y conseguir la insesgadez predictiva.

2. El estimador θ̂◦ = atXβ̂ = atŶ , se olvida de los valores muestrales observados y no
corrige el sesgo predictivo. Reconstruye el parámetro usando solamente las predicciones de
los valores Y .

Observación 1.1.13. Supóngase que V rs = 0. Si el parámetro de interés es Yi = ηtY , con
η = (0, . . . , 0, 1(i), 0, . . . , 0), el estimador BLU es

Ŷi =
{

Yi si i ∈ s

xiβ̂ = Ỹi si i ∈ r
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donde xi es la fila i de la matrix X. Para cualquier otro parámetro θ = atY , se tiene

θ̂opt = at
sY s + at

rXrβ̂ =
∑

i∈s

aiYi +
∑

i∈r

aixiβ̂ =
∑

i∈s

aiYi +
∑

i∈r

aiỸi,

θ̂◦opt = atXβ̂ =
∑

i∈s∪r

aixiβ̂ =
∑

i∈s∪r

aiỸi.

El estimador θ̂opt recibe el nombre de predictivo, y el estimador θ̂◦opt se llama proyectivo.

1.2. Modelos lineales con efectos aleatorios

1.2.1. Introducción

Los modelos lineales (ML) tratan de modelizar la relación entre una variable dependiente (o
de respuesta) y y un conjunto de variables x. Estos modelos asumen básicamente tres hipótesis:
linealidad, normalidad e independencia. La primera hipótesis afirma que la media de la variable
y es una función lineal de las componentes de x. La segunda hipótesis especifica una distribución
normal multivariante para el vector de valores observados de y. Finalmente, también se asume
la hipótesis de independencia estocástica de las observaciones de y. Los ML constituyen una
materia clásica dentro de la estad́ıstica y se pueden mencionar muchos libros sobre el tema. Sin
animo de ser exhaustivos, se pueden citar los siguientes textos: Graybill (1976), Seber (1977),
Arnold (1981), Hocking (1985), Searle (1971) and Rencher (2000).

Los ML asumen que las mediciones de la variable objetivo en las unidades extráıdas de la po-
blación son independientes. Los modelos lineales mixtos (LMM) tienen una estructura jerárquica
y multinivel más compleja. Las observaciones de distintos niveles o clusters son independientes,
pero las observaciones dentro de un mismo cluster son dependientes ya que comparten un efecto
aleatorio asociado a la subpoblación. En el contexto de los modelos mixtos se suele hablar de
dos tipos de variabilidad: entre e intra clusters. La modelización de estos tipos de variabilidad
es lo que da tanta flexibilidad (aplicabilidad) a los LMM.

Los LMMs manejan conjuntos de datos en los que las observaciones no son independientes.
Estos modelos permiten modelizar correlaciones entre efectos aleatorios, lo cual los hace muy
aptos para el tratamiento estad́ıstico de datos en situaciones muy variadas:

Efectos aleatorios, donde el conjunto de valores de una variable explicativa categórica es tan
grande (con respecto al tamaño muestral) que no es posible estimar con precisión un efecto
para cada categoŕıa . Si este es el caso, la variable explicativa no puede introducirse en
un modelo lineal. Los LMM resuelven este problema dándole el carácter de aleatorio a
la variable categórica, estimando su varianza y prediciendo su valor. Mediante los efectos
aleatorios, el investigador puede hacer inferencias sobre poblaciones con una estructura
más compleja que en el caso de usar ML.

Efectos jerárquicos, donde las variables se miden en más de un nivel; por ejemplo territorios
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anidados para problemas de estimación en áreas pequeñas. Esta es una propiedad muy
interesante de los LMM.

Medidas repetidas y correlaciones temporales, donde las observaciones están correladas
en lugar de ser independientes; por ejemplos en estudios longitudinales, datos de series
temporales o diseños estad́ısticos con datos emparejados.

Correlaciones espaciales, donde la correlación entre clusters es significativa; por ejemplo la
correlación entre dominios próximos puede dar una información adicional que permita
mejorar las predicciones.

Estimación en áreas pequeñas, donde la flexibilidad para la combinar eficientemente las
distintas fuentes de información y modelizar adecuadamente las diferentes fuentes de error
es de gran ayuda. Los LMM incorporan un efecto aleatorio asociado a las áreas para
explicar la variabilidad de los datos (entre ellas) que no es recogida por la parte fija del
modelo.

Algunos libros sobre LMM son: Searle, Casella and McCullogh (1992), Longford (1995), Golds-
tein (2003), Demidenko (2004) and Jiang (2007).

En lo relativo al ajuste de los LMM hay tres métodos básicos: máxima verosimilitud, máxima
verosimilitud residual y método (de los momentos) Henderson 3. Estos métodos se describen en
las secciones 1.3–1.5. En lo que resta de sección se introduce el LMM básico y se abordan
los problemas de estimar el parámetro de regresión y de predecir los efectos aleatorios cuando
las componentes de la varianza son conocidas. También se introduce un LMM particular muy
importante: el LMM ANOVA.

1.2.2. Modelos lineales mixtos con varianzas conocidas

Considérese el modelo
y = Xβ + Zu + e, (1.3)

donde yn×1 es el vector de observaciones, βp×1 es el vector de efectos fijos, uq×1 es el vector
de efectos aleatorios, Xn×p y Zn×q son las matrices de incidencia correspondientes y en×1 es
el vector de perturbaciones aleatorias. Se supone que los efectos aleatorios y las perturbaciones
son independientes y normales con medias nulas y matrices de varianza-covarianza conocidas,

V [u] = E[uut] = Σu y V [e] = E[eet] = Σe,

que dependen de unos parámetros θ llamados componentes de la varianza. De (1.3) se obtiene

V = V [y] = ZΣuZt + Σe.

Se supone que V es no singular.
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Estimación mı́nimo cuadrática de β

Suponiendo que las componentes de la varianza en el modelo (1.3) son conocidas. El término
aleatorio es Zu + e, con varianza V [Zu + e] = ZΣuZt + Σe = V . Se transforma el modelo
para tener términos aleatorios incorrelados con varianza común igual a 1; es decir,

V −1/2y = V −1/2Xβ + V −1/2(Zu + e).

Sea y◦ = V −1/2y, e◦ = V −1/2(Zu + e) y X◦ = V −1/2X, de modo que

y◦ = X◦β + e◦

con V [e◦] = V −1/2V [Zu + e]V −1/2 = V −1/2V V −1/2 = In. Por tanto, se puede aplicar aqúı el
método de los mı́nimos cuadrados ordinarios

β̂ = argminβ(e◦te◦).

Obsérvese que

e◦te◦ =
(
V −1/2y − V −1/2Xβ

)t (
V −1/2y − V −1/2Xβ

)

= (y −Xβ)t V −1 (y −Xβ) = ytV −1y − 2βtXtV −1y + βtXtV −1Xβ.

Tomando derivadas, se obtiene

∂e◦te◦

∂β
= −2XtV −1y + 2XtV −1Xβ.

Las ecuaciones normales resultantes de aplicar el método de los mı́nimos cuadrados son

XtV −1Xβ = XtV −1y

con solución
β̂ = (XtV −1X)−1XtV −1y,

siempre y cuando XtV −1X y V sean invertibles.
Se comprueba que β̂ es el estimador de máxima verosimilitud (EMV) de β; es decir,

β̂ = argmaxβ

(
−1

2
(y −Xβ)tV −1(y −Xβ)

)
.

Predicción lineal insesgada óptima de una combinación lineal de efectos

Considérese el modelo (1.3). Sea τ = at
r(Xrβ + Zru), donde ar (k × 1), Xr (k × p) y Zr

(k × q) son vectores y matrices conocidas. Sea τ̂ = gty + g0 un estimador (predictor) lineal de
τ , donde g (n× 1) y g0 (1× 1) deben determinarse de modo que:
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1. τ̂ sea insesgado. Para lo cual debe verificarse que

E[τ ] = at
rXrβ y E[τ̂ ] = gtXβ + g0

coincidan. Aśı pues, g0 = 0 y at
rXr = gtX.

2. τ̂ minimice el error de predicción

E[(τ̂ − τ)2] = V (τ̂ − τ) = V (gty − at
rXrβ − at

rZru) = V (gty − at
rZru)

= gtV g + at
rZrΣuZt

rar − 2gtCZt
rar,

donde C = Cov(y, u) = ZΣu.

En definitiva se plantea el problema de

minimizar V (τ̂ − τ), sujeto a at
rXr = gtX.

Puesto que at
rZrΣuZt

rar no depende g, la función Lagrangiana es

L(g,λ) = gtV g − 2gtCZt
rar + 2(gtX − at

rXr)λ.

Derivando parcialmente respecto de g y λ se obtiene

0 =
∂L(g,λ)

∂g
= 2V g − 2CZt

rar − 2CZt
rar + 2Xλ ⇐⇒ V g + Xλ = CZt

rar

0 =
∂L(g,λ)

∂λ
= 2gtX − 2at

rXr ⇐⇒ gtX = at
rXr

Matricialmente, se tiene (
V X
Xt 0

)(
g
λ

)
=

(
CZt

rar

Xt
rar

)

Aplicando la fórmula

[
A B
Bt C

]−1

=
[

A−1 0
0 0

]
+

[ −A−1B
I

] (
C −BtA−1B

)−1 [−BtA−1, I
]
,

con A = V , B = X, C = 0, se obtiene

[
V X
Xt 0

]−1

=
[

V −1 0
0 0

]
−

[ −V −1X
I

] (
XtV −1X

)−1 [−XtV −1, I
]

=
(

V −1 − V −1X(XtV −1X)−1XtV −1 V −1X(XtV −1X)−1

(XtV −1X)−1XtV −1 −(XtV −1X)−1

)

Por tanto (
g
λ

)
=

(
V X
Xt 0

)−1 (
CZt

rar

Xt
rar

)
,
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con

g = V −1CZt
rar − V −1X(XtV −1X)−1XtV −1CZt

rar + V −1X(XtV −1X)−1Xt
rar,

El predictor lineal insesgado óptimo (BLUP) de τ es

τ̂ = gty = at
rXr{(XtV −1X)−1XtV −1y}+ at

rZrC
tV −1y

− at
rZrC

tV −1X{(XtV −1X)−1XtV −1y}
= at

r

[
Xrβ̂ + ZrC

tV −1(y −Xβ̂)
]
,

donde
β̂ = (XtV −1X)−1XtV −1y (1.4)

es el estimador mı́nimo cuadrático de β.

Predicción lineal insesgada óptima de u

Puesto que C = Cov(y, u) = ZΣu, haciendo Xr = 0, ar = 1(i) = (0, . . . , 0, 1(i), 0, . . . , 0)t y
Zr = I se obtiene

ûi = 1t
(i)ΣuZtV −1(y −Xβ̂), i = 1, . . . , q,

o matricialmente
û = ΣuZtV −1(y −Xβ̂) , (1.5)

que es la expresión final del predictor lineal insesgado óptimo (BLUP) de u.
El predictor (1.5) tiene las siguientes propiedades:

“óptimo” en el sentido de minimizar E[(û−u)tA(û−u)] para cualquier matriz A definida
positiva.

Lineal en y.

Insesgado: E[û− u] = 0.

Para más detalles consúltese los libros de Searle (1971) y Searle et al. (1992).

1.2.3. Modelos lineales mixtos de tipo ANOVA

Un caso particular importante del modelo (1.3) es el modelo de tipo ANOVA. Su estructura
es

y = Xβ + Z1u1 + . . . + Zmum + e , (1.6)

donde y = (y1, . . . , yn)t es el vector de observaciones de la variable respuesta, β = (β1, . . . , βp)t

es el vector de efectos fijos, y ui = (ui1, . . . , uiqi)
t es el vector de efectos de los qi niveles del factor

aleatorio i-ésimo. Aśı se llama factor aleatorio i-ésimo al propio ui. Por último, e = (e1, . . . , en)t
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es el vector de errores aleatorios, y X, Z1, . . . , Zm son las matrices de diseño, de órdenes n× p,
n× q1, . . . , n× qm respectivamente.

El modelo (1.6) puede escribirse en la forma (1.3) tomando

Z = [Z1, . . . ,Zm] y u = [ut
1, . . . ,u

t
m]t, q =

m∑

i=1

qi.

Las siguientes hipótesis aseguran la estimabilidad de los parámetros del modelo:

(F1) u1, . . . , um, e son independientes, y además

e ∼ Nn(0, σ2
0V 0), ui ∼ Nqi(0, σ2

i Ωi), i = 1, . . . , m,

con V 0 y Ωi, i = 1, . . . , m, conocidas.

(F2) rg(X) = p .

La hipótesis (F2) siempre se puede verificar efectuando una reparametrización adecuada del
modelo.

A continuación, se exige que el número de observaciones sea al menos el número de parámetros.

(F3) n ≥ p + m + 1 .

La hipótesis (F4) garantiza que ningún efecto fijo se confunda con los efectos aleatorios de ningún
factor.

(F4) rg(X : Zi) > p, i = 1, . . . , m.

La hipótesis (F5) asegura que los efectos aleatorios de un factor no se confundan con los efectos
de los demás factores. Sean V i = ZiΩiZ

t
i, i = 1, . . . , m.

(F5) V 0, V 1, . . . , V m son linealmente independientes; es decir,

m∑

i=0

αiV i = 0 =⇒ αi = 0, i = 0, 1, . . . , m .

Por último, la hipótesis (F6) determina que Zi, i = 1, . . . , m, son matrices de diseño estándar.

(F6) Zi contiene solamente ceros y unos, de manera que hay exactamente un 1 en cada fila, y
al menos un 1 en cada columna, i = 1, . . . , m.

Esta hipótesis implica que Zt
iZi es una matriz diagonal no singular de orden qi×qi, que rg(Zi) =

qi, y que qi ≤ n, i = 1, . . . ,m.
De las hipótesis anteriores, se deduce que

y ∼ Nn(Xβ, V ), con V =
m∑

i=0

σ2
i V i.
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Sea σ = (σ2
0, σ

2
1, . . . , σ

2
m)t. Cuando convenga, se hará referencia a σ en V de la forma V (σ). Sea

M = p+m+1 y sea θt = (βt, σt) el vector de parámetros desconocidos. El espacio paramétrico
es

Θ = {θt = (βt, σt);β ∈ Rp;σ2
0 > 0;σ2

i ≥ 0, i = 1, . . . , m} .

La verosimilitud de θ para un vector de observaciones y dado se denota, igual que la función de
densidad conjunta de y dado θ, mediante

fθ(y) = (2π)−n/2|V |−1/2 exp
{
−1

2
(y −Xβ)tV −1(y −Xβ)

}
.

1.3. Estimación máximo verośımil

1.3.1. Descripción del método

Considérese el modelo (1.6). El estimador máximo verośımil θ̂ = (β̂1, . . . , β̂p, σ̂
2
0, . . . , σ̂

2
m)t de

θ es el vector que satisface

θ̂ = argmaxθ∈Θfθ(y) = argmaxθ∈Θ log fθ(y) .

Sea l(θ) = log fθ(y), se denota el vector de puntuaciones por S(θ) = (Sβ, Sσ2
0
, . . . , Sσ2

m
)t, donde

S(θ) =
∂l(θ)
∂θ

=
(

∂l(θ)
∂β

,
∂l(θ)
∂σ2

0

, . . . ,
∂l(θ)
∂σ2

m

)t

.

Si θ̂ existe en el interior de Θ, entonces es solución de las ecuaciones de verosimilitud, que son las
ecuaciones que resultan de igualar las componentes del vector de puntuaciones a cero. Derivando
la logverosimilitud, se obtienen las componentes de dicho vector para el modelo (1.6) introducido
en la sección anterior,

Sβ = XtV −1(y −Xβ) , (1.7)

Sσ2
i

= −1
2

∂ log |V |
∂σ2

i

− 1
2
(y −Xβ)t ∂V −1

∂σ2
i

(y −Xβ), i = 0, 1, . . . , m.

Se sabe que

∂ log |V |
∂σ2

i

= tr
{

V −1 ∂V

∂σ2
i

}
, (1.8)

∂V −1

∂σ2
i

= −V −1 ∂V

∂σ2
i

V −1 . (1.9)

Como además ∂V /∂σ2
i = V i, se tiene

Sσ2
i

= −1
2
tr{V −1V i}+

1
2
(y −Xβ)tV −1V iV

−1(y −Xβ), i = 0, 1, . . . , m. (1.10)
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Igualando (1.7) y (1.10) a cero, se obtienen las ecuaciones de verosimilitud

XtV −1Xβ = XtV −1y ,

tr{V −1V i} = (y −Xβ)tV −1V iV
−1(y −Xβ), i = 0, 1, . . . , m.

Nótese que en general no existen expresiones expĺıcitas para los estimadores máximo-verośımiles.
Los métodos de Newton-Raphson y Fisher-Scoring los calculan de forma iterativa, partiendo de
un valor inicial θ(0). En cada iteración, el método de Newton-Raphson actualiza el estimador de
θ mediante la fórmula

θ(k+1) = θ(k) −H(θ(k))−1S(θ(k))

donde S(θ(k)) es el vector de puntuaciones y H(θ(k)) es la matriz Hessiana de l(θ), ambos
evaluados en el estimador proporcionado en la iteración anterior θ(k). Los elementos de la matriz
Hessiana se obtienen derivando de nuevo, utilizando (1.9) y teniendo en cuenta que la derivada
de una traza es la traza de la derivada,

∂2l(θ)
∂β∂βt = −XtV −1X , (1.11)

∂2l(θ)
∂σ2

i ∂β
=

∂2l(θ)
∂β∂σ2

i

= −XtV −1V iV
−1(y −Xβ) , (1.12)

∂2l(θ)
∂σ2

j σ
2
i

=
1
2
tr{V −1V jV

−1V i} − (y −Xβ)tV −1V jV
−1V iV

−1(y −Xβ) , (1.13)

para i, j = 0, 1, . . . , m. El cálculo del segundo sumando en (1.13) se obtiene haciendo Q =
1
2ytA−1y, donde A−1 = V −1V iV

−1; entonces A = V V −1
i V y ∂A

∂σ2
j

= V V −1
i V j + V jV

−1
i V .

Por tanto

∂Q

∂σ2
j

= −1
2
ytA−1 ∂A

∂σ2
j

A−1y = −1
2
yt(V −1V iV

−1)[V V −1
i V j + V jV

−1
i V ](V −1V iV

−1)y

= −1
2
ytV −1V jV

−1V iV
−1y − 1

2
ytV −1V iV

−1V jV
−1y = −ytV −1V jV

−1V iV
−1y

El método Fisher-Scoring sustituye la matriz Hessiana por su esperanza cambiada de signo,
es decir, por la matriz de información de Fisher. La fórmula de actualización es

θ(k+1) = θ(k) + F (θ(k))−1S(θ(k)),

siendo F (θ(k)) la matriz de información de Fisher definida por

F (θ) = −E[H(θ)],

y evaluada en θ(k). Tomando esperanzas en (1.11)–(1.13), cambiando de signo y usando el
resultado

E[(y −Xβ)tA(y −Xβ)] = tr{AV } ,



1.3. Estimación máximo verośımil 21

para cualquier matriz no aleatoria A, se obtienen los elementos de la matriz de información de
Fisher

F ββ = XtV −1X ,

F σ2
i β = F βσ2

i
= 0, i = 0, 1, . . . , m ,

Fσ2
j σ2

i
=

1
2
tr{V −1V iV

−1V j}, i, j = 0, 1, . . . ,m.

Aśı se tiene que

F (θ) =




F ββ 0 0 · · · 0
0 Fσ2

0σ2
0

Fσ2
0σ2

1
· · · Fσ2

0σ2
m

0 Fσ2
1σ2

0
Fσ2

1σ2
1

· · · Fσ2
1σ2

m

...
...

...
. . .

...
0 Fσ2

mσ2
0

Fσ2
mσ2

1
· · · Fσ2

mσ2
m




=
(

F (β) 0
0 F (σ)

)
.

La estructura por bloques de la matriz F (θ) permite separar la ecuación de actualización en
dos ecuaciones

β(k+1) = β(k) + F (β(k))−1S(β(k)), σ(k+1) = σ(k) + F (σ(k))−1S(σ(k)).

Además

β(k+1) = β(k)+(XtV −1(σ(k))X)−1XtV −1(σ(k))(y−Xβ(k)) = (XtV −1(σ(k))X)−1XtV −1(σ(k))y.

Las propiedades asintóticas de este estimador pueden verse en Miller (1977).

1.3.2. Máxima verosimilitud con parametrización alternativa

Considérese en el modelo (1.6), la siguiente reparametrización

σ2 = σ2
0, ϕi = σ2

i /σ2
0, i = 1, . . . ,m.

Sean σt = (σ2, ϕ1, . . . , ϕm), θt = (βt, σt) y V = σ2 (V 0 +
∑m

i=1 ϕiV i) = σ2Σ. La verosimilitud
de θ, para un vector de observaciones dado, es

fθ(y) = (2π)−n/2(σ2)−n/2|Σ|−1/2 exp
{
− 1

2σ2
(y −Xβ)tΣ−1(y −Xβ)

}
.

La función de logverosimilitud es

l(θ) = −n

2
log 2π − n

2
log σ2 − 1

2
log |Σ| − 1

2σ2
(y −Xβ)tΣ−1(y −Xβ).
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Las componentes del vector de puntuaciones son

Sβ =
1
σ2

XtΣ−1(y −Xβ),

Sσ2 = − n

2σ2
+

1
2σ4

(y −Xβ)tΣ−1(y −Xβ),

Sϕi = −1
2
tr(Σ−1V i) +

1
2σ2

(y −Xβ)tΣ−1V iΣ−1(y −Xβ), i = 1, . . . , m.

De las igualdades Sβ = 0 y Sσ2 = 0 se obtiene

β = (XtΣ−1X)−1XtΣ−1y y σ2 =
1
n

(y −Xβ)tΣ−1(y −Xβ).

Las derivadas parciales segundas de la función de log verosimilitud son

Hββ = − 1
σ2 XtΣ−1X, Hβσ2 = − 1

σ4 XtΣ−1(y −Xβ),
Hβϕi = − 1

σ2 XtΣ−1V iΣ−1(y −Xβ), Hσ2σ2 = n
2σ4 − 1

σ6 (y −Xβ)tΣ−1(y −Xβ),
Hσ2ϕi

= − 1
2σ4 (y −Xβ)tΣ−1V iΣ−1(y −Xβ),

Hϕiϕj = 1
2tr(Σ−1V jΣ−1V i)− 1

σ2 (y −Xβ)tΣ−1V jΣ−1V iΣ−1(y −Xβ).

Tomando esperanzas y cambiando el signo se obtienen los elementos de la matriz de información
de Fisher

F ββ = 1
σ2 XtΣ−1X, F βσ2 = 0, F βϕi = 0,

Fσ2σ2 = n
2σ4 , Fσ2ϕi

= 1
2σ2 tr(Σ−1V i), Fϕiϕj = 1

2tr(Σ−1V jΣ−1V i).

1.4. Estimación máximo verośımil residual

1.4.1. Descripción del método

Considérese el modelo (1.6). La estimación máximo verośımil residual (REML) trata de
reducir el sesgo que tienen los estimadores de máxima verosimilitud de las componentes de
la varianza. Para ello, se transforma el vector y en dos vectores independientes y?

1 = K1y e
y?

2 = K2y, donde se desea que la distribución de y?
1 no dependa del efecto fijo β. Aśı se busca

una matriz K1 que satisfaga K1X = 0; y en consecuencia

E[y?
1] = E[K1y] = E[K1(Xβ + Z1u1 + . . .Zmum + e)] = 0.

El vector y?
2 se selecciona de modo que sea independiente de y?

1. Por tanto debe satisfacer que

E[y?
1y

?t
2 ] = K1E[yyt]Kt

2 = K1V Kt
2 = 0.

Las filas kt de la matriz K1 son contrastes, ya que verifican ktX = 0. El número máximo de
contrastes linealmente independientes es n − rg(X). Supóngase que X es de rango máximo p,
entonces el rango de K1 será n− p. La matriz K2 se elige de rango p.
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Para proponer una matriz K1 se puede considerar el modelo sin efectos aleatorios

y = Xβ + ε, con ε ∼ N (0,Σε). (1.14)

El estimador de máxima verosimilitud de β en (1.14) es

β̃ =
(
XtΣ−1

ε X
)−1

XtΣ−1
ε y.

Se define el vector transformado (residuo normalizado)

y?
1 = Σ−1

ε (y −Xβ̃) = Σ−1
ε

(
y −X(XtΣ−1

ε X)−1XtΣ−1
ε y

)
= K1y,

donde K1 = Σ−1
ε −Σ−1

ε X(XtΣ−1
ε X)−1XtΣ−1

ε . Además se elige K2 = XtV −1.
Dado que K1 = Kt

1, se verifica que

E[y?
1] = E[K1y] =

(
Σ−1

ε −Σ−1
ε X(XtΣ−1

ε X)−1XtΣ−1
ε

)
Xβ = 0,

E[y?
2] = E[K2y] = XtV −1Xβ,

V [y?
1] = E[y?

1y
?t
1 ] = K1V K1,

V [y?
2] = K2V Kt

2 = XtV −1V V −1X = XtV −1X,

E[y?
1y

?t
2 ] = K1E[yyt]Kt

2 = K1V Kt
2 = K1V V −1X = K1X = 0.

Puesto que el número máximo de columnas linealmente independientes en K1 es n − rg(X),
seleccionando n−rg(X) de esas columnas se construye una submatriz K de orden n×(n−rg(X))
que verifica KtX = 0. Se definen los vectores y1 = Kty e y2 = y?

2. Puesto que rg(X) = p se
tiene que

y1 ∼ Nn−p(0,KtV K), y2 ∼ Np(XtV −1Xβ,XtV −1X) son independientes.

Se define σ = (σ2
0, σ

2
1, . . . , σ

2
m)t y P = K(KtV K)−1Kt. La función de logverosimilitud de y1

es
l(σ) = −1

2
(n− p) log 2π − 1

2
log |KtV K| − 1

2
yt

1(K
tV K)−1y1,

donde V =
∑m

i=0 σ2
i V i e y1 = Kty. Derivando parcialmente respecto de σ2

i se obtiene

Sσ2
i

=
∂l(σ)
∂σ2

i

= −1
2

∂

∂σ2
i

{
log |KtV K|}− 1

2
∂

∂σ2
i

{
ytK(KtV K)−1Kty

}

= −1
2

tr
(
(KtV K)−1KtV iK

)
+

1
2

ytK(KtV K)−1(KtV iK)(KtV K)−1Kty

= −1
2

tr(PV i) +
1
2

ytPV iPy.

Dado que

∂P

∂σ2
j

=
∂[K(KtV K)−1Kt]

∂σ2
j

= −K(KtV K)−1KtV jK(KtV K)−1Kt = −PV jP ,
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las derivadas parciales segundas son

∂l(σ)
∂σ2

i ∂σ2
j

=
1
2

tr (PV jPV i)− ytPV jPV iPy.

Tomando esperanzas y cambiando de signo se obtienen los elementos de la matriz de información
de Fisher. Para calcularlos se usan las relaciones PX = 0 y PV P = P , y el siguiente resultado

si E[y] = µ y V [y] = V , entonces E[ytAy] = tr(AV ) + µtAµ . (1.15)

Los elementos de la matriz de información de Fisher son

Fσ2
j σ2

i
= −E

[
∂l(σ)

∂σ2
i ∂σ2

j

]
= −1

2
tr (PV jPV i) + tr (PV jPV iPV ) + βtXtPV jPV iPXβ

= −1
2

tr (PV jPV i) + tr (V jPV iPV P ) =
1
2

tr (PV jPV i) .

Para el cálculo de los estimadores máximo verośımiles residuales, el método Fisher-Scoring usa
la fórmula de actualización

σ(k+1) = σ(k) + F (σ(k))−1S(σ(k)) ,

siendo F (σ(k)) la matriz de información de Fisher evaluada en σ(k). Conviene observar que F (σ)
es una matriz (m+1)× (m+1), mientras que la matriz de información de Fisher necesaria para
el cálculo de estimadores de máxima verosimilitud, F (θ), es (p + m + 1)× (p + m + 1).

La salida del algoritmo Fisher-Scoring proporciona la estimación de σ. Si se sustituye la
citada estimación en la función de verosimilitud de y2, se le da el carácter de constante y se
maximiza en β, se obtiene el estimador REML de β. La función de logverosimilitud de y2 es

l(β) = −p

2
log 2π − 1

2
log |XtV −1X| − 1

2
(y2 −XtV −1Xβ)t

(
XtV −1X

)−1 (y2 −XtV −1Xβ).

Derivando parcialmente respecto de β e igualando a cero, se obtiene

0 =
∂l(β)
∂β

= XtV −1X
(
XtV −1X

)−1 (y2 −XtV −1Xβ) = XtV −1(y −Xβ).

Con lo cual
β̂REML =

(
XtV̂

−1
X

)−1
y2 =

(
XtV̂

−1
X

)−1
XtV̂

−1
y.

donde V̂ =
∑m

i=0 σ̂2
i V i y σ̂2

0, σ̂
2
1, . . . , σ̂

2
m son los estimadores REML de σ2

0, σ
2
1, . . . , σ

2
m.

Derivando nuevamente respecto de β se obtiene

F ββ = −E
[
∂2l(β)/∂β∂βt

]
= XtV̂

−1
X,

que coincide con el valor F ββ obtenido en el procedimiento de estimación máximo verośımil.

El teorema 1.4.1 implica que el método de la máxima verosimilitud residual no depende de
la matriz K (con KtX = 0) escogida.
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Teorema 1.4.1. Sea Kt una matriz (n − r) × n de rango máximo. Sea V una matriz n × n

simétrica y definida positiva. Sea X una matriz n× p de rango r ≤ p. Si KtX = 0, entonces

K(KtV K)−1Kt = P , con P = V −1 − V −1X(XtV −1X)−1XtV −1.

La demostración a este teorema puede encontrarse en el apéndice 11.4f de Searle et al. (1992)

1.4.2. Máxima verosimilitud residual con parametrización alternativa

Considérese en el modelo (1.6), la siguiente reparametrización

σ2 = σ2
0, ϕ = σ2

i /σ2
0, i = 1, . . . ,m.

Sean σt = (σ2, ϕ1, . . . , ϕm), θt = (βt, σt) y V = σ2 (V 0 +
∑m

i=1 ϕiV i) = σ2Σ. Para el método
de la máxima verosimilitud residual, la presente parametrización da lugar a la logverosimilitud

l(σ) = −1
2
(n− p) log 2π − 1

2
(n− p) log σ2 − 1

2
log |KtΣK| − 1

2σ2
ytPy,

donde P = K(KtΣK)−1Kt = Σ−1−Σ−1X(XtΣ−1X)−1XtΣ−1. Las componentes del vector
de puntuaciones son

Sσ2 = −n− p

2σ2
+

1
2σ4

ytPy,

Sϕi = −1
2
tr(PV i) +

1
2σ2

ytPV iPy, i = 1, . . . , m.

Las derivadas parciales segundas de la función de log verosimilitud son

Hσ2σ2 = n−p
2σ4 − 1

σ6 ytPy, Hσ2ϕi
= − 1

2σ4 ytPV iPy,

Hϕiϕj = 1
2tr(PV jPV i)− 1

σ2 ytPV jPV iPy.

Tomando esperanzas, cambiando el signo y teniendo en cuenta que PX = 0 y PΣP = P , se
obtienen los elementos de la matriz de información de Fisher

Fσ2σ2 = −n− p

2σ4
+

1
σ4

tr(PΣ), Fσ2ϕi
=

1
2σ2

tr(PV i), Fϕiϕj =
1
2

tr(PV jPV i).

Observación 1.4.2. De la ecuación Sσ2 = 0, se obtiene

σ̂2 =
1

n− p
ytPy. (1.16)

Lo cual permitiŕıa introducir un algoritmo que actualice σ2 con (1.16) y ϕ con

ϕ(k+1) = ϕ(k) + F (ϕ(k))−1S(ϕ(k)).

Al igual que con la primera parametrización, el estimador de β es

β̂REML =
(
XtV̂

−1
X

)−1
XtV̂

−1
y .

Este tipo de reparametrización del modelo, facilita en gran medida su programación y por tanto
se consigue un algoritmo más eficiente desde el punto de vista computacional.



26 Caṕıtulo 1. Preliminares

1.5. El método 3 de Henderson

1.5.1. Descripción del método

En la sección 1.3 se puede ver que el método de máxima verosimilitud proporciona al mismo
tiempo la estimación de los coeficientes del modelo β y de las componentes de la varianza
σ2

1, . . . , σ
2
m. En esta sección se presenta el método de ajuste de constantes para la estimación de

las componentes de la varianza. Aśı β se estima por mı́nimos cuadrados, y los efectos aleatorios
se predicen a partir de la teoŕıa BLUP, reemplazando las componentes de la varianza por sus
estimaciones aqúı obtenidas. El predictor de u obtenido se denomina entonces EBLUP (empirical
BLUP). El método de ajuste de constantes es conocido también como método 3 de Henderson
desde su introducción en Henderson (1953). Al tratarse de un método no paramétrico, bajo
distribuciones distintas de la normal puede pensarse que se comportaŕıa mejor que los otros dos
métodos.

Considérese el modelo lineal mixto general, y = Xβ+e, donde se puede escribir de la forma

y = X1β1 + X2β2 + e, (1.17)

donde e ∼ N (0, σ2
0W

−1), W es una matriz simétrica, definida positiva y conocida. Se supone
que XtWX y Xt

1WX1 son invertibles. La partición simplemente divide β en dos grupos de
efectos β1 y β2, sin importar que los grupos representen efectos fijos o aleatorios. Este punto se
considerará posteriormente.

Considérese la siguiente transformación del modelo

W 1/2y = W 1/2X1β1 + W 1/2X2β2 + W 1/2e .

El modelo (1.17) se puede expresar como

y◦ = X◦
1β1 + X◦

2β2 + e◦ , (1.18)

donde y◦ = W 1/2y, X◦
1 = W 1/2X1, X◦

2 = W 1/2X2 y e◦ = W 1/2e, con e◦ ∼ N (0, σ2
0In).

Si se ajusta el modelo (1.18) bajo el supuesto de que β1 y β2 sean efectos fijos, la suma total
de cuadrados es

SST = y◦ty◦ = ytWy. (1.19)

La suma de cuadrados residual es

SSE(β1, β2) = ytMy, (1.20)

donde M = [In −X(XtWX)−1XtW ]tW [In −X(XtWX)−1XtW ]. La reducción en suma
de cuadrados (suma de cuadrados debida a la regresión) es

SSR(β1,β2) = SST − SSE(β1, β2) = ytQy,

donde Q = WX(XtWX)−1XtW .
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Si se ajusta el submodelo
y◦ = X◦

1β1 + e◦,

bajo la hipótesis de que β1 son efectos fijos, la suma residual de cuadrados es

SSE(β1) = ytM1y, (1.21)

donde P1 = [In − X1(Xt
1WX1)−1Xt

1W ]tW [In − X1(Xt
1WX1)−1Xt

1W ]. La reducción en
suma de cuadrados (suma de cuadrados debida a la regresión) es

SSR(β1) = SST − SSE(β1) = ytQ1y,

donde Q1 = WX1(Xt
1WX1)−1Xt

1W . La reducción en suma de cuadrados debido a la intro-
ducción de X2 en el modelo que tiene sólo X1 es

SSR(β2|β1) = SSR(β1, β2)− SSR(β1) = SSEβ1)− SSE(β1,β2).

El método 3 de Henderson consiste en calcular la esperanza de SSR(β2|β1) y de SSR(β1,β2),
y a partir de ah́ı obtener estimadores insesgados de las componentes de la varianza mediante
corrección de sesgo. Nótese que todas las sumas de cuadrados son funciones cuadráticas de y,
donde se puede aplicar el resultado (1.15) para su simplificación. Para un modelo lineal general
y = Xβ + e, donde β puede contener efectos fijos o aleatorios, se tiene que E[y] = XE[β] y
V [y] = XV [β]Xt + σ2

0W
−1. Con lo cual aplicando (1.15), se obtiene

E[ytQy] = tr
(
Q

[
XV [β]Xt + σ2

0W
−1

])
+ E[β]tXtQXE[β]

= tr
(
QXV [β]Xt

)
+ σ2

0tr
(
QW−1

)
+ tr

(
QXE[β]E[β]tXt

)

= tr
(
QXE[ββt]Xt

)
+ σ2

0tr
(
QW−1

)

= tr
(
XtQXE[ββt]

)
+ σ2

0tr
(
QW−1

)
.

La esperanza de la suma total de cuadrados que aparece en (1.19) es entonces

E[SST ] = E[ytWy] = tr
(
XtWXE[ββt]

)
+ σ2

0tr (In) = tr
(
XtWXE[ββt]

)
+ nσ2

0 (1.22)

La esperanza de la suma de cuadrados residuales que aparece en (1.20) es

E[SSE(β1, β2)] = E[ytMy] = tr
(
XtMXE[ββt]

)
+ σ2

0tr
(
MW−1

)
.

Esta última expresión puede simplificarse teniendo en cuenta que

XtMX = Xt[In −X(XtWX)−1XtW ]tW [In −X(XtWX)−1XtW ]X = XtWX

− 2XtWX(XtWX)−1XtWX + XtWX(XtWX)−1XtWX(XtWX)−1XtWX

= 0
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y que

MW−1 = [In −X(XtWX)−1XtW ]tW [In −X(XtWX)−1XtW ]W−1

= [In −X(XtWX)−1XtW ]t[In −WX(XtWX)−1Xt]

= In − 2WX(XtWX)−1Xt + WX(XtWX)−1XtWX(XtWX)−1Xt

= In −WX(XtWX)−1Xt,

Como XtWX(XtWX)−1 es igual a la identidad, se obtiene

tr
(
MW−1

)
= tr

(
In −WX(XtWX)−1Xt

)
= n− tr

(
XtWX(XtWX)−1

)

= n− p = n− rg (X) ,

donde rg(X) denota el rango de X. Este resultado también se verifica en el caso rg(X) < p.
Por tanto

E[SSE(β1,β2)] = σ2
0 [n− rg(X)] (1.23)

y también de (1.22) y (1.23) se obtiene

E[SSR(β1, β2)] = E[SST ]−E[SSE(β1, β2)] = tr
(
XtWXE[ββt]

)
+ σ2

0rg(X).

En el modelo (1.17) se tiene que

XtWX =

(
Xt

1

Xt
2

)
W (X1, X2) =

(
Xt

1WX1 Xt
1WX2

Xt
2WX1 Xt

2WX2

)
,

y en consecuencia

E[SSR(β1,β2)] = tr

{(
Xt

1WX1 Xt
1WX2

Xt
2WX1 Xt

2WX2

)
E[ββt]

}
+ σ2

0rg(X). (1.24)

De (1.21) y (1.15) se obtiene

E[SSE(β1)] = tr
{
XtM1XE[ββt]

}
+ σ2

0tr
{
M1W

−1
}

= tr
{
XtM1XE[ββt]

}
+ σ2

0 [n− rg {X1}] .
De (1.22) y (1.24), se deduce que

E[SSR(β1)] = E[SST ]−E[SSE(β1)] = tr
{
XtQ1XE[ββt]

}
+ σ2

0rg {X1} ,

donde Q1 = W −M1 = WX1(Xt
1WX1)−1Xt

1W . Si Xt
1WX1 es invertible, entonces

XtQ1X =

(
Xt

1

Xt
2

)
WX1(Xt

1WX1)−1Xt
1W (X1 X2)

=

(
Xt

1WX1 Xt
1WX1(Xt

1WX1)−1Xt
1WX2

Xt
2WX1(Xt

1WX1)−1Xt
1WX1 Xt

2WX1(Xt
1WX1)−1Xt

1WX2

)

=

(
Xt

1WX1 Xt
1WX2

Xt
2WX1 Xt

2WX1(Xt
1WX1)−1Xt

1WX2

)
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y

E[SSR(β1)] = tr

{(
Xt

1WX1 Xt
1WX2

Xt
2WX1 Xt

2WX1(Xt
1WX1)−1Xt

1WX2

)
E[ββt]

}
+ σ2

0rg(X1).

(1.25)
Por tanto, aplicando (1.24) y (1.25), se obtiene

E[SSR(β2|β1)] = E[SSR(β1, β2)]− E[SSR(β1)]

= tr

{(
0 0
0 Xt

2W [W−1 −X1(Xt
1WX1)−1Xt

1]WX2

)
E[ββt]

}
+ σ2

0[rg(X)− rg(X1)]

= tr
{
Xt

2W [W−1 −X1(Xt
1WX1)−1Xt

1]WX2E[β2β2
t]
}

+ σ2
0[rg(X)− rg(X1)]. (1.26)

Obsérvese que E [SSR(β2|β1)] es una función simplemente de E
[
β2β

t
2

]
y σ2

0. No depende
ni de E

[
β1β

t
1

]
ni de E

[
β1β

t
2

]
. Nótese también que se ha deducido (1.26) sin hacer ninguna

suposición sobre la forma de E
[
ββt

]
; con lo cual es válida para cualquier estructura de la matriz

de varianzas–covarianzas de β.
Considérese nuevamente el modelo (1.6)

y = Xβ + Z1u1 + . . . + Zmum + e ,

con e ∼ Nn(0, σ2
0W

−1), y ui ∼ Nqi(0, σ2
i Iqi), i = 1, . . . , m. Se define

β(i) = (βt, ut
1, . . . ,u

t
i−1)

t y u(i) = (ut
i, . . . ,u

t
m)t .

Para i = 1, . . . , m considérese el caso

X1 = X
(i)
1 = (X, Z1, . . . ,Zi−1), β1 = β(i),

X2 = X
(i)
2 = (Zi, . . . , Zm), β2 = u(i)

definiendo

M i = W −WX
(i)
1 (X(i)t

1 X
(i)
1 )−1X

(i)t
1 W ,

Li = Zt
iW [W−1 −X

(i)
1 (X(i)t

1 WX
(i)
1 )−1X

(i)t
1 ]WZi .

Entonces (1.23) y (1.26) se reducen a

E[SSE(β(i),u(i))] = E[SSE(β,u)] = σ2
0[n− rg(X Z)] (1.27)

E[SSR(u(i)|β(i))] =
m∑

k=i

tr {Lk}σ2
k + σ2

0[rg(X Z)− rg(X,Z1, . . . , Zi−1)] (1.28)

De las fórmulas (1.27) y (1.28), y aplicando el método de los momentos, se obtiene el siguiente
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sistema lineal y triangular de ecuaciones.

SSE(β, u) = σ2
0[n− rg(X,Z1, . . . , Zm)]

SSR(u(m)|β(m)) = σ2
0[rg(X Z)− rg(X, Z1, . . . ,Zm−1)] + σ2

mtr {Lm}
SSR(u(m−1)|β(m−1)) = σ2

0[rg(X Z)− rg(X, Z1, . . . ,Zm−2)] + σ2
mtr {Lm}+ σ2

m−1tr {Lm−1}
...

SSR(u(1)|β(1)) = σ2
0[rg(X Z)− rg(X)] +

m∑

i=1

σ2
i tr {Li}

De la primera ecuación se obtiene un estimador insesgado de σ2
0,

σ̂2
0 =

SSE(β,u)
n− rg(X Z)

= MSE(β, u).

De la segunda ecuación se obtiene un estimador insesgado de σ2
m,

σ̂2
m =

SSR(u(m)|β(m))− σ̂2
0[rg(X Z)− rg(X, Z1, . . . ,Zm−1)]

tr {Lm} .

De la tercera ecuación se obtiene un estimador insesgado de σ2
m−1,

σ̂2
m−1 =

SSR(u(m−1)|β(m−1))− σ̂2
0[rg(X Z)− rg(X, Z1, . . . ,Zm−2)]− σ̂2

mtr {Lm}
tr {Lm−1} ,

y aśı sucesivamente.
Nótese que SSR(u(i)|β(i)) = SSE(β(i))−SSE(β(i), u(i)) = SSE(β(i))−SSE(β, u), con lo

cual las fórmulas anteriores se pueden expresar en función de las sumas de cuadrados residuales
únicamente. Es decir,

σ̂2
0 =

ytMm+1y

n− rg(X(m+1)
1 )

(1.29)

σ̂2
m =

ytMmy − ytMm+1y − σ̂2
0

[
rg(X(m+1)

1 )− rg(X(m)
1 )

]

tr(Lm)
(1.30)

...
...

σ̂2
i =

ytM iy − ytMm+1y − σ̂2
0

[
rg(X(m+1)

1 )− rg(X(i)
1 )

]
−∑m

j=i+1 σ̂2
j tr(Lj)

tr(Li)
(1.31)

...
...

σ̂2
1 =

ytM1y − ytMm+1y − σ̂2
0

[
rg(X(m+1)

1 )− rg(X(1)
1 )

]
−∑m

j=2 σ̂2
j tr(Lj)

tr(Li)
(1.32)

Para más detalles se pueden consultar los libros Searle at al. (1992), 202-208, o Searle (1971),
443-445.
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Reemplazando las componentes de la varianza σ2
0, σ

2
1, . . . , σ

2
m por sus estimadores σ̂2

0, σ̂
2
1, . . . , σ̂

2
m

en (1.4) y (1.5), se obtiene el estimador de β y los predictores de u1, . . . ,um.

Observación 1.5.1. Si se usa la parametrización alternativa el sistema de ecuaciones deja de
ser lineal. En consecuencia su solución no proporciona estimadores insesgados.

Observación 1.5.2. En los desarrollos anteriores al poner los efectos aleatorios como fijos,
puede surgir colinealidad. Estos problemas se corrigen generalmente eliminando una columna de
cada Zi, i = 1, . . . , m.

1.6. El error cuadrático medio de los EBLUP

1.6.1. Introducción

Sea Ω = {1, . . . , N} una población finita. Sea y = (y1, . . . , yN )t el vector de valores que toma
una variable objetivo en las unidades de Ω. Se supone que se verifica el modelo

y = Xβ + Zu + e, (1.33)

donde βp×1 es el vector de efectos fijos, uq×1 es el vector de efectos aleatorios, XN×p y ZN×q

son matrices de incidencia conocidas y eN×1 es el vector de perturbaciones aleatorias. Supóngase
que los efectos aleatorios y las perturbaciones son independientes y normales con medias nulas
y matrices de varianza-covarianza,

V [u] = E[uut] = Σu y V [e] = E[eet] = Σe,

que son funciones con derivadas parciales continuas de unos parámetros θ = (θ0, θ1, . . . , θm)
llamados componentes de la varianza.

De (1.33) se obtiene
V = V [y] = ZΣuZt + Σe.

Supóngase que V , Σu y Σe son no singulares.
Se selecciona una muestra aleatoria simple, s ⊂ Ω, de n ≤ N unidades. Sea r = Ω − s el

conjunto de unidades que no han sido seleccionadas, de modo que y = (yt
s, y

t
r)

t, donde ys es
el vector de n unidades observadas e yr es el vector de N − n unidades no observadas. En lo
sucesivo se usa el sub́ındice s para denotar la parte observada del modelo (1.33) y el sub́ındice
r para denotar la parte no observada.

Sea a = (at
s, a

t
r)

t un vector de constantes conocidas de dimensión N × 1. Se está interesado
en estimar η = aty = at

sys + at
ryr. Se define τ = at

r(Xrβ + Zru), con lo cual se verifica que
at

ryr = τ + at
rer.

En el apartado 1.6.2 se procede a calcular el error cuadrático medio que se comete cuando se
predice el valor de τ con el predictor lineal insesgado óptimo (BLUP) y con el predictor emṕırico
lineal insesgado óptimo (EBLUP). En el apartado 1.6.3 se estudia el problema de calcular el
error cuadrático medio que se comete cuando se predice el valor de η con el predictor EBLUP.
En la apartado 1.6.4 se dan procedimientos para estimar el error cuadrático medio.



32 Caṕıtulo 1. Preliminares

1.6.2. Cálculo del error cuadrático medio al predecir τ

En este apartado se calcula el error cuadrático medio de estimadores BLUP o EBLUP de τ .
Se consideran los siguientes casos:

1. β, θ0, θ1, . . . , θm son conocidos,

2. θ0, θ1, . . . , θm son conocidos, pero β es desconocido,

3. Todos los parámetros son desconocidos

Todos los parámetros son conocidos

En este apartado se supone que β y θ0, θ1, . . . , θm son conocidos. Puesto que el estimador
BLUP de τ es

τ̃ = at
r(Xrβ + Zrũ), con ũ = Ct

sV
−1
s (ys −Xsβ)

y Cs = Cov(ys, u) = ZsΣu, el error de predicción es τ̃ − τ = at
rZr(ũ−u). El error cuadrático

medio es
MSE(τ̃) = E[(τ̃ − τ)2] = V (τ̃ − τ) = at

rZrV ar(ũ− u)Zt
rar

Por otra parte, se tiene que

V (ũ− u) = V (ũ) + V (u)− 2Cov(ũ, u) = Ct
sV

−1
s V sV

−1
s Cs + Σu − 2Ct

sV
−1
s Cs

= Σu −ΣuZt
sV

−1
s ZsΣu.

Se sabe que V −1
s = (Σes + ZsΣuZt

s)
−1. Usando la fórmula de inversión

(A + BCD)−1 = A−1 −A−1B(C−1 + DA−1B)−1DA−1, (1.34)

se obtiene
V −1

s = Σ−1
es −Σ−1

es Zs(Σ−1
u + Zt

sΣ
−1
es Zs)−1Zt

sΣ
−1
es .

Sea T s = (Σ−1
u + Zt

sΣ
−1
es Zs)−1, entonces se puede escribir V s en función de T s; es decir

V −1
s = Σ−1

es −Σ−1
es ZsT sZ

t
sΣ

−1
es .

De la misma forma, aplicando la formula (1.34) a T s se obtiene

T s = Σu −ΣuZt
s(Σes + ZsΣuZt

s)
−1ZsΣu = Σu −ΣuZt

sV
−1
s ZsΣu

Aśı pues, se ha demostrado que
V (ũ− u) = T s.

y en consecuencia
MSE(τ̃) = at

rZrT sZ
t
rar , g1(θ).
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Varianzas conocidas y parámetros de regresión desconocidos

En este apartado se supone que θ0, θ1, . . . , θm son conocidas, pero β es desconocido. Sean
Qs = (Xt

sV
−1
s Xs)−1 y Cs = Cov(ys, u) = ZsΣu, entonces el estimador BLUP de τ es

τ̂blup = at
r(Xrβ̂ + Zrû),

donde

û = Ct
sV

−1
s (ys −Xsβ̂) y β̂ = (Xt

sV
−1
s Xs)−1Xt

sV
−1
s ys = QsX

t
sV

−1
s ys.

Por tanto,

τ̂blup − τ = at
rXr(β̂ − β) + at

rZr(û− u)

y

(τ̂blup − τ)2 =
[
at

rXr(β̂ − β) + at
rZr(û− u)

] [
(β̂ − β)tXt

rar + (û− u)tZt
rar

]

= at
rXr(β̂ − β)(β̂ − β)tXt

rar + at
rXr(β̂ − β)(û− u)tZt

rar

+ at
rZr(û− u)(β̂ − β)tXt

rar + at
rZr(û− u)(û− u)tZt

rar.

En forma matricial, se tiene

(τ̂blup − τ)2 =
[
at

rXr, at
rZr

]
[

β̂ − β

û− u

] [
(β̂ − β)t, (û− u)t

] [
Xt

rar

Zt
rar

]
.

Con lo cual

MSE(τ̂blup) = E
[
(τ̂blup − τ)2

]
=

[
at

rXr, at
rZr

]
E

[[
β̂ − β

û− u

] [
(β̂ − β)t, (û− u)t

]][
Xt

rar

Zt
rar

]
.

Calculando por separado las componentes de la fórmula anterior, se tiene

R11 , E
[
(β̂ − β)(β̂ − β)t

]
= V (β̂) = QsX

t
sV

−1
s V sV

−1
s XsQs

= QsX
t
sV

−1
s XsQs = QsQ

−1
s Qs = Qs,

R12 , E
[
(β̂ − β)(û− u)t

]
= Cov(β̂, û− u) = Cov(β̂, û)− Cov(β̂,u)

= Cov
(
QsX

t
sV

−1
s ys,C

t
sV

−1
s (I −XsQsX

t
sV

−1
s )ys

)− Cov
(
QsX

t
sV

−1
s ys, u

)

= QsX
t
sV

−1
s V s(I − V −1

s XsQsX
t
s)V

−1
s Cs −QsX

t
sV

−1
s Cs

= −Qs(X
t
sV

−1
s Xs)QsX

t
sV

−1
s Cs = −QsX

t
sV

−1
s ZsΣu,
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R22 , E
[
(û− u)(û− u)t

]
= Cov(û− u, û− u)

= V (û)− Cov(û, u)− Cov(u, û) + V (u)

= Ct
sV

−1
s (I −XsQsX

t
sV

−1
s )V s(I − V −1

s XsQsX
t
s)V

−1
s Cs

− Ct
sV

−1
s (I −XsQsX

t
sV

−1
s )Cs −Ct

s(I − V −1
s XsQsX

t
s)V

−1
s Cs + Σu

= Ct
sV

−1
s (I −XsQsX

t
sV

−1
s )V sV

−1
s Cs

− Ct
sV

−1
s (I −XsQsX

t
sV

−1
s )V sV

−1
s XsQsX

t
sV

−1
s Cs

− Ct
sV

−1
s (I −XsQsX

t
sV

−1
s )Cs −Ct

s(I − V −1
s XsQsX

t
s)V

−1
s Cs + Σu

= −Ct
sV

−1
s XsQsX

t
sV

−1
s Cs + Ct

sV
−1
s XsQs(X

t
sV

−1
s Xs)QsX

t
sV

−1
s Cs

− Ct
sV

−1
s Cs + Ct

sV
−1
s XsQsX

t
sV

−1
s Cs + Σu

= Σu −ΣuZt
sV

−1
s ZsΣu + (ΣuZt

sV
−1
s )XsQsX

t
s(V

−1
s ZsΣu) .

Para obtener una fórmula más sintética de R22, se usan las igualdades

V −1
s = (Σes + ZsΣuZt

s)
−1 = Σ−1

es −Σ−1
es ZsT sZ

t
sΣ

−1
es ,

T s = (Σ−1
u + Zt

sΣ
−1
es Zs)−1 = Σu −ΣuZt

sV
−1
s ZsΣu.

De estas relaciones, se deduce que

Zt
sΣ

−1
es Zs = T−1

s −Σ−1
u

Zt
sV

−1
s = Zt

sΣ
−1
es −Zt

sΣ
−1
es ZsT sZ

t
sΣ

−1
es = Zt

sΣ
−1
es −Zt

sΣ
−1
es + Σ−1

u T sZ
t
sΣ

−1
es

= Σ−1
u T sZ

t
sΣ

−1
es

ΣuZt
sV

−1
s = T sZ

t
sΣ

−1
es .

Consecuentemente

R22 = E
[
(û− u)(û− u)t

]
= T s + T sZ

t
sΣ

−1
es XsQsX

t
sΣ

−1
es ZsT s .

Volviendo al cálculo de MSE(τ̂blup), se tiene que

MSE(τ̂blup) =
[
at

rXr, at
rZr

]
E

[
(β̂ − β)(β̂ − β)t (β̂ − β)(û− u)t

(û− u)(β̂ − β)t (û− u)(û− u)t

][
Xt

rar

Zt
rar

]

= at
rXrR11X

t
rar + at

rXrR12Z
t
rar + at

rZrR
t
12X

t
rar + at

rZrR22Z
t
rar

= at
rXrQsX

t
rar − at

rXrQsX
t
sΣ

−1
es ZsT sZ

t
sar − at

rZrT sZ
t
sΣ

−1
es XsQsX

t
rar

+ at
rZrT sZ

t
rar + at

rZrT sZ
t
sΣ

−1
es XsQsX

t
sΣ

−1
es ZsT sZ

t
rar

= at
rZrT sZ

t
rar + [at

rXr − at
rZrT sZ

t
sΣ

−1
es Xs]Qs[X

t
rar −Xt

sΣ
−1
es ZsT sZ

t
rar].

En definitiva, dado el vector de componentes de la varianza θ = (θ0, θ1, . . . , θm), se tiene que

MSE(τ̂blup) = g1(θ) + g2(θ),

g1(θ) = at
rZrT sZ

t
rar,

g2(θ) = [at
rXr − at

rZrT sZ
t
sΣ

−1
es Xs]Qs[X

t
rar −Xt

sΣ
−1
es ZsT sZ

t
rar].
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Todos los parámetros son desconocidos

El estimador BLUP de τ , cuando las componentes de θ = (θ0, θ1, . . . , θm) son conocidas, es
τ̂blup = τ(θ). De hecho, habitualmente τ̂blup sólo depende de los cocientes θi/θ0, i = 1, . . . , m.
Cuando θ es desconocida, se reemplaza por un estimador adecuado, para obtener el estimador
EBLUP de τ ; es decir,

τ̂eblup = τ(θ̂).

El error cuadrático medio de τ̂eblup es

MSE(τ̂eblup) = E
[
(τ̂eblup − τ̂blup + τ̂blup − τ)2

]

= MSE(τ̂blup) + E
[
(τ̂eblup − τ̂blup)2

]
+ 2E [(τ̂eblup − τ̂blup)(τ̂blup − τ)] .

Se dice que una función (posiblemente vectorial) del vector de observaciones, s(ys) es par
si para todo ys se verifica la igualdad s(−ys) = s(ys). Se dice que s(ys) es invariante por
traslaciones si s(ys + Xsβ) = s(ys) para cualesquiera ys ∈ Rn, β ∈ Rp.

Kackar y Harville (1981) demostraron que los estimadores Henderson 3, ML y REML de θ

son funciones de ys pares e invariantes por traslaciones. También demostraron que si E[τ(θ)] es
finita y el estimador θ̂ es función de ys par e invariante por traslaciones, entonces τ̂eblup = τ(θ̂)
es centrado (E[τ(θ̂)− τ ] = 0). Kackar y Harville (1984) demostraron que si θ̂ es función de ys

par e invariante por traslaciones, entonces

E [(τ̂eblup − τ̂blup)(τ̂blup − τ)] = 0. (1.35)

En este apartado se supone que se verifica (1.35). En consecuencia, se tiene la igualdad

MSE(τ̂eblup) = MSE(τ̂blup) + E
[
(τ̂eblup − τ̂blup)2

]
. (1.36)

En lo sucesivo se va a encontrar una aproximación del término

E
[
(τ̂eblup − τ̂blup)2

]
.

Sea γ = (γ0, γ1, . . . , γm) un valor admisible de θ y sea d(θ) = (d0(θ), d1(θ), . . . , dm(θ))t, donde

dj(θ) =
∂τ(γ)
∂γj

∣∣∣∣
θ

, j = 0, 1, . . . ,m.

El desarrollo de Taylor de primer orden de τ(γ) en torno a θ es

τ(γ) ≈ τ(θ) +
m∑

j=0

dj(θ)(γj − θj).

Haciendo la sustitución γ = θ̂, se obtiene

τ̂eblup ≈ τ̂blup +
m∑

j=0

dj(θ)(θ̂j − θj) = τ̂blup + dt(θ)(θ̂ − θ).
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Supóngase que θ̂ es asintóticamente insesgado; es decir

E
[
θ̂j − θj

]
−→ 0
n→∞ , j = 0, 1, . . . , m.

Entonces

E
[
(τ̂eblup − τ̂blup)2

] ≈ E
[
(dt(θ)(θ̂ − θ))2

]
=

m∑

i=0

m∑

j=0

E
[
di(θ)(θ̂i − θi)dj(θ)(θ̂j − θj)

]
. (1.37)

Kackar y Harville (1981) demostraron que

E [dj(θ)] = 0, j = 0, 1, . . . , m.

Dado que d(θ) = d(θ, u) es un vector aleatorio, el sumando (i, j) en (1.37) es

E
[
di(θ)dj(θ)(θ̂i − θi)(θ̂j − θj)

]
= E

θ̂

[
(θ̂i − θi)(θ̂j − θj)Ed

[
di(θ)dj(θ) | θ̂

]]
.

Ahora bien,
Ed

[
di(θ)dj(θ) | θ̂

]
= Cov

(
di(θ), dj(θ) | θ̂

)
.

En el caso en que θ̂ se obtenga a partir de datos distintos e independientes de los usados para
calcular τ̂blup = τ̂(θ), se tiene que

Cov
(
di(θ), dj(θ) | θ̂

)
= Cov (di(θ), dj(θ))

y en consecuencia

E
[
di(θ)dj(θ)(θ̂i − θi)(θ̂j − θj)

]
= Cov (di(θ), dj(θ))E

[
(θ̂i − θi)(θ̂j − θj)

]

= Cov (di(θ), dj(θ))Cov(θ̂i, θ̂j)

Aśı pues, el segundo sumando de (1.36) es

E
[
(τ̂eblup − τ̂blup)2

]
=

m∑

j=0

m∑

i=0

Cov (di(θ), dj(θ))Cov(θ̂i, θ̂j).

Sean G(θ) y B(θ) las matrices de varianza-covarianza de d(θ) y θ̂ respectivamente. Entonces

m∑

j=0

Cov (di(θ), dj(θ))Cov(θ̂i, θ̂j)

es el elemento i-ésimo de la diagonal principal de G(θ)B(θ), con lo cual

E
[
(τ̂eblup − τ̂blup)2

]
= tr {G(θ)B(θ)} .
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En el caso de que θ̂ y τ̂blup = τ̂(θ) se calculen a partir de los mismos datos, Kackar y Harville
(1984) proponen la aproximación

E
[
(τ̂eblup − τ̂blup)2

] ≈ tr {G(θ)B(θ)} .

En consecuencia el MSE de τ̂eblup puede aproximarse de la siguiente forma

MSE(τ̂eblup) ≈ MSE(τ̂blup) + tr {G(θ)B(θ)} .

Prasad y Rao (1990) propusieron la siguiente nueva aproximación

tr {G(θ)B(θ)} ≈ tr
{

(∇bt)V s(∇bt)tE
[
(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)t

]}
, (1.38)

donde bt = (b1, . . . , bn) = at
rZrΣuZt

sV
−1
s ,

∂bt

∂θj
=

(
∂b1

∂θj
, . . . ,

∂bn

∂θj

)
y ∇bt =




∂bt

∂θ0

∂bt

∂θ1

...
∂bt

∂θm




=




∂b1
∂θ0

. . . ∂bn
∂θ0

∂b1
∂θ1

. . . ∂bn
∂θ1

... . . .
...

∂b1
∂θm

. . . ∂bn
∂θm




(m+1)×n

.

En definitiva, si el vector de componentes de la varianza θ = (θ0, θ1, . . . , θm) es desconocido,
se tiene que

MSE(τ̂eblup) = g1(θ) + g2(θ) + g3(θ),

g1(θ) = at
rZrT sZ

t
rar.

g2(θ) = [at
rXr − at

rZrT sZ
t
sΣ

−1
es Xs]Qs[X

t
rar −Xt

sΣ
−1
es ZsT sZ

t
rar],

g3(θ) ≈ tr
{

(∇bt)V s(∇bt)tE
[
(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)t

]}
.

1.6.3. Cálculo del error cuadrático medio al predecir η

Supóngase ahora que se quiere predecir

η = at
sys + at

ryr = at
sys + at

r(Xrβ + Zru + er) = at
sys + τ + at

rer,

usando el predictor
η̂ = at

sys + τ̂eblup.

El error cuadrático medio es

MSE(η̂) = E
[
(η̂ − η)2

]
= E

[
(τ̂eblup − τ − at

rer)2
]

= E
[
(τ̂eblup − τ)2

]
+ E

[
(at

rer)2
]− 2E

[
(τ̂eblup − τ)at

rer

]

= MSE(τ̂eblup) + E
[
at

rere
t
rar

]− 2E
[
at

r

(
(Xr(β̂ − β) + Zr(û− u)

)
et

rar

]

= MSE(τ̂eblup) + at
rΣerar − 2at

rXrE
[
(β̂ − β)et

r

]
ar − 2at

rZrE
[
(û− u)et

r

]
ar.
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Ahora bien

E
[
(β̂ − β)et

r

]
= Cov(β̂,er) = Cov(QsX

t
sV

−1
s ys, er) = 0

E
[
(û− u)et

r

]
= Cov(û− u, er) = Cov(û, er)− Cov(u, er)

= Cov(ZsΣuV −1
s (I −QsX

t
sV

−1
s )ys, er) = 0

En consecuencia, se tiene que

MSE(η̂) = MSE(τ̂eblup) + at
rΣerar = MSE(τ̂blup) + E

[
(τ̂eblup − τ̂blup)2

]
+ at

rΣerar

≈ g1(θ) + g2(θ) + g3(θ) + g4(θ),

g1(θ) = at
rZrT sZ

t
rar.

g2(θ) = [at
rXr − at

rZrT sZ
t
sΣ

−1
es Xs]Qs[X

t
rar −Xt

sΣ
−1
es ZsT sZ

t
rar],

g3(θ) ≈ tr
{

(∇bt)V s(∇bt)tE
[
(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)t

]}
,

g4(θ) = at
rΣerar.

1.6.4. Estimación del error cuadrático medio al predecir η

En las aplicaciones se necesita un estimador de MSE(η̂) para tener una medida de la varia-
bilidad de η̂. Un procedimiento sencillo para estimar MSE(τ̂) consiste en sustituir θ por θ̂ en
la expresión del error cuadrático medio. En primer lugar se estima el error cuadrático medio de
τ = at

r(Xrβ + Zru). Aśı se obtiene el estimador analógico

mse1(τ̂eblup) = g1(θ̂) + g2(θ̂) + g3(θ̂). (1.39)

Si se usan estimadores θ̂ consistentes de θ, se verifica que E[g2(θ̂)] ∼= g2(θ) y E[g3(θ̂)] ∼= g3(θ).
Sin embargo, esta propiedad no se cumple para g1.

Para evaluar el sesgo de g1(θ̂), se desarrolla g1(θ̂) en serie de Taylor alrededor de θ, obte-
niéndose

g1(θ̂) ≈ g1(θ) + (θ̂ − θ)t∇g1(θ) +
1
2
(θ̂ − θ)t∇2g1(θ)(θ̂ − θ) , g1(θ) + ∆1 + ∆2,

donde ∇g1(θ) es el vector de derivadas primeras de g1(θ) con respecto a θ y ∇2g1(θ) es la
matriz de derivadas segundas de g1(θ) con respecto a θ. Si θ̂ es insesgado para θ, entonces
E[∆1] = 0. En general, si el término E[∆1] ≈ bt

θ̂
(θ)∇g1(θ) donde b

θ̂
(θ) es una aproximación al

sesgo E[θ̂ − θ], es de orden inferior a E[∆2], entonces una aproximación posible es

E[g1(θ̂)] ≈ g1(θ) +
1
2

tr
(
∇2g1(θ)V [θ̂]

)
, (1.40)

siendo V [θ̂] la matriz de covarianzas asintótica de θ̂. Si además la matriz de covarianzas V tiene
una estructura lineal en θ, entonces (1.40) se reduce a

E[g1(θ̂)] ≈ g1(θ)− g3(θ). (1.41)
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De (1.39) y (1.41) se deduce que el sesgo de mse1(τ̂eblup) es

E[mse1(τ̂eblup)]−MSE(τ̂eblup) ≈ (g1(θ)−g3(θ)+g2(θ)+g3(θ))−(g1(θ)+g2(θ)+g3(θ)) = −g3(θ).

Consecuentemente mse1(τ̂eblup) se estima con

mse(τ̂eblup) = g1(θ̂) + g2(θ̂) + 2g3(θ̂). (1.42)

La fórmula (1.42) es válida cuando se estima θ̂ por los métodos de Henderson 3 o REML, que
producen estimadores θ̂ insesgados de θ. Sin embargo, para estimadores de máxima verosimilitud
θ̂, se verifica que E[∆1] ≈ bt

θ̂
(θ)∇g1(θ) 6= 0. En este caso MSE(τ̂eblup) se estima con

mse(τ̂eblup) = g1(θ̂) + g2(θ̂) + 2g3(θ̂)− bt
θ̂
(θ)∇g1(θ) . (1.43)

Prasad y Rao (1990) obtuvieron el estimador del ECM dado en (1.42) para casos especiales
cubiertos por el modelo lineal mixto general con una matriz de covarianzas diagonal a bloques.
Harville y Jeske (1992) propusieron (1.42) para un modelo lineal mixto general como (1.33),
bajo la hipótesis de que E[θ̂ − θ] = 0. Das, Jiang y Rao (2001) proporcionan demostraciones
rigurosas de las aproximaciones (1.42) y (1.43) para los métodos ML y REML. Lahiri y Rao
(1995) estudiaron la robustez de las citadas aproximaciones.

A la hora de estimar η mediante η̂ = at
sys + τ̂eblup, se utiliza

mse(η̂) = g1(θ̂) + g2(θ̂) + 2g3(θ̂) + g4(θ̂), (1.44)

en el caso de que θ̂ sea aproximadamente insesgado, y en caso contrario se utiliza la expresión
alternativa

mse(η̂) = g1(θ̂) + g2(θ̂) + 2g3(θ̂) + g4(θ̂)− bt
θ̂
(θ)∇g1(θ) .
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Caṕıtulo 2

Modelo lineal mixto con dos factores
aleatorios anidados

2.1. Introducción

El modelo lineal mixto definido en (1.3) presenta algunas simplificaciones cuando tiene dos
factores aleatorios anidados; el primero con D niveles y para cada nivel d (d = 1, . . . , D) de éste,
el segundo con md subniveles. Supóngase que

y = Xβ + Z1u1 + Z2u2 + W−1/2
n e, (2.1)

donde u1 = u1,D×1 ∼ N (0, σ2
1ID), u2 = u2,M×1 ∼ N (0, σ2

2IM ) y e = en×1 ∼ N (0, σ2
0In)

son independientes, y = yn×1, X = Xn×p con rg(X) = p, β = βp×1, Z1 = diag
1≤d≤D

(1nd
)n×D,

Z2 = diag
1≤d≤D

( diag
1≤i≤md

(1ndi
))n×M , M =

∑D
d=1 md, n =

∑D
d=1 nd, nd =

∑md
i=1 ndi, In, ID e IM son

matrices identidad de ordenes n, D, y M , 1nd
y 1ndi

son vectores columnas de ordenes nd y
ndi con todos sus elementos iguales a 1 y W n = diag

1≤d≤D
( diag
1≤i≤md

( diag
1≤j≤ndi

(wdij)))n×n con wdij > 0

conocidas, d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, j = 1, . . . , ndi.
El modelo (2.1) puede escribirse alternativamente como en Prasad y Rao (1990); es decir

ydij = xdijβ + u1,d + u2,di + w
−1/2
dij edij , d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, j = 1, . . . , ndi, (2.2)

donde ydij es la caracteŕıstica de interés para la unidad muestral j, del subnivel i, dentro del nivel
d, xdij es la fila (d, i, j) de la matriz X, conteniendo las variables auxiliares correspondientes y
wdij representa la heterocedasticidad del elemento (d, i, j) en el modelo.

El modelo (2.1) tiene la siguiente estructura de correlaciones

1. Para el caso d1 = d2, i1 = i2, j1 = j2 se tiene

Cov(yd1i1j1 , yd1i1j1) = V (yd1i1j1) = σ2
1 + σ2

2 + w−1
d1i1j1

σ2
0 .

41
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2. Para el caso d1 = d2, i1 = i2, j1 6= j2

Cov(yd1i1j1 , yd1i1j2) = σ2
1 + σ2

2 .

3. Para el caso d1 = d2, i1 6= i2

Cov(yd1i1j1 , yd1i2j2) = σ2
1 .

4. Para el caso d1 6= d2

Cov(yd1i1j1 , yd2i2j2) = 0 .

En estimación en áreas pequeñas, el modelo (2.1) es de gran utilidad, pues permite la estima-
ción de parámetros poblacionales en áreas d y subáreas di, ambas generalmente más pequeñas
que las grandes áreas para las cuales fue realizado el diseño de muestreo. El caṕıtulo 6 está de-
dicado a la aplicación de dos amplios ejemplos; en el primero de ellos (sección 6.4) se busca, a
través de este tipo de modelos, una estimación del total de parados para comarcas (i = 1, . . . , md)
dentro de su correspondiente provincia (d = 1, . . . , D); en el segundo (sección 6.5), se busca una
estimación del gasto total anual medio del hogar por trimestres (i = 1, . . . , md) para cada comu-
nidad autónoma (d = 1, . . . , D). Las citadas aplicaciones muestran la utilidad del modelo (2.1)
en el tratamiento de datos con estructura geográfica anidada o temporal. Se trata de un modelo
flexible que puede ser adaptado incluso a estudios longitudinales de medidas repetidas.

En el presente caṕıtulo se desarrollan los cálculos para la obtención del estimador BLUE de
β y el predictor BLUP de u bajo las condiciones del modelo (2.1). En este proceso, surgen dos
posibles caminos; que las componentes de la varianza σ sean conocidas y por tanto bastará con
desarrollar en (1.4) y (1.5), o que σ sea desconocida y se tengan que plantear métodos de
estimación para su obtención. El primero de los casos se expone en la sección 2.2, mientras que
el segundo se hace en las secciones 2.3, 2.4, 2.5 y 2.6. El desarrollo anaĺıtico de la teoŕıa presentada
a lo largo de estas secciones tienen un gran valor en el ámbito de la estad́ıstica computacional.
Desde una perspectiva computacional es aconsejable implementar los programas principales y
subrutinas usando objetos en los que todos sus elementos (scores, componentes de la matriz
de información de Fisher, etc.) estén ligados a expresiones asociadas a un mismo subnivel di

dentro de cada nivel d. Sin estos desarrollos anaĺıticos, las ejecuciones de los experimentos de
simulación y de los métodos bootstrap consumiŕıan espacio en memoria RAM y tiempos de
CPU prohibitivos. La investigación en la mejora de los procedimientos computacionales para
la aplicación viable de las técnicas estad́ısticas propuestas en grandes conjuntos de datos (por
ejemplo, la encuesta de población activa) ha sido uno de los objetivos básicos de esta memoria.

2.2. Varianzas conocidas

Sea σ = (σ2
0, σ

2
1, σ

2
2)

t el vector de componentes de la varianza, con σ2
0 > 0, σ2

1 > 0 y
σ2

2 > 0. Cuando σ sea conocida el estimador BLUE de β = (β1, . . . , βp)t y el predictor BLUP
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de u = (ut
1, u

t
2)

t, que se obtuvieron en (1.4) y (1.5), son

β̂ = (XtV −1X)−1XtV −1y y û = ΣuZtV −1
(
y −Xβ̂

)
. (2.3)

A efectos computacionales conviene deducir expresiones desarrolladas de (2.3). Nótese que
en el presente modelo (2.1), se tiene que V (u1) = σ2

1ID, V (u2) = σ2
2IM , V (e) = σ2

0In y

V = V (y) = Z1V (u1)Z1
t + Z2V (u2)Z2

t + σ2
0W

−1
n = diag(V 1, . . . , V D),

donde

V d = σ2
11nd

1t
nd

+ σ2
2 diag
1≤i≤md

(1ndi
1t

ndi
) + σ2

0W
−1
d = σ2

11nd
1t

nd
+ Υd, d = 1, . . . , D,

W d = diag
1≤i≤md

(W di), W di = diag
1≤j≤ndi

(wdij), d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md,

Υd = diag
1≤i≤md

(σ2
21ndi

1t
ndi

+ σ2
0W

−1
di ) = diag

1≤i≤md

(Υdi), d = 1, . . . , D.

Se define wndi
= W di1ndi

= (wdi1, . . . , wdindi
)t
ndi×1, wdi· = 1t

ndi
wndi

=
∑ndi

j=1 wdij y

γdi =
σ2

2

σ2
2 + σ2

0
wdi·

, δd =
σ2

1

σ2
0 + σ2

1

∑md
i=1(1− γdi)wdi·

, d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md. (2.4)

Para calcular V −1 = diag(V −1
1 , . . . ,V −1

D ) es necesario conocer Υ−1
d y en consecuencia también

es preciso calcular Υ−1
di . Para calcularlos se utiliza el resultado estándar de inversión de matrices

(A + uvt)−1 = A−1 − A−1uvtA−1

1 + vtA−1u

(véase, e.g. Rao (1973), p. 33). Este resultado se aplica dos veces; en primer lugar para calcular
Υ−1

di y posteriormente para poder obtener V −1
d .

Para Υ−1
di = (σ2

21ndi
1t

ndi
+ σ2

0W
−1
di )−1, se hace A = σ2

0W
−1
di , u = σ2

21ndi
, vt = 1t

ndi
y se tiene

Υ−1
di =

1
σ2

0

W di − σ2
2

σ4
0

W di1ndi
1t

ndi
W di

1 + σ2
2

σ2
0
1t

ndi
W di1ndi

=
1
σ2

0


W di − σ2

2

σ2
0(1 + σ2

2

σ2
0
wdi·)

wndi
wt

ndi




=
1
σ2

0

(
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)
, d = 1, . . . , D, i = 1, . . . ,md.

Por tanto

Υ−1
d =

1
σ2

0

diag
1≤i≤md

(
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)
, 1

σ2
0

diag
1≤i≤md

(Bdi) .

Para V −1
d = (σ2

11nd
1t

nd
+ Υd)−1, se hace A = Υd, u = σ2

11nd
, vt = 1t

nd
y se tiene
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V −1
d =

1
σ2

0

diag
1≤i≤md

(Bdi)− σ2
1

σ4
0

diag
1≤i≤md

(Bdi)1nd
1t

nd
diag

1≤i≤md

(Bdi)

1 + σ2
1

σ2
0
1t

nd
diag

1≤i≤md

(Bdi)1nd

=
1
σ2

0

diag
1≤i≤md

(Bdi)− σ2
1

σ4
0

col
1≤i≤md

[
wndi

− γdi
wdi·

wdi·wndi

]
colt

1≤i≤md

[
wt

ndi
− γdi

wdi·
wdi·wt

ndi

]

1 + σ2
1

σ2
0
(
∑md

i=1 wdi· −
∑md

i=1 γdiwdi·)

=
1
σ2

0

[
diag

1≤i≤md

(
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
]
. (2.5)

Mediante esta última expresión se obtiene el desarrollo de β̂ y û en (2.3).

β̂ =

(
D∑

d=1

[
md∑

i=1

(
Xt

diW diXdi − γdi

wdi·
Xt

diwndi
wt

ndi
Xdi

)

−δd

( md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)( md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)])−1

·
(

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(
Xt

diW diydi −
γdi

wdi·
Xt

diwndi
wt

ndi
ydi

)

−δd

( md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)( md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ydi

)])
(2.6)

En el apéndice A se presenta una versión más detallada de los cálculos de esta sección.

û = ΣuZtV −1
(
y −Xβ̂

)
=

(
σ2

1ID 0
0 σ2

2IM

)[
Zt

1

Zt
2

]
diag

1≤d≤D

(
V −1

d

)
col

1≤d≤D

[
yd −Xdβ̂

]

=




σ2
1Z

t
1 diag
1≤d≤D

(
V −1

d

)
col

1≤d≤D

[
yd −Xdβ̂

]

σ2
2Z

t
2 diag
1≤d≤D

(
V −1

d

)
col

1≤d≤D

[
yd −Xdβ̂

]



=




σ2
1 diag
1≤d≤D

(
1t

nd

)
diag

1≤d≤D

(
V −1

d

)
col

1≤d≤D

[
yd −Xdβ̂

]

σ2
2 diag
1≤d≤D

(
diag

1≤i≤md

(
1t

ndi

) )
diag

1≤d≤D

(
V −1

d

)
col

1≤d≤D

[
yd −Xdβ̂

]



=




σ2
1 col
1≤d≤D

[
1t

nd
V −1

d

(
yd −Xdβ̂

)]

σ2
2 col
1≤d≤D

[
diag

1≤i≤md

(
1t

ndi

)
V −1

d

(
yd −Xdβ̂

)]

 .
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Realizando los cálculos detallados en el apéndice A, se obtiene û1,d y û2,di

û1,d =
σ2

1

σ2
0

(
1− δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ς̂di, d = 1, . . . , D (2.7)

û2,di =
σ2

2

σ2
0

[
(1− γdi)wt

ndi
ς̂di − δd(1− γdi)wdi·

(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ς̂di

)]
d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md ,

(2.8)
donde ς̂di = ydi −Xdiβ̂, d = 1, . . . , D, i = 1, . . . ,md.

2.3. Método de la máxima verosimilitud (ML)

Considérese el modelo propuesto en (2.1)

y = Xβ + Z1u1 + Z2u2 + W−1/2
n e .

Para este modelo, la varianza se puede expresar como

V = σ2
0V

◦
0 + σ2

1V
◦
1 + σ2

2V
◦
2 = σ2

0 diag
1≤d≤D

(W−1
d ) + σ2

1 diag
1≤d≤D

(1nd
1t

nd
) + σ2

2 diag
1≤d≤D

( diag
1≤i≤md

(1ndi
1t

ndi
)).

El estimador máximo verośımil θ̂ = (β̂1, . . . , β̂p, σ̂
2
0, σ̂

2
1, σ̂

2
2)

t de θ es el vector que satisface

θ̂ = argmaxθ∈Θfθ(y) = argmaxθ∈Θ log fθ(y) ,

donde Θ = {θ = (βt, σt)t = (βt, σ2
0, σ

2
1, σ

2
2)

t; β ∈ Rp; σ2
0 > 0, σ2

1 ≥ 0, σ2
2 ≥ 0} es el espacio

paramétrico y fθ(y) la verosimilitud de θ para el vector de observaciones y,

fθ(y) = (2π)−n/2|V |−1/2 exp
{
−1

2
(y −Xβ)tV −1(y −Xβ)

}
.

Sea l(θ) = log fθ(y) y S(θ) = (St
β, Sσ2

0
, Sσ2

1
, Sσ2

2
)t, el vector de puntuaciones donde

S(θ) =
∂l(θ)
∂θ

=
(

∂l(θ)
∂β1

, . . . ,
∂l(θ)
∂βp

,
∂l(θ)
∂σ2

0

,
∂l(θ)
∂σ2

1

,
∂l(θ)
∂σ2

2

)t

.

Si θ̂ existe en el interior de Θ, entonces es solución de las ecuaciones de verosimilitud, que son las
ecuaciones que resultan de igualar las componentes del vector de puntuaciones a cero. Derivando
la logverosimilitud y utilizando (1.8) y (1.9), se obtienen las componentes de dicho vector para
el modelo (2.1); es decir,

Sβ = XtV −1(y −Xβ) ,

Sσ2
i

= −1
2
tr{V −1V ◦

i }+
1
2
(y −Xβ)tV −1V ◦

i V
−1(y −Xβ), i = 0, 1, 2.
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Al no existir expresiones expĺıcitas para los estimadores máximo-verośımiles, es necesario recurrir
a métodos iterativos de cálculo numérico, Newton-Raphson o Fisher-Scoring, como se advierte
en la sección 1.3. Para esto se hace necesario el cálculo de la matriz Hessiana. Los elementos
de la matriz Hessiana H(θ) se obtienen derivando de nuevo respecto de θ, utilizando (1.9), y
teniendo en cuenta que la derivada de una traza es la traza de la derivada,

∂2l(θ)
∂β∂βt = −XtV −1X , (2.9)

∂2l(θ)
∂σ2

i ∂β
=

∂2l(θ)
∂β∂σ2

i

= −XtV −1V ◦
i V

−1(y −Xβ) , (2.10)

∂2l(θ)
∂σ2

j σ
2
i

=
1
2
tr{V −1V ◦

jV
−1V ◦

i } − (y −Xβ)tV −1V ◦
jV

−1V ◦
i V

−1(y −Xβ) , (2.11)

para i, j = 0, 1, 2 .

El método de Fisher-Scoring sustituye la matriz Hessiana por su esperanza cambiada de
signo; es decir, por la matriz de información de Fisher

F (θ) = −E[H(θ)]

Tomando esperanzas en (2.9), (2.10), (2.11), cambiando de signo y usando el resultado

E[(y −Xβ)tA(y −Xβ)] = tr{AV } ,

para cualquier matriz no aleatoria A, se obtienen los elementos de la matriz de información de
Fisher

F ββ = XtV −1X ,

F σ2
i β = F βσ2

i
= 0, i = 0, 1, 2 ,

Fσ2
j σ2

i
=

1
2
tr{V −1V ◦

jV
−1V ◦

i }, i, j = 0, 1, 2.

La fórmula de actualización mediante el algoritmo de Fisher-Scoring es

θ(k+1) = θ(k) + F (θ(k))−1S(θ(k)),

siendo F (θ(k)) la matriz de información de Fisher evaluada en θ(k). Sea σt = (σ2
0, σ

2
1, σ

2
2). Como

F (θ) =




F ββ 0 0 0
0 Fσ2

0σ2
0

Fσ2
0σ2

1
Fσ2

0σ2
2

0 Fσ2
1σ2

0
Fσ2

1σ2
1

Fσ2
1σ2

2

0 Fσ2
2σ2

0
Fσ2

2σ2
1

Fσ2
2σ2

2


 =

(
F (β) 0

0 F (σ)

)

tiene estructura en bloques, entonces se puede separar la ecuación de actualización en dos; es
decir,
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β(k+1) = β(k) + F (β(k))−1S(β(k)), σ(k+1) = σ(k) + F (σ(k))−1S(σ(k)).

No es dif́ıcil comprobar que para el actual modelo, tanto las puntuaciones, como los elementos
de la matriz de información de Fisher, pueden escribirse como sumas de elementos correspon-
dientes a cada nivel d

Sβ =
D∑

d=1

Xd
tV −1

d (yd −Xdβ),

Sσ2
0

= −1
2

D∑

d=1

tr
{
V −1

d W−1
d

}
+

1
2

D∑

d=1

(yd −Xdβ)t V −1
d W−1

d V −1
d (yd −Xdβ) ,

Sσ2
1

= −1
2

D∑

d=1

tr
{
V −1

d Jnd

}
+

1
2

D∑

d=1

(yd −Xdβ)t V −1
d Jnd

V −1
d (yd −Xdβ) ,

Sσ2
2

= −1
2

D∑

d=1

tr
{
V −1

d Jndi

}
+

1
2

D∑

d=1

(yd −Xdβ)t V −1
d Jndi

V −1
d (yd −Xdβ) ,

F ββ =
D∑

d=1

Xt
dV

−1
d Xd , F σ2

kβ = 0, k = 0, 1, 2 ,

Fσ2
0σ2

0
=

1
2

D∑

d=1

tr
{
V −1

d W−1
d V −1

d W−1
d

}
, Fσ2

0σ2
1

=
1
2

D∑

d=1

tr
{
V −1

d W−1
d V −1

d Jnd

}
,

Fσ2
0σ2

2
=

1
2

D∑

d=1

tr
{
V −1

d W−1
d V −1

d Jndi

}
, Fσ2

1σ2
1

=
1
2

D∑

d=1

tr
{
V −1

d Jnd
V −1

d Jnd

}
,

Fσ2
1σ2

2
=

1
2

D∑

d=1

tr
{
V −1

d Jnd
V −1

d Jndi

}
, Fσ2

2σ2
2

=
1
2

D∑

d=1

tr
{
V −1

d Jndi
V −1

d Jndi

}
,

donde Jnd
= 1nd

1t
nd

y Jndi
= diag

1≤i≤md

(1ndi
1t

ndi
).

Del mismo modo y usando las fórmulas (2.4) y (2.5), relativas a wndi
, wdi·, γdi y V −1

d , se puede
llegar a escribir cada uno de los elementos del vector de puntuaciones y cada uno de los elementos
de la matriz de información de Fisher, como sumas de elementos correspondientes a un mismo
subnivel di dentro de cada nivel d
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Sβ =
1
σ2

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(
Xt

diW diςdi − γdi

wdi·
Xt

diwndi
wt

ndi
ςdi

)

− δd

( md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)( md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ςdi

)]
, (2.12)

Sσ2
0

= − 1
2σ2

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(ndi − γdi)− δd

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

]

+
1

2σ4
0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(
ςt

diW diςdi +
γdi(γdi − 2)

wdi·
ςt

diwndi
wt

ndi
ςdi

)

− 2δd

( md∑

i=1

(1− γdi)2ςt
diwndi

)( md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ςdi

)

+ δ2
d

( md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)( md∑

i=1

(1− γdi)ςt
diwndi

)2
]

, (2.13)

Sσ2
1

= − 1
2σ2

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)wdi· − δd

( md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2
]

+
1

2σ4
1

D∑

d=1

[
δd

md∑

i=1

(1− γdi)ςt
diwndi

]2

, (2.14)

Sσ2
2

= − 1
2σ2

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)wdi· − δd

md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
]

+
1

2σ4
0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(
(1− γdi)2ςt

diwndi
wt

ndi
ςdi

)

− 2δd

( md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·ςt
diwndi

)( md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ςdi

)

+ δ2
d

( md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)( md∑

i=1

(1− γdi)ςt
diwndi

)2
]

, (2.15)

donde

ςdi = ydi −Xdiβ y δd =
σ2

1

σ2
0 + σ2

1

∑md
i=1(1− γdi)wdi·

, d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md.

Las expresiones desarrolladas de los elementos de la matriz de información de Fisher son
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F ββ =
1
σ2

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(
Xt

diW diXdi − γdi

wdi·
Xt

diwndi
wt

ndi
Xdi

)

− δd

( md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)( md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
, Q−1 , (2.16)

Fσ2
0σ2

0
=

1
2σ4

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(
ndi + γdi(γdi − 2)

)
− 2δd

md∑

i=1

(1− γdi)3wdi·

+
(

δd

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)2
]

, (2.17)

Fσ2
0σ2

1
=

1
2σ4

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi· − 2δd

( md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)( md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)

+
(

δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2( md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)]
, (2.18)

Fσ2
0σ2

2
=

1
2σ4

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi· − 2δd

md∑

i=1

(1− γdi)3w2
di·

+ δ2
d

( md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)( md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)]
, (2.19)

Fσ2
1σ2

1
=

1
2σ4

1

D∑

d=1

[
δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

]2

, (2.20)

Fσ2
1σ2

2
=

1
2σ4

1

D∑

d=1

[
δ2
d

md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
]

, (2.21)

Fσ2
2σ2

2
=

1
2σ4

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
− 2δd

md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)3

+
(

δd

md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)2

]
. (2.22)

Los cálculos de las anteriores expresiones pueden verse en el apéndice A, donde se da una versión
más detallada de los pasos realizados.

2.4. Método de la máxima verosimilitud residual (REML)

Considérese el modelo propuesto en (2.1)

y = Xβ + Z1u1 + Z2u2 + W−1/2
n e .
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La estimación máximo verośımil residual trata de reducir el sesgo que aparece en los estimadores
de máxima verosimilitud de las componentes de la varianza. Para ello se transforma el vector y,
en dos vectores independientes y1 e y2, donde se desea que la distribución de y1 no dependa del
efecto fijo β. Para un mayor detalle sobre la descripción de este método, véase la sección 1.4.

Supóngase que rg(X) = p y considérense los vectores y1 = Kty e y2 = XtV −1y tales que

y1 ∼ Nn−p(0,KtV K), y2 ∼ Np(XtV −1Xβ,XtV −1X)

son independientes. Sea σ = (σ2
0, σ

2
1, σ

2
2)

t. La logverosimilitud de y1 es

l(σ) = −1
2
(n− p) log 2π − 1

2
log |KtV K| − 1

2
yt

1(K
tV K)−1y1,

donde V = σ2
0V

◦
0+σ2

1V
◦
1+σ2

2V
◦
2 = σ2

0 diag
1≤d≤D

(W−1
d )+σ2

1 diag
1≤d≤D

(1nd
1t

nd
)+σ2

2 diag
1≤d≤D

( diag
1≤i≤md

(1ndi
1t

ndi
)).

Derivando parcialmente respecto de σ2
0, σ2

1, σ2
2 se obtienen las componentes del vector de

puntuaciones S(σ)

Sσ2
i

=
∂l(σ)
∂σ2

i

= −1
2
tr {PV ◦

i }+
1
2
ytPV ◦

i Py, i = 0, 1, 2,

donde P = K(KtV K)−1Kt.

Dado que
∂

∂σ2
j

P = −K(KtV K)−1KtV ◦
jK(KtV K)−1Kt = −PV ◦

jP , j = 0, 1, 2,

las derivadas parciales segundas, que dan lugar a los elementos de la matriz Hessiana son
∂l(σ)

∂σ2
i ∂σ2

j

=
1
2

tr
{
PV ◦

jPV ◦
i

}− ytPV ◦
jPV ◦

i Py, i, j = 0, 1, 2.

Tomando esperanzas, cambiando el signo, teniendo en cuenta que PX = 0, PV P = P y el
resultado enunciado en (1.15), se obtienen los elementos de la matriz de información de Fisher

Fσ2
j σ2

i
= −E

[
∂l(σ)

∂σ2
i ∂σ2

j

]
= −1

2
tr

{
PV ◦

jPV ◦
i

}
+ tr

{
PV ◦

jPV ◦
i PV

}
+ βtXtPV ◦

jPV ◦
i PXβ

= −1
2

tr
{
PV ◦

jPV ◦
i

}
+ tr

{
PV ◦

jPV ◦
i

}
=

1
2

tr
{
PV ◦

jPV ◦
i

}
, i, j = 0, 1, 2.

Por tanto las componentes del vector de puntuaciones y los elementos de la matriz de información
de Fisher son

Sσ2
0

= −1
2

tr{P diag
1≤d≤D

(W−1
d )}+

1
2
ytP diag

1≤d≤D
(W−1

d )Py ,

Sσ2
1

= −1
2

tr{P diag
1≤d≤D

(Jnd
)}+

1
2
ytP diag

1≤d≤D
(Jnd

)Py ,

Sσ2
2

= −1
2

tr{P diag
1≤d≤D

(Jndi
)}+

1
2
ytP diag

1≤d≤D
(Jndi

)Py ,
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Fσ2
0σ2

0
=

1
2

tr{P diag
1≤d≤D

(W−1
d )P diag

1≤d≤D
(W−1

d )} , Fσ2
0σ2

1
=

1
2

tr{P diag
1≤d≤D

(W−1
d )P diag

1≤d≤D
(Jnd

)} ,

Fσ2
0σ2

2
=

1
2

tr{P diag
1≤d≤D

(W−1
d )P diag

1≤d≤D
(Jndi

)} , Fσ2
1σ2

1
=

1
2

tr{P diag
1≤d≤D

(Jnd
)P diag

1≤d≤D
(Jnd

)} ,

Fσ2
1σ2

2
=

1
2

tr{P diag
1≤d≤D

(Jnd
)P diag

1≤d≤D
(Jndi

)} , Fσ2
2σ2

2
=

1
2

tr{P diag
1≤d≤D

(Jndi
)P diag

1≤d≤D
(Jndi

)} ,

donde Jnd
= 1nd

1t
nd

y Jndi
= diag

1≤i≤md

(1ndi
1t

ndi
).

La fórmula de actualización mediante el algoritmo de Fisher-Scoring es

σ(k+1) = σ(k) + F (σ(k))−1S(σ(k)),

siendo F (σ(k)) y S(σ(k)) la matriz de información de Fisher y el vector de puntuaciones, res-
pectivamente, evaluados en σ(k).

La salida del algoritmo Fisher-Scoring proporciona la estimación máximo verośımil residual
de σ. Si se sustituye la citada estimación en la función de verosimilitud de y2, se le da el
carácter de constante y se maximiza en β, se obtiene el estimador REML de β. La función de
logverosimilitud de y2 es

l(β) = −p

2
log 2π − 1

2
log |XtV −1X| − 1

2
(y2 −XtV −1Xβ)t

(
XtV −1X

)−1 (y2 −XtV −1Xβ).

Derivando parcialmente respecto de β e igualando a cero, se obtiene

0 =
∂l(β)
∂β

= XtV −1X
(
XtV −1X

)−1 (y2 −XtV −1Xβ) = XtV −1(y −Xβ) ,

con lo que

β̂REML =
(
XtV̂

−1
X

)−1
y2 =

(
XtV̂

−1
X

)−1
XtV̂

−1
y ,

donde V̂ = σ̂2
0V

◦
0 + σ̂2

1V
◦
1 + σ̂2

2V
◦
2 y σ̂2

0, σ̂
2
1, σ̂

2
2 son los estimadores REML de σ2

0, σ
2
1, σ

2
2.

El teorema 1.4.1 asegura que P = V −1−V −1X(XtV −1X)−1XtV −1, y por tanto se puede
comprobar que para el actual modelo, tanto las puntuaciones, como los elementos de la matriz
de información de Fisher pueden escribirse como sumas de elementos correspondientes a cada
nivel d; es decir,
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Sσ2
0

= −1
2

D∑

d=1

[
tr

{
V −1

d W−1
d

}− tr
{
V −1

d XdQXt
dV

−1
d W−1

d

}]

+
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[
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dV
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d V −1
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+
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,
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d XdQXt
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d Xd
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,

Sσ2
2
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2

D∑
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V −1

d Jndi

}− tr
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V −1

d XdQXt
dV
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+
1
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Q
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)
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Q
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D∑
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Q
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D∑
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dV

−1
d yd
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.

Fσ2
0σ2

0
=

1
2

[
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tr
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d
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=
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Q
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,
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Fσ2
1σ2

1
=
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2

[
D∑

d=1

1t
nd

V −1
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D∑
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+ tr
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=

1
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,

Fσ2
2σ2

2
=

1
2

[
D∑
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tr
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d Jndi
V −1

d Jndi

}− 2
D∑
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tr
{
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d Xd
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Q
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,

donde Q = (XtV −1X)−1 = (
∑D

d=1 Xt
dV

−1
d Xd)−1. En (2.16) se encuentra desarrollada Q−1.

Del mismo modo y usando las fórmulas (2.4) y (2.5), relativas a wndi
, wdi·, γdi y V −1

d , se
puede escribir las puntuaciones y los elementos de la matriz de información de Fisher como
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Los cálculos detallados de las anteriores expresiones pueden verse en el apéndice A.

2.5. Método de la máxima verosimilitud residual con parame-
trización alternativa

Considérese el modelo propuesto en (2.1)

y = Xβ + Z1u1 + Z2u2 + W−1/2
n e ,

en el que se propone la siguiente reparametrización

σ2 = σ2
0, ϕ1 =

σ2
1

σ2
0

, ϕ2 =
σ2

2

σ2
0

. (2.32)
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Supóngase que rg(X) = p, se definen los vectores y1 = Kty e y2 = XtV −1y tal que

y1 ∼ Nn−p(0,KtV K), y2 ∼ Np(XtV −1Xβ,XtV −1X)

son independientes. Sean σ = (σ2, ϕ1, ϕ2)t y V = σ2 (V ◦
0 + ϕ1V

◦
1 + ϕ2V

◦
2) = σ2Σ. Para el

método de la máxima verosimilitud residual, la presente parametrización da lugar a la logvero-
similitud

l(σ) = −1
2
(n− p) log 2π − 1

2
(n− p) log σ2 − 1

2
log |KtΣK| − 1

2σ2
yt

1(K
tΣK)−1y1

= −1
2
(n− p) log 2π − 1

2
(n− p) log σ2 − 1

2
log |KtΣK| − 1

2σ2
ytPy ,

donde P = K(KtΣK)−1Kt. Para un desarrollo más detallado véase la sección 1.4.
Derivando parcialmente respecto de σ2, ϕ1 y ϕ2 se obtienen las componentes del vector de

puntuaciones

Sσ2 = −n− p

2σ2
+

1
2σ4

ytPy ,

Sϕ1 = −1
2

tr{P diag
1≤d≤D

(Jnd
)}+

1
2σ2

ytP diag
1≤d≤D

(Jnd
)Py ,

Sϕ2 = −1
2

tr{P diag
1≤d≤D

(Jndi
)}+

1
2σ2

ytP diag
1≤d≤D

(Jndi
)Py ,

donde Jnd
= 1nd

1t
nd

y Jndi
= diag

1≤i≤md

(1ndi
1t

ndi
). Dado que

∂

∂σ2
P = 0 y

∂

∂ϕ2
j

P = −K(KtΣK)−1KtZjZ
t
jK(KtΣK)−1Kt = −PZjZ

t
jP , j = 1, 2,

las segundas derivadas parciales de la función de log verosimilitud, que dan lugar a los elementos
de la matriz Hessiana son

Hσ2σ2 =
n− p

2σ4
− 1

σ6
ytPy ,

Hσ2ϕ1
= − 1

2σ4
ytP diag

1≤d≤D
(Jnd

)Py ,

Hσ2ϕ2
= − 1

2σ4
ytP diag

1≤d≤D
(Jndi

)Py ,

Hϕ1ϕ1 =
1
2

tr{P diag
1≤d≤D

(Jnd
)P diag

1≤d≤D
(Jnd

)} − 1
σ2

ytP diag
1≤d≤D

(Jnd
)P diag

1≤d≤D
(Jnd

)Py ,

Hϕ1ϕ2 =
1
2

tr{P diag
1≤d≤D

(Jnd
)P diag

1≤d≤D
(Jndi

)} − 1
σ2

ytP diag
1≤d≤D

(Jnd
)P diag

1≤d≤D
(Jndi

)Py ,

Hϕ2ϕ2 =
1
2

tr{P diag
1≤d≤D

(Jndi
)P diag

1≤d≤D
(Jndi

)} − 1
σ2

ytP diag
1≤d≤D

(Jndi
)P diag

1≤d≤D
(Jndi

)Py .



2.5. Método de la máxima verosimilitud residual con parametrización alternativa 61

Tomando esperanzas, cambiando el signo y teniendo en cuenta que PX = 0 y PΣP = P , se
obtienen los elementos de la matriz de información de Fisher,

Fσ2σ2 = −n− p

2σ4
+

1
σ4

tr{PΣ} , Fσ2ϕ1
=

1
2σ2

tr{P diag
1≤d≤D

(Jnd
)} ,

Fσ2ϕ2
=

1
2σ2

tr{P diag
1≤d≤D

(Jndi
)} , Fϕ1ϕ1 =

1
2

tr{P diag
1≤d≤D

(Jnd
)P diag

1≤d≤D
(Jnd

)} ,

Fϕ1ϕ2 =
1
2

tr{P diag
1≤d≤D

(Jnd
)P diag

1≤d≤D
(Jndi

)} , Fϕ2ϕ2 =
1
2

tr{P diag
1≤d≤D

(Jndi
)P diag

1≤d≤D
(Jndi

)} .

Observación 2.5.1. De la ecuación Sσ2 = 0, se obtiene

σ̂2 =
1

n− p
ytPy, (2.33)

lo cual permitiŕıa introducir un algoritmo que actualice σ2 con (2.33) y ϕ = (ϕ1, ϕ2)t con

ϕk+1 = ϕk + F (ϕk)−1S(ϕk) ,

donde F (ϕ(k)) y S(ϕ(k)) son la matriz de información de Fisher y el vector de puntuaciones,
respectivamente, evaluados en ϕ(k),

F (ϕ) =
(

Fϕ1ϕ1 Fϕ1ϕ2

Fϕ2ϕ1 Fϕ2ϕ2

)
S(ϕ) =

[
Sϕ1

Sϕ2

]

La salida del anterior algoritmo proporciona la estimación máximo verośımil residual de σ.
Si se sustituye la citada estimación en la función de verosimilitud de y2, se le da el carácter de
constante y se maximiza en β, se obtiene el estimador REML de β. La función de logverosimilitud
de y2 es

l(β) = −p

2
log 2π − 1

2
log |XtV −1X| − 1

2
(y2 −XtV −1Xβ)t

(
XtV −1X

)−1 (y2 −XtV −1Xβ) .

Derivando parcialmente respecto de β e igualando a cero, se obtiene

0 =
∂l(β)
∂β

= XtV −1X
(
XtV −1X

)−1 (y2 −XtV −1Xβ) ,

con lo que

β̂REML =
(
XtV̂

−1
X

)−1
y2 =

(
XtV̂

−1
X

)−1
XtV̂

−1
y ,

donde V̂ = σ̂2 (V ◦
0 + ϕ̂1V

◦
1 + ϕ̂2V

◦
2) = σ̂2Σ̂ y σ̂2, ϕ̂1, ϕ̂2 son los estimadores REML de σ2, ϕ1, ϕ2.

En el teorema 1.4.1 se afirma que P = Σ−1 − Σ−1X(XtΣ−1X)−1XtΣ−1. Por tanto se
puede comprobar que, para la actual parametrización del modelo, tanto las puntuaciones como
los elementos de la matriz de información de Fisher, se pueden escribir como sumas de elementos
correspondientes a cada nivel d. Para esto es necesario poder expresar Σ−1 del mismo modo que
se expresó V −1 en (2.5).
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Se tiene que

Σ = W−1
n + ϕ1Z1Z1

t + ϕ2Z2Z2
t = diag(Σ1, . . . ,ΣD) ,

donde

Σd = W−1
d + ϕ11nd

1t
nd

+ ϕ2 diag
1≤i≤md

(1ndi
1t

ndi
) = ϕ11nd

1t
nd

+ Cd, d = 1, . . . , D,

W d = diag
1≤i≤md

(W di), W di = diag
1≤j≤ndi

(wdij), d = 1, . . . , D, i = 1, . . . ,md,

Cd = diag
1≤i≤md

(ϕ21ndi
1t

ndi
+ W−1

di ) = diag
1≤i≤md

(Cdi), d = 1, . . . , D .

Para calcular Σ−1 = diag(Σ−1
1 , . . . ,Σ−1

D ) es necesario conocer C−1
d y en consecuencia es preci-

so calcular previamente C−1
di . Para calcularlos se utiliza el resultado estándar de inversión de

matrices

(A + uvt)−1 = A−1 − A−1uvtA−1

1 + vtA−1u

(véase, e.g. Rao (1973), p. 33). Este resultado se aplica dos veces; en primer lugar para calcular
C−1

di y posteriormente para poder obtener Σ−1
d .

Para C−1
di = (ϕ21ndi

1t
ndi

+ W−1
di )−1, se hace A = W−1

di , u = ϕ21ndi
, vt = 1t

ndi
y se tiene

C−1
di = W di −

ϕ2W di1ndi
1t

ndi
W di

1 + ϕ21t
ndi

W di1ndi

= W di − ϕ2

1 + ϕ2wdi·
wndi

wt
ndi

= W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

, d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md .

Entonces

C−1
d = diag

1≤i≤md

(
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)
.

Para Σ−1
d = (ϕ11nd

1t
nd

+ Cd)−1, se aplica de nuevo el anterior resultado para la inversión de
matrices, siendo ahora A = Cd, u = ϕ11nd

, vt = 1t
nd

y se tiene

Σ−1
d = diag

1≤i≤md

(C−1
di )−

ϕ1 diag
1≤i≤md

(C−1
di )1nd

1t
nd

diag
1≤i≤md

(C−1
di )

1 + ϕ11t
nd

diag
1≤i≤md

(C−1
di )1nd

= diag
1≤i≤md

(C−1
di )− ϕ1

1 + ϕ1
∑md

i=1(1− γdi)wdi·
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

= diag
1≤i≤md

(W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
,(2.34)

donde δd = ϕ1

1+ϕ1
∑md

i=1(1−γdi)wdi·
y γdi coinciden con lo ya definido en (2.4).
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Por tanto las puntuaciones y los elementos de la matriz de Fisher son

Sϕ1 = −1
2

D∑

d=1

(
1t

nd
Σ−1

d 1nd
− 1t

nd
Σ−1

d XdQ
(p)Xt

dΣ
−1
d 1nd

)

+
1

2σ2

[
D∑

d=1

yt
dΣ

−1
d 1nd

1t
nd

Σ−1
d yd − 2

(
D∑

d=1

yt
dΣ

−1
d 1nd

1t
nd

Σ−1
d Xd

)
Q(p)

(
D∑

d=1

Xt
dΣ

−1
d yd

)

+

(
D∑

d=1

yt
dΣ

−1
d Xd

)
Q(p)

(
D∑

d=1

Xt
dΣ

−1
d 1nd

1t
nd

Σ−1
d Xd

)
Q(p)

(
D∑

d=1

Xt
dΣ

−1
d yd

)]
,

Sϕ2 = −1
2

D∑

d=1

[
tr

{
Σ−1

d Jndi

}− tr
{

Xt
dΣ

−1
d Jndi

Σ−1
d XdQ

(p)
}]

+
1

2σ2

[
D∑

d=1

yt
dΣ

−1
d Jndi

Σ−1
d yd − 2

(
D∑

d=1

yt
dΣ

−1
d Jndi

Σ−1
d Xd

)
Q(p)

(
D∑

d=1

Xt
dΣ

−1
d yd

)

+

(
D∑

d=1

yt
dΣ

−1
d Xd

)
Q(p)

(
D∑

d=1

Xt
dΣ

−1
d Jndi

Σ−1
d Xd

)
Q(p)

(
D∑

d=1

Xt
dΣ

−1
d yd

)]
,

Fϕ1ϕ1 =
1
2

D∑

d=1

1t
nd

Σ−1
d 1nd

1t
nd

Σ−1
d 1nd

− tr

{(
D∑

d=1

Xt
dΣ

−1
d 1nd

1t
nd

Σ−1
d 1nd

1t
nd

Σ−1
d Xd

)
Q(p)

}

+
1
2
tr

{(
D∑

d=1

Xt
dΣ

−1
d 1nd

1t
nd

Σ−1
d Xd

)
Q(p)

(
D∑

d=1

Xt
dΣ

−1
d 1nd

1t
nd

Σ−1
d Xd

)
Q(p)

}
,

Fϕ1ϕ2 =
1
2

D∑

d=1

1t
nd

Σ−1
d Jndi

Σ−1
d 1nd

− tr

{(
D∑

d=1

Xt
dΣ

−1
d 1nd

1t
nd

Σ−1
d Jndi

Σ−1
d Xd

)
Q(p)

}

+
1
2
tr

{(
D∑

d=1

Xt
dΣ

−1
d 1nd

1t
nd

Σ−1
d Xd

)
Q(p)

(
D∑

d=1

Xt
dΣ

−1
d Jndi

Σ−1
d Xd

)
Q(p)

}
,

Fϕ2ϕ2 =
1
2

D∑

d=1

tr
{
Σ−1

d Jndi
Σ−1

d Jndi

}− tr

{(
D∑

d=1

Xt
dΣ

−1
d Jndi

Σ−1
d Jndi

Σ−1
d Xd

)
Q(p)

}

+
1
2
tr

{(
D∑

d=1

Xt
dΣ

−1
d Jndi

Σ−1
d Xd

)
Q(p)

(
D∑

d=1

Xt
dΣ

−1
d Jndi

Σ−1
d Xd

)
Q(p)

}
,

donde Q(p) =
(
XtΣ−1X

)−1 =
(∑D

d=1 Xt
dΣ

−1
d Xd

)−1
= 1

σ2 Q. En (2.16) se presenta una versión

desarrollada de Q−1. Además por la ecuación (2.33) se tiene

σ2 =
1

n− p

[
D∑

d=1

yt
dΣ

−1
d yd −

(
D∑

d=1

yt
dΣ

−1
d Xd

)
Q(p)

(
D∑

d=1

Xt
dΣ

−1
d yd

)]
.

Del mismo modo y usando las fórmulas (2.4) y (2.34), relativas a wndi
, wdi·, γdi y Σ−1

d , se puede
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llegar a escribir las puntuaciones y los elementos de la matriz de información de Fisher como
sumas de elementos correspondientes a un mismo subnivel di dentro de cada nivel d

Sϕ1 = − 1
2ϕ1

s1,p +
1

2σ2ϕ2
1

[
s2,p − 2s3,pQ

(p)s4,p + st
4,pQ

(p)s5,pQ
(p)s4,p

]
, (2.35)

Sϕ2 = −1
2

[
s6,p − tr

{
s7,pQ

(p)
}]

(2.36)

+
1

2σ2

[
s8,p − 2s9,pQ

(p)s4,p + st
4,pQ

(p)s10,pQ
(p)s4,p

]
, (2.37)

Fϕ1ϕ1 =
1

2ϕ2
1

f1,p − 1
ϕ3

1

tr
{

f2,pQ
(p)

}
+

1
2ϕ4

1

tr
{

f3,pQ
(p)f3,pQ

(p)
}

, (2.38)

Fϕ1ϕ2 =
1

2ϕ2
1

f4,p − 1
ϕ2

1

tr
{

f5,pQ
(p)

}
+

1
2ϕ2

1

tr
{

f6,pQ
(p)f3,pQ

(p)
}

, (2.39)

Fϕ2ϕ2 =
1
2
f7,p − tr

{
f8,pQ

(p)
}

+
1
2
tr

{
f6,pQ

(p)f6,pQ
(p)

}
. (2.40)

Además por la ecuación (2.33) se tiene

σ2 =
1

n− p

[
s11,p − st

4,pQ
(p)s4,p

]
, (2.41)

donde

s1,p =
D∑

d=1

[
δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi· −
δ2
d

ϕ1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)
Q(p)

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)]
,

s2,p =
D∑

d=1

(
δd

md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

)2

,

s3,p =
D∑

d=1

[
δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
,

s4,p =
D∑

d=1

[
md∑

i=1

Xt
diW diydi −

md∑

i=1

γdi

wdi·
Xt

diwndi
wt

ndi
ydi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ydi

)]
,

s5,p =
D∑

d=1

[
δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
,

s6,p =
D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)wdi· − δd

md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
]

,
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s7,p =
D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)2Xt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
,

s8,p =
D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)2yt
diwndi

wt
ndi

ydi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·yt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ydi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

ydi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

)2 ]
,

s9,p =
D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)2yt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·yt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
,

s10,p =
D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)2Xt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
,

s11,p =
D∑

d=1




md∑

i=1

yt
diW diydi −

md∑

i=1

γdi

wdi·
yt

diwndi
wt

ndi
ydi − δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

)2

 ,
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f1,p =
D∑

d=1

(
δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

,

f2,p =
D∑

d=1

[
δ3
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
,

f3,p =
D∑

d=1

[
δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
,

f4,p =
D∑

d=1

[
δ2
d

md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
]

,

f5,p =
D∑

d=1

{[
δ2
d

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

][(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]}
,

f6,p =
D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)2Xt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
,

f7,p =
D∑

d=1




md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
− 2δd

md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)3
+ δ2

d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)2


 ,

f8,p = f8,p1
+ f8,p2

,

f8,p1
=

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)3wdi·Xt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)3w2
di·X

t
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)3w2
di·w

t
ndi

Xdi

)]
,
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f8,p2
=

D∑

d=1

[
δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)3
) (

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
) (

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

− δ3
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)2 (

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)
 .

Los cálculos detallados de las anteriores expresiones pueden encontrarse en el apéndice A.

Observación 2.5.2. Basta con deshacer la parametrización realizada en (2.32) para la obten-
ción de σ̂2

1 = σ̂2ϕ̂1, σ̂2
2 = σ̂2ϕ̂2 y σ̂2

0 = σ̂2.

2.6. Método 3 de Henderson (H3)

En esta sección se presenta el método de ajuste de constantes para la estimación de las
componentes de la varianza. Este método, ya expuesto en 1.5, también es conocido como método
3 de Henderson desde su introducción en Henderson (1953). Para aplicar el método H3, se tratan
los efectos u1 y u2 del modelo (2.1) como efectos fijos y se ajusta el modelo

y = Xβ + Z1u1 + Z2u2 + W−1/2
n e (2.42)

por mı́nimos cuadrados. Para que el modelo (2.42) de efectos fijos esté determinado, se igualan
a cero los parámetros correspondientes al último nivel del segundo factor dentro de cada nivel
del primero; es decir, se hace u2,dmd

= 0, d = 1, . . . , D. Esto equivale a suprimir las columnas∑d
j=1 mj , d = 1, . . . , D, de la matriz Z2 = diag

1≤d≤D
( diag
1≤i≤md

(1ndi
)). Aśı pues, se usan las matrices

de incidencia

Z1 = diag
1≤d≤D

(1nd
) y Z̃2 = diag

1≤d≤D

(
col

[
diag

1≤i≤md−1
(1ndi

) , 0ndmd
×(md−1)

])
,

donde 0a1×a2 es una matriz de orden a1 × a2 con todos sus elementos iguales a 0.

Aplicando las ecuaciones (1.29) a (1.32) se obtienen los estimadores H3

σ̂2
0 =

ytM3y

n− rg(X(3))
=

ytM3y

n− p−M

σ̂2
2 =

ytM2y − ytM3y − σ̂2
0

[
rg(X(3))− rg(X(2))

]

tr{L2}
=

ytM2y − ytM3y − σ̂2
0(M −D)

tr{L2}
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σ̂2
1 =

ytM1y − ytM3y − σ̂2
0

[
rg(X(3))− rg(X(1))

]
− σ̂2

2tr{L2}
tr{L1}

=
ytM1y − ytM3y − σ̂2

0M − σ̂2
2tr{L2}

tr{L1}
donde

X(1) = X, X(2) = [X, Z1], X(3) = [X, Z1, Z̃2], W = W n

M1 = W −WX(1)(X(1)tWX(1))−1X(1)tW , L1 = Zt
1M1Z1,

M2 = W −WX(2)(X(2)tWX(2))−1X(2)tW , L2 = Z̃
t

2M2Z̃2

M3 = W −WX(3)(X(3)tWX(3))−1X(3)tW

Reemplazando las componentes de la varianza σ2
0, σ2

1, σ2
2, por sus estimadores aqúı obtenidos

σ̂2
0, σ̂2

1, σ̂2
2 en las ecuaciones (2.3), se obtiene el estimador de β y los predictores de u1 y u2

buscados.
Los estimadores H3 se pueden calcular programando de forma directa las fórmulas anteriores,

pero ello obliga a operar con matrices de orden n e invertir matrices de orden p+M . Dado que
tanto n como p + M son generalmente grandes, este enfoque es computacionalmente ineficiente.
En lo sucesivo se describe una forma más eficiente de calcular los estimadores H3.

2.6.1. Cálculos relacionados con M 1

Se define C =
(
X(1)tWX(1)

)−1
=

(∑D
d=1

∑md
i=1 Xt

diW diXdi

)−1
, entonces

ytM1y = ytWy − ytWXCXtWy

=
D∑

d=1

md∑

i=1

yt
diW diydi −

(
D∑

d=1

md∑

i=1

yt
diW diXdi

)
C

(
D∑

d=1

md∑

i=1

yt
diW diXdi

)t

L1 = Zt
1M1Z1 = diag

1≤d≤D

(
1t

nd
W d1nd

)− col
1≤d≤D

[
1t

nd
W dXd

]
C colt

1≤d≤D

[
Xt

dW d1nd

]

tr{L1} =
D∑

d=1

md∑

i=1

wdi· −
D∑

d=1

tr

{( md∑

i=1

wt
ndi

Xdi

)
C

( md∑

i=1

wt
ndi

Xdi

)t
}

,

donde recuérdese que wt
ndi

= 1t
ndi

W di y wdi· =
∑ndi

j=1 wdij = wt
ndi

1ndi
.

2.6.2. Cálculos relacionados con M 2

Se define G1 =
(
Zt

1WZ1

)−1 = diag
1≤d≤D

(
w−1

d··
)
, P 1 = W −WZ1G1Z

t
1W y

B =
(
X(2)tWX(2)

)−1
=

(
XtWX XtWZ1

Zt
1WX Zt

1WZ1

)−1

=
(

B11 B12

B21 B22

)
,
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donde wd·· =
∑md

i=1 wdi· =
∑md

i=1

∑ndi
j=1 wdij . Usando el resultado de inversión de matrices

(
A11 A12

A21 A22

)−1

=
(

Sc(A22)−1 −Sc(A22)−1A12A
−1
22

−A−1
22 A21Sc(A22)−1 A−1

22 + A−1
22 A21Sc(A22)−1A12A

−1
22

)
, (2.43)

donde Sc(A22)−1 es la inversa del conocido complemento de Schur, Sc(A22) = A11−A12A
−1
22 A21,

se tiene

B11 = (XtP 1X)−1,

B12 = −B11XtWZ1G1 = −B11 colt
1≤d≤D

[
w−1

d·· X
t
dW d1nd

]
, B21 = B12t

,

B22 = G1 + G1Z
t
1WXB11XtWZ1G1

= diag
1≤d≤D

(
w−1

d··
)

+ col
1≤d≤D

[
w−1

d·· w
t
nd

Xd

]
B11 colt

1≤d≤D

[
w−1

d·· X
t
dwnd

]

= diag
1≤d≤D

(
w−1

d··
)

+ col
1≤d≤D

[
w−1

d··

md∑

i=1

wt
ndi

Xdi

]
B11 colt

1≤d≤D

[
w−1

d··

md∑

i=1

Xt
diwndi

]
,

donde

XtP 1X = XtWX −XtWZ1G1Z
t
1WX =

D∑

d=1

Xt
dW dXd −

D∑

d=1

Xt
dW d1nd

w−1
d·· 1

t
nd

W dXd

=
D∑

d=1

md∑

i=1

Xt
diW diXdi −

D∑

d=1

[
w−1

d··

(
md∑

i=1

Xt
diW di1ndi

)(
md∑

i=1

Xt
diW di1ndi

)t]
.

La forma cuadrática es

ytM2y = ytWy − ytW [X, Z1]B [Xt, Zt
1]

tWy

= ytWy − [
ytWXB11XtWy + ytWZ1B

22Zt
1Wy + 2ytWXB12Zt

1Wy
]

=
D∑

d=1

md∑

i=1

yt
diW diydi −

(
D∑

d=1

md∑

i=1

yt
diW diXdi

)
B11

(
D∑

d=1

md∑

i=1

yt
diW diXdi

)t

−
(

colt
1≤d≤D

[
md∑

i=1

yt
diwndi

])
B22

(
colt

1≤d≤D

[
md∑

i=1

yt
diwndi

])t

− 2

(
D∑

d=1

md∑

i=1

yt
diW diXdi

)
B12

(
colt

1≤d≤D

[
md∑

i=1

yt
diwndi

])t

,

L2 = Z̃
t

2M2Z̃2 = Z̃
t

2WZ̃2 − Z̃
t

2W [X, Z1]B [Xt, Zt
1]

tWZ̃2

= Z̃
t

2WZ̃2 − Z̃
t

2W
[
XB11Xt + Z1B

22Zt
1 + XB12Zt

1 + Z1B
21Xt

]
WZ̃2

= Z̃
t

2WZ̃2 − Z̃
t

2WXB11(Z̃
t

2WX)t − Z̃
t

2WZ1B
22(Z̃

t

2WZ1)t

− Z̃
t

2WXB12(Z̃
t

2WZ1)t − Z̃
t

2WZ1B
21(Z̃

t

2WX)t,
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Para calcular la traza de L2 son necesarios los siguientes cálculos

Z̃
t

2WZ̃2 = diag
1≤d≤D

{
[

diag
1≤i≤md−1

(1t
ndi

) , 0
]

(
diag

1≤i≤md−1
(W di) 0

0 W dmd

) [
diag

1≤i≤md−1
(1ndi

)

0

]}

= diag
1≤d≤D

(
diag

1≤i≤md−1

(
1t

ndi
W di1ndi

))
= diag

1≤d≤D

(
diag

1≤i≤md−1
(wdi·)

)
,

Z̃
t

2WZ1 = diag
1≤d≤D

{
[

diag
1≤i≤md−1

(1t
ndi

) , 0
]

(
diag

1≤i≤md−1
(W di) 0

0 W dmd

) [
col

1≤i≤md−1
[1ndi

]

1ndmd

]}

= diag
1≤d≤D

(
col

1≤i≤md−1

[
1t

ndi
W di1ndi

])
= diag

1≤d≤D

(
col

1≤i≤md−1
[wdi·]

)
,

Z̃
t

2WX = col
1≤d≤D

{
[

diag
1≤i≤md−1

(1t
ndi

) , 0
]

(
diag

1≤i≤md−1
(W di) 0

0 W dmd

) [
col

1≤i≤md−1
[Xdi]

Xdmd

]}

= col
1≤d≤D

[
col

1≤i≤md−1

[
1t

ndi
W diXdi

]]
.

Finalmente la traza de L2 es

tr{L2} = tr
{

Z̃
t

2WZ̃2

}
− tr

{
Z̃

t

2WXB11(Z̃
t

2WX)t
}
− tr

{
Z̃

t

2WZ1B
22(Z̃

t

2WZ1)t
}

− 2tr
{

Z̃
t

2WXB12(Z̃
t

2WZ1)t
}

=

(
D∑

d=1

md∑

i=1

wdi· −
D∑

d=1

wdmd·

)
− t11 − t22 − 2t12,

donde

t11 =
D∑

d=1

tr
{

col
1≤i≤md−1

[
1t

ndi
W diXdi

]
B11 colt

1≤i≤md−1

[
Xt

diW di1ndi

]}

=
D∑

d=1

md−1∑

i=1

tr
{
1t

ndi
W diXdiB

11Xt
diW di1ndi

}
=

D∑

d=1

md−1∑

i=1

wt
ndi

XdiB
11Xt

diwndi
,

t12 = −tr

{
col

1≤d≤D

[
col

1≤i≤md−1
[1t

ndi
W diXdi]

]
B11 colt

1≤d≤D
[w−1

d·· X
t
dW d1nd

] diag
1≤d≤D

(
colt

1≤i≤md−1
[wdi·]

)}

= −tr
{

col
1≤d≤D

[
col

1≤i≤md−1
[1t

ndi
W diXdi]

]
B11 colt

1≤d≤D

[
w−1

d·· X
t
dW d1nd

colt
1≤i≤md−1

[wdi·]
]}

= −
D∑

d=1

w−1
d·· tr

{
col

1≤i≤md−1
[1t

ndi
W diXdi]B11Xt

dW d1nd
colt

1≤i≤md−1
[wdi·]

}

= −
D∑

d=1

w−1
d··

(
md−1∑

i=1

wdi·1t
ndi

W diXdi

)
B11

md∑

i=1

Xt
diwndi

.
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t22 = tr

{
diag

1≤d≤D

(
col

1≤i≤md−1
[wdi·]

)[
diag

1≤d≤D
(w−1

d·· ) + col
1≤d≤D

[w−1
d·· w

t
nd

Xd]B11 colt
1≤d≤D

[w−1
d·· X

t
dwnd

]
]

· diag
1≤d≤D

( colt
1≤i≤md−1

[wdi·])

}

=
D∑

d=1

w−1
d·· tr

{
col

1≤i≤md−1
[wdi·] colt

1≤i≤md−1
[wdi·]

}

+ tr
{

col
1≤d≤D

[
w−1

d·· col
1≤i≤md−1

[wdi·]wt
nd

Xd

]
B11 colt

1≤d≤D

[
w−1

d·· X
t
dwnd

col
1≤i≤md−1

[wdi·]
]}

=
D∑

d=1

w−1
d··

md−1∑

i=1

w2
di· +

D∑

d=1

w−2
d·· tr

{
col

1≤i≤md−1
[wdi·]wt

nd
XdB

11Xt
dwnd

colt
1≤i≤md−1

[wdi·]
}

=
D∑

d=1

w−1
d··

md−1∑

i=1

w2
di· +

D∑

d=1

w−2
d··

(
wt

nd
XdB

11Xt
dwnd

) md−1∑

i=1

w2
di·

=
D∑

d=1

w−1
d··

{[
1 + w−1

d··

( md∑

i=1

wt
ndi

Xdi

)
B11

( md∑

i=1

Xt
diwndi

)]
md−1∑

i=1

w2
di·

}
,

2.6.3. Cálculos relacionados con M 3

El objetivo de este apartado es dar una fórmula computacionalmente eficiente de ytM3y.
El primer paso es calcular la inversa de X(3)tWX(3). Se tiene que

A = (X(3)tWX(3))−1 =
(

XtWX XtWZ
ZtWX ZtWZ

)−1

=
(

D11 D12

D21 D22

)
,

donde Z = [Z1, Z̃2]. Aplicando el resultado (2.43) de inversion de matrices se tiene

D11 = (XtP 2X)−1,

D12 = −D11XtWZG, D21 = (D12)t,

D22 = G + GZtWXD11XtWZG,

con G = (ZtWZ)−1 y P 2 = W −WZGZtW .

Los elementos de la matriz G−1 = ZtWZ = [Zt
1, Z̃

t

2]
tW [Z1, Z̃2] =

(
G11 G12

G21 G22

)
son

G11 = Zt
1WZ1 = diag

1≤d≤D

(
1t

nd
W d1nd

)
= diag

1≤d≤D
(wd··) ,

G12 = Zt
1WZ̃2 = diag

1≤d≤D

(
colt

1≤i≤md−1
[wdi·]

)
, G21 = (G12)t,

G22 = Z̃
t

2WZ̃2 = diag
1≤d≤D

(
diag

1≤i≤md−1
(wdi·)

)
.
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Los elementos de la matriz G = (ZtWZ)−1 =
(

G11 G12

G21 G22

)
son

G11 =
(
G11 −G12(G22)−1G21

)−1

=

(
diag

1≤d≤D

(
wd··

)
− diag

1≤d≤D

(
colt

1≤i≤md−1
[wdi·] diag

1≤i≤md−1
(w−1

di· ) col
1≤i≤md−1

[wdi·]
))−1

=

(
diag

1≤d≤D

(
wd·· −

md−1∑

i=1

wdi·
))−1

= diag
1≤d≤D

(
w−1

dmd·
)
,

G12 = −G11G
12

(
G22

)−1 = − diag
1≤d≤D

(
w−1

dmd·
)

diag
1≤d≤D

(
colt

1≤i≤md−1
[wdi·]

)
diag

1≤d≤D

(
diag

1≤i≤md−1
(w−1

di· )
)

= − diag
1≤d≤D

(
w−1

dmd· colt
1≤i≤md−1

[wdi·] diag
1≤i≤md−1

(w−1
di· )

)
= − diag

1≤d≤D

(
w−1

dmd·1
t
md−1

)
,

G22 =
(
G22

)−1 +
(
G22

)−1
G21G11G

12
(
G22

)−1 = diag
1≤d≤D

(
diag

1≤i≤md−1
(w−1

di· )
)

+ diag
1≤d≤D

(
diag

1≤i≤md−1
(w−1

di· ) col
1≤i≤md−1

[w−1
di· ]w

−1
dmd· colt

1≤i≤md−1
[wdi·] diag

1≤i≤md−1
(w−1

di· )
)

= diag
1≤d≤D

(
diag

1≤i≤md−1
(w−1

di· )
)

+ diag
1≤d≤D

(
w−1

dmd·1md−11t
md−1

)
.

Para obtener una expresión computacionalmente eficiente de la matriz P 2 = W −WZGZtW

se realizan algunos cálculos previos.

WZGZtW = diag
1≤d≤D

(W d)[Z1, Z̃2]
(

G11 G12

G21 G22

) [
Zt

1

Z̃
t

2

]
diag

1≤d≤D
(W d)

= diag
1≤d≤D

(W d)
(
Z1G11Z

t
1 + Z1G12Z̃

t

2 + Z̃2G21Z
t
1 + Z̃2G22Z̃

t

2

)
diag

1≤d≤D
(W d)

= Z11 + Z12 + Z21 + Z22.

Se tiene que

Z11 = diag
1≤d≤D

(
W d1nd

w−1
dmd·1

t
nd

W d

)
= diag

1≤d≤D

(
w−1

dmd·wnd
wt

nd

)
,

Z12 = − diag
1≤d≤D

(
W d1nd

w−1
dmd·1

t
md−1

[
diag

1≤i≤md−1
(1t

ndi
), 0

]
W d

)

= − diag
1≤d≤D

(
w−1

dmd·wnd
1t

md−1

[
diag

1≤i≤md−1
(wt

ndi
), 0

])

= − diag
1≤d≤D

(
w−1

dmd·wnd

[
colt

1≤i≤md−1
[wt

ndi
], 0

])

= − diag
1≤d≤D

(
w−1

dmd·diag
[

col
1≤i≤md−1

[wndi
] colt
1≤i≤md−1

[wt
ndi

], 0
])

,
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Z22 = diag
1≤d≤D

(
W d

[
diag

1≤i≤md−1
(1ndi

), 0
]t

diag
1≤i≤md−1

(w−1
di· )

[
diag

1≤i≤md−1
(1t

ndi
), 0

]
W d

)

+ diag
1≤d≤D

(
W d

[
diag

1≤i≤md−1
(1ndi

), 0
]t

w−1
dmd·1md−11t

md−1

[
diag

1≤i≤md−1
(1t

ndi
), 0

]
W d

)

= diag
1≤d≤D

([
diag

1≤i≤md−1
(wndi

), 0
]t

diag
1≤i≤md−1

(w−1
di· )

[
diag

1≤i≤md−1
(wt

ndi
), 0

])

+ diag
1≤d≤D

(
w−1

dmd·
[

diag
1≤i≤md−1

(wndi
), 0

]t
1md−11t

md−1

[
diag

1≤i≤md−1
(wt

ndi
), 0

])

= diag
1≤d≤D

(
diag

[
diag

1≤i≤md−1
(w−1

di·wndi
wt

ndi
), 0

])

+ diag
1≤d≤D

(
w−1

dmd·
[

col
1≤i≤md−1

[wndi
], 0

]t[
colt

1≤i≤md−1
[wt

ndi
], 0

])
.

Para calcular la forma cuadrática multivariante XtP 2X, se realiza la siguiente descomposición
en sumandos

XtP 2X = XtWX −XtZ11X − 2XtZ12X −XtZ22X,

donde

XtWX = colt
1≤d≤D

[
Xt

d

]
diag

1≤d≤D
(W d) col

1≤d≤D
[Xd] =

D∑

d=1

md∑

i=1

Xt
diW diXdi,

XtZ11X = colt
1≤d≤D

[
Xt

d

]
diag

1≤d≤D

(
w−1

dmd·wnd
wt

nd

)
col

1≤d≤D
[Xd]

=
D∑

d=1

w−1
dmd·

(
md∑

i=1

Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

wt
ndi

Xdi

)
,

XtZ12X = − colt
1≤d≤D

[
Xt

d

]
diag

1≤d≤D

(
w−1

dmd·diag
[

col
1≤i≤md−1

[wndi
] colt
1≤i≤md−1

[wt
ndi

], 0
])

col
1≤d≤D

[Xd]

= −
D∑

d=1

w−1
dmd.

(
md−1∑

i=1

Xt
diwndi

)(
md−1∑

i=1

wt
ndi

Xdi

)
,

XtZ22X = colt
1≤d≤D

[
Xt

d

]
diag

1≤d≤D

(
diag

[
diag

1≤i≤md−1
(w−1

di·wndi
wt

ndi
), 0

])
col

1≤d≤D
[Xd]

+ colt
1≤d≤D

[
Xt

d

]
diag

1≤d≤D

(
w−1

dmd·
[

col
1≤i≤md−1

[wndi
], 0

]t[ colt
1≤i≤md−1

[wt
ndi

], 0
])

col
1≤d≤D

[Xd]

=
D∑

d=1

md−1∑

i=1

w−1
di·X

t
diwndi

wt
ndi

Xdi +
D∑

d=1

w−1
dmd·

(
md−1∑

i=1

Xt
diwndi

) (
md−1∑

i=1

wt
ndi

Xdi

)
.

Para obtener una expresión computacionalmente eficiente de la matriz GZtWX, que forma
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parte de D12 y D22, se realizan algunos cálculos previos.

GZtWX =
(

G11 G12

G21 G22

)(
Zt

1

Z̃
t

2

)
WX =

(
R11 + R12

R21 + R22

)
,

donde

R11 = G11Z
t
1WX = diag

1≤d≤D

(
w−1

dmd·
)

diag
1≤d≤D

(
1t

nd

)
col

1≤d≤D

[
W dXd

]
= col

1≤d≤D

[
w−1

dmd·

md∑

i=1

wt
ndi

Xdi

]
,

R12 = G12Z̃
t

2WX = − diag
1≤d≤D

(
w−1

dmd·1
t
md−1

)
diag

1≤d≤D

([
diag

1≤i≤md−1
(1t

ndi
), 0

])
col

1≤d≤D
[W dXd]

= − col
1≤d≤D

[
w−1

dmd·1
t
md−1 col

1≤i≤md−1
[wt

ndi
Xdi]

]
= − col

1≤d≤D

[
w−1

dmd·

md−1∑

i=1

wt
ndi

Xdi

]
,

R21 = G21Z
t
1WX = − diag

1≤d≤D

(
w−1

dmd·1md−1

)
diag

1≤d≤D

(
1t

nd

)
col

1≤d≤D
[W dXd]

= − col
1≤d≤D

[
w−1

dmd·1md−1w
t
nd

Xd

]
= − col

1≤d≤D

[
col

1≤i≤md−1

[
w−1

dmd·

md∑

i=1

wt
ndi

Xdi

]]
,

R22 = G22Z̃
t

2WX =

[
diag

1≤d≤D

(
diag

1≤i≤md−1
(w−1

di· )
)

+ diag
1≤d≤D

(
w−1

dmd·1md−11t
md−1

)]

· diag
1≤d≤D

([
diag

1≤i≤md−1
(1t

ndi
), 0

])
col

1≤d≤D
[W dXd]

= col
1≤d≤D

[
col

1≤i≤md−1

[
w−1

di·w
t
ndi

Xdi

]]
+ col

1≤d≤D

[
col

1≤i≤md−1

[
w−1

dmd·

md−1∑

i=1

wt
ndi

Xdi

]]
.

El cálculo de la matriz

A = (X(3)tWX(3))−1 =
(

D11 D12

D21 D22

)
=




D11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33




se hace de la siguiente forma:

D11 =
(
XtP 2X

)−1 =
(
XtWX −XtZ11X − 2XtZ12X −XtZ22X

)−1
,

D21 = −GZtWXD11 = [A21, A31]t, D12 = (D21)t = [A12, A13],

A21 = −(
G11Z

t
1 + G12Z̃

t

2

)
WXD11 = −(

R11 + R12

)
D11,

A31 = −(
G21Z

t
1 + G22Z̃

t

2

)
WXD11 = −(

R21 + R22

)
D11,

La matriz D22 admite la descomposición

D22 = G + GZtWXD11XtWZG =
(

A22 A23

A31 A33

)
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donde

A22 = G11 +
(
R11 + R12

)
D11

(
R11 + R12

)t
, A23 = G12 +

(
R11 + R12

)
D11

(
R21 + R22

)t
,

A32 = G21 +
(
R21 + R22

)
D11

(
R11 + R12

)t
, A33 = G22 +

(
R21 + R22

)
D11

(
R21 + R22

)t
.

Finalmente, se calcula la forma cuadrática ytM3y.

ytM3y = ytWy − ytW [X, Z1, Z̃2]A[Xt, Zt
1, Z̃

t

2]
tWy

= ytWy − ytW
[
XD11Xt + Z1A

22Zt
1 + Z̃2A

33Z̃
t

2

+ 2XA12Zt
1 + 2XA13Z̃

t

2 + 2Z1A
23Z̃

t

2

]
Wy

=
D∑

d=1

md∑

i=1

yt
diW diydi −

[( D∑

d=1

md∑

i=1

yt
diW diXdi

)
D11

( D∑

d=1

md∑

i=1

Xt
diW diydi

)

+ colt
1≤d≤D

[ md∑

i=1

yt
diwndi

]
A22 col

1≤d≤D

[ md∑

i=1

wt
ndi

ydi

]

+ colt
1≤d≤D

[
colt

1≤i≤md−1

[
yt

diwndi

]]
A33 col

1≤d≤D

[
col

1≤i≤md−1

[
wt

ndi
ydi

]]

+ 2
( D∑

d=1

md∑

i=1

yt
diW diXdi

)
A12 col

1≤d≤D

[ md∑

i=1

wt
ndi

ydi

]

+ 2
( D∑

d=1

md∑

i=1

yt
diW diXdi

)
A13 col

1≤d≤D

[
col

1≤i≤md−1

[
wt

ndi
ydi

]]

+ 2 colt
1≤d≤D

[ md∑

i=1

yt
diwndi

]
A23 col

1≤d≤D

[
col

1≤i≤md−1

[
wt

ndi
ydi

]]
]

.

2.7. Experimento de simulación para el ajuste del modelo

En esta sección se describen dos experimentos de simulación Monte Carlo diseñados para
comparar los métodos de ajuste Henderson 3, máxima verosimilitud (ML) y máxima verosimi-
litud residual (REML).

Para los métodos ML y REML, el criterio de parada del algoritmo de Fisher-Scoring queda
determinado por dos parámetros mutuamente excluyentes. El algoritmo se detiene cuando:

el número de la iteración actual es mayor que el número máximo de iteraciones fijado a
500,

para cada uno de los estimadores, la diferencia en valor absoluto, del valor de la estimación
en una iteración y la anterior es menor que ε = 0,00001 .
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2.7.1. Simulación de muestras. Cálculo de medidas de eficiencia

Las muestras se simulan de la siguiente forma:

Simulación de la variable explicativa: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, j = 1, . . . , ndi,
generar

xdij = (bdi − adi)Udij + adi con Udij =
j

ndi + 1
, j = 1, . . . , ndi.

Se toma adi = 1, bdi = 1 + 1
md

(md(d− 1) + i), d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md.

Pesos: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, j = 1, . . . , ndi, hacer wdij = 1/x`
dij , ` = 0, 1/2, 1,

(3 posibilidades).

Simulación de los efectos aleatorios y errores: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, j = 1, . . . , ndi,
generar

u1,d ∼ N(0, σ2
1), u2,di ∼ N(0, σ2

2), edij ∼ N(0, σ2
0), con σ2

1 = 1, σ2
2 = 1, σ2

0 = 1.

Simulación de la variable objetivo: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, j = 1, . . . , ndi, generar

ydij = βxdij + u1,d + u2,di + w
−1/2
dij edij , con β = 1.

Los pasos del experimentos de simulación son:

1. Simulación de la variable explicativa y los pesos

2. Repetir K = 10000 veces (k = 1, . . . , K)

2.1. Generar una muestra aleatoria de tamaño n =
∑D

d=1

∑md
i=1 ndi formada a partir de la

simulación de la variable objetivo, de los efectos fijos, de los efectos aleatorios y de
los errores.

2.2. Calcular β̂(k), σ̂2
0,(k), σ̂2

1,(k) y σ̂2
2,(k) usando los métodos Henderson 3 (H3), máxima

verosimilitud (ML) y máxima verosimilitud residual con parametrización alternativa
(REML).

3. Salida del error cuadrático medio de β̂(k), σ̂2
0,(k), σ̂2

1,(k) y σ̂2
2,(k):

EMSE(β̂) =
1
K

K∑

k=1

(β̂(k) − β)2 , EMSE(σ̂2
0) =

1
K

K∑

k=1

(σ̂2
0,(k) − σ2

0)
2 ,

EMSE(σ̂2
1) =

1
K

K∑

k=1

(σ̂2
1,(k) − σ2

1)
2 , EMSE(σ̂2

2) =
1
K

K∑

k=1

(σ̂2
2,(k) − σ2

2)
2 .
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4. Salida del sesgo de β̂(k), σ̂2
0,(k), σ̂2

1,(k) y σ̂2
2,(k):

B(β̂) =
1
K

K∑

k=1

(β̂(k) − β) , B(σ̂2
0) =

1
K

K∑

k=1

(σ̂2
0,(k) − σ2

0) ,

B(σ̂2
1) =

1
K

K∑

k=1

(σ̂2
1,(k) − σ2

1) , B(σ̂2
2) =

1
K

K∑

k=1

(σ̂2
2,(k) − σ2

2) .

Para la obtención de β̂, σ̂2
0, σ̂2

1 y σ̂2
2, se ha elaborado software en el estándar de C++, con

los algoritmos correspondientes a los ajustes del modelo (2.1), mediante los métodos Henderson
3 (H3), máxima verosimilitud (ML) y máxima verosimilitud residual (REML). También se ha
desarrollado software en C++ correspondiente a estos experimentos de simulación.

2.7.2. Experimento 1

El primer experimento de simulación consiste en hacer varias pruebas del experimento del
apartado 2.7.1, manteniendo constante el numero de niveles y subniveles de los factores aleatorios
y variando los tamaños muestrales en los subniveles. Para ello se toman:

el número de niveles D = 30 ,

el número de subniveles md = 5 dentro de cada nivel d = 1, . . . , D y

el tamaño muestral dentro de cada subnivel ndi = cte , d = 1 . . . , D, i = 1 . . . , md ,
variando en cada una de las pruebas.

Se realizan diez pruebas del experimento, para diez grupos de tamaños muestrales, de acuerdo
con la tabla 2.7.1.

g 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n
(g)
di 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20

n
(g)
d 15 20 25 30 35 40 45 50 75 100

n(g) 450 600 750 900 1050 1200 1350 1500 2250 3000

Tabla 2.7.1: Grupos de tamaños muestrales. Experimento 1.

Para los métodos de ajuste H3, ML y REML se obtienen los resultados gráficos que se
presentan en las figuras 2.1 - 2.10. Las tablas con los valores numéricos se encuentran en el
apéndice C.
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Figura 2.10: Sesgo de estimadores para ` = 0, 1/2, 1 en el experimento 1
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2.7.3. Experimento 2

El segundo experimento de simulación consiste en la realización de varias pruebas del ex-
perimento del apartado 2.7.1, haciendo variar el numero de niveles del primer factor aleatorio
(D = {22, 30, 38, 45, 52, 60, 68, 75, 112, 150}) y manteniendo constante tanto el número de subni-
veles dentro de éste (md = 5 para d = 1, . . . , D) como los tamaños muestrales en los subniveles
(n11 = . . . = nDmD

= 4). Para ello se realizan diez pruebas del experimento, para diez diferentes
grupos de niveles del primer factor aleatorio. Los valores de los tamaños muestrales se presentan
en la tabla 2.7.2.

g 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D(g) 22 30 38 45 52 60 68 75 112 150

n
(g)
di 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

n
(g)
d 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20

n(g) 440 600 760 900 1040 1200 1360 1500 2240 3000

Tabla 2.7.2: Grupos de tamaños muestrales. Experimento 2.

Para los métodos de ajuste H3, ML y REML se obtienen los resultados gráficos que se
presentan en las figuras 2.11 - 2.20. Las tablas con los valores numéricos se encuentran en el
apéndice C.
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1 para ` = 0, 1/2, 1



2.7. Experimento de simulación para el ajuste del modelo 85

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

Comparación EMSE de σ̂2

2
E

M
S

E
(σ̂

22 )

n
440 900 1360 3000 900 1360 3000 900 1360 3000

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

22 45 68 150 45 68 150 45 68 150
D

H3
ML
REML

l=0 l=1/2 l=1

Figura 2.14: Error cuadrático medio de σ̂2
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Figura 2.20: Sesgo de estimadores para ` = 0, 1/2, 1 en experimento 2

2.7.4. Conclusiones

En los experimentos de simulación, los estimadores ML y REML se han comportado mejor
que los estimadores H3, en lo concerniente al EMSE. Esto queda claramente reflejado en las
figuras 2.3 y 2.4, para el experimento 1 y en las figuras 2.13 y 2.14, para el experimento 2.

Entre los dos experimentos de los apartados 2.7.2 y 2.7.3, solamente existen diferencias en
cuanto a la reducción asintótica del EMSE para el método H3 (véase 2.13 y 2.14), lo cual no
sucede bajo las condiciones del experimento 1 (véase 2.3 y 2.4), donde puede observarse que
solamente para los estimadores ML y REML, se produce una reducción asintótica relevante
de los EMSE, tanto en presencia como ausencia de homocedasticidad. La existencia de una
reducción asintótica de la varianza entre niveles o dominios (σ̂2

1) y la varianza entre subniveles o
subdominios (σ̂2

2), es debido a que en el experimento 2, se aumenta D y se mantienen constantes
los tamaños muestrales dentro de los subniveles y por tanto también en los niveles.

Entre los estimadores ML y REML no existen demasiadas diferencias. Si bien los estimadores
ML tienen EMSE ligeramente menores que los estimadores REML, no son diferencias a tener en
cuenta. Tan solo en el EMSE(β̂) se puede ver un aumento en la variabilidad por el efecto de la
presencia de heterocedasticidad ` = {1/2, 1}, como se puede ver en las figuras 2.1 y 2.11. Para
tamaños muestrales pequeños en el caso del EMSE(β̂) y del EMSE(σ̂2

2) existen diferencias
entre un fichero con datos homocedásticos y otro con datos heterocedásticos. Mientras que esto
no sucede para EMSE(σ̂2

0) y ocurre de forma muy atenuada para EMSE(σ̂2
1). Las diferencias

entre el caso homocedástico y los dos heterocedásticos se pueden ver en las figuras 2.5 y 2.15,
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para el experimento 1 y el experimento 2, respectivamente. En estas figuras, para cada uno de
sus gráficos se presenta la variabilidad del EMSE para cada estimador (columnas) y cada método
de estimación (filas) a través de un diagrama box-and-whisker. Para cada uno de los diagramas
se presentan diez cajas (una por cada prueba del experimento), donde cada caja representa para
ese estimador, método y prueba la variabilidad para cada uno de los tres diferentes valores de `.
Aśı se puede afirmar que para valores muestrales pequeños existen diferencias entre un fichero
con datos homocedásticos y otro con datos heterocedásticos.

Con respecto al sesgo los estimadores REML y H3 se han comportado mejor que los esti-
madores ML. Esto queda claramente reflejado en las figuras 2.7, 2.8 y 2.9. En esta última se
observa que el método H3 proporciona estimaciones más insesgadas que los otros dos métodos
pero menos precisas, como se muestra en la figura 2.4.

Entre los dos experimentos de los apartados 2.7.2 y 2.7.3, no existen diferencia alguna en
cuanto a los métodos de estimación; es decir, las conclusiones que se pueden extraer de un
experimento son idénticas para el otro. Solamente existen diferencias en cuanto a la magnitud
del sesgo. Bajo las condiciones del experimento 1, se observan valores superiores del sesgo que
bajo el experimento 2. Esto indica que el funcionamiento del modelo es más eficiente al aumentar
D que al aumentar el valor fijo de ndi. El resultado es intuitivo ya que al aumentar D se puede
estimar mejor las variabilidades entre dominios y entre subdominios.

Entre los estimadores H3 y REML existen pocas diferencias en el sesgo de σ̂2
0. Esto no

sucede para σ̂2
1 y σ̂2

2, donde se aprecia que la estimación proporcionada por el método H3 es
más insesgada que por los otros dos métodos, (véanse las figuras 2.8, 2.9, 2.18 y 2.19). Tampoco
se aprecia diferencia entre el sesgo de β̂ en ML y REML siendo éstos bastante menores que los
proporcionados por H3 (véanse las figuras 2.6 y 2.16).

Otro punto a tener en cuenta es, que para tamaños muestrales pequeños, los métodos H3 y
REML proporcionan valores similares del sesgo pero de signo contrario. Esto puede verse en la
figura 2.10 en los gráficos del sesgo de σ̂2

0 y σ̂2
1. En esta misma figura se puede observar, que de

manera sistemática, el sesgo de los estimadores ML es negativo para σ̂2
0 y σ̂2

1; es decir, el método
ML infraestima estas dos componentes de la varianza.

No se observan diferencias en el sesgo cuando se tratan datos homocedásticos o heterocedásti-
cos a diferencia de lo que ocurre con el EMSE.

Teniendo en cuenta de manera conjunta las dos medidas de eficiencia y los dos experimentos
de simulación, se puede decir que el método más competitivo para la estimación del vector de
efectos fijos y las componentes de la varianza es la máxima verosimilitud residual (REML),
aunque la máxima verosimilitud (ML) proporciona buenos resultados.

A ráız de los resultados obtenidos, en lo sucesivo no se utilizará el método H3 para la
estimación de los parámetros del modelo. Pero como se establece en el apartado 1.3 para ML
y en el apartado 1.4 para REML, el algoritmo de Fisher-Scoring necesita unos valores iniciales
θ(0) y σ(0), respectivamente, para la obtención de los estimadores en la primera iteración. Las
estimaciones proporcionadas mediante H3, por su sencillez computacional, hacen de este método
un candidato ideal para especificar estos valores de inicio del algoritmo en ML y REML.
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Caṕıtulo 3

Predictores BLUP en un modelo
lineal mixto con dos factores
aleatorios anidados

3.1. Introducción

Sea Ω = {1, . . . , N} una población finita y sea y = (y1, . . . , yN )t el vector de valores que
toma una variable objetivo en las unidades de Ω. Supóngase que se verifica el modelo lineal
mixto con D niveles en el primer factor y md en el segundo,

y = Xβ + Z1u1 + Z2u2 + W
−1/2
N e, (3.1)

donde
X = XN×p, β = βp×1, Z1 = Z1,N×D = diag

1≤d≤D
(1Nd

), Z2 = Z2,N×M = diag
1≤d≤D

( diag
1≤i≤md

(1Ndi
)),

u1 = u1,D×1 ∼ N (0, σ2
1ID), u2 = u2,M×1 ∼ N (0, σ2

2IM ) independientes entre śı y de e =
eN×1 ∼ N (0, σ2

0IN ), ID, IM , IN , son matrices identidad de ordenes D, M =
∑D

d=1 md y
N =

∑D
d=1 Nd respectivamente, Nd =

∑md
i=1 Ndi, 1Nd

= (1, . . . , 1)t
Nd×1, 1Ndi

= (1, . . . , 1)t
Ndi×1 y

W N = diag
1≤d≤D

( diag
1≤i≤md

( diag
1≤j≤Ndi

(wdij)))N×N con wdij ≥ 0 conocidas, d = 1, . . . , D, i = 1, . . . ,md,

j = 1, . . . , Ndi.

Obsérvese que el modelo (3.1) puede escribirse alternativamente como en Prasad y Rao
(1990); es decir

ydij = xdijβ + u1,d + u2,di + w
−1/2
dij edij , d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, j = 1, . . . , Ndi, (3.2)

donde ydij es la caracteŕıstica de interés para la unidad j, del subnivel i, dentro del nivel d y
xdij es la fila (d, i, j) de la matriz X conteniendo las variables auxiliares correspondientes.

Observación 3.1.1. Claramente se puede ver que tanto (3.1) como (3.2) son las versiones
poblacionales de (2.1) y (2.2), respectivamente. Este hecho es de gran relevancia, pues todos los

91
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cálculos realizados a partir de (2.1) y (2.2), pueden aplicarse en este caṕıtulo cuando se refiera
a valores muestrales.

El objetivo en este caṕıtulo es obtener una predicción lineal insesgada óptima de determi-
nados parámetros poblacionales de tipo lineal asociados a la variable de interés y, como pueden
ser totales o medias poblacionales. A este tipo de predictores se les conoce como BLUP (Best
Linear Unbiased Predictors) cuando las componentes de la varianza son conocidas o EBLUP
(Empirical Best Linear Unbiased Predictors) en el caso en que sean desconocidas y se tengan que
estimar. Este es uno de los principales objetivos en estimación en áreas pequeñas, pues permite
la estimación de parámetros poblacionales en áreas d y subáreas di, más pequeñas que las gran-
des áreas para las cuales fue realizado el diseño de muestreo. Además este tipo de modelos es
de gran utilidad, pues a través de ellos, se aporta a la muestra la información auxiliar necesaria
para la estimación de los parámetros poblacionales.

Los métodos de ajuste utilizados para la obtención de los estimadores de los parámetros
del modelo en este caṕıtulo, son ML y REML con parametrización alternativa, a la vista de las
conclusiones de los experimentos de simulación 2.7.2 y 2.7.3. Como semilla de inicio del algoritmo
de Fisher-Scoring de los métodos de ajuste, se han utilizado los valores de σ̂ que proporciona el
método H3 por su sencillez computacional.

3.2. BLUP y EBLUP de una media poblacional

De la población se selecciona una muestra aleatoria simple, s ⊂ Ω, de n ≤ N unidades. Sea
r = Ω − s el conjunto de unidades que no han sido seleccionadas, de modo que y = (yt

s,y
t
r)

t,
donde ys es el vector de n unidades observadas e yr es el vector de N − n unidades no observa-
das. En lo sucesivo se usa el sub́ındice s para denotar la parte observada del modelo (3.1) y el
sub́ındice r para denotar la parte no observada.

Sea a = (at
s, a

t
r)

t un vector de constantes conocidas de dimensión N × 1. Se está interesado
en estimar η = aty = at

sys + at
ryr. En el caso en el que el parámetro poblacional de interés sea

una media poblacional, para un nivel d cualquiera, se tiene ηd = 1
Nd

(0t, . . . ,0t,1t
Nd

,0t, . . . ,0t)y.
Cuando se esté interesado en estimar una media poblacional de un subnivel di cualquiera, se
tiene ηdi = 1

Ndi
(0t, . . . ,0t,1t

Ndi
,0t, . . . ,0t)y.

De la aplicación de la ecuación (1.1) del Teorema General de Predicción 1.1.6

η̂opt = at
sys + at

r

[
Xrβ̂ + V rsV

−1
ss (ys −Xsβ̂)

]
,

se obtiene el estimador lineal y predictivamente insesgado que minimiza la varianza del error
(BLUP) de determinados parámetros poblacionales de la variable de interés y, como puede ser
la media poblacional. Para obtener este predictor lineal insesgado óptimo (BLUP), es necesario
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realizar previamente ciertos cálculos.

V rs = E
[
(yr −Xrβ)(ys −Xsβ)t

]

= E
[
(Z1,ru1 + Z2,ru2 + W−1/2

r er)(Z1,su1 + Z2,su2 + W−1/2
s es)t

]

= Z1,rE
[
u1u

t
1

]
Z1,s + Z2,rE

[
u2u

t
2

]
Zt

2,r = [Z1,r, Z2,r]

(
V (u1) 0

0 V (u2)

)[
Zt

1,s

Zt
2,s

]

= ZrΣuZt
s

En (2.3) se obtuvo û = ΣuZt
sV

−1
ss

(
ys −Xsβ̂

)
, de este modo

V rsV
−1
ss (ys−Xsβ̂) = ZrΣuZt

sV
−1
ss (ys−Xsβ̂) = Zrû = [Z1,r, Z2,r]

[
û1

û2

]
= Z1,rû1+Z2,rû2

y por tanto
η̂opt = at

sys + at
r

[
Xrβ̂ + Z1,rû1 + Z2,rû2

]
(3.3)

donde

Z1,r = diag
1≤d≤D

(1Nd−nd
) , Z2,r = diag

1≤d≤D

(
diag

1≤i≤md

(1Ndi−ndi
)
)

,

Z1,s = diag
1≤d≤D

(1nd
) , Z2,s = diag

1≤d≤D

(
diag

1≤i≤md

(1ndi
)
)

,

û1 = col
1≤d≤D

[û1,d] y û2 = col
1≤d≤D

[
col

1≤i≤md

[û2,di]
]

,

donde β̂, û1,d y û2,di se obtuvieron en (2.6), (2.7) y (2.8), respectivamente. Estos a su vez provie-
nen de la teoŕıa general desarrollada en (1.4) y (1.5). Nótese que Xrβ̂ + Z1,rû1 + Z2,rû2 = ŷr

y por tanto η̂opt = at
sys + at

rŷr como cabŕıa esperar.

Como ya se ha mencionado con anterioridad, al predictor lineal insesgado óptimo η̂opt de un
determinado parámetro poblacional de la variable de interés, se le conoce como BLUP, cuando
las componentes de la varianza σ son conocidas. Cuando las componentes de la varianza son
desconocidas y por tanto se hace necesaria su estimación, a η̂opt se le conoce como EBLUP. En
este caṕıtulo los EBLUP se obtienen sustituyendo σ en las expresiones de β̂, û1 y û2, por sus
estimaciones obtenidas mediante el ajuste por máxima verosimilitud, o máxima verosimilitud
residual. En las aplicaciones a datos reales las componentes de la varianza han de ser estimadas.
Por tanto lo usual es calcular el predictor EBLUP.

A lo largo de esta sección se formula, de manera general, el predictor lineal insesgado óptimo
que se obtiene a través de la aplicación del teorema 1.1.6. Para su cálculo, no se tiene en cuenta
si se desconocen o no las componentes de la varianza. Cuando son conocidas se denotan los
predictores, β̂, û1 y û2 con el supeŕındice “blup”; en caso contrario con el supeŕındice “eblup”.
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3.2.1. Cálculo de Ŷ
blup

d e Ŷ
eblup

d

El objetivo en este apartado es obtener la expresión, bajo el modelo (3.1), del BLUP y del
EBLUP de la media poblacional Y d = 1

Nd

∑md
i=1

∑Ndi
j=1 ydij , o equivalentemente del parámetro

lineal

η = aty, con at =
1

Nd

(
0t

N1
, . . . ,0t

Nd−1
,1t

Nd
,0t

Nd+1
, . . . ,0t

ND

)
,

donde 0a es un vector columna de dimensión a con todos sus elementos iguales a 0.

Para conseguir esto se calculan por separado cada uno de los sumandos de (3.3) como sigue:

at
sys =

1
Nd

(0t
n1

, . . . ,0t
nd−1

,1t
nd

,0t
nd+1

, . . . ,0t
nD

) col
1≤d≤D

[
col

1≤i≤md

[
ydi,s

]]

=
1

Nd

md∑

i=1

∑

j∈sdi

ydij =
nd

Nd
yd = fdyd ,

at
rXrβ̂ =

1
Nd

(0t
N1−n1

, . . . ,1t
Nd−nd

, . . . ,0t
ND−nD

) col
1≤d≤D

[Xd,r] β̂ =
1

Nd
1t

Nd−nd
Xd,rβ̂

=
1

Nd

md∑

i=1

( Ndi∑

j=1

xdij −
∑

j∈sdi

xdij

)
β̂ =

1
Nd

(
NdXd − ndxd

)
β̂ = Xdβ̂ − fdxdβ̂ ,

at
rZ1,rû1 =

1
Nd

(0t
N1−n1

, . . . ,1t
Nd−nd

, . . . ,0t
ND−nD

) diag
1≤d≤D

(1Nd−nd
) col

1≤d≤D
[û1,d]

=
1

Nd
(0, . . . , Nd − nd, . . . , 0)1×D col

1≤d≤D
[û1,d] =

1
Nd

(Nd − nd) û1,d = (1− fd)û1,d ,

at
rZ2,rû2 =

1
Nd

(0t
N1−n1

, . . . ,1t
Nd−nd

, . . . ,0t
ND−nD

) diag
1≤d≤D

(
diag

1≤i≤md

(1Ndi−ndi
)
)

û2

=
1

Nd
(0t

m1
, . . . , colt

1≤i≤md

[Ndi − ndi], . . . ,0t
mD

) col
1≤d≤D

[
col

1≤i≤md

[û2,di]
]

=
1

Nd

md∑

i=1

(Ndi − ndi)û2,di ,

donde fd = nd
Nd

, yd = 1
nd

∑md
i=1

∑
j∈sdi

ydij , xd = 1
nd

∑md
i=1

∑
j∈sdi

xdij , Xd = 1
Nd

∑md
i=1

∑Ndi
j=1 xdij

y sdi identifica a las unidades de s pertenecientes al subnivel i del nivel d.

Teniendo en cuenta que fdi = ndi
Ndi

, fdi
fd

= ndi/Ndi

nd/Nd
= ndi

nd

Nd
Ndi

, fdi
Ndi
Nd

= ndi
nd

fd , se obtiene

at
rZ2,rû2 =

md∑

i=1

Ndi

Nd
û2,di −

md∑

i=1

Ndi

Nd
fdiû2,di =

md∑

i=1

Ndi

Nd
û2,di −

md∑

i=1

ndi

nd
fdû2,di .
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Finalmente el BLUP para la media poblacional Y d, que se denota mediante Ŷ
blup

d , es

Ŷ
blup

d = (1− fd)

[
Xdβ̂

blup
+ ûblup

1,d +
md∑

i=1

Ndi

Nd
ûblup

2,di

]

+ fd

[
yd +

(
Xd − xd

)
β̂

blup
+

md∑

i=1

(
Ndi

Nd
− ndi

nd

)
ûblup

2,di

]
, (3.4)

donde β̂
blup

, ûblup
1,d y ûblup

2,di son los valores que se obtuvieron en (2.6), (2.7) y (2.8), respectivamente;
es decir,

β̂
blup

=
(
Xt

sV
−1
ss Xs

)−1
Xt

sV
−1
ss ys , (3.5)

ûblup
1,d =

σ2
1

σ2
0

(
1− δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ς̂blup
di

= δd

md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ς̂blup
di , (3.6)

ûblup
2,di =

σ2
2

σ2
0

[
(1− γdi)wt

ndi
ς̂blup

di − δd(1− γdi)wdi·

(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ς̂blup
di

)]
, (3.7)

y además

ς̂blup
di = ydi,s −Xdi,sβ̂

blup
, γdi =

σ2
2

σ2
2 + σ2

0
wdi·

, δd =
σ2

1

σ2
0 + σ2

1

∑md
i=1(1− γdi)wdi·

.

El EBLUP para la media poblacional Y d, que se denota mediante Ŷ
eblup

d , es

Ŷ
eblup

d = (1− fd)

[
Xdβ̂

eblup
+ ûeblup

1,d +
md∑

i=1

Ndi

Nd
ûeblup

2,di

]

+ fd

[
yd +

(
Xd − xd

)
β̂

eblup
+

md∑

i=1

(
Ndi

Nd
− ndi

nd

)
ûeblup

2,di

]
, (3.8)

donde β̂
eblup

, ûeblup
1,d y ûeblup

2,di se formulan de manera análoga a (2.6), (2.7) y (2.8) respectivamente,
pero sustituyendo σ por sus estimaciones obtenidas mediante el ajuste por máxima verosimilitud
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o máxima verosimilitud residual; es decir,

β̂
eblup

=
(
Xt

sV̂
−1

ss Xs

)−1
Xt

sV̂
−1

ss ys , (3.9)

ûeblup
1,d =

σ̂2
1

σ̂2
0

(
1− δ̂d

md∑

i=1

(1− γ̂di)wdi·

)
md∑

i=1

(1− γ̂di)wt
ndi

ς̂eblup
di

= δ̂d

md∑

i=1

(1− γ̂di)wt
ndi

ς̂eblup
di , (3.10)

ûeblup
2,di =

σ̂2
2

σ̂2
0

[
(1− γ̂di)wt

ndi
ς̂eblup

di − δ̂d(1− γ̂di)wdi·

(
md∑

i=1

(1− γ̂di)wt
ndi

ς̂eblup
di

)]
, (3.11)

y además

ς̂eblup
di = ydi,s −Xdi,sβ̂

eblup
, γ̂di =

σ̂2
2

σ̂2
2 + σ̂2

0
wdi·

, δ̂d =
σ̂2

1

σ̂2
0 + σ̂2

1

∑md
i=1(1− γ̂di)wdi·

.

Cuando la población sea infinita Ŷ
eblup

d es un predictor EBLUP de la combinación lineal de
efectos fijos y aleatorios Xdβ + u1,d +

∑md
i=1

Ndi
Nd

u2,di, estimador que en algunos textos se llama
proyectivo. El segundo término de (3.8) es el ajuste que se realiza por población finita. Obsérvese

además que si nd = Nd, entonces Ŷ
eblup

d = Y d y es consistente desde el punto de vista de la
inferencia en poblaciones finitas.

3.2.2. Cálculo de Ŷ
blup

di e Ŷ
eblup

di

El objetivo en este apartado es obtener la expresión, bajo el modelo (3.1), del BLUP y del
EBLUP de la media poblacional Y di = 1

Ndi

∑Ndi
j=1 ydij , o equivalentemente de η = aty donde

at =
1

Ndi

(
0t

N1
, . . . ,0t

Nd−1
,0t

Nd1
, . . . ,0t

Nd(i−1)
,1t

Ndi
,0t

Nd(i+1)
, . . . ,0t

Ndmd
,0t

Nd+1
, . . . ,0t

ND

)

=
1

Ndi

(
0t

N1
, . . . ,0t

Nd−1
, colt
1≤k≤md

[
δik1t

Ndk

]
,0t

Nd+1
, . . . ,0t

ND

)

y δik es la conocida delta de Kronecker, δik =

{
1 si i = k

0 si i 6= k
.

Del mismo modo que en el apartado anterior se calculan por separado cada uno de los
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sumandos de (3.3).

at
sys =

1
Ndi

(
0t

n1
, . . . ,0t

nd−1
, colt
1≤k≤md

[
δik1t

ndk

]
,0t

nd+1
, . . . ,0t

nD

)
col

1≤d≤D

[
col

1≤i≤md

[
ydi,s

]]

=
1

Ndi
colt

1≤k≤md

[
δik1t

ndk

]
col

1≤i≤md

[
ydi,s

]
=

1
Ndi

∑

j∈sdi

ydij =
ndi

Ndi
ydi = fdiydi ,

at
rXrβ̂ =

1
Ndi

(
0t

N1−n1
, . . . , colt

1≤k≤md

[
δik1t

Ndk−ndk

]
, . . . ,0t

ND−nD

)
col

1≤d≤D

[
col

1≤i≤md

[Xdi,r]
]

β̂

=
1

Ndi
colt

1≤k≤md

[
δik1t

Ndk−ndk

]
col

1≤i≤md

[Xdi,r] β̂ =
1

Ndi

( Ndi∑

j=1

xdij −
∑

j∈sdi

xdij

)
β̂

=
1

Ndi

(
NdiXdi − ndixdi

)
β̂ = Xdiβ̂ − fdixdiβ̂ ,

at
rZ1,rû1 =

1
Ndi

(
0t

N1−n1
, . . . , colt

1≤k≤md

[
δik1t

Ndk−ndk

]
, . . . ,0t

ND−nD

)
diag

1≤d≤D
(1Nd−nd

) û1

=
1

Ndi
(0, . . . , Ndi − ndi, . . . , 0)1×D col

1≤d≤D
[û1,d] =

Ndi − ndi

Ndi
û1,d = (1− fdi)û1,d ,

at
rZ2,rû2 =

1
Ndi

(
0t

N1−n1
, . . . , colt

1≤k≤md

[
δik1t

Ndk−ndk

]
, . . . ,0t

ND−nD

)

· diag
1≤d≤D

(
diag

1≤i≤md

(1Ndi−ndi
)
)

û2

=
1

Ndi

(
0t

m1
, . . . , colt

1≤k≤md

[δik(Ndk − ndk)] , . . . ,0t
mD

)
col

1≤d≤D

[
col

1≤i≤md

[û2,di]
]

=
1

Ndi
(Ndi − ndi)û2,di = (1− fdi)û2,di ,

donde fdi = ndi
Ndi

, ydi = 1
ndi

∑
j∈sdi

ydij , xdi = 1
ndi

∑
j∈sdi

xdij , Xdi = 1
Ndi

∑Ndi
j=1 xdij .

Finalmente el BLUP para la media poblacional Y di, que se denota mediante Ŷ
blup

di es

Ŷ
blup

di = (1− fdi)
[
Xdiβ̂

blup
+ ûblup

1,d + ûblup
2,di

]
+ fdi

[
ydi +

(
Xdi − xdi

)
β̂

blup
]

, (3.12)

donde β̂
blup

, ûblup
1,d y ûblup

2,di son los valores expresados en (3.5)–(3.7).

El EBLUP para la media poblacional Y di, que se denota mediante Ŷ
eblup

di , es

Ŷ
eblup

di = (1− fdi)
[
Xdiβ̂

eblup
+ ûeblup

1,d + ûeblup
2,di

]
+ fdi

[
ydi +

(
Xdi − xdi

)
β̂

eblup
]

, (3.13)

donde β̂
eblup

, ûeblup
1,d y ûeblup

2,di aparecen formulados en (3.9)–(3.11).
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3.3. Experimento de simulación para los EBLUP

En esta sección se describe un experimento de simulación Monte Carlo diseñado para com-
parar las predicciones lineales insesgadas óptimas de una media poblacional que se obtienen
mediante los métodos de ajuste ML y REML.

Para este experimento de simulación, las componentes de la varianza se suponen desconoci-
das, con lo que se han de estimar y por tanto el predictor a calcular es el EBLUP.

Para los métodos ML y REML, el criterio de parada del algoritmo de Fisher-Scoring queda
determinado por dos parámetros mutuamente excluyentes. El algoritmo se detiene cuando:

el número de la iteración actual es mayor que el número máximo de iteraciones fijado a
500,

para cada uno de los estimadores, la diferencia en valor absoluto, del valor de la estimación
en una iteración y la anterior es menor que ε = 0,00001 .

3.3.1. Algoritmo de simulación. Cálculo de medidas de eficiencia

Para la simulación de las muestras y el cálculo de las medidas de eficiencia se tienen que
seguir los pasos del siguiente algoritmo de simulación.

1. Generación de los elementos determińısticos de la población

Simulación de la variable explicativa: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . ,md, j = 1, . . . , Ndi,
generar

xdij = (bdi − adi)Udij + adi con Udij =
j

Ndi + 1
, j = 1, . . . , Ndi.

Se toma adi = 1, bdi = 1 + 1
md

(md(d− 1) + i), d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md.

Pesos: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . ,md, j = 1, . . . , Ndi, hacer wdij = 1/x`
dij ,

` = 0, 1/2, (2 posibilidades, homocedasticidad y heterocedasticidad).

2. Repetir K = 100000 veces (k = 1, . . . , K)

2.1. Generación de los elementos aleatorios de la población

Simulación de los efectos aleatorios y errores: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md,
j = 1, . . . , Ndi, generar

u
(k)
1,d ∼ N(0, σ2

1), u
(k)
2,di ∼ N(0, σ2

2), e
(k)
dij ∼ N(0, σ2

0).

Simulación de la variable objetivo: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, j = 1, . . . , Ndi,
generar

y
(k)
dij = βxdij + u

(k)
1,d + u

(k)
2,di + w

−1/2
dij e

(k)
dij , con β = 1.
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2.2. Extracción de muestras. Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . ,md, generar una muestra
aleatoria sin reemplazamiento de tamaño ndi dentro de cada nivel di del segundo
factor aleatorio.

2.3. Calcular β̂(k), σ̂2
0,(k), σ̂2

1,(k) y σ̂2
2,(k) usando los métodos de la máxima verosimilitud

(ML) y la máxima verosimilitud residual (REML).

2.4. Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md calcular Ŷ
eblup,(k)

d , Ŷ
eblup,(k)

di , según (3.8) y (3.13)
respectivamente.

3. Salida: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md calcular,

EMSEd = EMSE(Ŷ
eblup

d ) =
1
K

K∑

k=1

(
Ŷ

eblup,(k)

d − Y
(k)
d

)2

, (3.14)

EMSEdi = EMSE(Ŷ
eblup

di ) =
1
K

K∑

k=1

(
Ŷ

eblup,(k)

di − Y
(k)
di

)2

, (3.15)

BIASd = BIAS(Ŷ
eblup

d ) =
1
K

K∑

k=1

(
Ŷ

eblup,(k)

d − Y
(k)
d

)
,

BIASdi = BIAS(Ŷ
eblup

di ) =
1
K

K∑

k=1

(
Ŷ

eblup,(k)

di − Y
(k)
di

)
,

donde

Y
(k)
d =

1
Nd

md∑

i=1

Ndi∑

j=1

y
(k)
dij , Y

(k)
di =

1
Ndi

Ndi∑

j=1

y
(k)
dij .

Para la obtención de β̂, σ̂2
0, σ̂2

1 y σ̂2
2, se utiliza el software elaborado en C++ para el experi-

mento de la sección 2.7. También se ha desarrollado software en C++ correspondiente al actual
experimento de simulación.

3.3.2. Experimento de simulación y principales resultados

El presente experimento de simulación consiste en hacer varias pruebas del algoritmo del
apartado 3.3.1, manteniendo constante los tamaños muestrales, los tamaños poblacionales y el
numero de niveles y subniveles de los factores aleatorios, y variando los valores de σ2

0, σ2
1 y σ2

2.
Para ello se toman:

el número de niveles D = 30 ,

el número de subniveles md = 5 dentro de cada nivel d = 1, . . . , D ,

el tamaño poblacional y muestral respectivamente, dentro de cada subnivel, Ndi = 200 y
ndi = 20 , d = 1 . . . , D, i = 1 . . . , md .
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Se realizan nueve pruebas del experimento, para las nueve combinaciones posibles de los valores,
σ2

0 = 1, σ2
1 ={0.5, 1, 2}, y σ2

2 ={0.5, 1, 2}, de acuerdo con la tabla 3.3.1:

g 1 2 3 4 5 6 7 8 9

σ
2,(g)
1 0.5 0.5 0.5 1 1 1 2 2 2

σ
2,(g)
2 0.5 1 2 0.5 1 2 0.5 1 2

Tabla 3.3.1: Combinaciones de σ2
1 y σ2

2 para el experimento de simulación

Las tablas con los valores numéricos correspondientes a la realización del experimento de
simulación, para los métodos de ajuste REML y ML, pueden encontrarse en el apéndice D. A
continuación se presentan resultados gráficos en los que además de representarse las medidas
de eficiencia del apartado 3.3.1, se grafican sus diferencias para los métodos de ajuste REML y
ML; es decir, se representan las diferencias

EMSEML
d − EMSEREML

d , EMSEML
di − EMSEREML

di , (3.16)

|BIASML
d | − |BIASREML

d | y |BIASML
di | − |BIASREML

di | . (3.17)

La conveniencia de realizar de este modo estos gráficos , es por la proximidad de los valores
de ambos métodos como se aprecia en las figuras D.1 - D.8. Como se puede ver en estas ocho
figuras, los dos métodos de ajuste se llegan a solapar en casi todos los casos y no se aprecia cual
de los dos métodos es más competitivo.
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3.3.3. Conclusiones

En el presente experimento de simulación, los estimadores EBLUP obtenidos a través del
método REML se han comportado mejor que los estimadores ML. Esto se pone claramente de
manifiesto mediante el EMSE de los EBLUP para dominios. En las figuras 3.1 - 3.8 se representan
gráficos con las diferencias entre las medidas de eficiencia para los dos métodos de estimación
ML y REML tal y como se describe en (3.16) y (3.17). De este modo valores positivos denotan
un mayor valor de la medida de eficiencia para los estimadores obtenidos mediante ML.

Examinando el EMSEd de las figuras 3.1 y 3.3, correspondientes a los casos homocedástico
y heterocedástico, respectivamente, se concluye que el estimador EBLUP para dominios es más
preciso cuando se calcula mediante el método REML (siempre se obtienen valores positivos de
las diferencias). En el caso homocedástico a medida que aumenta la varianza entre subdominios
(σ2

2), los métodos REML y ML se aproximan en cuanto a precisión, para valores pequeños de
varianza entre dominios (véase la ĺınea correspondiente a σ2

1 = 0,5 de la figura 3.1). Cuando la
varianza entre dominios es mayor o igual que entre subdominios, entonces las diferencias entre
los dos métodos son mı́nimas. Sin embargo para el caso heterocedástico a medida que aumenta
la varianza entre subdominios (σ2

2), los métodos REML y ML difieren cada vez más en cuanto a
precisión, para valores pequeños de varianza entre dominios (véanse las ĺıneas correspondientes
a σ2

1 = 0,5 y σ2
1 = 0,5 de la figura 3.3). Cuando la varianza entre dominios es mayor o igual que

entre subdominios, entonces las diferencias entre los dos métodos son mı́nimas.
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En cuanto al sesgo BIASd que se representa en las figuras 3.2 y 3.4, correspondiente a los
casos homocedástico y heterocedástico, respectivamente, no se puede concluir nada acerca de
que método de estimación es preferible para la obtención de los EBLUP para dominios. En unos
dominios es mejor REML y en otros ML, pero siempre son más similares cuanto más grande sea
la varianza entre dominios (véase la ĺınea correspondiente a σ2

1 = 2 de ambas figuras). Tampoco
se encuentran diferencias si la estimación se realiza bajo un modelo con datos homocedásticos o
heterocedásticos.

En lo que respecta a la obtención de los EBLUP de subdominios, sucede algo similar a lo
anterior, pero de manera más moderada. Si se examinan las figuras 3.5 y 3.7, correspondientes
a los casos homocedástico y heterocedástico, respectivamente, se observa que la mayor parte
de las veces el EBLUP obtenido mediante REML es más preciso. Esta afirmación no queda tan
claramente comprobada a la vista de la ĺınea correspondiente a σ2

1 = 2 en ambas figuras. Cuando
la varianza entre dominios es grande, no se puede concluir cual de los dos métodos de estimación
es más preciso. En la figura 3.7 correspondiente al caso heterocedástico se puede advertir que
para cada combinación de σ2

1 y σ2
2, a medida que se estiman subdominios correspondientes a

los últimos dominios, el método REML resulta más preciso. Esto se debe al modo en que se
generaron los elementos determińısticos de la población, dominios con valores concentrados y
dispersos para las variables auxiliares. Con cada nuevo subdominio xdij se hace más variable,
wdij también y por tanto le sucede lo mismo a ydij . Por tanto se deduce que el método REML
es más adecuado bajo un modelo con datos heterocedásticos, o igualmente recomendable que el
ML para homocedásticos, en cuanto a la precisión.

Con relación al sesgo de los EBLUP en subdominios, no se observan diferencias entre los
métodos REML y ML a tenor de los resultados representados en las figuras 3.6 y 3.8 correspon-
dientes a BIASdi, para los casos homocedástico y heterocedástico, respectivamente.

Si se examinan las figuras D.1 - D.8 y las tablas correspondientes a las medidas de eficiencia
para la estimación de los EBLUP en dominios y subdominios, tanto en presencia como en ausen-
cia de homocedasticidad, se observan magnitudes notablemente reducidas como para aseverar la
perfecta adecuación de este tipo de modelos a la predicción de parámetros poblacionales lineales
en áreas pequeñas. Además se pueden dar las siguientes conclusiones. En lo que a sesgo se refiere,
observando las figuras D.3, D.4, D.7 y D.8, se deduce que los las estimaciones de los EBLUP para
todas las combinaciones de varianzas, dominios y subdominios, son bastante insesgadas. Esta
exactitud en las estimaciones es todav́ıa más notable para los casos homocedásticos de acuerdo
con los valores máximos y mı́nimos obtenidos. Examinando la precisión (figuras D.1, D.2, D.5
y D.6), se observa sistemáticamente el crecimiento del EMSEd con el aumento del ı́ndice d de
dominios. De nuevo esto es debido al modo en que se generaron los elementos determińısticos de
la población, como ya ha sido argumentado. Este hecho se hace más considerable en los casos
heterocedásticos. Además en la figura D.5 se observa que a medida que aumenta la varianza en-
tre subdominios, se pierde precisión en las estimaciones de los EBLUP. Esto también se observa
en la figura D.1 de manera más atenuada con el aumento de la varianza entre dominios. De estas
dos figuras se deduce por tanto que se pierde precisión en la estimación de un tipo de dominios
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cuando aumenta la varianza entre ese tipo de dominios.

Como se concluye gracias a los experimentos de la sección 2.7 y por todo lo mencionado
anteriormente, se aconseja el uso del método REML, donde además se comprueba la sensibilidad
frente a la presencia de heterocedasticidad. Por tanto, en lo sucesivo no se utilizará el método
ML para la predicción de parámetros poblacionales mediante la teoŕıa EBLUP.



Caṕıtulo 4

El error cuadrático medio de los
EBLUP

4.1. Introducción

Considérese el modelo lineal mixto definido en (3.1). El objetivo en este caṕıtulo es calcular
con fórmulas expĺıcitas, el error cuadrático medio de los predictores EBLUP para las medias po-
blacionales en dominios y subdominios (Ŷ d e Ŷ di) definidos en el caṕıtulo anterior. Para ello es
necesario calcular previamente las funciones g1 - g4, mediante la teoŕıa presentada en la sección
1.6.

El método de ajuste utilizado para la obtención de los estimadores de los parámetros del
modelo en este caṕıtulo, es la máxima verosimilitud residual (REML) con parametrización al-
ternativa, a la vista de las conclusiones del experimento de simulación de la sección 3.3. Como
semilla de inicio del algoritmo de Fisher-Scoring del método REML se han utilizado, por su
sencillez computacional, los valores de σ̂ que proporciona el método H3.

Para mayor detalle sobre los cálculos realizados en este caṕıtulo, véase el apéndice B.

4.2. Error cuadrático medio de Ŷ
eblup

d

Para el modelo (3.1) se tiene que Y d = 1
Nd

∑md
i=1

∑Ndi
j=1 ydij , o equivalentemente

η = at
dy, con at

d =
1

Nd
(0t

N1
, . . . ,0t

Nd−1
,1t

Nd
,0t

Nd+1
, . . . ,0t

ND
).

Sea θ = (σ2
0, σ

2
1, σ

2
2) el vector de componentes de la varianza. El error cuadrático medio del

estimador EBLUP de Y d, formulado en (3.8), es

MSE(Ŷ
eblup

d ) = g1,d(θ) + g2,d(θ) + g3,d(θ) + g4,d(θ),

107
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donde

g1,d(θ) = at
r,dZrT sZ

t
rar,d,

g2,d(θ) = [at
r,dXr − at

r,dZrT sZ
t
sΣ

−1
es Xs]Qs[X

t
rar,d −Xt

sΣ
−1
es ZsT sZ

t
rar,d],

g3,d(θ) ≈ tr
{

(∇bt)V s(∇bt)tE
[
(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)t

]}
,

g4,d(θ) = at
r,dΣerar,d.

4.2.1. Cálculo de g1,d(θ)

Como g1,d(θ) = at
r,dZrT sZ

t
rar,d, se procede a su cálculo detallado. Para calcular T s, se

utiliza la fórmula

T s = Σu −ΣuZt
sV

−1
s ZsΣu ,

donde

Σu =

(
σ2

1ID 0
0 σ2

2IM

)
, Zs = [Z1,s, Z2,s] , V −1

s = diag
1≤d≤D

(V −1
d,s),

V −1
d,s =

1
σ2

0

[
diag

1≤i≤md

(
W di,s − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]]
,

δd =
σ2

1

σ2
0 + σ2

1

∑md
i=1(1− γdi)wdi·

y γdi, wndi
, wdi· fueron definidos en (2.4).

ΣuZt
sV

−1
s ZsΣu =

[
σ2

1Z
t
1,s

σ2
2Z

t
2,s

]
diag

1≤d≤D
(V −1

d,s)
[

σ2
1Z1,s σ2

2Z2,s

]

=




σ4
1Z

t
1,s diag

1≤d≤D
(V −1

d,s)Z1,s σ2
1σ

2
2Z

t
1,s diag

1≤d≤D
(V −1

d,s)Z2,s

σ2
1σ

2
2Z

t
2,s diag

1≤d≤D
(V −1

d,s)Z1,s σ4
2Z

t
2,s diag

1≤d≤D
(V −1

d,s)Z2,s


 ,

donde

Zt
1,s diag

1≤d≤D
(V −1

d,s)Z1,s =
1
σ2

1

diag
1≤d≤D

(
δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)
,

Zt
1,s diag

1≤d≤D
(V −1

d,s)Z2,s =
1
σ2

1

diag
1≤d≤D

(
δd colt

1≤i≤md

[(1− γdi)wdi·]
)

,



4.2. Error cuadrático medio de Ŷ
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Zt
2,s diag

1≤d≤D
(V −1

d,s)Z1,s =

(
Zt

1,s diag
1≤d≤D

(V −1
d,s)Z2,s

)t

,

Zt
2,s diag

1≤d≤D
(V −1

d,s)Z2,s =
1
σ2

0

diag
1≤d≤D

(
diag

1≤i≤md

(
(1− γdi)wdi·

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wdi·] colt
1≤i≤md

[(1− γdi)wdi·]
)

.

Como

T s =

(
σ2

1ID 0
0 σ2

2IM

)
−




σ4
1Z

t
1,s diag

1≤d≤D
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2
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t
1,s diag
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=
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)

y dado que σ2
1(1 − δd

∑md
i=1(1 − γdi)wdi·) = σ2

0δd y σ2
2

σ2
0
(1 − γdi)wdi· = γdi, los elementos de la

diagonal principal de esta matriz son

t11 = σ2
1ID − σ4

1Z
t
1,s diag

1≤d≤D
(V −1

d,s)Z1,s = σ2
1 diag
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(
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= σ2
1 diag
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(
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= σ2
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(δd) ,
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t
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(
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.

Por tanto

ZrT sZ
t
r =

[
Z1,r Z2,r

]
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[
Zt

1,r

Zt
2,r

]
= σ2

0 diag
1≤d≤D
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δd1Nd−nd

1t
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)

− σ2
2 diag
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(
δd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wdi·1Ndi−ndi
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(4.1)
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y como at
r,d = 1

Nd
(0t

N1−n1
, . . . ,0t

Nd−1−nd−1
,1t

Nd−nd
,0t

Nd+1−nd+1
, . . . ,0t

ND−nD
) entonces g1,d(θ) es

g1,d(θ) = σ2
0δd(1− fd)2 − 2

σ2
2

Nd
δd(1− fd)

md∑

i=1

(Ndi − ndi)(1− γdi)wdi·

+
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2

N2
d


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md∑
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σ2

2

σ2
0

(
md∑
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(Ndi − ndi)(1− γdi)wdi·

)2

 . (4.2)

4.2.2. Cálculo de g2,d(θ)

Como g2,d(θ) =
[
at

r,dXr − at
r,dZrT sZ

t
sΣ

−1
es Xs

]
Qs

[
Xt

rar,d −Xt
sΣ

−1
es ZsT sZ

t
rar,d

]
, se pro-

cede a su cálculo por pasos, tal y como sigue.
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.
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donde rdi identifica a las unidades de r pertenecientes al subnivel i del nivel d. Por tanto

g2,d(θ) =

[
(1− fd)X

?
d +
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1

Nd
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. (4.3)

4.2.3. Cálculo de g3,d(θ)

Sea g3,d(θ) = tr
{

(∇bt)V s(∇bt)tE
[
(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)t

]}
la aproximación (1.38) propuesta por

Prasad y Rao (1990). Como este término lleva un número muy elevado de cálculos en la expresión
(∇bt)V s(∇bt)t, estos se han realizado en el apéndice B donde pueden verse más detalladamente.

Se puede observar que

g3,d(θ) = tr








q00 q01 q02

q01 q11 q12

q02 q12 q22


E

[
(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)t

]




= tr








q00 q01 q02

q01 q11 q12

q02 q12 q22







Fσ2
0σ2

0
Fσ2

0σ2
1

Fσ2
0σ2

2

Fσ2
1σ2

0
Fσ2

1σ2
1

Fσ2
1σ2

2

Fσ2
2σ2

0
Fσ2

2σ2
1

Fσ2
2σ2

2




−1




, (4.4)

donde los elementos Fσ2
i σ2

j
son los elementos de la matriz de información de Fisher calculada en

el algoritmo de Fisher-Scoring del método de ajuste y los elementos qij pueden encontrarse en
el apéndice B.

Nótese que para el método de ajuste REML con parametrización alternativa no se dis-
pone de la matriz de información de Fisher F (θ), pues se tiene la matriz F (ϕ) donde ϕ =(
σ2 = σ2

0, ϕ1 = σ2
1/σ2

0, ϕ2 = σ2
2/σ2

0

)t. El teorema 4.2.1 muestra la relación existente entre las
matrices de información de Fisher asociadas a θ y ϕ.

Teorema 4.2.1. Si % = h(β) con % = (%1, . . . , %M )t y β = (β1, . . . , βN )t entonces F (β) =
M t

βF (%)Mβ donde Mβ es la matriz Mβ =
(

∂ht(β)
∂βj

)
t=1...,M,
j=1,...,N

Demostración: Aplicando la regla de la cadena

∂ log f%(x)
∂βj

=
M∑

s=1

∂ log f%(x)
∂%s

∂hs(β)
∂βj

j = 1, . . . , N
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Aśı pues, para cualesquiera i, j = 1, . . . , N y para X
d= f%(·), se verifica

E

[
∂ log f%(X)

∂βi

∂ log f%(X)
∂βj

]
=

M∑

s,t=1

∂hs(β)
∂βi

∂ht(β)
∂βj

E

[
∂ log f%(X)

∂%s

∂ log f%(X)
∂%t

]

Por tanto la matriz (
E

[
∂ log f%(X)

∂βi

∂ log f%(X)
∂βj

])
i=1...,N
j=1,...,N

es igual a
(

∂hs(β)
∂βi

)
i=1...,N,
s=1,...,M

(
E

[
∂ log f%(X)

∂%s

∂ log f%(X)
∂%t

])
s=1...,M
t=1,...,M

(
∂ht(β)

∂βj

)
t=1...,M,
j=1,...,N

Aśı pues, en notación matricial, se ha demostrado que

F (β) = M t
βF (%)Mβ

2

Para la aplicación del anterior teorema al caso REML con parametrización alternativa, se hace
F (θ) = M t

θF (ϕ)M θ donde M θ =
(

∂ht(θ)
∂θj

)
t=0,1,2,
j=0,1,2

. Como h0(θ) = σ2, h1(θ) = ϕ1, h2(θ) = ϕ2,

las derivadas parciales respecto a θ = (σ2
0, σ

2
1, σ

2
2)

t son

∂σ2

∂σ2
0

= 1
∂σ2

∂σ2
1

= 0
∂σ2

∂σ2
2

= 0

∂ϕ1

∂σ2
0

= −σ2
1

σ4
0

∂ϕ1

∂σ2
1

=
1
σ2

0

∂ϕ1

∂σ2
2

= 0

∂ϕ2

∂σ2
0

= −σ2
2

σ4
0

∂ϕ2

∂σ2
1

= 0
∂ϕ2

∂σ2
2

=
1
σ2

0

,

y por tanto

F (θ) =




1 −σ2
1

σ4
0

−σ2
2

σ4
0

0 1
σ2
0

0

0 0 1
σ2
0







Fσ2σ2 Fσ2ϕ1
Fσ2ϕ2

Fϕ1σ2 Fϕ1ϕ1 Fϕ1ϕ2

Fϕ2σ2 Fϕ2ϕ1 Fϕ2ϕ2







1 0 0

−σ2
1

σ4
0

1
σ2
0

0

−σ2
2

σ4
0

0 1
σ2
0




4.2.4. Cálculo de g4,d(θ)

El la teoŕıa de la sección 1.6, se puede ver que g4,d(θ) = at
r,dΣerar,d, donde Σer = σ2

0W
−1
N−n y

W−1
N−n = diag

1≤d≤D

(
W−1

Nd−nd

)
= diag

1≤d≤D

(
diag

1≤i≤md

(
W−1

Ndi−ndi

))
= diag

1≤d≤D

(
diag

1≤i≤md

(
diag
j∈rdi

(
1

wdij

)))
.
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Como at
r,d = 1

Nd
(0t

N1−n1
, . . . ,0t

Nd−1−nd−1
,1t

Nd−nd
,0t

Nd+1−nd+1
, . . . ,0t

ND−nD
), no es dif́ıcil com-

probar que el elemento d-ésimo del vector Σerar,d es σ2
0

Nd
col

1≤i≤md

[
diag
j∈rdi

(
1

wdij

)
1Ndi−ndi

]
y por

tanto

g4,d(θ) =
σ2

0

N2
d

(0t
N1−n1

, . . . ,1t
Nd−nd

, . . . ,0t
ND−nD

) col
1≤i≤md

[
diag
j∈rdi

(
1

wdij

)
1Ndi−ndi

]

=
σ2

0

N2
d

md∑

i=1

1t
Ndi−ndi

diag
j∈rdi

(
1

wdij

)
1Ndi−ndi

=
σ2

0

N2
d

md∑

i=1

∑

j∈rdi

1
wdij

. (4.5)

4.3. Error cuadrático medio de Ŷ
eblup

di

Para el modelo (3.1) se tiene que Y di = 1
Ndi

∑Ndi
j=1 ydij , o equivalentemente η = at

diy, con

at
di =

1
Ndi

(
0t

N1
, . . . ,0t

Nd−1
,0t

Nd1
, . . . ,0t

Nd(i−1)
,1t

Ndi
,0t

Nd(i+1)
, . . . ,0t

Ndmd
,0t

Nd+1
, . . . ,0t

ND

)

=
1

Ndi

(
0t

N1
, . . . ,0t

Nd−1
, colt
1≤k≤md

[
δik1t

Ndk

]
,0t

Nd+1
, . . . ,0t

ND

)
,

donde δik es la conocida delta de Kronecker, δik =

{
1 si i = k ,

0 si i 6= k .

Sea θ = (σ2
0, σ

2
1, σ

2
2) el vector de componentes de la varianza. El error cuadrático medio del

estimador EBLUP de Y di, formulado en (3.13), es

MSE(Ŷ
eblup

di ) = g1,di(θ) + g2,di(θ) + g3,di(θ) + g4,di(θ),

donde

g1,di(θ) = at
r,diZrT sZ

t
rar,di,

g2,di(θ) = [at
r,diXr − at

r,diZrT sZ
t
sΣ

−1
es Xs]Qs[X

t
rar,di −Xt

sΣ
−1
es ZsT sZ

t
rar,di],

g3,di(θ) ≈ tr
{

(∇bt)V s(∇bt)tE
[
(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)t

]}
,

g4,di(θ) = at
r,diΣerar,di.

Nótese que la única diferencia existente entre el MSE(Ŷ
eblup

d ) y el MSE(Ŷ
eblup

di ) radica en
el vector ar seleccionado. Por tanto todos los cálculos previos necesarios para la obtención de
gl,di(θ), con l = 1, . . . , 4, pueden verse a lo largo de la sección anterior.
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4.3.1. Cálculo de g1,di(θ)

Siendo at
r,di = 1

Ndi

(
0t

N1−n1
, . . . ,0t

Nd−1−nd−1
, colt
1≤k≤md

[
δik1t

Ndk−ndk

]
,0t

Nd+1−nd+1
, . . . ,0t

ND−nD

)
,

δik la delta de Kronecker y ZrT sZ
t
r lo calculado en (4.1), entonces g1,di(θ) = at

r,diZrT sZ
t
rar,di

se puede expresar mediante

g1,di(θ) = σ2
0δd(1− fdi)2 − 2σ2

2δd(1− fdi)2(1− γdi)wdi· + σ2
2(1− γdi)(1− fdi)2(1 + δdγdiwdi·)

= (1− fdi)2
[
σ2

0δd − 2σ2
2δd(1− γdi)wdi· + σ2

2(1− γdi)(1 + δdγdiwdi·)
]

. (4.6)

4.3.2. Cálculo de g2,di(θ)

Como g2,di(θ) =
[
at

r,diXr − at
r,diZrT sZ

t
sΣ

−1
es Xs

]
Qs

[
Xt

rar,di −Xt
sΣ

−1
es ZsT sZ

t
rar,di

]
y además

at
r,di = 1

Ndi

(
0t

N1−n1
, . . . ,0t

Nd−1−nd−1
, colt
1≤k≤md

[
δik1t

Ndk−ndk

]
,0t

Nd+1−nd+1
, . . . ,0t

ND−nD

)
, entonces

at
r,diZrT sZ

t
sΣ

−1
es Xs = δd(1− fdi)

[
(1− γdi)

(
md∑

i=1

wt
ndi

Xdi,s

)
− (1− γdi)

(
md∑

i=1

γdiw
t
ndi

Xdi,s

)]

+
σ2

2

σ2
0

(1− γdi)(1− fdi)wt
ndi

Xdi,s ,

at
r,diXr =

1
Ndi

1t
Ndi−ndi

Xdi,r =
1

Ndi

∑

j∈rdi

xdij , (1− fdi)X
?
di .

Por tanto

g2,di(θ) =

[
(1− fdi)X

?
di − δd(1− fdi)(1− γdi)

(
md∑

i=1

wt
ndi

Xdi,s −
md∑

i=1

γdiw
t
ndi

Xdi,s

)

− σ2
2

σ2
0

(1− γdi)(1− fdi)wt
ndi

Xdi,s

]
·Qs ·

·
[
(1− fdi)X

?
di − δd(1− fdi)(1− γdi)

(
md∑

i=1

wt
ndi

Xdi,s −
md∑

i=1

γdiw
t
ndi

Xdi,s

)

− σ2
2

σ2
0

(1− γdi)(1− fdi)wt
ndi

Xdi,s

]t

= (1− fdi)2
[
X

?
di − δd(1− γdi)

(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi,s

)
− σ2

2

σ2
0

(1− γdi)wt
ndi

Xdi,s

]
·

· Qs ·
[
X

?
di − δd(1− γdi)

(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi,s

)
− σ2

2

σ2
0

(1− γdi)wt
ndi

Xdi,s

]t

. (4.7)
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4.3.3. Cálculo de g3,di(θ)

Sea g3,di(θ) = tr
{

(∇bt)V s(∇bt)tE
[
(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)t

]}
la aproximación (1.38) propuesta por

Prasad y Rao (1990). Como este término lleva un número muy elevado de cálculos en la expresión
(∇bt)V s(∇bt)t, estos se han realizado en el apéndice B donde pueden verse más detalladamente.

Se puede observar que

g3,di(θ) = tr








q00 q01 q02

q01 q11 q12

q02 q12 q22


E

[
(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)t

]




= tr








q00 q01 q02

q01 q11 q12

q02 q12 q22







Fσ2
0σ2

0
Fσ2

0σ2
1

Fσ2
0σ2

2

Fσ2
1σ2

0
Fσ2

1σ2
1

Fσ2
1σ2

2

Fσ2
2σ2

0
Fσ2

2σ2
1

Fσ2
2σ2

2




−1




, (4.8)

donde los elementos Fσ2
i σ2

j
son los elementos de la matriz de información de Fisher calculada en

el algoritmo de Fisher-Scoring del método de ajuste y los elementos qij pueden encontrarse en
el apéndice B.

Nótese de nuevo que para el ajuste mediante el método REML con parametrización alter-
nativa, no se dispone de la matriz de información de Fisher F (θ), pues se tiene la matriz F (ϕ)
donde ϕ =

(
σ2 = σ2

0, ϕ1 = σ2
1/σ2

0, ϕ2 = σ2
2/σ2

0

)t. De nuevo el teorema 4.2.1 muestra la relación
existente entre las matrices de información de Fisher asociadas a θ y ϕ. Para ello hay que aplicar
F (θ) = M t

θF (ϕ)M θ donde M θ =
(

∂ht(θ)
∂θj

)
t=0,1,2,
j=0,1,2

al igual que sucede en la sección anterior.

Por tanto

F (θ) =




1 −σ2
1

σ4
0

−σ2
2

σ4
0

0 1
σ2
0

0

0 0 1
σ2
0







Fσ2σ2 Fσ2ϕ1
Fσ2ϕ2

Fϕ1σ2 Fϕ1ϕ1 Fϕ1ϕ2

Fϕ2σ2 Fϕ2ϕ1 Fϕ2ϕ2







1 0 0

−σ2
1

σ4
0

1
σ2
0

0

−σ2
2

σ4
0

0 1
σ2
0


 .

4.3.4. Cálculo de g4,di(θ)

En la teoŕıa desarrollada en la sección 1.6, se puede ver que g4,di(θ) = at
r,diΣerar,di, donde

at
r,di = 1

Ndi

(
0t

N1−n1
, . . . ,0t

Nd−1−nd−1
, colt
1≤k≤md

[
δik1t

Ndk−ndk

]
,0t

Nd+1−nd+1
, . . . ,0t

ND−nD

)
.

Teniendo esto en cuenta, no es dif́ıcil comprobar que el elemento (d, i)-ésimo del vector
Σerar,di es σ2

0
Ndi

W−1
Ndi−ndi

1Ndi−ndi
y por tanto

g4,di(θ) =
σ2

0

N2
di

1t
Ndi−ndi

W−1
Ndi−ndi

1Ndi−ndi
=

σ2
0

N2
di

∑

j∈rdi

1
wdij

. (4.9)
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4.4. Estimación del error cuadrático medio de los estimadores
EBLUP

Como ya se puso de manifiesto en la sección 1.6, en las aplicaciones se necesita un estimador

de MSE(Ŷ
eblup

) para tener una medida de la variabilidad de Ŷ
eblup

. En la ecuación (1.44) se
formula la expresión de la estimación del error cuadrático medio,

M̂SE(η̂) = mse(η̂) = g1(θ̂) + g2(θ̂) + 2g3(θ̂) + g4(θ̂)

que en lo sucesivo se llamará estimador P-R de los EBLUP o estimador P-R, haciendo referencia
al trabajo de Prasad y Rao (1990).

4.4.1. Estimación del error cuadrático medio de Ŷ
eblup

d

Llevando esto al cálculo de la estimación del error cuadrático medio de Ŷ
eblup

d se tiene,

mse(Ŷ
eblup

d ) = g1,d(θ̂) + g2,d(θ̂) + 2g3,d(θ̂) + g4,d(θ̂), (4.10)

donde el cálculo de gl,d(θ̂) consiste en calcular los gl,d(θ) formulados en la sección 4.2, sustitu-
yendo θ = (σ2

0, σ
2
1, σ

2
2) por θ̂ = (σ̂2

0, σ̂
2
1, σ̂

2
2) obtenidos mediante el algoritmo de ajuste REML,

con l = 1, . . . , 4.

4.4.2. Estimación del error cuadrático medio de Ŷ
eblup

di

Llevando esto al cálculo de la estimación del error cuadrático medio de Ŷ
eblup

di se tiene,

mse(Ŷ
eblup

di ) = g1,di(θ̂) + g2,di(θ̂) + 2g3,di(θ̂) + g4,di(θ̂), (4.11)

donde el cálculo de gl,di(θ̂) consiste en calcular los gl,di(θ) formulados en la sección 4.3, susti-
tuyendo θ = (σ2

0, σ
2
1, σ

2
2) por θ̂ = (σ̂2

0, σ̂
2
1, σ̂

2
2) obtenidos mediante el algoritmo de ajuste REML,

con l = 1, . . . , 4.

4.5. Experimento de simulación para el ECM de los EBLUP

En esta sección se describe un experimento de simulación diseñado para comprobar la correc-
ta adecuación de las estimaciones de los errores cuadráticos medios de los EBLUP obtenidas en
(4.10) y (4.11) respectivamente. Para ello se han establecido tres medidas de eficiencia emṕıricas

para el mse(Ŷ
eblup

d ) y el mse(Ŷ
eblup

di ): error cuadrático medio (Ed y Edi), sesgo (Bd y Bdi) y
probabilidad de cobertura (Cd y Cdi) para valores nominales del 95 % y del 99 %.

Este experimento de simulación se ha realizado utilizando el método de ajuste REML. El
criterio de parada del algoritmo de Fisher-Scoring queda determinado por dos parámetros mu-
tuamente excluyentes. El algoritmo se detiene cuando:
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el número de la iteración actual es mayor que el número máximo de iteraciones fijado a
500,

para cada uno de los estimadores, la diferencia en valor absoluto, del valor de la estimación
en una iteración y la anterior es menor que ε = 0,00001 .

4.5.1. Algoritmo de simulación. Cálculo de medidas de eficiencia

Para la simulación de las muestras y el cálculo de las medidas de eficiencia se tienen que
seguir los pasos del siguiente algoritmo de simulación.

1. Generación de los elementos determińısticos de la población

Simulación de la variable explicativa: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, j = 1, . . . , Ndi,
generar

xdij = (bdi − adi)Udij + adi con Udij =
j

Ndi + 1
, j = 1, . . . , Ndi.

Se toma adi = 1, bdi = 1 + 1
md

(md(d− 1) + i), d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md.

Pesos: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, j = 1, . . . , Ndi, hacer wdij = 1/x`
dij ,

` = 0, 1/2, (2 posibilidades, homocedasticidad y heterocedasticidad).

2. Repetir K = 100000 veces (k = 1, . . . , K)

2.1. Generación de los elementos aleatorios de la población

Simulación de los efectos aleatorios y errores: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md,
j = 1, . . . , Ndi, generar

u
(k)
1,d ∼ N(0, σ2

1), u
(k)
2,di ∼ N(0, σ2

2), e
(k)
dij ∼ N(0, σ2

0).

Simulación de la variable objetivo: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, j = 1, . . . , Ndi,
generar

y
(k)
dij = βxdij + u

(k)
1,d + u

(k)
2,di + w

−1/2
dij e

(k)
dij , con β = 1.

2.2. Extracción de muestras. Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . ,md, generar una muestra
aleatoria sin reemplazamiento de tamaño ndi dentro de cada nivel di del segundo
factor aleatorio.

2.3. Calcular β̂(k), σ̂2
0,(k), σ̂2

1,(k) y σ̂2
2,(k) usando el método de la máxima verosimilitud

residual (REML).

2.4. Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md calcular

Ŷ
eblup,(k)

d y Ŷ
eblup,(k)

di como se propuso en (3.8) y (3.13) respectivamente,

mse(Ŷ
eblup,(k)

d ) y mse(Ŷ
eblup,(k)

di ) según (4.10) y (4.11) respectivamente,
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ξ
(k)
d y ξ

(k)
di del siguiente modo

ξ
(k)
d = I


Y

(k)
d ∈


Ŷ

eblup,(k)

d ± z1−α/2

√
mse(Ŷ

eblup,(k)

d )





 , (4.12)

ξ
(k)
di = I


Y

(k)
di ∈


Ŷ

eblup,(k)

di ± z1−α/2

√
mse(Ŷ

eblup,(k)

di )





 , (4.13)

con α = 0,05, 0,01, (2 posibilidades, z0,975 = 1,959964 y z0,995 = 2,575829) y
donde

Y
(k)
d =

1
Nd

md∑

i=1

Ndi∑

j=1

y
(k)
dij , Y

(k)
di =

1
Ndi

Ndi∑

j=1

y
(k)
dij .

2.5. Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md leer los valores EMSEd y EMSEdi ya calculados
en (3.14) y (3.15) respectivamente.

3. Salida: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md calcular,

Ed =
1
K

K∑

k=1

(
mse(Ŷ

eblup,(k)

d )− EMSEd

)2

, Edi =
1
K

K∑

k=1

(
mse(Ŷ

eblup,(k)

di )−EMSEdi

)2

,

Bd =
1
K

K∑

k=1

(
mse(Ŷ

eblup,(k)

d )−EMSEd

)
, Bdi =

1
K

K∑

k=1

(
mse(Ŷ

eblup,(k)

di )−EMSEdi

)
,

Cd =
1
K

K∑

k=1

ξ
(k)
d , Cdi =

1
K

K∑

k=1

ξ
(k)
di .

4.5.2. Experimento de simulación y principales resultados

El presente experimento de simulación consiste en hacer varias pruebas del algoritmo del
apartado 4.5.1, manteniendo constante los tamaños muestrales, los tamaños poblacionales y el
numero de niveles y subniveles de los factores aleatorios, variando los valores de σ2

0, σ2
1 y σ2

2.
Para ello se toman:

el número de niveles D = 30 ,

el número de subniveles md = 5 dentro de cada nivel d = 1, . . . , D ,

el tamaño poblacional dentro de cada subnivel, Ndi = 200 , d = 1 . . . , D, i = 1 . . . , md y

el tamaño muestral dentro de cada subnivel, ndi = 20 , d = 1 . . . , D, i = 1 . . . , md .
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Se realizan nueve pruebas del experimento, para las nueve combinaciones posibles de los valores,
σ2

0 = 1, σ2
1 ={0.5, 1, 2}, y σ2

2 ={0.5, 1, 2}, de acuerdo con la tabla 4.5.1:

g 1 2 3 4 5 6 7 8 9

σ
2,(g)
1 0.5 0.5 0.5 1 1 1 2 2 2

σ
2,(g)
2 0.5 1 2 0.5 1 2 0.5 1 2

Tabla 4.5.1: Combinaciones de σ2
1 y σ2

2 para el experimento de simulación

En el apéndice E pueden encontrarse las tablas con los valores numéricos correspondientes a
la realización del experimento de simulación. A continuación se presentan resultados gráficos en
los que se representan las medidas de eficiencia emṕıricas del apartado 4.5.1, error cuadrático
medio, sesgo y probabilidad de cobertura para intervalos de confianza al 95 % y 99 %.

En estas figuras, que contienen cuatro gráficos, se representan diagramas box-and-whisker de
cada una de las medidas de eficiencia (filas) bajo la ausencia o presencia de heterocedasticidad,
` = 0 y ` = 1/2 (columnas). Para cada uno de los diagramas se presentan nueve cajas (una por
cada prueba g del experimento), donde cada caja representa para esa medida de eficiencia, valor
de ` y combinación g de σ2

1 y σ2
2, la variabilidad para los 30 diferentes valores del dominio o 150

si se trata de los subdominios. En cada caja se ha añadido un punto amarillo representando la
media de ese grupo.
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Figura 4.1: Ed y Bd para ` = 0 y ` = 1/2
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Figura 4.4: Edi y Bdi para ` = 0 y ` = 1/2
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Figura 4.6: Medidas de eficiencia en subdominios con ` = 1/2

4.5.3. Conclusiones

En el presente experimento de simulación, se han realizado varias pruebas con diferentes
medidas de eficiencia emṕırica, con el fin de poner a prueba los estimadores del error cuadrático
medio de los EBLUP (estimadores P-R) desarrollados a lo largo del presente caṕıtulo. Dos de
estas medidas, error cuadrático medio (Ed y Edi) y sesgo (Bd y Bdi), cuantifican las discrepan-
cias entre los estimadores P-R y el error cuadrático medio emṕırico de los EBLUP obtenido en
el experimento de simulación de la sección 3.3. Con la tercera medida de eficiencia, probabi-
lidad de cobertura (Cd y Cdi), se comprueba la fiabilidad de los intervalos de confianza para
los EBLUP, realizados mediante el estimador P-R. Para establecer conclusiones de estas tres
medidas, se analizan por separado los resultados obtenidos para dominios (o niveles del primer
factor aleatorio del modelo) y subdominios (o subniveles del segundo factor aleatorio dentro de
cada nivel del primero).

Examinando los resultados obtenidos para dominios, figuras 4.1, 4.2 y 4.3, se puede decir
que de manera general los estimadores P-R infraestiman el error cuadrático medio del estimador
EBLUP. Esto se pone claramente de manifiesto en los diagramas para Bd (segunda fila de la
figura 4.1), pues se observan sesgos sistemáticamente negativos, tanto en ausencia como pre-
sencia de heterocedasticidad. Estos sesgos son moderadamente reducidos en cuanto a magnitud
y aumentan (negativamente) a medida que se aumenta σ2

1; es decir, cuanto más grande sea la
varianza entre dominios, la estimación que se obtenga del error cuadrático medio de los EBLUP
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será más pequeña que la que se debeŕıa obtener. Para datos homocedásticos el sesgo es poco
variable dentro de cada grupo, a la vista de la longitud de cada caja. Para el caso heterocedástico
el sesgo se hace más variable y además se puede observar una ligera reducción respecto al caso
homocedástico.

Todo esto concuerda con los valores de las probabilidades de cobertura derivados del ex-
perimento (véase 4.2). Aqúı se puede observar que no se llega a alcanzar en momento alguno
el valor del nivel de confianza con el que se calculó el intervalo. Si con el aumento de σ2

1 se
obtienen valores más pequeños del estimador P-R, entonces los intervalos de confianza serán
más reducidos de lo esperado y por tanto en muchas menos ocasiones el verdadero valor del
parámetro poblacional estará contenido en ellos. Cuando la estimación se realiza bajo un mode-
lo con datos heterocedásticos, las probabilidades de cobertura se acercan más al valor del nivel
de confianza con el que se calculó el intervalo. El razonamiento de que este hecho ocurra es el
siguiente. En primer lugar hay que tener en cuenta que en presencia de heterocedasticidad, la
variable de interés ydij es mucho más variable, entonces el error cuadrático medio de los EBLUP
se hace más elevado y también su estimación obtenida mediante el estimador P-R. Y en segundo
lugar hay que recordar que en presencia de heterocedasticidad se observó cierta reducción en el
sesgo. Con todo esto cabe pensar que se pueden obtener estimaciones del error cuadrático medio
más elevadas, por tanto intervalos de confianza más amplios, en los que el verdadero valor del
parámetro estará contenido en ellos en más ocasiones que en el caso homocedástico.

En cuanto al error cuadrático medio emṕırico de los estimadores del error cuadrático medio
de los EBLUP cabe destacar su inapreciable magnitud y el considerable aumento que surge a
medida que se aumenta la varianza entre dominios. La diferencia entre el error cuadrático medio
de los estimadores P-R en el caso homocedástico y el heterocedástico reside en que en este último
caso en cada grupo existe más variabilidad.

En la figura 4.3 puede verse para el caso heterocedástico en que sentido se mueven las varia-
bilidades observadas en las medidas de eficiencia de las figuras 4.1 y 4.2. Ante la presencia de
heterocedasticidad, al aumentar el ı́ndice d del dominio, xdij se hace más variable, wdij también
y por tanto a ydij le sucede lo mismo. Teniendo esto en cuenta y la justificación que se argu-
mentó en párrafos anteriores, se puede explicar la reducción del sesgo que se observa para cada
grupo de la ĺınea correspondiente a σ2

1 = 2. Este descenso en el sesgo se hace menos notable
cuando se aumenta la varianza entre subdominios. También se puede observar en esta figura el
aumento de la probabilidad de cobertura causado por el descenso del sesgo.

En lo que respecta a los resultados obtenidos para subdominios, figuras 4.4, 4.5 y 4.6, se puede
decir que de manera general los estimadores P-R estiman adecuadamente el error cuadrático
medio del estimador EBLUP. Esto se pone claramente de manifiesto en los diagramas para
Bdi (segunda fila de la figura 4.4), pues se observa cierta insesgadez tanto en ausencia como
presencia de heterocedasticidad además de permanecer constante para cambios de varianza. De
todos modos la insesgadez observada es más variable que la obtenida en dominios; es decir, se
pueden considerar insesgados en cada una de las pruebas pero el estimador P-R para el caso
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heterocedástico en unos subdominios infraestima en otros sobreestima mientras que para el caso
homocedástico lo hace de manera menos apreciable.

Al igual que en el análisis para dominios, las conclusiones del estudio del sesgo sirven para
explicar el estudio de las probabilidades de cobertura. Debido a que se aprecia cierta insesgadez,
por el razonamiento ya explicado, se puede observar que se llega a alcanzar el valor del nivel de
confianza con el que se calculó el intervalo con una exactitud asombrosa observando la magni-
tud de los valores. En presencia de heterocedasticidad y debido a la variabilidad del sesgo, las
probabilidades de cobertura quedan ı́nfimamente por debajo del valor del nivel de confianza.

En cuanto al error cuadrático medio emṕırico del estimador P-R cabe destacar la clara di-
ferencia entre el caso homocedástico y el heterocedástico. Bajo presencia de homocedasticidad
se observan valores con magnitudes muy similares a las obtenidas en dominios. Sin embargo
cuando se dispone de datos heterocedásticos, los Edi aumentan muy considerablemente hasta
el punto de tener la misma escala que el sesgo, mucha variabilidad y además creciente con la
varianza entre subdominios (σ2

2) como se puede observar en la figura 4.6.

A pesar de que los estimadores P-R son sesgados para la estimación del error cuadrático
medio de los EBLUP para dominios, se pueden considerar con una fiabilidad moderada a la vista
de los valores obtenidos de las probabilidades de cobertura, pues se observan valores bastante
aproximados al valor de la confianza del intervalo para el que se calculan. De todos modos se
recomienda buscar otro estimador del error cuadrático medio de los EBLUP, que corrija el sesgo
negativo que poseen los estimadores P-R.



Caṕıtulo 5

El error cuadrático medio Bootstrap

5.1. Introducción

Considérese el modelo lineal mixto definido en (3.1). El objetivo en este caṕıtulo es obtener
estimaciones del error cuadrático medio del EBLUP de Ŷ d e Ŷ di mediante técnicas de remues-
treo bootstrap. Para ello se analiza el comportamiento del procedimiento bootstrap mediante
dos estimadores a través de un experimento de simulación y que además sirve para poder com-
pararlos con los estimadores P-R desarrollados y estudiados en el caṕıtulo anterior. Los métodos
de remuestreo representan una solución alternativa al sesgo producido por los estimadores P-R.

El método de ajuste utilizado para la obtención de los estimadores de los parámetros del
modelo en este caṕıtulo, es la máxima verosimilitud residual (REML) con parametrización al-
ternativa, a la vista de las conclusiones del experimento de simulación de la sección 3.3. Como
semilla de inicio del algoritmo de Fisher-Scoring del método REML se han utilizado los valores
de σ̂ que proporciona el método H3 por su sencillez computacional. Se ha implementado el
bootstrap paramétrico introducido por González-Manteiga et al. (2008), para estimar errores
cuadráticos medios de EBLUPs basados en modelos lineales mixtos con un efecto aleatorio en
dominios.

5.2. Procedimiento Bootstrap

Sea Ω una población generada bajo las condiciones del modelo (3.1), y η un parámetro
poblacional de tipo lineal asociado a la variable de interés y. Sea s una muestra extráıda de Ω
usando cierto diseño muestral. En los siguientes pasos se describe un procedimiento bootstrap
diseñado para estimar el error cuadrático medio de un predictor lineal óptimo η̂eblup.

Paso 1. Cálculo de los estimadores β̂
eblup

y θ̂ = (σ̂2
0, σ̂

2
1, σ̂

2
2) ,

Paso 2. Creación de la población bootstrap Ω∗ de manera análoga a (3.2):

125
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Generación de los efectos aleatorios bootstrap. Generar D copias independientes e
idénticamente distribuidas con media cero y varianza σ̂2

1, para disponer del vector de
componentes u∗1,d para d = 1, . . . , D. Generar M copias independientes e idénticamen-
te distribuidas con media cero y varianza σ̂2

2, para disponer del vector de componentes
u∗2,di para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md.

Generar los errores bootstrap del modelo, como N copias independientes e idéntica-
mente distribuidas con media cero y varianza σ̂2

0, para disponer del vector de compo-
nentes e∗dij para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . ,md, j = 1, . . . , Ndi.

Con los elementos xdij de Ω, construir la variable objetivo bootstrap y∗ como

y∗dij = xdijβ̂
eblup

+ u∗1,d + u∗2,di + w
−1/2
dij e∗dij (5.1)

para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, j = 1, . . . , Ndi.

Para la población bootstrap Ω∗, se define análogamente a η en Ω el parámetro η∗ = aty∗. Sea
s∗ una muestra extráıda de Ω∗ usando el mismo subconjunto de ı́ndices que en la muestra s

inicial. Se denota mediante η̂∗eblup al predictor EBLUP de η∗ calculado a partir de la muestra s∗,
del mismo modo que η̂eblup se obtiene de s.
Bajo el modelo (5.1), el error cuadrático medio bootstrap de η̂∗eblup denotado por MSE∗(η̂∗eblup),
puede ser utilizado para el cálculo del error cuadrático medio de η̂eblup. Dos versiones del error
cuadrático medio bootstrap son:

MSE∗
1(η̂∗eblup) = E∗

[(
η̂∗eblup − η∗

)2
]

, (5.2)

MSE∗
2(η̂∗eblup) = 2

[
g1(θ̂) + g2(θ̂) + g4(θ̂)

]
− E∗

[
g1(θ̂

∗
) + g2(θ̂

∗
) + g4(θ̂

∗
)
]

+ E∗
[(

τ̂∗eblup − τ̂∗blup

)2
]

, (5.3)

donde E∗ denota la esperanza bajo la distribución bootstrap. Es conocido que g1(θ̂) es un esti-
mador asintóticamente sesgado de g1(θ) y además cuando D es pequeña g2(θ̂) y g4(θ̂) también
son sesgados. Es por esto que al error cuadrático medio bootstrap MSE∗

2(η̂∗eblup) se le añade la

corrección del sesgo bootstrap E∗[g1(θ̂
∗
)+g2(θ̂

∗
)+g4(θ̂

∗
)] . En las aplicaciones se procede como

sigue,

Paso 3. Dado el modelo bootstrap (5.1), generar B poblaciones bootstrap Ω∗(b), independientes
e idénticamente distribuidas de tamaño N y calcular los parámetros η∗(b) para b = 1, . . . , B.

Paso 4. Para cada población Ω∗(b), tomar una muestra s∗ con el mismo subconjunto de ı́ndices
que s, ajustar el modelo y calcular los estimadores EBLUP y BLUP de los parámetros
bootstrap η̂

∗(b)
eblup y η̂

∗(b)
blup para b = 1, . . . , B.
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Paso 5. Aproximando via Monte Carlo en (5.2) y (5.3), se obtienen los estimadores bootstrap
del error cuadrático medio,

mse∗1(η̂
∗
eblup) =

1
B

B∑

b=1

(
η̂
∗(b)
eblup − η∗(b)

)2
, (5.4)

mse∗2(η̂
∗
eblup) = 2

[
g1(θ̂) + g2(θ̂) + g4(θ̂)

]
− 1

B

B∑

b=1

[
g1(θ̂

∗(b)
) + g2(θ̂

∗(b)
) + g4(θ̂

∗(b)
)
]

+
1
B

B∑

b=1

(
η̂
∗(b)
eblup − η̂

∗(b)
blup

)2
, (5.5)

5.3. Experimento de simulación para el ECM Bootstrap

En esta sección se describe un experimento de simulación diseñado para el funcionamiento
de los estimadores bootstrap de los errores cuadráticos medios de los EBLUP obtenidos en (5.4)
y (5.5) y compararlos con los estimadores P-R obtenidos mediante el experimento del apartado
4.5. Para ello se han establecido tres medidas de eficiencia emṕıricas para mse∗1d , mse∗1di , mse∗2d y
mse∗2di : error cuadrático medio (E∗1

d , E∗2
d , E∗1

di y E∗2
di ), sesgo (B∗1

d , B∗2
d , B∗1

di y B∗2
di ) y probabilidad

de cobertura (C∗1
d , C∗2

d , C∗1
di y C∗2

di ).
Este experimento de simulación se ha realizado utilizando el método de ajuste REML. El

criterio de parada del algoritmo de Fisher-Scoring queda determinado por dos parámetros mu-
tuamente excluyentes. El algoritmo se detiene cuando:

el número de la iteración actual es mayor que el número máximo de iteraciones fijado a
500,

para cada uno de los estimadores, la diferencia en valor absoluto, del valor de la estimación
en una iteración y la anterior es menor que ε = 0,00001 .

5.3.1. Algoritmo de simulación. Cálculo de medidas de eficiencia

Para el cálculo de las medidas de eficiencia del estimador bootstrap del error cuadrático medio
de los EBLUP, se tienen que seguir los pasos del siguiente algoritmo de simulación, aplicando el
procedimiento de la sección 5.2.

1. Generación de los elementos determińısticos de la población

Simulación de la variable explicativa: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, j = 1, . . . , Ndi,
generar

xdij = (bdi − adi)Udij + adi con Udij =
j

Ndi + 1
, j = 1, . . . , Ndi.

Se toma adi = 1, bdi = 1 + 1
md

(md(d− 1) + i), d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md.
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Pesos: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . ,md, j = 1, . . . , Ndi, hacer wdij = 1/x`
dij ,

` = 0, 1/2, (2 posibilidades, homocedasticidad y heterocedasticidad).

2. Repetir K = 1000 veces (k = 1, . . . ,K)

2.1. Generación de los elementos aleatorios de la población

Simulación de los efectos aleatorios y errores: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md,
j = 1, . . . , Ndi, generar

u
(k)
1,d ∼ N(0, σ2

1), u
(k)
2,di ∼ N(0, σ2

2), e
(k)
dij ∼ N(0, σ2

0).

Simulación de la variable objetivo: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, j = 1, . . . , Ndi,
generar

y
(k)
dij = βxdij + u

(k)
1,d + u

(k)
2,di + w

−1/2
dij e

(k)
dij , con β = 1.

Cálculo de los valores poblacionales: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, j =
1, . . . , Ndi, calcular

Y
(k)
d =

1
Nd

md∑

i=1

Ndi∑

j=1

y
(k)
dij , Y

(k)
di =

1
Ndi

Ndi∑

j=1

y
(k)
dij .

2.2. Extracción de muestras. Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, generar una muestra
aleatoria sin reemplazamiento de tamaño ndi dentro de cada nivel di del segundo
factor aleatorio.

2.3. Calcular β̂eblup,(k) y σ̂(k) =
(
σ̂

2(k)
0 , σ̂

2(k)
1 , σ̂

2(k)
2

)t
usando el método de la máxima

verosimilitud residual (REML).

2.4. Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md calcular

Ŷ
eblup,(k)

d y Ŷ
eblup,(k)

di mediante (3.8) y (3.13) respectivamente.

mse(Ŷ
eblup,(k)

d ) y mse(Ŷ
eblup,(k)

di ) según (4.10) y (4.11) respectivamente. Para esto
es necesario disponer de gl,d(σ̂

(k)) y gl,di(σ̂
(k)) con l = 1, . . . , 4,

ξ
(k)
d y ξ

(k)
di según (4.12) y (4.13).

2.5. Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . ,md leer los valores EMSEd y EMSEdi calculados en el
experimento de simulación de la sección 3.3. Véase (3.14) y (3.15) respectivamente.

2.6. Repetir B = 1000 veces (b = 1, . . . , B)

a) Generación de los elementos aleatorios de la población bootstrap

Simulación de los efectos aleatorios y errores bootstrap: Para d = 1, . . . , D,
i = 1, . . . , md, j = 1, . . . , Ndi, generar

u
∗(kb)
1,d ∼ N(0, σ̂2(k)

1 ), u
∗(kb)
2,di ∼ N(0, σ̂2(k)

2 ), e
∗(kb)
dij ∼ N(0, σ̂

2(k)
0 ).
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Simulación de la variable objetivo bootstrap: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . ,md,
j = 1, . . . , Ndi, generar

y
∗(kb)
dij = β̂eblup,(k)xdij + u

∗(kb)
1,d + u

∗(kb)
2,di + w

−1/2
dij e

∗(kb)
dij .

Cálculo de los valores poblacionales bootstrap: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . ,md,
j = 1, . . . , Ndi, calcular

Y
∗(kb)
d =

1
Nd

md∑

i=1

Ndi∑

j=1

y
∗(kb)
dij , Y

∗(kb)
di =

1
Ndi

Ndi∑

j=1

y
∗(kb)
dij .

b) Extracción de muestras bootstrap. Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, extraer una
muestra aleatoria de tamaño ndi de la población bootstrap, seleccionando los
mismos ı́ndices (d, i, j) que en la extracción del paso 2.2.

c) Calcular β̂eblup,∗(kb), β̂blup,∗(kb) y σ̂∗(kb) =
(
σ̂

2,∗(kb)
0 , σ̂

2,∗(kb)
1 , σ̂

2,∗(kb)
2

)t
usando el

método de la máxima verosimilitud residual (REML).

d) Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md calcular

Ŷ
blup,∗(kb)

d , Ŷ
blup,∗(kb)

di con (3.4), (3.12) y Ŷ
eblup,∗(kb)

d , Ŷ
eblup,∗(kb)

di mediante (3.8)
y (3.13) respectivamente.

gl,d(σ̂
∗(kb)), gl,di(σ̂

∗(kb)) con l = 1, 2, 4 según la teoŕıa desarrollada en el
caṕıtulo 4.

e) Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md calcular

ψ
∗(kb)
E,d = Ŷ

eblup,∗(kb)

d − Y
∗(kb)
d , ψ

∗(kb)
E,di = Ŷ

eblup,∗(kb)

di − Y
∗(kb)
di ,

ψ
∗(kb)
EB,d = Ŷ

eblup,∗(kb)

d − Ŷ
blup,∗(kb)

d , ψ
∗(kb)
EB,di = Ŷ

eblup,∗(kb)

di − Ŷ
blup,∗(kb)

di .

2.7. Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md calcular

mse
∗1,(k)
d , mse

∗1,(k)
di , mse

∗2,(k)
d y mse

∗2,(k)
di del modo siguiente

mse
∗1,(k)
d =

1
B

B∑

b=1

ψ
∗(kb)
E,d ψ

∗(kb)
E,d , mse

∗1,(k)
di =

1
B

B∑

b=1

ψ
∗(kb)
E,d ψ

∗(kb)
E,d ,

mse
∗2,(k)
d = 2

[
g1,d(σ̂

(k)) + g2,d(σ̂
(k)) + g4,d(σ̂

(k))
]

− 1
B

B∑

b=1

[
g1,d(σ̂

∗(kb)) + g2,d(σ̂
∗(kb)) + g4,d(σ̂

∗(kb))
]

+
1
B

B∑

b=1

ψ
∗(kb)
EB,dψ

∗(kb)
EB,d ,
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mse
∗2,(k)
di = 2

[
g1,di(σ̂

(k)) + g2,di(σ̂
(k)) + g4,di(σ̂

(k))
]

− 1
B

B∑

b=1

[
g1,di(σ̂

∗(kb)) + g2,di(σ̂
∗(kb)) + g4,di(σ̂

∗(kb))
]

+
1
B

B∑

b=1

ψ
∗(kb)
EB,diψ

∗(kb)
EB,di ,

ξ
∗1,(k)
d , ξ

∗1,(k)
di , ξ

∗2,(k)
d y ξ

∗2,(k)
di del modo siguiente

ξ
∗1,(k)
d = I

(
Y

(k)
d ∈

[
Ŷ

eblup,(k)

d ± z1−α/2

√
mse

∗1,(k)
d

])
,

ξ
∗1,(k)
di = I

(
Y

(k)
di ∈

[
Ŷ

eblup,(k)

di ± z1−α/2

√
mse

∗1,(k)
di

])
,

ξ
∗2,(k)
d = I

(
Y

(k)
d ∈

[
Ŷ

eblup,(k)

d ± z1−α/2

√
mse

∗2,(k)
d

])
,

ξ
∗2,(k)
di = I

(
Y

(k)
di ∈

[
Ŷ

eblup,(k)

di ± z1−α/2

√
mse

∗2,(k)
di

])
.

3. Salida: Para d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md calcular,

Ed =
1
K

K∑

k=1

(
mse(Ŷ

eblup,(k)

d )− EMSEd

)2

, Edi =
1
K

K∑

k=1

(
mse(Ŷ

eblup,(k)

di )−EMSEdi

)2

,

E∗1
d =

1
K

K∑

k=1

(
mse

∗1,(k)
d −EMSEd

)2
, E∗1

di =
1
K

K∑

k=1

(
mse

∗1,(k)
di − EMSEdi

)2
,

E∗2
d =

1
K

K∑

k=1

(
mse

∗2,(k)
d −EMSEd

)2
, E∗2

di =
1
K

K∑

k=1

(
mse

∗2,(k)
di − EMSEdi

)2
,

Bd =
1
K

K∑

k=1

(
mse(Ŷ

eblup,(k)

d )−EMSEd

)
, Bdi =

1
K

K∑

k=1

(
mse(Ŷ

eblup,(k)

di )−EMSEdi

)
,

B∗1
d =

1
K

K∑

k=1

(
mse

∗1,(k)
d − EMSEd

)
, B∗1

di =
1
K

K∑

k=1

(
mse

∗1,(k)
di − EMSEdi

)
,

B∗2
d =

1
K

K∑

k=1

(
mse

∗2,(k)
d − EMSEd

)
, B∗2

di =
1
K

K∑

k=1

(
mse

∗2,(k)
di − EMSEdi

)
,

Cd =
1
K

K∑

k=1

ξk
d , Cdi =

1
K

K∑

k=1

ξk
di

C∗1
d =

1
K

K∑

k=1

ξ
∗1,(k)
d , C∗1

di =
1
K

K∑

k=1

ξ
∗1,(k)
di ,
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C∗2
d =

1
K

K∑

k=1

ξ
∗2,(k)
d , C∗2

di =
1
K

K∑

k=1

ξ
∗2,(k)
di .

5.3.2. Experimento de simulación y principales resultados

El presente experimento de simulación consiste en hacer varias pruebas del algoritmo del
apartado 5.3.1, manteniendo constante los tamaños muestrales, los tamaños poblacionales y el
numero de niveles y subniveles de los factores aleatorios, variando los valores de σ2

0, σ2
1 y σ2

2.
Para ello se toman:

el número de niveles D = 30 ,

el número de subniveles md = 5 dentro de cada nivel d = 1, . . . , D ,

el tamaño poblacional dentro de cada subnivel, Ndi = 200 , d = 1 . . . , D, i = 1 . . . ,md , y

el tamaño muestral dentro de cada subnivel, ndi = 20 , d = 1 . . . , D, i = 1 . . . ,md .

Se realizan nueve pruebas del experimento, para las nueve combinaciones posibles de los valores,
σ2

0 = 1, σ2
1 ={0.5, 1, 2}, y σ2

2 ={0.5, 1, 2}, de acuerdo con la tabla 5.3.1:

g 1 2 3 4 5 6 7 8 9
σ

2,(g)
1 0.5 0.5 0.5 1 1 1 2 2 2

σ
2,(g)
2 0.5 1 2 0.5 1 2 0.5 1 2

Tabla 5.3.1: Combinaciones de σ2
1 y σ2

2 para el experimento de simulación

En el apéndice F se encuentran las tablas con los valores numéricos correspondientes a la
realización del experimento de simulación. A continuación se presentan resultados gráficos en
los que se representan las medidas de eficiencia emṕıricas del apartado 5.3.1, error cuadrático
medio, sesgo y probabilidad de cobertura para intervalos de confianza al 95 % y 99 %.

En estas figuras, que contienen cuatro gráficos, se representan diagramas de cada uno de los
tipos de medidas de eficiencia (filas) bajo la ausencia o presencia de heterocedasticidad, ` = 0
y ` = 1/2 (columnas). Para cada uno de los diagramas se presentan tres ĺıneas, una para cada
valor de la medida de eficiencia del estimador correspondiente del error cuadrático medio de los
EBLUP, mse(Ŷ ), mse∗1(Ŷ ) y mse∗2(Ŷ ).

Con el único objetivo de ilustrar la adecuación de las estimaciones bootstrap frente a los
estimadores P-R, se han graficado solamente los casos del experimento de simulación corres-
pondientes a σ2

1 = 1. De este modo se evita un innecesario número de gráficos que no aportan
información adicional relevante. En el apéndice F se puede encontrar toda la casúıstica de la
tabla 5.3.1.
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5.3.3. Conclusiones

En el presente experimento de simulación, se han realizado varias pruebas con diferentes me-
didas de eficiencia emṕırica, con el fin de analizar el comportamiento los estimadores bootstrap
del error cuadrático medio de los EBLUP, desarrollados a lo largo del presente caṕıtulo y com-
pararlos con los estimadores P-R del caṕıtulo anterior. Dos de estas medidas, error cuadrático
medio y sesgo, cuantifican las discrepancias entre los estimadores del error cuadrático medio de
los EBLUP (estimadores bootstrap y P-R) y el error cuadrático medio emṕırico de los EBLUP
obtenido en el experimento de simulación de la sección 3.3. Con la tercera medida de eficien-
cia, probabilidad de cobertura, se comprueba la fiabilidad de los intervalos de confianza para
los EBLUP, realizados mediante los estimadores bootstrap del error cuadrático medio (mse∗1 y
mse∗2) y el estimador P-R (mse). Para establecer conclusiones de estas tres medidas, se anali-
zan por separado los resultados obtenidos para dominios (o niveles del primer factor aleatorio
del modelo) y subdominios (o subniveles del segundo factor aleatorio dentro de cada nivel del
primero).

Examinando los resultados obtenidos para dominios, figuras 5.1 y 5.2, se puede decir de
manera general que los estimadores bootstrap del error cuadrático medio de los EBLUP mejoran
las estimaciones proporcionadas por los estimadores P-R, tanto en ausencia como en presencia
de heterocedasticidad. Esto se pone claramente de manifiesto en los diagramas para el sesgo
(segunda fila de la figura 5.1, trazos azul y rojo), pues se observa una reducción notable del
sesgo mediante cualquiera de las dos versiones bootstrap, tanto en el caso homocedástico como
el heterocedástico. Estos estimadores bootstrap no solo producen una reducción del sesgo, sino
que además se comprueba que son claramente insesgados, pues cubren la ĺınea horizontal de sesgo
cero. Como ya se conoce de los resultados del experimento 4.5, se vuelve a poner de manifiesto
que los estimadores P-R infraestiman el error cuadrático medio del estimador EBLUP, ĺınea
verde de los mismos diagramas.

En cuanto al error cuadrático medio emṕırico de los estimadores del error cuadrático medio
de los EBLUP (primera fila de la figura 5.1) cabe destacar la inapreciable magnitud de esta
medida emṕırica en los estimadores bootstrap y la considerable reducción que se ha producido
con respecto al estimador P-R. Entre los dos estimadores bootstrap se encuentra más precisión
en el segundo de ellos, mse∗2 (véanse las ĺıneas rojas en los diagramas de esta figura). La
diferencia entre el error cuadrático medio de los estimadores bootstrap en el caso homocedástico
y el heterocedástico, reside en que en este último caso se produce un aumento con cada dominio
debido al modo en que se generaron los elementos determińısticos de la población.

Las probabilidades de cobertura graficadas en la figura 5.2, son causa y confirmación de
lo que se concluye de los diagramas del sesgo. Se observa un claro ajuste al valor del nivel de
confianza con el que se calculó el intervalo correspondiente para los estimadores bootstrap, apre-
ciándose una ligera mejoŕıa del estimador mse∗2. Para el estimador P-R sucede lo mismo que en
el experimento 4.5, no llega a alcanzar la probabilidad deseada, quedándose bastante por debajo
de los estimadores bootstrap.
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En lo que respecta a los resultados obtenidos para subdominios, figuras 5.3 y 5.4, se puede
decir que de manera general el estimador P-R y la segunda versión del bootstrap mse∗2 esti-
man adecuadamente el error cuadrático medio del estimador EBLUP. Esto se pone claramente
de manifiesto en los diagramas para el error cuadrático medio emṕırico y el sesgo emṕırico
(véase la figura 5.3). Se observa insesgadez en estos dos estimadores, mientras que el estima-
dor bootstrap mse∗1 infraestima muy ligeramente bajo un modelo con datos heterocedásticos e
inapreciablemente en el caso homocedástico.

En cuanto al error cuadrático medio emṕırico de los estimadores del error cuadrático medio
de los EBLUP de subdominios (primera fila de la figura 5.3), solo cabe destacar la amplia
diferencia entre el caso homocedástico y el heterocedástico. Bajo presencia de homocedasticidad
se observan valores con magnitudes cercanas a las obtenidas en dominios, tanto para el estimador
P-R mse como para el estimador bootstrap mse∗2. En el caso heterocedástico también son muy
próximos los valores de la medida entre estos dos estimadores, pero aumenta de manera muy
considerable debido al modo en que se generaron los elementos determińısticos de la población.

Con respecto a las probabilidades de cobertura graficadas en la figura 5.4 se observa un claro
ajuste al valor del nivel de confianza con el que se calculó el intervalo correspondiente para todos
los estimadores, aunque en los dos casos de nivel de confianza al 99% se nota cierta pérdida en
la primera versión del estimador bootstrap mse∗1.

Globalmente se puede decir que los estimadores bootstrap mejoran la estimación del error
cuadrático medio de los EBLUP que hacen los estimadores P-R. Mejoran la precisión y producen
estimaciones insesgadas. Se concluye recomendando la segunda versión del estimador bootstrap
con corrección del sesgo mse∗2. También hay que destacar que los estimadores bootstrap pueden
llegar a ser muy sensibles bajo presencia de heterocedasticidad, aunque incluso en este caso son
más fiables que el estimador P-R. Estos comentarios son especialmente relevantes en el caso
de dominios d. Sin embargo, para subdominios di los estimadores mse y mse∗2 son igualmente
aconsejables, si bien este último requiere de ciertos esfuerzos computacionales. En ese sentido
conviene actuar con parsimonia y se recomienda el uso del estimador P-R mse cuando el dominio
de interés es el subdominio y el tamaño muestral global es grande. Esta última es precisamente
la situación encontrada en los dos casos prácticos tratados en el caṕıtulo 6.
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Caṕıtulo 6

Aplicación a dos casos reales

6.1. Introducción

El objetivo en este caṕıtulo es obtener una predicción lineal insesgada óptima (EBLUP)
de determinados parámetros poblacionales de la variable de interés y y sus errores cuadráticos
medios, para dos conjuntos de datos provenientes de dos encuestas socioeconómicas que realiza
el Instituto Nacional de Estad́ıstica (INE). Estas encuestas son la Encuesta de Población Activa
(EPA) y la Encuesta Continua de Presupuestos Familiares (ECPF). Para cada uno de los casos
se estiman diferentes parámetros poblacionales, totales para el primero y medias para el segundo,
con el fin de probar la correcta adecuación de la teoŕıa desarrollada. Además con estos dos casos
se ilustrará la utilidad del segundo factor aleatorio (anidado en el primero) del modelo lineal
mixto definido en (3.1). En el caso de la EPA el segundo factor aleatorio sintetiza la estructura
espacial (geográfica) de la variable objetivo, mientras que en el caso de la ECPF modeliza el
comportamiento temporal.

Los cálculos realizados para la obtención de los EBLUP y de sus errores cuadráticos medios
tienen su justificación en la teoŕıa desarrollada en los caṕıtulos anteriores, aśı como en los
experimentos computacionales llevados a cabo en las secciones 2.7, 3.3 y 4.5.

El método de ajuste utilizado para la obtención de los estimadores de los parámetros del
modelo en este caṕıtulo es el de la máxima verosimilitud residual (REML), a la vista de las
conclusiones del experimento de simulación de la sección 3.3. Como semilla de inicio del algoritmo
de Fisher-Scoring del método REML se han utilizado los valores de σ̂ que proporciona el método
3 de Henderson. En los experimentos de simulación 2.7.2 y 2.7.3 se observó que estos valores no
proporcionan las mejores estimaciones. Sin embargo, dan un punto de partida adecuado para
el algoritmo de ajuste ya que están próximos a la solución del método REML. Además esta
semilla se calcula mediante fórmulas expĺıcitas que se evalúan con rapidez (no hay algoritmo
iterativo) y en consecuencia verifican las propiedades deseables de cercańıa a la solución óptima
y de velocidad de cómputo.

En las dos aplicaciones a datos reales presentadas en esta sección, la estimación del error
cuadrático medio del estimador EBLUP del total o de la media del subdominio di, se ha hecho
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utilizando el estimador P-R de fórmula expĺıcita. Esto se debe a un doble motivo. Por una
parte, de las conclusiones obtenidas en los experimentos de simulación del caṕıtulo 5, se deduce
que los estimadores msedi y mse∗2di tienen un comportamiento igualmente eficiente. Por otro
lado, la utilización del procedimiento bootstrap del apartado 5.2, requiere el conocimiento de
los valores de la variable x en todas las unidades de la población. Ello impide su aplicación
en el presente caṕıtulo. Un bootstrap paramétrico alternativo que estimara el error cuadrático
medio del EBLUP de una combinación lineal de efectos fijos y aleatorios podŕıa emplearse. Esta
posibilidad se contempla en las futuras ĺıneas de trabajo especificadas en el caṕıtulo 7.

6.2. Consideraciones previas

Para la correcta adecuación de la teoŕıa desarrollada (aśı como de los programas en C++
implementados) a la obtención de resultados en datos provenientes de encuestas por muestreo en
poblaciones finitas, es necesario dar expresiones alternativas de algunos de los cálculos realizados
en caṕıtulos anteriores. Para ello se formulan y demuestran las proposiciones de esta sección. En
las proposiciones 6.2.1 y 6.2.2 se enuncia un procedimiento alternativo para el cálculo de ciertas
componentes de g2, mientras que en las proposiciones 6.2.3 y 6.2.5 se hace lo propio para g4.

Proposición 6.2.1. El sumando at
r,dXr = (1−fd)X

?
d de la componente g2,d(θ) correspondiente

al error cuadrático medio del estimador EBLUP de Y d puede escribirse alternativamente como

at
r,dXr = Xd − fdxd

Demostración: Recuérdese que

at
r,dXr =

1
Nd

md∑

i=1

1t
Ndi−ndi

Xdi,r =
1

Nd

md∑

i=1

∑

j∈rdi

xdij = (1− fd)X
?
d

donde at
r,d = 1

Nd

(
0t

N1−n1
, . . . ,0t

Nd−1−nd−1
,1t

Nd−nd
,0t

Nd+1−nd+1
, . . . ,0t

ND−nD

)
.

Desarrollando a partir de 1
Nd

∑md
i=1

∑
j∈rdi

xdij se tiene que

at
r,dXr =

1
Nd

md∑

i=1

∑

j∈rdi

xdij =
1

Nd




md∑

i=1

∑

j∈rdi

xdij +
md∑

i=1

∑

j∈sdi

xdij −
md∑

i=1

∑

j∈sdi

xdij




=
1

Nd




md∑

i=1

Ndi∑

j=1

xdij −
md∑

i=1

∑

j∈sdi

xdij


 = Xd − nd

Nd

1
nd

md∑

i=1

∑

j∈sdi

xdij = Xd − nd

Nd
xd

= Xd − fdxd .

2
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Proposición 6.2.2. El sumando at
r,diXr = (1 − fdi)X

?
di de la componente g2,di(θ) correspon-

diente al error cuadrático medio del estimador EBLUP de Y di puede escribirse alternativamente
como

at
r,diXr = Xdi − fdixdi

Demostración: Recuérdese que

at
r,diXr =

1
Ndi

1t
Ndi−ndi

Xdi,r =
1

Ndi

∑

j∈rdi

xdij = (1− fdi)X
?
di

donde at
r,di = 1

Ndi

(
0t

N1−n1
, . . . ,0t

Nd−1−nd−1
, colt
1≤k≤md

[
δik1t

Ndk−ndk

]
,0t
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, . . . ,0t

ND−nD

)
.

Desarrollando a partir de 1
Ndi

∑
j∈rdi

xdij , se tiene

at
r,diXr =

1
Ndi
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xdij =
1

Ndi


 ∑

j∈rdi

xdij +
∑

j∈sdi

xdij −
∑
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xdij


 =

1
Ndi




Ndi∑

j=1

xdij −
∑

j∈sdi

xdij




= Xdi − ndi

Ndi

1
ndi

∑

j∈sdi

xdij = Xdi − ndi

Ndi
xdi = Xdi − fdixdi .

2

La distribución de probabilidad del diseño muestral (mecanismo aleatorio de extracción de
muestras) tiene un papel relevante en la inferencia estad́ıstica para poblaciones finitas. Los
pesos de diseño (inversas de probabilidades de inclusión w̃dij = 1/πdij) se pueden introducir
en el modelo para disminuir el sesgo de los estimadores EBLUP respecto de la distribución del
diseño. En esta sección se considera que los pesos de heterocedasticidad del modelo, wdij , están
relacionados con los pesos del diseño. La hipótesis más sencilla es:

(W1) wdij = w̃dij , d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, j = 1, . . . , Ndi.

Proposición 6.2.3. Si se verifica W1, entonces la componente g4,d(θ) correspondiente al error
cuadrático medio del estimador EBLUP de Y d puede escribirse alternativamente como

g4,d(θ) =
σ2

0

N2
d


Eπ [nd]−

md∑

i=1

∑

j∈sdi

1
wdij


 ,

donde Eπ denota esperanza respecto del diseño muestral.

Demostración: Para el elemento (d, i, j) de la población se define

ϑdij(s) =
{

0 si (d, i, j) /∈ s,
1 si (d, i, j) ∈ s.
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Entonces ϑdij(s)
d= Bernoulli(πdij) bajo la distribución del diseño muestral. Además, se verifica

que
∑md

i=1

∑Ndi
j=1 ϑdij(s) = nd. Tomando esperanza respecto de la distribución del diseño en el

resultado anterior se obtiene

Eπ [nd] = Eπ
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1
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.

Por tanto
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
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md∑
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1
wdij


 .

2

Corolario 6.2.4. Supóngase que W1 es cierta y que wdij = 1, d = 1, . . . , D, i = 1, . . . ,md,
j = 1, . . . , Ndi. Entonces la componente g4,d(θ) correspondiente al error cuadrático medio del
estimador EBLUP de Y d es nula.

Demostración: Inmediata. 2

Proposición 6.2.5. Si se verifica W1, entonces la componente g4,di(θ) correspondiente al error
cuadrático medio del estimador EBLUP de Y di puede escribirse alternativamente como

g4,di(θ) =
σ2

0

N2
di


Eπ [ndi]−

∑

j∈sdi

1
wdij




Demostración: Las variables ϑdij(s) definidas en la proposición 6.2.3 verifican que
∑Ndi

j=1 ϑdij(s) =
ndi. Tomando esperanza respecto de la distribución del diseño se tiene que
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Por tanto
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1
wdij


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2

Corolario 6.2.6. Supóngase que W1 es cierta y que wdij = 1, d = 1, . . . , D, i = 1, . . . ,md,
j = 1, . . . , Ndi. Entonces la componente g4,di(θ) correspondiente al error cuadrático medio del
estimador EBLUP de Y di es nula.

Demostración: Inmediata. 2
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6.3. Otros estimadores a comparar

Para comprobar la eficiencia y calidad de los estimadores de los errores cuadráticos medios
de los EBLUP’s, propuestos en el caṕıtulo 4, se han considerado dos estimadores no dinámicos
a efectos de comparación. Estos dos estimadores surgen de la adaptación y aplicación de los
modelos de estimación en áreas pequeñas desarrollados en el subproyecto WP4 del proyecto
EURAREA, en el que ha participado España (INE y UMH), a fin de producir estimaciones de
errores cuadráticos medios con datos del mundo real.

El proyecto EURAREA (Enhancing Small Area Estimation Techniques to Meet European
Needs) fue desarrollado con el 5o Programa Marco de I + D de la Unión Europea, y en él
participó España junto con otros seis páıses europeos (Reino Unido, Finlandia, Noruega, Suecia,
Polonia e Italia). El proyecto estuvo coordinado por la Oficina Nacional de Estad́ıstica del Reino
Unido (ONS). La ONS fue la encargada de elaborar un software en SAS para implementar los
estimadores estándar de medias de áreas pequeñas, con uso de esquemas de muestreo similares
a los aplicados en las encuestas oficiales en el mundo real.

Para más información véase la página web:

http://www.statistics.gov.uk/methods quality/eurarea/.

A partir de este software elaborado en SAS por la ONS, se han calculado los dos estimadores
con los que se compararán los propuestos en esta tesis. Estos estimadores son:

1. Estimador directo: Se trata de un estimador basado únicamente en la muestra y su
diseño. Su formulación es

Ŷ
dir

di =
1

N̂di

∑

j∈sdi

w̃dijydij , donde N̂di =
∑

j∈sdi

w̃dij .

Para obtener el estimador a un nivel de área superior

Ŷ
dir

d =
1

N̂d

md∑

i=1

∑

j∈sdi

w̃dijydij , donde N̂d =
md∑

i=1

∑

j∈sdi

w̃dij .

Los correspondientes estimadores directos de totales son

Ŷ dir
di =

∑

j∈sdi

w̃dijydij , Ŷ dir
d =

md∑

i=1

∑

j∈sdi

w̃dijydij .

2. Estimador EBLUPA: Se trata de un estimador basado en un modelo de regresión con
dos niveles, para datos individuales y efectos aleatorios en los dominios. Para el dominio
(d, i) el modelo A es

ydij = xdijβ + udi + edij , d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, j = 1, . . . , ndi,
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donde udi ∼ i.i.d. N (0, σ2
u) y edij ∼ i.i.d. N (0, σ2

e) son independientes. El modelo se
ajusta mediante el algoritmo de Fisher-Scoring que calcula los estimadores de máxima
verosimilitud de los parámetros de regresión y de las componentes de la varianza. La
expresión del estimador EBLUPA de la media del dominio (d, i) es

Ŷ
eblupa

di = γ̂di

(
ydi − xdiβ̂

)
+ Xdiβ̂ ,

donde γ̂di =
σ̂2

u

σ̂2
u + σ̂2

e
ndi

, ydi = 1
ndi

∑ndi
j=1 ydij , xdi = 1

ndi

∑ndi
j=1 xdij y Xdi = 1

Ndi

∑Ndi
j=1 xdij .

El estimador EBLUPA del total del dominio (d, i) es

Ŷ eblupa
di = NdiŶ

eblupa

di .

Para el dominio d el modelo A es

ydij = xdijβ + ud + edij , d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md, j = 1, . . . , ndi,

donde ud ∼ i.i.d. N (0, σ2
u) y edij ∼ i.i.d. N (0, σ2

e) son independientes. El modelo se ajusta
mediante el algoritmo de Fisher-Scoring que calcula los estimadores de máxima verosimili-

tud de los parámetros de regresión y de las componentes de la varianza. Sea γ̂d =
σ̂2

u

σ̂2
u + σ̂2

e
nd

.

La expresión del estimador EBLUPA de la media del dominio d es

Ŷ
eblupa

d = γ̂d

(
yd − xdβ̂

)
+ Xdβ̂

donde yd = 1
nd

∑md
i=1

∑ndi
j=1 ydij , xdi = 1

ndi

∑md
i=1

∑ndi
j=1 xdij y Xdi = 1

Ndi

∑md
i=1

∑Ndi
j=1 xdij . El

estimador EBLUPA del total del dominio d es

Ŷ eblupa
d = NdŶ

eblupa

d .

Observación 6.3.1. El modelo de tres niveles, estudiado en caṕıtulos anteriores, produce esti-
maciones EBLUP Ŷ eblup

di de los totales de los dominios (d, i) consistentes con las estimaciones
EBLUP Ŷ eblup

d de los totales de los dominios d. Es decir, se verifica que

md∑

i=1

Ŷ eblup
di = Ŷ eblup

d .

Esta propiedad de consistencia con la estimación en el nivel de agregación superior la verifica el
estimador directo pero no la verifica el estimador EBLUPA. Ugarte et al. (2009) presentan una
modificación del estimador EBLUPA que verifica la restricción de consistencia. En el caso del
estimador EBLUP basado en el modelo de tres niveles tal modificación no es necesaria.
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Estimación del error cuadrático medio:
La estimación del error cuadrático medio del estimador EBLUP se hace según el desarrollo

teórico y formulación realizados en el caṕıtulo 4. Para la estimación de los errores cuadráticos
medios en los estimadores directo y EBLUPA se tiene

mseons

(
Ŷ dir

d

)
= N̂2

dimseons

(
Ŷ

dir

d

)
y mseons

(
Ŷ eblupa

d

)
= N2

dimseons

(
Ŷ

eblupa

d

)
,

donde mseons(Ŷ
dir

d ) y mseons(Ŷ
eblupa

d ) son las estimaciones del error cuadrático medio que pro-
porciona el software SAS de la ONS para el estimador directo y EBLUPA de la media, respec-
tivamente. Para más detalles consúltese el manual de referencia en la página web del proyecto
EURAREA.

6.4. Encuesta de Población Activa. EPA

6.4.1. Introducción

La Encuesta de Población Activa (EPA), es una encuesta de tipo continuo dirigida a investi-
gar caracteŕısticas socioeconómicas de la población, que viene siendo realizada por el INE desde
1964. El diseño de la encuesta se enmarca en el de la Encuesta General de Población (EGP).
La EPA tiene como objetivo principal el conocimiento de la actividad económica del páıs, en lo
relativo al componente humano. Está orientada a dar información de las principales categoŕıas
poblacionales en relación con el mercado de trabajo aśı como a obtener clasificaciones de estas
categoŕıas según distintas variables.

La encuesta está diseñada para dar resultados detallados a nivel nacional. Para las Comu-
nidades Autónomas y las provincias se ofrece información sobre las principales caracteŕısticas
al nivel de desagregación que permiten los coeficientes de variación de los estimadores. Como
definición de población económicamente activa se ha tomado la aceptada por la Oficina Inter-
nacional de Trabajo (OIT), según la cual se considera ésta como el conjunto de personas, que
en un peŕıodo de referencia dado, suministran mano de obra para la producción de bienes y ser-
vicios económicos o que están disponibles y hacen gestiones para incorporarse a dicha producción.

El diseño muestral de la Encuesta de Población Activa (EPA) es bietápico con estratifica-
ción de las unidades de primera etapa. Las unidades de primera etapa son las secciones censales.
Para su selección se agrupan en estratos de acuerdo con la provincia y tipo de municipio (según
importancia demográfica) a que pertenecen. Dentro de cada estrato las secciones se seleccionan
con probabilidad proporcional al número de viviendas principales, según los datos del último
Censo o Padrón. Las unidades de segunda etapa son las viviendas familiares principales y alo-
jamientos fijos. Dentro de cada sección seleccionada en primera etapa, se selecciona un número
fijo (aproximadamente 18 en la actualidad) de viviendas mediante la aplicación de un muestreo
sistemático con arranque aleatorio.
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Dentro de las unidades de segunda etapa no se realiza submuestreo alguno, recogiéndose
información de todas las personas que tengan su residencia habitual en las mismas. En lo relativo
a la medición del paro interesan únicamente las personas con edad mayor o igual que 16 años,
pues es la definición de población activa de la OIT.

6.4.2. Especificaciones de los datos

El objetivo de este apartado es el de proporcionar una metodoloǵıa adecuada a la EPA que
sea utilizable por el INE. Al mismo tiempo se pretende ilustrar la metodoloǵıa con una aplicación
realista, que justifique la necesidad de la investigación realizada en esta tesis doctoral. Por tales
motivos se han seleccionado dos objetivos concretos:

X obtener predictores lineales insesgados óptimos del parámetro poblacional “total de para-
dos”,

X obtener los errores cuadráticos medios de los EBLUP del punto anterior.

El universo de interés es la comunidad autónoma de Canarias en el año 2003. El ajuste de los
modelos se hace sobre el universo completo considerando conjuntamente las muestras asociadas
a las distintas comarcas dentro de las provincias que conforman el universo. Los dominios de
estimación son las diferentes comarcas de las dos provincias de Canarias diferenciando hombres
y mujeres. Es decir, Z1 es la matriz del diseño correspondiente a la provincia cruzada con el
sexo, mientras que Z2 es la matriz del diseño correspondiente a las comarcas dentro de cada una
de las provincias-sexo. Se asume la homocedasticidad del error; es decir, se supone que los pesos
de heterocedasticidad son todos iguales a uno. En la formulación del modelo para el estimador
EBLUP esto equivale a hacer la especificación W n = In.

Se dispone de la encuesta correspondiente al segundo trimestre del 2003 (2003/02) con las
variables presentadas en la tabla 6.4.1.

Nombre Descripción Valores Tipo
PARADO Estado ante el paro 1: Parado, 0: No parado Variable de interés

GSED Grupo Sexo-Edad-Demandante 1− 12 Variable explicativa
W Factor de elevación R+ Pesos

Dom1 Provincia-Sexo 1: Las Palmas, Hombres Dominio de nivel 1
2: Las Palmas, Mujeres
3: Tenerife, Hombres
4: Tenerife, Mujeres

Dom2 Comarca en provincia d 1− 12 si d = 1, 2 Dominio de nivel 2
1− 15 si d = 3, 4

Tabla 6.4.1: Descripción del fichero de datos de la EPA.
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La variable explicativa GSED es una variable categórica cuyos valores se describen en la
tabla 6.4.2. La categoŕıas de GSED se definen a partir de los cruces de los valores de las
siguientes variables:

Sexo: hace referencia al sexo del individuo. Valores: hombre, mujer.

Edad: hace referencia a la edad de individuo en años, agrupando esta cantidad en tres
intervalos de edad. Valores: 16− 24, 25− 54, ≥ 55.

INEM: hace referencia a la situación del individuo como inscrito en el registro de deman-
dantes de empleo en el INEM. Valores: Śı, No.

GSED Edad Sexo INEM
1 16− 24 Hombre Śı
2 25− 54 Hombre Śı
3 ≥ 55 Hombre Śı
4 16− 24 Mujer Śı
5 25− 54 Mujer Śı
6 ≥ 55 Mujer Śı
7 16− 24 Hombre No
8 25− 54 Hombre No
9 ≥ 55 Hombre No
10 16− 24 Mujer No
11 25− 54 Mujer No
12 ≥ 55 Mujer No

Tabla 6.4.2: Variable explicativa GSED.

Como breve descriptiva de los datos hay que hacer notar lo siguiente:

Universo. En el momento de la extracción de la muestra evaluada el universo de interés
constaba de 1.567.655 individuos repartidos en las 27 comarcas canarias (54 dominios).

Muestra. Se seleccionaron 7.728 individuos de la población para formar la muestra según
el diseño de muestreo ya explicado.

Excepciones. En dos comarcas de la provincia de Tenerife (tanto en el caso de hombres como
de mujeres), no se obtuvieron valores muestrales debido a que no fue seleccionada, según
el diseño muestral, ninguna vivienda principal en las secciones censales pertenecientes a
dichas comarcas.
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Observación 6.4.1. En un caso práctico como éste, debido al reducido número de dominios,
se podŕıa haber ajustado un modelo con un factor fijo en dominios y un único factor aleatorio
en subdominios (comarcas).

6.4.3. Resultados

Para cada uno de los tres estimadores considerados se calculan sus valores y dos medidas de
eficiencia que permiten efectuar comparaciones entre ellos y establecer conclusiones. Las siglas
ons se utilizan para hacer referencia al software de EURAREA desarrollado por la Office for
National Statistics (ONS) del Reino Unido. En concreto se calcula:

El valor del estimador del total: Ŷ dir
di , Ŷ eblupa

di y Ŷ eblup
di , con d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md.

La ráız cuadrada del estimador del error cuadrático medio absoluto:

√
mseons(Ŷ dir

di ) ,
√

mseons(Ŷ
eblupa
di ) y

√
mse(Ŷ eblup

di ),

con d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md.

La ráız cuadrada en % del estimador del error cuadrático medio relativo (coeficiente de
variación):

cvdir
ons,di =

100
√

mseons(Ŷ dir
di )

Ŷ dir
di

, cveblupa
ons,di =

100
√

mseons(Ŷ
eblupa
di )

Ŷ eblupa
di

y

cveblup
di =

100
√

mse(Ŷ eblup
d )

Ŷ eblup
di

,

con d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md.

A continuación se presentan los resultados gráficos correspondientes a las anteriores medidas.
Las tablas con los valores numéricos pueden encontrarse seguidamente:
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Canarias − EPA 2003/02 − Totales de parados − Hombres
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Figura 6.1: Estimadores directo, EBLUPA y EBLUP de totales de parados-hombres

Canarias − EPA 2003/02 − Totales de parados − Mujeres
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Figura 6.2: Estimadores directo, EBLUPA y EBLUP de totales de parados-mujeres
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Figura 6.3: Estimadores directo, EBLUPA y EBLUP de totales de parados

Canarias − EPA 2003/02 − Raiz cuadrada del ECM de totales de parados − Hombres
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Figura 6.4: Ráız cuadrada del error cuadrático medio de estimadores
de totales de parados-hombres
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Canarias − EPA 2003/02 − Raiz cuadrada del ECM de totales de parados − Mujeres
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Figura 6.5: Ráız cuadrada del error cuadrático medio de estimadores
de totales de parados-mujeres

Canarias − EPA 2003/02 − Coeficiente de Variación en % de totales de parados − Hombres

Subdominios

21 24 4 27 25 22 10 19 3 16 2 8 23 26 5 6 17 18 13 9 14 11 1 12 20 15 7

0
20

40
60

80
10

0

cv eblup
cv dir
cv eblupa

Figura 6.6: Coeficiente de variación en% de estimadores de totales de parados-hombres
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Canarias − EPA 2003/02 − Coeficiente de Variación en % de totales de parados − Mujeres
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Figura 6.7: Coeficiente de variación en% de estimadores de totales de parados-mujeres
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Dom2 ndi Ŷ dir
di Ŷ eblupa

di Ŷ eblup
di cvdir

ons,di cveblupa
ons,di cveblup

di

21 0 126 143 10.88 36.25
24 0 257 282 8.04 27.63
4 12 0 158 137 26.55 24.67
27 13 0 220 246 24.19 17.43
25 19 194 171 186 97.93 15.97 11.61
22 20 210 241 273 98.05 27.57 19.26
10 35 369 435 401 68.17 13.69 11.55
19 37 966 1017 1050 47.42 18.15 13.93
3 41 526 288 231 55.50 23.86 23.38
16 44 507 493 537 68.72 19.01 13.93
2 60 141 326 288 99.17 27.71 25.31
8 73 319 825 804 70.05 21.79 18.47
23 73 837 983 1062 56.44 14.81 11.38
26 75 1599 1087 1108 36.58 14.15 11.58
5 80 1131 891 753 40.18 19.20 18.95
6 85 458 516 460 57.63 26.86 25.29
17 86 1848 990 1023 34.45 14.07 11.53
18 97 496 2062 2379 70.27 23.96 17.99
13 99 343 855 1016 71.07 22.33 16.23
9 115 1239 1357 1332 37.12 14.67 13.12
14 126 2548 1526 1586 29.38 15.81 13.64
11 143 2451 1732 1470 31.80 15.12 16.24
1 144 550 1562 1516 72.14 21.95 20.59
12 167 2295 2837 2612 29.59 13.23 13.43
20 193 5502 3023 2920 21.13 13.24 13.18
15 726 9261 9490 10011 14.78 10.10 10.57
7 1149 13544 14342 14262 11.55 8.04 8.96

Tabla 6.4.3: Estimadores directo, EBLUPA y EBLUP de totales de
parados-hombres y coeficientes de variación en%.
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Dom2 ndi Ŷ dir
di Ŷ eblupa

di Ŷ eblup
di cvdir

ons,di cveblupa
ons,di cveblup

di

21 0 148 180 9.21 28.60
24 0 290 337 6.97 23.01
27 15 545 248 286 63.59 20.36 13.99
4 18 229 173 142 69.00 18.31 17.41
25 19 203 170 194 97.73 15.39 10.55
22 20 472 310 366 66.90 20.73 13.78
10 34 328 460 408 68.53 12.42 10.84
3 41 119 228 188 98.95 23.59 22.33
16 41 681 650 735 55.83 14.39 10.04
19 43 426 1166 1350 69.34 16.00 10.96
2 61 187 378 314 98.83 22.29 21.60
23 71 1528 1170 1282 39.37 12.82 9.65
5 74 467 1073 958 69.71 14.34 13.23
8 76 289 1030 934 69.83 16.61 15.12
13 77 787 1267 1470 57.50 14.29 10.28
6 78 635 602 522 56.06 18.22 17.39
26 79 446 1100 1251 70.32 13.92 10.24
17 95 2530 1373 1458 27.44 10.34 8.31
18 111 1253 2907 3198 40.14 15.55 12.41
14 132 1791 1552 1797 37.83 15.53 12.02
9 143 1263 1916 1864 34.91 9.92 9.24
1 152 3168 2316 1742 30.03 13.87 17.00
11 156 959 1494 1405 41.86 15.59 15.32
12 160 1889 3713 3529 35.34 9.64 9.42
20 214 5054 3891 3766 20.53 10.51 10.64
15 859 11802 12258 12951 12.54 7.92 8.25
7 1247 15637 16611 16248 10.14 6.91 7.86

Tabla 6.4.4: Estimadores directo, EBLUPA y EBLUP de totales de
parados-mujeres y coeficientes de variación en%.

Conclusiones

Para poder tener en cuenta si el tamaño muestral en cada uno de los dominios influye en
los resultados, estos han sido ordenados por tamaño de manera creciente. Todos los estimadores
muestran un comportamiento aproximadamente similar. Este hecho puede verse en las figuras
6.1 y 6.2.

Para la estimación del total de parados, las ĺıneas de regresión de cada uno de los estima-
dores frente al estimador directo son muy próximas a la recta y = cte + x; es decir, muestran
un comportamiento aceptablemente próximo al del estimador directo. Esta propiedad puede in-
terpretarse como de insesgadez asintótica respecto de la distribución del diseño muestral. Tanto
para hombres como para mujeres véase la figura 6.3, filas primera y segunda respectivamente.
En esta figura se ha incluido para cada uno de los diagramas de dispersión los valores de la cons-
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tante y la pendiente de la recta de regresión de cada uno de los estimadores frente al estimador
directo.

Del estudio de los errores cuadráticos medios estimados, se puede deducir que el estimador
más competitivo para la estimación del total de parados es el estimador EBLUP (véanse las
figuras 6.4, 6.5, 6.6 y 6.7). En concreto, se puede observar en las figuras 6.6 y 6.7 que de manera
general el estimador EBLUP tiene menor variabilidad que los otros dos.

En algunos dominios el número de individuos en paro observados en la muestra ha sido nulo.
Entonces el estimador directo del total de parados toma el valor cero, su coeficiente de variación
se hace infinito y por tanto no se representa gráficamente. En cambio los otros dos estimadores,
śı presentan valores en estos casos, pues al estar basados en modelos, son capaces de dar esti-
maciones tanto en dominios sin muestra, como en muestras donde la variable objeto de estudio
toma en todos sus registros el valor cero.

En las figuras 6.1 a 6.5 no se han graficado las dos comarcas con tamaños muestrales más
grandes. Los valores de la estimación del total de parados en estas dos comarcas y de la ráız
cuadrada del error cuadrático medio estimado, son muy superiores al resto y esto conllevaŕıa
una distorsión del gráfico. Para el caso del coeficiente de variación śı se han graficado estas
comarcas. Obsérvese que al ser esta una medida relativa, el gráfico no queda afectado al no
existir distorsiones.

6.5. Encuesta Continua de Presupuestos Familiares. ECPF

6.5.1. Introducción

Las Encuestas de Presupuestos Familiares son unas de las operaciones estad́ısticas con más
tradición en el ámbito de la estad́ıstica oficial. Ya a mediados del siglo XIX aparecen los primeros
estudios sobre el gasto familiar en Europa. En su origen estas encuestas no abarcaban todo el
ámbito poblacional, centrándose en el estudio de objetivos y poblaciones muy concretos.

En la década 1920-1930, en la India surgen las primeras aplicaciones de estas encuestas
para el cálculo de ponderaciones de los Índices de Precios de Consumo, práctica que perdura
hasta nuestros d́ıas. Desde entonces, las encuestas de presupuestos familiares han ido ampliando
su ámbito y sus contenidos, para cobrar especial auge en los últimos cincuenta años como
consecuencia de la importancia dada al desarrollo de las estad́ısticas económicas y de los sistemas
de Contabilidad Nacional. Este tipo de encuestas se han convertido con el tiempo en encuestas de
objetivos múltiples, saliendo del ámbito de las estad́ısticas de objetivos puramente económicos,
para tener una importancia fundamental en el sistema de estad́ısticas sociales.

En España el INE realiza la primera encuesta de presupuestos familiares en el año 1958,
siguiendo luego las de los años 1964-65, 1973-74, 1980-81 y 1990-91 como encuestas estructurales.
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Las encuestas de objetivo coyuntural, se inician desde el 2o trimestre de 1977 al 4o de 1983 con
la Encuesta Permanente de Consumo (EPC), y a partir del 1er trimestre de 1985 hasta el 2o

trimestre de 1997 se realiza la Encuesta Continua de Presupuestos Familiares (ECPF), y a partir
de esta fecha hasta final de 2005 con pequeñas modificaciones. A partir del año 2006 la encuesta
cambia de metodoloǵıa por nuevas exigencias y recomendaciones de la oficina de estad́ıstica de
la Unión Europea (EUROSTAT), entre otros foros internacionales.

El estudio de los presupuestos familiares exige la consideración, como unidades de análisis,
del conjunto de personas que ocupan en común una vivienda familiar principal o parte de ella, y
consumen y/o comparten alimentos u otros bienes con cargo a un presupuesto común, esto es, los
hogares. Por lo tanto, son objeto de investigación todos los individuos que residen en viviendas
familiares principales, estudiándose dichos individuos a través de los hogares que forman.

El diseño muestral de la Encuesta Continua de Presupuestos Familiares (ECPF) es bietápico
con estratificación de las unidades de primera etapa, seleccionando una muestra independiente
dentro de cada comunidad autónoma. Las unidades de primera etapa son las secciones censales
en que se encuentra dividido el territorio nacional en el momento de la encuesta. Las unidades
de segunda etapa son las viviendas familiares principales pertenecientes a las secciones seleccio-
nadas. En ellas no se realiza submuestreo alguno, investigando a todos los hogares que residen en
las mismas. La población investigada en la muestra, a la cual van referidos todos los datos y sus
tabulaciones, es el conjunto de hogares que residen en viviendas familiares principales. El ámbito
geográfico de la investigación lo constituye todo el territorio nacional. El ámbito temporal se
corresponde con cada ciclo trimestral (teniendo en cuenta que esta metodoloǵıa se ha llevado a
cabo desde el tercer trimestre de 1997 hasta el último de 2005).

6.5.2. Especificaciones de los datos

Para asegurarnos que la metodoloǵıa desarrollada es de utilidad para la Estad́ıstica Pública
Española y con la ambición de ilustrar de una manera realista la aplicación y necesidad de la
investigación realizada en esta tesis doctoral, se proponen los siguientes dos objetivos en esta
sección:

X obtener predictores lineales insesgados óptimos del parámetro poblacional “gasto total
anual medio del hogar” tomando como referencia el cuarto trimestre,

X obtener los errores cuadráticos medios de los EBLUP del punto anterior.

El universo de interés es España en el año 2006. El ajuste de modelos se hace sobre el
universo completo considerando conjuntamente las muestras asociadas a los distintos trimestres.
El dominio de estimación para el que se desarrolla la aplicación es el cruce del periodo trimestral
con la comunidad autónoma. Es decir, Z1 es la matriz del diseño correspondiente a la comunidad
autónoma, mientras que Z2 es la matriz del diseño correspondiente al trimestre del año dentro
de cada una de las comunidades autónomas. Se asume la homocedasticidad del error; es decir,
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se supone que los pesos de heterocedasticidad son todos iguales a uno. En la formulación del
modelo para el estimador EBLUP esto equivale a hacer la especificación W n = In.

Recuérdese que en el caso anterior, presentado en la sección 6.4, la estimación se realiza en
un entorno únicamente geográfico, mientras que ahora la estimación además de tener compo-
nente geográfica (comunidades autónomas) tiene componente temporal (trimestres del año). En
definitiva, se dan estimaciones para el periodo 2006/04 utilizando datos de los periodos 2006/01,
2006/02, 2006/03 y, por supuesto, del propio 2006/04. Para ello se usan las encuestas correspon-
dientes a todos los trimestres del año 2006 con las variables que se presentan en la tabla 6.5.1.

Nombre Descripción Valores Tipo
Gasto Gasto total anual del hogar Numérico en euros Variable de interés

MIEMBROSM Clasificación del hogar 1− 8 Variable explicativa
NUMOCUP N.o de ocupados en el hogar 1− 6 Variable explicativa

W Factor de elevación temporal R+ Pesos
Dom1 Comunidad Autónoma (c.a.) 1− 18 Dominio de nivel 1
Dom2 Trimestre en la c.a. d 1− 4 ∀d Dominio de nivel 2

Tabla 6.5.1: Descripción del fichero de datos de la ECPF.

Los valores de la variable explicativa MIEMBROSM se describen en la tabla 6.5.2.

MIEMBROSM Descripción
1 persona sola de menos de 65 años
2 persona sola de 65 años o más
3 dos personas de 65 años o más
4 resto de dos personas
5 con tres miembros
6 con cuatro miembros
7 con cinco miembros
8 con seis o más miembros

Tabla 6.5.2: Variable explicativa MIEMBROSM.

Los valores de la variable explicativa NUMOCUP se describen en la tabla 6.5.3.

NUMOCUP Descripción
1 el número de ocupados en el hogar es 1
2 el número de ocupados en el hogar es 2
3 el número de ocupados en el hogar es 3
4 el número de ocupados en el hogar es 4
5 el número de ocupados en el hogar es 5
6 el número de ocupados en el hogar es 6 o más

Tabla 6.5.3: Variable explicativa NUMOCUP.
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Como breve descriptiva de los datos hay que hacer notar lo siguiente:

Universo. En el momento de la extracción de la muestra evaluada, el universo de interés
constaba de 63.422.272 hogares. Para cada uno de los 4 trimestres la población era de
15.602.359, 15.811.953, 15.975.652 y 16.032.308 hogares, respectivamente.

Muestra. Se seleccionaron 19.435 hogares de la población para formar la muestra según
el diseño de muestreo ya explicado. Para cada uno de los 4 trimestres la muestra era de
4.589, 5.366, 4.260 y 5.220 hogares, respectivamente.

Excepciones. Para la realización de la ECPF las ciudades autónomas de Ceuta y Melilla
se han unido como si se tratase de una única comunidad autónoma.

Longitudinalidad. No se hace un tratamiento longitudinal de los hogares que se repiten
en las muestras, ya que el INE no proporciona el identificador del hogar por razones de
confidencialidad.

6.5.3. Resultados

Para cada uno de los tres estimadores considerados se calculan sus valores y se proponen dos
medidas de eficiencia para la comparación entre ellos y el establecimiento de conclusiones. Las
siglas ons se utilizan para hacer referencia al software de EURAREA desarrollado por la Office
for National Statistics (ONS) del Reino Unido. En concreto se calcula:

El valor del estimador de la media: Ŷ
dir

d4 , Ŷ
eblupa

d4 y Ŷ
eblup

d4 , con d = 1, . . . , D = 18.

La ráız cuadrada del estimador del error cuadrático medio absoluto:
√

mseons(Ŷ
dir

d4 ) ,

√
mseons(Ŷ

eblupa

d4 ) y

√
mse(Ŷ

eblup

d4 ) , con d = 1, . . . , D = 18.

La ráız cuadrada en % del estimador del error cuadrático medio relativo (coeficiente de
variación):

cvdir
ons,d4 =

100
√

mseons(Ŷ
dir

d4 )

Ŷ
dir

d4

, cveblupa
ons,d4 =

100
√

mseons(Ŷ
eblupa

d4 )

Ŷ
eblupa

d4

y

cveblup
d4 =

100
√

mse(Ŷ
eblup

d4 )

Ŷ
eblup

d4

, con d = 1, . . . , D = 18.

A continuación se presentan los resultados gráficos correspondientes a las medidas anteriores.
Las tablas con los valores numéricos pueden encontrarse seguidamente:
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ECPF 2006 − Estimación del gasto total anual medio del hogar − 4º Trimestre
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Figura 6.8: Estimadores directo, EBLUPA y EBLUP del gasto total anual medio del hogar
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Figura 6.9: Estimadores directo y EBLUP del gasto total anual medio del hogar
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Figura 6.10: Estimadores directo y EBLUPA del gasto total anual medio del hogar

ECPF 2006 − Raiz cuadrada del ECM del gasto total anual medio del hogar − 4º Trimestre
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Figura 6.11: Ráız cuadrada del ECM de estimadores del gasto total anual medio del hogar
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ECPF 2006 − Coeficiente de Variación en % del gasto total anual medio del hogar − 4º Trimestre
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Figura 6.12: Coeficiente de variación en % de estimadores del gasto total anual medio del hogar

Dom1 nd4 nd Ŷ dir
d4 Ŷ eblupa

d4 Ŷ eblup
d4 cvdir

ons,d4 cveblupa
ons,d4 cveblup

d4

18 51 209 26336 27461 26906 10.14 6.30 4.80
6 154 531 26297 27114 27278 5.28 4.24 3.44
17 173 623 24382 25093 25198 4.12 4.36 3.58
3 166 649 27363 28234 27827 5.77 3.94 3.26
15 172 676 35262 34163 32769 4.73 3.21 2.74
4 206 793 30149 30248 30042 4.05 3.36 2.83
2 225 850 28622 28730 28437 4.32 3.40 2.91
14 239 874 27466 28938 28843 3.81 3.29 2.82
11 250 902 24434 23877 24146 3.94 3.90 3.31
5 227 907 28953 28997 27873 4.04 3.36 2.95
8 308 1160 27414 26997 26262 3.93 3.14 2.84
13 328 1172 33940 33839 34291 3.27 2.44 2.13
12 355 1311 32460 31077 30060 3.73 2.56 2.36
7 364 1376 26722 26338 26307 3.74 2.98 2.67
10 429 1564 27176 28474 28811 2.96 2.56 2.31
16 482 1783 30578 30949 30914 2.58 2.23 2.06
9 535 1949 31954 32679 32822 2.90 2.01 1.87
1 556 2106 27933 28167 28364 2.59 2.29 2.13

Tabla 6.5.4: Estimadores directo, EBLUPA y EBLUP del gasto total anual
medio del hogar y coeficientes de variación en %. 4o trimestre.
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Conclusiones

Para poder tener en cuenta si el tamaño muestral en cada uno de los dominios influye en los
resultados, estos han sido ordenados por tamaño de manera creciente. Puede observarse en la
figura 6.8 que, a medida que el tamaño muestral de la comarca aumenta, todos los estimadores
muestran un comportamiento aproximadamente similar.

Para la estimación del gasto medio, las ĺıneas de regresión de cada uno de los estimadores
frente al estimador directo son muy próximas a la recta y = cte + x; es decir, muestran un
comportamiento aceptablemente próximo al del estimador directo. Esta propiedad puede in-
terpretarse como de insesgadez asintótica respecto de la distribución del diseño muestral. Este
hecho puede verse en las figuras 6.9 y 6.10. En estas figuras se ha incluido para cada uno de los
diagramas de dispersión los valores de la constante y la pendiente de la recta de regresión de
cada uno de los estimadores frente al estimador directo.

Del estudio de las estimaciones de errores cuadráticos medios absolutos y relativos (ráız cua-
drada del error cuadrático medio y coeficiente de variación), se puede deducir que el estimador
más competitivo para la estimación del gasto medio es el estimador EBLUP (véanse las figuras
6.11 y 6.12). En concreto se puede observar la figura 6.12 donde se manifiesta de manera sis-
temática que el estimador EBLUP tiene menor variabilidad que los otros dos.

El estimador directo usa solamente la información del área y periodo considerados. Es un
estimador básicamente centrado respecto de la distribución del diseño muestral pero con una
varianza grande en problemas de áreas pequeñas. Al graficar las estimaciones de errores cuadráti-
cos medios absolutos y relativos ha quedado patente la alta varianza del estimador directo, como
se puede ver en las figuras 6.11 y 6.12, respectivamente.

El estimador EBLUPA utiliza información de todo el universo en el último periodo. Este
estimador, a costa de aumentar ligeramente el sesgo, disminuye sustancialmente la varianza. Es
un estimador basado en un modelo de unidad lineal mixto y estático que utiliza información
auxiliar de sección cruzada. Las estimaciones EBLUPA son más suaves a lo largo de las áreas
pequeñas del último periodo que las del estimador directo. Sin embargo el estimador EBLUPA
no garantiza un efecto de suavizado a lo largo del tiempo.

El estimador EBLUP se basa en un modelo que tiene un efecto aleatorio de área con compo-
nentes independientes e idénticamente distribuidas y un efecto de tiempo. El efecto de tiempo
está anidado en el efecto de área. Con respecto a la covarianza entre las observaciones la dife-
rencia básica es que el modelo del estimador EBLUP asume que las observaciones de un mismo
periodo en distintos dominios son incorreladas. Esta es la misma hipótesis que asume el modelo
en el que se basa el estimador EBLUPA.

La información temporal tiene un gran poder explicativo. Por tal motivo aquellos estima-
dores que la utilizan son siempre candidatos para ser utilizados en encuestas continuas. Estos
estimadores producen un efecto de suavizado entre áreas pequeñas y entre periodos de tiempo.



Caṕıtulo 7

Conclusiones generales y futuras
ĺıneas de investigación

7.1. Conclusiones generales

En la presente memoria se extienden las conclusiones de los resultados obtenidos en tres
direcciones principales:

Ajuste del modelo. Se consideran los métodos Henderson 3 (H3), máxima verosimilitud (ML)
y máxima verosimilitud residual (REML). Se dan algoritmos de cálculo y se analizan los
errores cuadráticos medios y sesgos mediante estudios de simulación. Se concluye aconse-
jando principalmente el uso del método REML y en menor medida el ML.

Predicciones EBLUP. Considerando los métodos máxima verosimilitud (ML) y máxima ve-
rosimilitud residual (REML), se proporcionan fórmulas expĺıcitas para el cálculo de pre-
dictores lineales insesgados y óptimos de determinados parámetros poblacionales de tipo
lineal. Se dan algoritmos de cálculo y se analizan emṕıricamente los errores cuadráticos me-
dios y sesgos mediante estudios de simulación. Se concluye aconsejando el uso del método
REML.

Estimaciones del error cuadrático medio de los EBLUP. Se proporcionan dos tipos de
procedimientos para estimar el error cuadrático medio de los EBLUP, los estimadores
de fórmula expĺıcita (estimadores P-R) y los estimadores por remuestreo bootstrap. Se
concluye recomendando un estimador basado en remuestreo bootstrap paramétrico con
corrección de sesgo para el caso de dominios. En cambio, si los parámetros de interés
vienen referidos a subdominios, se recomienda también el estimador P-R.

Aplicaciones a datos reales. Se realizan dos aplicaciones con datos reales de la EPA y de
la ECPF con objeto de ilustrar la aplicabilidad del modelo a tres niveles. En el caso de
la EPA, el modelo recoge la estructura geográfica anidada de la población. En el caso de
la ECPF el modelo es temporal. En ambos casos se compara el estimador EBLUP con el
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directo y con el EBLUPA basado en un modelo con dos niveles. Se muestra la superioridad
del estimador introducido en la memoria.

7.2. Futuras ĺıneas de investigación

En un futuro próximo el doctorando participará en el proyecto europeo SAMPLE (Small
Area Methods for Poverty and Living Condition Estimates), en el que abordará las siguientes
ĺıneas de investigación:

Modelos lineales mixtos (LMM) de carácter temporal. Los modelos y estimadores clási-
cos toman información prestada de variables auxiliares (las variables explicativas del mode-
lo) y de áreas vecinas. Otra fuente de información aparece cuando las variables del modelo
se han medido en distintas ocasiones anteriores. Los estimadores obtenidos en encuestas
sucesivas utilizando modelos estáticos están generalmente correlacionados, aun cuando se
seleccionen muestras independientes en las diferentes ocasiones. Esto se debe a las corre-
laciones de las caracteŕısticas de interés de un área pequeña a lo largo del tiempo. En
tales casos, la modelización temporal permite una ganancia sustancial de precisión en las
estimaciones.

Modelos lineales mixtos (LMM) de carácter espacio-temporal. Este tipo de modelos
espacio-temporales incorporan la autocorrelación espacial de los residuos en el ajuste de los
modelos en las regiones estudiadas y toman información de distintas mediciones a lo largo
del tiempo. Los modelos clásicos suponen que los efectos aleatorios de las áreas pequeñas
son independientes. En la práctica es a menudo razonable suponer que los efectos asociados
a “áreas vecinas” están correlacionados proporcionalmente a una medida de distancia (no
necesariamente geográfica), con correlaciones decreciendo a cero a medida que la distancia
aumenta y con información útil de mediciones anteriores. Tales modelos son muy comunes
en estad́ıstica espacial, pero aun no han sido ampliamente utilizados en estimación en áreas
pequeñas.

Modelos lineales generalizados mixtos (GLMM). Modelos y estimadores como los utili-
zados a lo largo de esta tesis asumen la hipótesis de normalidad en los efectos y errores
aleatorios. Se pretende poder estudiar en un futuro un abanico más amplio de modelos en
cuanto a la restricción en las hipótesis que permitan recoger correlaciones temporales o
espacio-temporales. De este modo se pueden abordar problemas más amplios que necesitan
mayor flexibilidad. La teoŕıa de modelos lineales generalizados mixtos con efectos aleatorios
a varios niveles, está aun en proceso de desarrollo. La introducción de correlaciones de tipo
espacial o temporal permite una mayor flexibilidad y riqueza en el proceso de modeliza-
ción. Dentro de estos modelos, el modelo multinomial logit es uno de los que mayor interés
práctico tiene, pues se utiliza para la descripción y estimación de totales y proporciones
de clases. La utilización de este tipo de modelos tiene gran interés en estad́ıstica pública.
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Aplicación de técnicas bootstrap o jackknife a casos reales. Los procedimientos de re-
muestreo bootstrap detallados en esta tesis doctoral no pueden aplicarse siempre a casos
reales, pues es necesario disponer de los valores de las variables auxiliares para todas las
unidades de la población. Este requisito puede ser muy dif́ıcil de cumplir en estimacio-
nes por muestreo, pues normalmente se dispone de esta información pero a un nivel de
agregación superior. En un futuro próximo se pretende plantear algún procedimiento de
remuestreo bootstrap o jackknife que evite los inconvenientes citados anteriormente. Asi-
mismo se tiene previsto introducir y estudiar procedimientos de remuestreo respecto de
la distribución del diseño muestral. Este problema se abordará teniendo como referencia
alguna de las encuesta que realiza el Instituto Nacional de Estad́ıstica; como por ejemplo,
la Encuesta de Población Activa, la Encuesta Continua de Presupuestos Familiares o la
Encuesta de Condiciones de Vida.

En definitiva, los futuros objetivos son:

1. Plantear y estudiar métodos de estimación en áreas pequeñas usando LMM o GLMM que
incluyan correlaciones de tipo temporal. Modelos de área e individuo tanto de regresión
lineal como loǵıstica con correlaciones temporales.

2. Plantear y estudiar métodos de estimación en áreas pequeñas usando LMM o GLMM
que incluyan correlaciones de tipo espacio-temporal. Modelos de área e individuo tanto de
regresión lineal como loǵıstica con correlaciones espacio-temporales.

3. Determinación y estimación de los errores de predicción de los estimadores de los paráme-
tros de áreas basados en modelos LMM o GLMM de los puntos anteriores.

4. Estimación de errores cuadráticos medios mediante técnicas de remuestreo bootstrap en
modelos LMM o GLMM.

5. Estimación de errores cuadráticos medios respecto de la distribución del diseño muestral
usando técnicas de remuestreo.

6. Experimentos de simulación para estudiar emṕıricamente el comportamiento de los algo-
ritmos de ajuste y de la bondad de los distintos estimadores de parámetros de área y de
errores cuadráticos medios.

7. Aplicaciones a datos reales.





APÉNDICES





Apéndice A

Cálculos de expresiones en el
caṕıtulo 2

A.1. Introducción

En el presente apéndice se muestran los cálculos intermedios que permiten obtener las ex-
presiones descritas en el caṕıtulo 2, en concreto:

en la sección A.2 se presenta el desarrollo del estimador BLUE de β y el predictor BLUP
de u de (2.3) que da lugar a (2.6), (2.7) y (2.8).

en la sección A.3 se presenta el desarrollo en sumas de elementos correspondientes a un
mismo subnivel di dentro de cada nivel d, para las puntuaciones y los elementos de la
matriz de información de Fisher del algoritmo de Fisher-Scoring para el método de la
máxima verosimilitud (ML), de la sección 2.3.

en la sección A.4 se presenta el desarrollo del método de la máxima verosimilitud residual y
posteriormente se desarrolla en sumas de elementos correspondientes a un mismo subnivel
di dentro de cada nivel d, para las puntuaciones y los elementos de la matriz de información
de Fisher del algoritmo de Fisher-Scoring, tanto en la parametrización habitual, de la
sección 2.4, como en la parametrización alternativa (REML), de la sección 2.5.

A.2. Desarrollo de β̂ y û

El estimador BLUE de β expresado en (1.4) o en (2.3) puede desarrollarse como productos
matriciales de sumas de elementos correspondientes a un mismo subnivel di dentro de cada nivel
d, para ello es necesario realizar ciertos cálculos previos.
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El predictor BLUP de u expresado en (1.5) o en (2.3) puede desarrollarse, al igual que β, como
productos matriciales de sumas de elementos correspondientes a un mismo subnivel di dentro
de cada nivel d,
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[
1t

nd
V −1

d

(
yd −Xdβ̂

)]

σ2
2 col
1≤d≤D

[
diag

1≤i≤md

(
1t

ndi

)
V −1

d

(
yd −Xdβ̂

)]

 =




col
1≤d≤D

[û1,d]

col
1≤d≤D

[
col

1≤i≤md

[û2,di]
]


 =

[
û1

û2

]
.

Realizando cálculos en las expresiones û1,d y û2,di, se tiene

û1,d = σ2
1 col
1≤i≤md

[
1t

ndi

]
V −1

d col
1≤i≤md

[ς̂di]

=
σ2

1

σ2
0

[
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ς̂di −
(

δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ς̂di

)]

=
σ2

1

σ2
0

(
1− δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ς̂di, d = 1, . . . , D

û2,di =
σ2

2

σ2
0

[
(1− γdi)wt

ndi
ς̂di − δd(1− γdi)wdi·

(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ς̂di

)]
d = 1, . . . , D, i = 1, . . . , md ,

donde ς̂di = ydi −Xdiβ̂, d = 1, . . . , D, i = 1, . . . ,md.

A.3. Cálculos para el ajuste mediante el método ML

Previamente a la obtención de los elementos del vector de puntuaciones y de la matriz de
información de Fisher, como sumas de elementos correspondientes a un mismo subnivel di dentro
de cada nivel d es necesario realizar algunos cálculos intermedios.
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Xt
dV

−1
d (yd −Xdβ) = colt

1≤i≤md

[
Xt

di

] [
diag

1≤i≤md

(
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]]
col

1≤i≤md

[ςdi]

=
1
σ2

0

[
md∑

i=1

(
Xt

diW diςdi − γdi

wdi·
Xt

diwndi
wt

ndi
ςdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ςdi

)]
,

V −1
d W−1

d =
1
σ2

0

[
diag

1≤i≤md

(
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]]
diag

1≤i≤md

[
W−1

di

]

=
1
σ2

0

[
diag

1≤i≤md

(
Indi

− γdi

wdi·
wndi

1t
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)1t

ndi

]]
,

V −1
d Jnd

=
1
σ2

0

[
diag

1≤i≤md

(
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]]
1nd

1t
nd

=
1
σ2

0

[
diag

1≤i≤md

(
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]]
col

1≤i≤md

[1ndi
]1t

nd

=
1
σ2

0

[
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)]
1t

nd

=
1
σ2

0

[
1− δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

]
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]1t

nd
,

V −1
d Jndi

=
1
σ2

0

[
diag

1≤i≤md

(
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]]
diag

1≤i≤md

(
1ndi

1t
ndi

)

=
1
σ2

0

[
diag

1≤i≤md

(
(1− γdi)wndi

1t
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]]
,
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V −1
d W−1

d V −1
d =

1
σ4

0

[
diag

1≤i≤md

(
W di +

γdi(γdi − 2)
wdi·

wndi
wt

ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wndi

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wt

ndi

]

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
]

,

V −1
d Jnd

V −1
d =

1
σ4

0

[
1− δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

]
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]

· 1t
nd

[
diag

1≤i≤md

(
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]]

=
1
σ4

0

[
1− δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

]
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]

·
[
1− δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

=
1
σ4

0

[
1− δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

]2

col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
,

V −1
d Jndi

V −1
d =

1
σ4

0

[
diag

1≤i≤md

(
(1− γdi)wndi

1t
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]]

·
[

diag
1≤i≤md

(
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]]

=
[

diag
1≤i≤md

(
(1− γdi)2wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wndi

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wt

ndi

]

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)

col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
]

,

donde ςdi = ydi −Xdiβ̂, d = 1, . . . , D, i = 1, . . . ,md.
Las expresiones deducidas en (2.12) - (2.22) se han obtenido a partir de los anteriores productos
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matriciales como sigue

Sβ =
D∑

d=1

Xd
tV −1

d (yd −Xdβ),

=
1
σ2

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(
Xt

diW diςdi − γdi

wdi·
Xt

diwndi
wt

ndi
ςdi

)

− δd

( md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)( md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ςdi

)]
,

Sσ2
0

= −1
2

D∑

d=1

tr
{
V −1

d W−1
d

}
+

1
2

D∑

d=1

(yd −Xdβ)t V −1
d W−1

d V −1
d (yd −Xdβ)

= − 1
2σ2

0

tr

{
D∑

d=1

[
diag

1≤i≤md

(
Indi

− γdi

wdi·
wndi

1t
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)1t

ndi

]]}

+
1

2σ4
0

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
ς̂t

di

] [
diag

1≤i≤md

(
W di +

γdi(γdi − 2)
wdi·

wndi
wt

ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wndi

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wt

ndi

]

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
]

col
1≤i≤md

[ς̂di]

}

= − 1
2σ2

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(ndi − γdi)− δd

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

]

+
1

2σ4
0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(
ςt

diW diςdi +
γdi(γdi − 2)

wdi·
ςt

diwndi
wt

ndi
ςdi

)

− 2δd

( md∑

i=1

(1− γdi)2ςt
diwndi

)( md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ςdi

)

+ δ2
d

( md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)( md∑

i=1

(1− γdi)ςt
diwndi

)2
]

,

Sσ2
1

= −1
2

D∑

d=1

tr
{
V −1

d Jnd

}
+

1
2

D∑

d=1

(yd −Xdβ)t V −1
d Jnd

V −1
d (yd −Xdβ)

= − 1
2σ2

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)wdi· − δd

( md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2
]

+
1

2σ4
1

D∑

d=1

[
δd

md∑

i=1

(1− γdi)ςt
diwndi

]2

,
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Sσ2
2

= −1
2

D∑

d=1

tr
{
V −1

d Jndi

}
+

1
2

D∑

d=1

(yd −Xdβ)t V −1
d Jndi

V −1
d (yd −Xdβ)

= − 1
2σ2

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)wdi· − δd

md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
]

+
1

2σ4
0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(
(1− γdi)2ςt

diwndi
wt

ndi
ςdi

)

− 2δd

( md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·ςt
diwndi

)( md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ςdi

)

+ δ2
d

( md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)( md∑

i=1

(1− γdi)ςt
diwndi

)2
]

,

F ββ =
D∑

d=1

Xt
dV

−1
d Xd

=
1
σ2

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(
Xt

diW diXdi − γdi

wdi·
Xt

diwndi
wt

ndi
Xdi

)

− δd

( md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)( md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
,

Fσ2
0σ2

0
=

1
2

D∑

d=1

tr
{
V −1

d W−1
d V −1

d W−1
d

}

=
1
σ4

0

D∑

d=1

tr
{[

diag
1≤i≤md

(
Indi

− γdi

wdi·
wndi

1t
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)1t

ndi

]]

·
[

diag
1≤i≤md

(
Indi

− γdi

wdi·
wndi

1t
ndi

)
− δd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)1t

ndi

]]}

=
1

2σ4
0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(
ndi + γdi(γdi − 2)

)
− 2δd

md∑

i=1

(1− γdi)3wdi· +
(

δd

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)2
]

,

Fσ2
0σ2

1
=

1
2

D∑

d=1

tr
{
V −1

d W−1
d V −1

d Jnd

}

=
1

2σ4
0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi· − 2δd

( md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)( md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)

+
(

δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2( md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)]
,
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Fσ2
0σ2

2
=

1
2

D∑

d=1

tr
{
V −1

d W−1
d V −1

d Jndi

}

=
1

2σ4
0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi· − 2δd

md∑

i=1

(1− γdi)3w2
di·

+ δ2
d

( md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)( md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)]
,

Fσ2
1σ2

1
=

1
2

D∑

d=1

tr
{
V −1

d Jnd
V −1

d Jnd

}
=

1
2σ4

0

D∑

d=1

tr

{ [
1− δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

]2

· col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]1t

nd
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]1t

nd

}

=
1

2σ4
1

D∑

d=1

tr
{

δ2
d1

t
nd

col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]1t

nd
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]
}

=
1

2σ4
1

D∑

d=1

[
δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

]2

,

Fσ2
1σ2

2
=

1
2

D∑

d=1

tr
{
V −1

d Jnd
V −1

d Jndi

}

=
1

2σ4
0

D∑

d=1




(
1− δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2 md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2




=
1

2σ4
1

D∑

d=1

[
δ2
d

md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
]

,

Fσ2
2σ2

2
=

1
2

D∑

d=1

tr
{
V −1

d Jndi
V −1

d Jndi

}

=
1

2σ4
0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
− 2δd

md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)3

+
(

δd

md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)2

]
.

A.4. Cálculos para el ajuste mediante el método REML

Sean y◦1 = K1y e y◦2 = K2y, con K1X = 0. Entonces

E[y◦1] = E[K1y] = E[K1(Xβ + Z1u1 + Z2u2 + W 1/2e)] = 0.
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Se impone la condición de que y◦1 sea independiente de y◦2. Entonces

E[y◦1y
◦t
2 ] = K1E[yyt]Kt

2 = K1V Kt
2 = 0.

Se propone

y◦1 = Σ−1
e (y −X(XtΣ−1

e X)−1XtΣ−1
e y) = K1y,

donde

K1 = Σ−1
e −Σ−1

e X(XtΣ−1
e X)−1XtΣ−1

e .

Además, se elige K2 = XtV −1. Dado que K1 = Kt
1, se verifica que

E[y◦1] = E[K1y] = (Σ−1
e −Σ−1

e X(XtΣ−1
e X)−1XtΣ−1

e )Xβ = 0,

E[y◦2] = E[K2y] = XtV −1Xβ,

V [y◦1] = E[y◦1y
◦t
1 ] = K1E[yyt]Kt

1 = K1V K,

V [y◦2] = K2V [y]Kt
2 = XtV −1V V −1X = XtV −1X,

E[y◦1y
◦t
2 ] = K1E[yyt]Kt

2 = K1V Kt
2 = K1V V −1X = K1X = 0.

El número de columnas linealmente independiente de K1 es n − rg(X), entonces se puede
seleccionar una submatriz K de K1, de orden n× n− rg(X), verificando KtX = 0. Se definen
los vectores y1 = Kty e y2 = y◦2. Se tiene que

y1 ∼ Nn−rg(X)(0,KtV K), y2 ∼ Nn(XtV −1Xβ, XtV −1X) son independientes.

A.4.1. Cálculos para REML mediante parametrización habitual

Sea σt = (σ2
0, σ

2
1, σ

2
2), la función de verosimilitud de y1 es

fσ(y1) = (2π)−(n−rg(X))/2|KtV K|−1/2 exp
{
−1

2
yt

1(K
tV K)−1y1

}
.

Puesto que P = K(KtV K)−1Kt y p = rg(X), la función de log-verosimilitud es

`(σ) = −1
2
(n− p) log 2π − 1

2
log |KtV K| − 1

2
ytPy.

Las expresiones deducidas en (2.23) - (2.31) se han obtenido a partir del cálculo de los
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siguientes productos matriciales, teniendo en cuenta que σ2
0

σ2
1
δd = 1− δd

∑md
i=1(1− γdi)wdi·

1
σ2

0

s1 ,
D∑

d=1

tr{V −1
d W−1

d } =
1
σ2

0

D∑

d=1

tr

{[
diag

1≤i≤md

(
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
]

diag
1≤i≤md

(
W−1

di

)
}

=
1
σ2

0

D∑

d=1

[
tr

{
diag

1≤i≤md

(
Indi

− γdi

wdi·
wndi

1t
ndi

)}

− δdtr
{

colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
diag

1≤i≤md

(
W−1

di

)
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]
}]

=
1
σ2

0

D∑

d=1

{
md∑

i=1

(ndi − γdi)− δd

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

}
.

Para obtener s2 además de otras expresiones es necesario calcular con anterioridad V −1
d W−1

d V −1
d

y expresarlo como sumas de elementos correspondientes a un mismo subnivel di dentro de cada
nivel d

V −1
d W−1

d V −1
d =

1
σ4

0

{
diag

1≤i≤md

(
W di +

γdi(γdi − 2)
wdi·

wndi
wt

ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wndi

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wt

ndi

]

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
}

,

1
σ4

0

tr{s2Q} ,
D∑

d=1

tr{V −1
d XdQXt

dV
−1
d W−1

d } = tr

{
D∑

d=1

Xt
dV

−1
d W−1

d V −1
d XdQ

}

= tr

{
D∑

d=1

colt
1≤i≤md

[
Xt

di

]
V −1

d W−1
d V −1

d col
1≤i≤md

[Xdi] Q

}

=
1
σ4

0

tr

{
D∑

d=1

[
md∑

i=1

Xt
diW diXdi +

md∑

i=1

γdi(γdi − 2)
wdi·

Xt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2Xt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
Q

}
.
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1
σ4

0

s3 ,
D∑

d=1

(
yt

dV
−1
d W−1

d V −1
d yd

)
=

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
yt

di

]
V −1

d W−1
d V −1

d col
1≤i≤md

[ydi]
}

=
1
σ4

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

yt
diW diydi +

md∑

i=1

γdi(γdi − 2)
wdi·

yt
diwndi

wt
ndi

ydi

− 2δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2yt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ydi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ydi

)]
.

1
σ4

0

s4 ,
D∑

d=1

(
yt

dV
−1
d W−1

d V −1
d Xd

)
=

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
yt

di

]
V −1

d W−1
d V −1

d col
1≤i≤md

[Xdi]
}

=
1
σ4

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

yt
diW diXdi +

md∑

i=1

γdi(γdi − 2)
wdi·

yt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2yt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
.

1
σ2

0

st
5 ,

D∑

d=1

(
yt

dV
−1
d Xd

)
=

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
yt

di

] 1
σ2

0

[
diag

1≤i≤md

(
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]]
col

1≤i≤md

[Xdi]
}

=
1
σ2

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

yt
diW diXdi −

md∑

i=1

γdi

wdi·
yt

diwndi
wt

ndi
Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
,

1
σ2

0

s5 =
D∑

d=1

(
Xt

dV
−1
d yd

)
=

1
σ2

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

Xt
diW diydi −

md∑

i=1

γdi

wdi·
Xt

diwndi
wt

ndi
ydi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ydi

)]
.
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1
σ4

0

s6 ,
D∑

d=1

(
Xt

dV
−1
d W−1

d V −1
d Xd

)
=

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
Xt

di

]
V −1

d W−1
d V −1

d col
1≤i≤md

[Xdi]
}

=
1
σ4

0

D∑

d=1

[
md∑

i=1

Xt
diW diXdi +

md∑

i=1

γdi(γdi − 2)
wdi·

Xt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2Xt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
.

Para obtener s7 es necesario calcular por partes y con anterioridad 1t
nd

V −1
d 1nd

y 1t
nd

V −1
d Xd,

además de la traspuesta de este último,

1t
nd

V −1
d 1nd

=
1
σ2

0




md∑

i=1

(1− γdi)wdi· − δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

 =

δd

σ2
1

md∑

i=1

(1− γdi)wdi· ,

1t
nd

V −1
d Xd =

δd

σ2
1

colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
col

1≤i≤md

[Xdi] =
δd

σ2
1

md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi ,

Xt
dV

−1
d 1nd

=
δd

σ2
1

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

,

1t
nd

V −1
d XdQXt

dV
−1
d 1nd

=
δ2
d

σ4
1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)
Q

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)
,

1
σ2

1

s7 ,
D∑

d=1

(
1t

nd
V −1

d 1nd
− 1t

nd
V −1

d XdQXt
dV

−1
d 1nd

)

=
1
σ2

1

D∑

d=1

[
δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi· −
δ2
d

σ2
1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)
Q

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)]
.

Para la obtención de s8 hay que calcular previamente yt
dV

−1
d 1nd

yt
dV

−1
d 1nd

=
δd

σ2
1

colt
1≤i≤md

[
yt

di

]
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] =

δd

σ2
1

md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

,

1
σ4

1

s8 ,
D∑

d=1

(
yt

dV
−1
d 1nd

1t
nd

V −1
d yd

)

=
D∑

d=1

[
δ2
d

σ4
1

(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ydi

)]
.
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1
σ4

1

s9 ,
D∑

d=1

(
yt

dV
−1
d 1nd

1t
nd

V −1
d Xd

)

=
D∑

d=1

[
δ2
d

σ4
1

(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
.

1
σ4

1

s10 ,
D∑

d=1

(
Xt

dV
−1
d 1nd

1t
nd

V −1
d Xd

)

=
D∑

d=1

[
δ2
d

σ4
1

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
.

Para obtener s11 es necesario calcular V −1
d Jndi

y posteriormente su traza,

V −1
d Jndi

=
1
σ2

0

{
diag

1≤i≤md

(
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]}
diag

1≤i≤md

(
1ndi

1t
ndi

)

=
1
σ2

0

{
diag

1≤i≤md

(
(1− γdi)wndi

1t
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]}
,

1
σ2

0

s11 ,
D∑

d=1

tr{V −1
d Jndi

} =
1
σ2

0

D∑

d=1

{
md∑

i=1

(1− γdi)wdi· − δd

md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
}

.

1
σ4

0

tr{s12Q} ,
D∑

d=1

tr{V −1
d XdQXt

dV
−1
d Jndi

} = tr

{
D∑

d=1

Xt
dV

−1
d Jndi

V −1
d XdQ

}

=
1
σ4

0

tr

{
D∑

d=1

colt
1≤i≤md

[
Xt

di

] [
diag

1≤i≤md

(
(1− γdi)2wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wndi

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wt

ndi

]

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)

col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
]

· col
1≤i≤md

[Xdi] Q

}
,
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1
σ4

0

tr{s12Q} =
1
σ4

0

tr

{
D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)2Xt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)

·
(

md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
Q

}
.

1
σ4

0

s13 ,
D∑

d=1

(
yt

dV
−1
d Jndi

V −1
d yd

)
=

1
σ4

0

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
yt

di

] [
diag

1≤i≤md

(
(1− γdi)2wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wndi

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wt

ndi

]

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2w2
di·

)
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
]

col
1≤i≤md

[ydi]

}

=
1
σ4

0

D∑

d=1

{[
md∑

i=1

(1− γdi)2yt
diwndi

wt
ndi

ydi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·yt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ydi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

ydi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

)2





 .

1
σ4

0

s14 ,
D∑

d=1

(
yt

dV
−1
d Jndi

V −1
d Xd

)
=

1
σ4

0

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
yt

di

]
V −1

d Jndi
V −1

d col
1≤i≤md

[Xdi]
}

=
1
σ4

0

D∑

d=1

{[
md∑

i=1

(1− γdi)2yt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·yt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2w2
di·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]}
.
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1
σ4

0

s15 ,
D∑

d=1

(
Xt

dV
−1
d Jndi

V −1
d Xd

)
=

1
σ4

0

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
Xt

di

] [
diag

1≤i≤md

(
(1− γdi)2wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wndi

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wt

ndi

]

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)

col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
]

col
1≤i≤md

[Xdi]

}

=
1
σ4

0

D∑

d=1

{
md∑

i=1

(1− γdi)2Xt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)}

1
σ4

0

f1 ,
D∑

d=1

tr{V −1
d W−1

d V −1
d W−1

d }

=
1
σ4

0

D∑

d=1





md∑

i=1

(
ndi + γdi(γdi − 2)

)
− 2δd

md∑

i=1

(1− γdi)3wdi· + δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)2


 .

1
σ6

0

f2 ,
D∑

d=1

(
Xt

dV
−1
d W−1

d V −1
d W−1

d V −1
d Xd

)
=

1
σ6

0

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
Xt

di

]

·
[

diag
1≤i≤md

(
Indi

− γdi

wdi·
wndi

1t
ndi

)
− δd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)1t

ndi

]]

·
[

diag
1≤i≤md

(
W di − γdi(γdi − 2)

wdi·
wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wt

ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wndi

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
]

col
1≤i≤md

[Xdi]

}
,
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y después de algunos cálculos se obtiene

1
σ6

0

f2 , 1
σ6

0

D∑

d=1

{
md∑

i=1

Xt
diW diXdi −

md∑

i=1

γdi

wdi·
(γ2

di − 3γdi + 3)Xt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)3Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)3wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)3wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δ3
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)2 (
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

 .

1
σ4

0

f3 ,
D∑

d=1

(
Xt

dV
−1
d W−1

d V −1
d Xd

)
=

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
Xt

di

]
V −1

d W−1
d V −1

d col
1≤i≤md

[Xdi]
}

=
1
σ4

0

D∑

d=1

{
md∑

i=1

Xt
diW diXdi +

md∑

i=1

γdi(γdi − 2)
wdi·

Xt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2Xt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)}
.

1
σ4

0

f4 ,
D∑

d=1

(
1t

nd
V −1

d W−1
d V −1

d 1nd

)
=

1
σ4

0

D∑

d=1

{
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

− 2δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2


 .
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Para la obtención de f5 hay que calcular previamente 1t
nd

V −1
d W−1

d V −1
d Xd

1t
nd

V −1
d W−1

d V −1
d Xd =

1
σ4

0

{
md∑

i=1

(1− γdi)2wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

) (
md∑

i=1

(1− γdi)2wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

·
(

md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)}
,

Multiplicando este resultado por Q y Xt
dV

−1
d 1nd

obtenido con anterioridad se consigue f5

1
σ4

0σ
2
1

f5 ,
D∑

d=1

(
1t

nd
V −1

d W−1
d V −1

d XdQXt
dV

−1
d 1nd

)
=

1
σ4

0σ
2
1

D∑

d=1

{[
md∑

i=1

(1− γdi)2wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
·Q

·
[
δd

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

]}
.

1
σ4

1

f6 ,
D∑

d=1

(
Xt

dV
−1
d 1nd

1t
nd

V −1
d Xd

)

=
1
σ4

1

D∑

d=1

[
δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
.
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1
σ4

0

f7 ,
D∑

d=1

tr{V −1
d W−1

d V −1
d Jndi

} =
1
σ4

0

D∑

d=1

tr
{[

diag
1≤i≤md

(
W di +

γdi(γdi − 2)
wdi·

wndi
wt

ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wndi

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wt

ndi

]

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
]
·

· diag
1≤i≤md

(
1ndi

1t
ndi

)}

=
1
σ4

0

D∑

d=1

tr
{

diag
1≤i≤md

(
wndi

1t
ndi

+ γdi(γdi − 2)wndi
1t

ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wndi

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·1t

ndi

]

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]
]}

=
1
σ4

0

D∑

d=1

{
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi· − 2δd

md∑

i=1

(1− γdi)3w2
di·

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)}

.

1
σ6

0

f8 ,
D∑

d=1

(
Xt

dV
−1
d Jndi

V −1
d W−1

d V −1
d Xd

)
=

1
σ6

0

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
Xt

di

]

·
[

diag
1≤i≤md

[
(1− γdi)wndi

1t
ndi

]− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]]

·
[

diag
1≤i≤md

(
W di − (γdi − 2)γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wndi

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wt

ndi

]

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
]

col
1≤i≤md

[Xdi]

}
,
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y después de algunos cálculos se obtiene

1
σ6

0

f8 =
1
σ6

0

D∑

d=1

{
md∑

i=1

(1− γdi)3Xt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)3wdi·Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)3wdi·wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)3w2
di·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wt
ndi

Xdi

)

− δ3
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)(
md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2
)

·
(

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)}
.

1
σ4

0

f9 ,
D∑

d=1

(
Xt

dV
−1
d Jndi

V −1
d Xd

)
=

1
σ4

0

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
Xt

di

] [
diag

1≤i≤md

(
(1− γdi)2wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wndi

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wt

ndi

]

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)

col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
]

col
1≤i≤md

[Xdi]

}

=
1
σ4

0

D∑

d=1

{
md∑

i=1

(1− γdi)2Xt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)}
.



186 Apéndice A. Cálculos de expresiones en el caṕıtulo 2

1
σ4

1

f10 ,
D∑

d=1

(
1t

nd
V −1

d 1nd
1t

nd
V −1

d 1nd

)
=

D∑

d=1

(
δd

σ2
1

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

.

1
σ6

1

f11 ,
D∑

d=1

(
1t

nd
V −1

d 1nd
1t

nd
V −1

d XdQXt
dV

−1
d 1nd

)

=
D∑

d=1

{
δ3
d

σ6
1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)
Q

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)}
.

1
σ4

1

f12 ,
D∑

d=1

(
1t

nd
V −1

d Jndi
V −1

d 1nd

)

=
1
σ4

0

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
1t

ndi

] [
diag

1≤i≤md

(
(1− γdi)wndi

1t
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]]

·
[

diag
1≤i≤md

(
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]]
col

1≤i≤md

[1ndi
]
}

=
1
σ4

0

D∑

d=1





(
1− δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2 md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2





=
D∑

d=1

{
δ2
d

σ4
1

md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
}

.

1
σ4

1σ
2
0

f13 ,
D∑

d=1

(
1t

nd
V −1

d XdQXt
dV

−1
d Jndi

V −1
d 1nd

)

=
D∑

d=1

{
δd

σ2
1σ

4
0

(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)
Q colt

1≤i≤md

[
Xt

di

]

·
[

diag
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wndi

wt
ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wndi

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wt

ndi

]

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)

col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
]

· col
1≤i≤md

[1ndi
]
}

=
D∑

d=1

{
δ2
d

σ4
1σ

2
0

(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)
Q

[(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·Xt
diwndi

)

− δd

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
) (

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)]}
.
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Para obtener f14 es necesario calcular V −1
d Jndi

V −1
d Jndi

y posteriormente su traza,

V −1
d Jndi

V −1
d Jndi

=
1
σ4

0

[
diag

1≤i≤md

[
(1− γdi)wndi

wt
ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]]

·
[

diag
1≤i≤md

[
(1− γdi)wndi

wt
ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]]

=
1
σ4

0

[
diag

1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wndi

1t
ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wndi

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)2w2

di·1
t
ndi

]

+ δ2
d col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)

· colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]]
,

1
σ4

0

f14 ,
D∑

d=1

tr{V −1
d Jndi

V −1
d Jndi

}

=
1
σ4

0

D∑

d=1





md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
− 2δd

md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)3
+ δ2

d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)2



 .

1
σ6

0

f15 ,
D∑

d=1

(
Xt

dV
−1
d Jndi

V −1
d Jndi

V −1
d Xd

)
=

1
σ6

0

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
Xt

di

]

·
[

diag
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wndi

1t
ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wndi

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)2w2

di·1
t
ndi

]

+ δ2
d col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)

colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]
]

·
[

diag
1≤i≤md

(
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)
− δd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]]

· col
1≤i≤md

[Xdi]
}

,
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y después de algunos cálculos se obtiene

1
σ6

0

f15 , 1
σ6

0

D∑

d=1

{
md∑

i=1

(1− γdi)3wdi·Xt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)3w2
di·X

t
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)3w2
di·w

t
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)3
)(

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

− δ3
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)2 (

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

 .

A.4.2. Cálculos para REML mediante parametrización alternativa

Sea σt = (σ2, ϕ1, ϕ2), la función de verosimilitud de y1 es

fσ(y1) = (2π)−(n−rg(X))/2|KtV K|−1/2 exp
{
−1

2
yt

1(K
tV K)−1y1

}
.

Puesto que V = σ2Σ, P = K(KtΣK)−1Kt y p = rg(X), la función de log-verosimilitud es

`(σ) = −1
2
(n− p) log 2π − 1

2
(n− p) log σ2 − 1

2
log |KtΣK| − 1

2
ytPy.

Para la obtención de Σ−1 = diag(Σ−1
1 , . . . ,Σ−1

D ) se utiliza la expresión desarrollada en (2.34),
teniendo en cuenta que

ϕ2

1 + ϕ2wdi·
=

σ2
2/σ2

1 + σ2
2

σ2 wdi·
=

wdi·σ2
2

wdi·σ2
(
1 + σ2

2
σ2 wdi·

) =
wdi·σ2

2

wdi·
(
σ2 + σ2

2wdi·
) =

σ2
2

wdi·
(

σ2

wdi·
+ σ2

2

) =
γdi

wdi·

y que

1− δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi· = 1− σ2
1

∑md
i=1(1− γdi)wdi·

σ2 + σ2
1

∑md
i=1(1− γdi)wdi·

=
σ2

σ2 + σ2
1

∑md
i=1(1− γdi)wdi·

=
δd

ϕ1
,
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las expresiones deducidas en (2.35) - (2.41), se han obtenido a partir del cálculo de los siguientes
productos matriciales,

1t
nd

Σ−1
d 1nd

= colt
1≤i≤md

[
1t

ndi

]{
diag

1≤i≤md

[
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]}
col

1≤i≤md

[1ndi
]

= colt
1≤i≤md

[
1t

ndi

]
{

col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

}

= colt
1≤i≤md

[
1t

ndi

]
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]

(
1− δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

=

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)(
1− δd

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)
=

δd

ϕ1

md∑

i=1

(1− γdi)wdi· ,

1t
nd

Σ−1
d Xd = colt

1≤i≤md

[
1t

ndi

]{
diag

1≤i≤md

[
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]}
col

1≤i≤md

[Xdi]

=

{
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
}

· col
1≤i≤md

[Xdi]

=

(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)
− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

=
δd

ϕ1

md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi ,

1
ϕ1

s1,p ,
D∑

d=1

(
1t

nd
Σ−1

d 1nd
− 1t

nd
Σ−1

d XdQ
(p)Xt

dΣ
−1
d 1nd

)

=
D∑

d=1

[
δd

ϕ1

md∑

i=1

(1− γdi)wdi· −
δ2
d

ϕ2
1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

· Q(p)

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)]
.

yt
dΣ

−1
d 1nd

= colt
1≤i≤md

[
yt

di

] δd

ϕ1
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] =

δd

ϕ1

md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

,
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1
ϕ2

1

s2,p ,
D∑

d=1

(
yt

dΣ
−1
d 1nd

1t
nd

Σ−1
d yd

)

=
1
ϕ2

1

D∑

d=1

[
δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ydi

)]
.

1
ϕ2

1

s3,p ,
D∑

d=1

(
yt

dΣ
−1
d 1nd

1t
nd

Σ−1
d Xd

)

=
1
ϕ2

1

D∑

d=1

[
δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
.

s4,p ,
D∑

d=1

(
yt

dΣ
−1
d Xd

)
=

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
yt

di

] [
diag

1≤i≤md

[
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]]
col

1≤i≤md

[Xdi]
}

=
D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
yt

diW di − γdi

wdi
yt

diwndi
wt

ndi

]
col

1≤i≤md

[Xdi]

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

)
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
col

1≤i≤md

[Xdi]

}

=
D∑

d=1

[
md∑

i=1

yt
diW diXdi −

md∑

i=1

γdi

wdi·
yt

diwndi
wt

ndi
Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
.

1
ϕ2

1

s5,p ,
D∑

d=1

(
Xt

dΣ
−1
d 1nd

1t
nd

Σ−1
d Xd

)

=
1
ϕ2

1

D∑

d=1

[
δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
.

Σ−1
d Jndi

=
{

diag
1≤i≤md

[
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]}
diag

1≤i≤md

[
1ndi

1t
ndi

]

= diag
1≤i≤md

[
W di1ndi

1t
ndi
− γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

1ndi
1t

ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi
1ndi

1t
ndi

]

= diag
1≤i≤md

[
(1− γdi)wndi

1t
ndi

]− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]
,
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s6,p ,
D∑

d=1

tr
{
Σ−1

d Jndi

}
=

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)wdi· − δd

md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
]

.

tr{s7,pQ
(p)} , tr

{
D∑

d=1

(
Xt

dΣ
−1
d Jndi

Σ−1
d Xd

)
Q(p)

}

=
D∑

d=1

tr
{

colt
1≤i≤md

[
Xt

di

]

·
[

diag
1≤i≤md

(
(1− γdi)wndi

1t
ndi

)− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]]

·
[

diag
1≤i≤md

[
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

]
− δd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]]

· col
1≤i≤md

[Xdi]Q(p)

}

=
D∑

d=1

tr
{

colt
1≤i≤md

[
Xt

di

] [
col

1≤i≤md

[
(1− γdi)2wndi

wt
ndi

Xdi

]

− δd col
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wndi

]
(

md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2
)

col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]

(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
Q(p)

}

= tr

{
D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)2Xt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
Q(p)

}
.

s8,p ,
D∑

d=1

(
yt

dΣ
−1
d Jndi

Σ−1
d yd

)
=

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
yt

di

]

·
[

diag
1≤i≤md

[
(1− γdi)wndi

1t
ndi

]− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]]

·
[

diag
1≤i≤md

[
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

]
− δd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]]

· col
1≤i≤md

[ydi]
}

,
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y después de algunos cálculos se obtiene

s8,p =
D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)2yt
diwndi

wt
ndi

ydi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·yt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ydi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

ydi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ydi

)]
.

s9,p ,
D∑

d=1

(
yt

dΣ
−1
d Jndi

Σ−1
d Xd

)
=

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
yt

di

]

·
[

diag
1≤i≤md

[
(1− γdi)wndi

1t
ndi

]− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]]

·
[

diag
1≤i≤md

[
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

]
− δd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]]

· col
1≤i≤md

[Xdi]
}

=
D∑

d=1

{
md∑

i=1

(1− γdi)2yt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·yt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)}
.

s10,p ,
D∑

d=1

(
Xt

dΣ
−1
d Jndi

Σ−1
d Xd

)

=
D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)2Xt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
.
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s11,p ,
D∑

d=1

(
yt

dΣ
−1
d yd

)
=

{
colt

1≤i≤md

[
yt

di

] [
diag

1≤i≤md

(
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]]
col

1≤i≤md

[ydi]
}

= colt
1≤i≤md

[
yt

di

]{
col

1≤i≤md

[
W diydi −

γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

ydi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]

(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

ydi

)}

=
D∑

d=1




md∑

i=1

yt
diW diydi −

md∑

i=1

γdi

wdi·
yt

diwndi
wt

ndi
ydi − δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)yt
diwndi

)2

 .

1
ϕ2

1

f1,p ,
D∑

d=1

(
1t

nd
Σ−1

d 1nd
1t

nd
Σ−1

d 1nd

)
=

D∑

d=1


 δ2

d

ϕ2
1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

 .

1
ϕ3

1

f2,p ,
D∑

d=1

(
Xt

dΣ
−1
d 1nd

1t
nd

Σ−1
d 1nd

1t
nd

Σ−1
d Xd

)

=
D∑

d=1

[
δ3
d

ϕ3
1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

) (
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
.

1
ϕ2

1

f3,p ,
D∑

d=1

(
Xt

dΣ
−1
d 1nd

1t
nd

Σ−1
d Xd

)

=
1
ϕ2

1

D∑

d=1

[
δ2
d

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
.

1
ϕ2

1

f4,p ,
D∑

d=1

(
1t

nd
Σ−1

d Jndi
Σ−1

d 1nd

)
=

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
1t

ndi

]

·
[

diag
1≤i≤md

(
(1− γdi)wndi

1t
ndi

)
− δd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]]

·
[

diag
1≤i≤md

(
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

)
− δd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]]

· col
1≤i≤md

[1ndi
]
}

=
D∑

d=1

[
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
− 2δd

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

 =

D∑

d=1

[
δ2
d

ϕ2
1

md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
]

.
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1
ϕ2

1

f5,p ,
D∑

d=1

(
Xt

dΣ
−1
d 1nd

1t
nd

Σ−1
d Jndi

Σ−1
d Xd

)

=
D∑

d=1

{
δd

ϕ1

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)
colt

1≤i≤md

[
1t

ndi

]

·
[

diag
1≤i≤md

(
(1− γdi)2wndi

wt
ndi

)
− δd col

1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wndi

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
1− γdi)2wdi·wt

ndi

]

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)

col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
]}

=
D∑

d=1

{
δd

ϕ1

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)[
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
) (

md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
) (

md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·wt
ndi

Xdi

)]}

=
D∑

d=1

{
δ2
d

ϕ2
1

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)[
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]}
.

f6,p ,
D∑

d=1

(
Xt

dΣ
−1
d Jndi

Σ−1
d Xd

)

=
D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)2Xt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2
) (

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]
.
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f7,p ,
D∑

d=1

tr
{
Σ−1

d Jndi
Σ−1

d Jndi

}

= tr

{
D∑

d=1

[
diag

1≤i≤md

(
(1− γdi)wndi

1t
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi1t

ndi

]]

·
[

diag
1≤i≤md

(
(1− γdi)wndi

1t
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi1t

ndi

]]}

=
D∑

d=1




md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
− 2δd

md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)3
+ δ2

d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)2


 .

f8,p ,
D∑

d=1

(
Xt

dΣ
−1
d Jndi

Σ−1
d Jndi

Σ−1
d Xd

)
=

D∑

d=1

{
colt

1≤i≤md

[
Xt

di

]

·
[

diag
1≤i≤md

(
(1− γdi)wndi

1t
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]]

·
[

diag
1≤i≤md

(
(1− γdi)2wndi

wt
ndi

)

− δd col
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wndi

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)2wdi·wt

ndi

]

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)

col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
]

col
1≤i≤md

[Xdi]

}
,

f8,p1
=

D∑

d=1

[
md∑

i=1

(1− γdi)3wdi·Xt
diwndi

wt
ndi

Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)3w2
di·X

t
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)3w2
di·w

t
ndi

Xdi

)]
,
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f8,p2
=

D∑

d=1

[
δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)3
)(

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)

+ δ2
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)(

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·wt
ndi

Xdi

)

− δ3
d

(
md∑

i=1

(
(1− γdi)wdi·

)2
)2 (

md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)
 .

donde
f8,p = f8,p1

+ f8,p2
,

Xt
dΣ

−1
d Xd = colt

1≤i≤md

[
Xt

di

]{
diag

1≤i≤md

[
W di − γdi

wdi·
wndi

wt
ndi

]

− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]}
col

1≤i≤md

[Xdi] .

=
md∑

i=1

Xt
diW diXdi −

md∑

i=1

γdi

wdi·
Xt

diwndi
wt

ndi
Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)
,

Q(p) =

(
D∑

d=1

Xt
dΣ

−1
d Xd

)−1

=

[
md∑

i=1

Xt
diW diXdi −

md∑

i=1

γdi

wdi·
Xt

diwndi
wt

ndi
Xdi

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)Xt
diwndi

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wt
ndi

Xdi

)]−1



Apéndice B

Cálculos de expresiones en el
caṕıtulo 4

B.1. Introducción

En el presente apéndice se muestran los cálculos intermedios que dan lugar a expresiones
descritas en el caṕıtulo 4, en concreto:

en la sección B.2 se presentan algunas definiciones necesarias para el desarrollo de expre-
siones

en la sección B.3 se presenta el desarrollo de la matriz (∇bt)V s(∇bt)t para el cálculo de
g3,d(θ).

en la sección B.4 se presenta el desarrollo de la matriz (∇bt)V s(∇bt)t para el cálculo de
g3,di(θ).

B.2. Definiciones

Se dan las siguientes definiciones

γdi =
σ2

2

σ2
2 + σ2

0
wdi·

, δd =
σ2

1

σ2
0 + σ2

1

∑md
i=1(1− γdi)wdi·

, ηd , 1
σ2

1

+
1
σ2

0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·,

ξd , 1
Nd

md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)− (1− fd),

λd , ηdδd

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
+

1
σ2

0

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)
,

ρd , −ξdδd

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)
− 1

Nd

md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi),

197
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B.3. Cálculo de derivadas de b en d

Para la estimación de at
dy, donde

at
d =

1
Nd

(
0t

N1
, . . . ,0t

Nd−1
,1t

Nd
,0t

Nd+1
, . . . ,0t

ND

)
,

se verifica que bt = at
r,dZrΣuZt

sV
−1
s = bt

1 + bt
2, donde

bt
1 = σ2

1a
t
r,dZ1,rZ

t
1,sV

−1
s y bt

2 = σ2
2a

t
r,dZ2,rZ

t
2,sV

−1
s .

Por una parte

bt
1 =

1
Nd

(
0t

N1−n1
, . . . ,0t

Nd−1−nd−1
,1t

Nd−nd
,0t

Nd+1−nd+1
, . . . ,0t

ND−nD

)

· diag
1≤d≤D

(
δd1Nd−nd

colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

])
=

(
0t

n1
, . . . ,0t

nd−1
, bt

1d,0
t
nd+1

, . . . ,0t
nD

)
,

donde

bt
1d =

1
Nd

δd1t
Nd−nd

1Nd−nd
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

=
δd(Nd − nd)

Nd
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
= δd(1− fd) colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

Por otra parte

bt
2 =

σ2
2

σ2
0Nd

(
0t

N1−n1
, . . . ,0t

Nd−1−nd−1
,1t

Nd−nd
,0t

Nd+1−nd+1
, . . . ,0t

ND−nD

)

· diag
1≤d≤D

(
diag

1≤i≤md

(
(1− γdi)1Ndi−ndi

wt
ndi

)− δd col
1≤i≤md

[(1− γdi)wdi·1Ndi−ndi
]

· colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

])
=

(
0t

n1
, . . . ,0t

nd−1
, bt

2d,0
t
nd+1

, . . . ,0t
nD

)
,

donde

bt
2d =

σ2
2

σ2
0Nd

[
1t

Nd−nd
diag

1≤i≤md

(
(1− γdi)1Ndi−ndi

wt
ndi

)

− δd1t
Nd−nd

col
1≤i≤md

[(1− γdi)wdi·1Ndi−ndi
] colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]]

=
σ2

2

σ2
0Nd

[
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)(Ndi − ndi)wt

ndi

]

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)(Ndi − ndi)wdi·

)
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
]

La expresión de bt es

bt = bt
1 + bt

2 =
(
0t

n1
, . . . ,0t

nd−1
, bt

d,0
t
nd+1

, . . . ,0t
nD

)
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donde bt
d = bt

1d + bt
2d; es decir,

bt
d = δd(1− fd) colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
+

σ2
2

σ2
0Nd

[
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)(Ndi − ndi)wt

ndi

]

− δd

(
md∑

i=1

(1− γdi)(Ndi − ndi)wdi·

)
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
]

.

Teniendo en cuenta que σ2
2(1− γdi)wdi· = γdiσ

2
0, se obtiene

bt
d = δd(1− fd) colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
+

1
Nd

(
colt

1≤i≤md

[
γdi

wdi·
(Ndi − ndi)wt

ndi

]

− δd

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
)

=

[
(1− fd)− 1

Nd

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)]
δd colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

+
1

Nd
colt

1≤i≤md

[
γdi(Ndi − ndi)

wdi·
wt

ndi

]
.

La matriz ∇bt tiene la estructura

∇bt =




0t . . . 0t ∂bt
d

∂σ2
0

0t . . . 0t

0t . . . 0t ∂bt
d

∂σ2
1

0t . . . 0t

0t . . . 0t ∂bt
d

∂σ2
2

0t . . . 0t




Algunas derivadas parciales respecto de σ2
0 son

∂γdi

∂σ2
0

= − γ2
di

σ2
2wdi·

= − 1
σ2

0

γdi(1− γdi),
∂(1− γdi)

∂σ2
0

=
γ2

di

σ2
2wdi·

=
1
σ2

0

γdi(1− γdi),

∂δd

∂σ2
0

= − σ2
1(

σ2
0 + σ2

1

∑md
i=1(1− γdi)wdi·

)2

[
1 + σ2

1

md∑

i=1

1
σ2

0

γdi(1− γdi)wdi·

]

= − δd

σ2
0 + σ2

1

∑md
i=1(1− γdi)wdi·

[
1 +

σ2
1

σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

]

= −δ2
d

[
1
σ2

1

+
1
σ2

0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

]
= −δ2

dηd.

El cálculo de la derivada parcial de bt
d con respecto de σ2

0 se descompone en tres partes

∂bt
d

∂σ2
0

= At
d + Bt

d + Ct
d.
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La primera parte es

At
d =

∂

∂σ2
0

{
δd(1− fd) colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]}

= −δ2
dηd(1− fd) colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
+ δd(1− fd) colt

1≤i≤md

[
1
σ2

0

γdi(1− γdi)wt
ndi

]

= δd(1− fd)
{

1
σ2

0

colt
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)wt

ndi

]− δdηd colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]}
.

La segunda parte es

Bt
d =

∂

∂σ2
0

{
1

Nd
colt

1≤i≤md

[
γdi(Ndi − ndi)

wdi·
wt

ndi

]}

= − 1
σ2

0Nd
colt

1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

wdi·
wt

ndi

]

La tercera parte es

Ct
d =

∂

∂σ2
0

{
− δd

Nd

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
}

=
δ2
dηd

Nd

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

+
δd

σ2
0Nd

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

− δd

σ2
0Nd

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
colt

1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)wt

ndi

]
,

o de forma más simplificada

Ct
d =

δd

Nd

{[
ηdδd

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
+

1
σ2

0

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

− 1
σ2

0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
colt

1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)wt

ndi

]
}

=
δd

Nd

[
λd colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]− 1
σ2

0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
colt

1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)wt

ndi

]
]

.

Algunas derivadas parciales respecto de σ2
1 son

∂γdi

∂σ2
1

= 0,
∂(1− γdi)

∂σ2
1

= 0,

∂δd

∂σ2
1

=
σ2

0 + σ2
1

∑md
i=1(1− γdi)wdi· − σ2

1

∑md
i=1(1− γdi)wdi·(

σ2
0 + σ2

1

∑md
i=1(1− γdi)wdi·

)2 =
σ2

0(
σ2

0 + σ2
1

∑md
i=1(1− γdi)wdi·

)2

=
σ2

0

σ4
1

δ2
d.
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Dado que
∂

∂σ2
1

{
1

Nd
colt

1≤i≤md

[
γdi(Ndi − ndi)

wdi·
wt

ndi

]}
= 0,

el cálculo de la derivada parcial de bt
d con respecto de σ2

1 se descompone en dos partes

∂bt
d

∂σ2
1

= Dt
d + Et

d.

La primera parte es

Dt
d =

∂

∂σ2
1

{
δd(1− fd) colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]}
=

σ2
0δ

2
d(1− fd)

σ4
1

colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
.

La segunda parte es

Et
d =

∂

∂σ2
1

{
− δd

Nd

[
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
}

= − σ2
0δ

2
d

σ4
1Nd

[
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

]
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
.

Algunas derivadas parciales respecto de σ2
2 son

∂γdi

∂σ2
2

=
σ2

2 + σ2
0

wdi·
− σ2

2(
σ2

2 + σ2
0

wdi·

)2 =
σ2
0

wdi·(
σ2

2 + σ2
0

wdi·

)2 =
1− γdi

σ2
2 + σ2

0
wdi·

=
γdi(1− γdi)

σ2
2

,

∂(1− γdi)
∂σ2

2

= −γdi(1− γdi)
σ2

2

,

∂δd

∂σ2
2

= −
σ2

1

[
−σ2

1

σ2
2

∑md
i=1 γdi(1− γdi)wdi·

]

(
σ2

0 + σ2
1

∑md
i=1(1− γdi)wdi·

)2 =
δ2
d

σ2
2

md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·.

El cálculo de la derivada parcial de bt
d con respecto de σ2

2 se descompone en tres partes

∂bt
d

∂σ2
2

= F t
d + Gt

d + Ht
d.

La primera parte es

F t
d =

∂

∂σ2
2

{
δd(1− fd) colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]}

=
δ2
d

σ2
2

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)
(1− fd) colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

− δd(1− fd) colt
1≤i≤md

[
1
σ2

2

γdi(1− γdi)wt
ndi

]
,
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o de forma más simplificada

F t
d =

δ2
d(1− fd)

σ2
2

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

− δd(1− fd)
σ2

2

colt
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)wt

ndi

]
.

La segunda parte es

Gt
d =

∂

∂σ2
2

{
1

Nd
colt

1≤i≤md

[
γdi

wdi·
(Ndi − ndi)wt

ndi

]}
=

1
σ2

2Nd
colt

1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

wdi·
wt

ndi

]
.

La tercera parte es

Ht
d =

∂

∂σ2
2

{
− δd

Nd

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
}

= − δ2
d

σ2
2Nd

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

− δd

σ2
2Nd

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)
colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]

+
δd

σ2
2Nd

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
colt

1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)wt

ndi

]
.

La matriz de covarianzas de ys es

V s = diag
1≤d≤D

(V d,s) = diag
1≤d≤D

(
σ2

11nd
1t

nd
+ σ2

2 diag
1≤i≤md

(
1ndi

1t
ndi

)
+ σ2

0W
−1
d

)
,

con lo cual

(∇bt)V s(∇bt)t =

(
∂bt

d

σ2
i

V d,s
∂bd

σ2
j

)

i,j=0,1,2

,

donde
∂bt

d

∂σ2
0

= At
d + Bt

d + Ct
d,

∂bt
d

∂σ2
1

= Dt
d + Et

d,
∂bt

d

∂σ2
2

= F t
d + Gt

d + Ht
d.

La forma cuadrática que ocupa la celda (i = 0, j = 0) de la matriz (∇bt)V s(∇bt)t es

q00 =
∂bt

d

σ2
0

V d,s
∂bd

σ2
0

= (At
d + Bt

d + Ct
d)V d,s(Ad + Bd + Cd)

= At
dV d,sAd + Bt

dV d,sBd + Ct
dV d,sCd + 2At

dV d,sBd + 2At
dV d,sCd + 2Bt

dV d,sCd.

= saa
00 + sbb

00 + scc
00 + sab

00 + sac
00 + sbc

00.
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Los vectores At
dV d,s, Bt

dV d,s y Ct
dV d,s se calculan de la siguiente forma.

At
dV d,s = δd(1− fd)

{
1
σ2

0

colt
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)wt

ndi

]− δdηd colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]}

·
(

σ2
11nd

1t
nd

+ σ2
2 diag
1≤i≤md

(
1ndi

1t
ndi

)
+ σ2

0W
−1
d

)
,

por tanto

At
dV d,s = δd(1− fd)

{
σ2

1

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)
1t

nd
+

σ2
2

σ2
0

colt
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)wdi·1t

ndi

]

+ colt
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)1t

ndi

]− δdηd

[
σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)
1t

nd

+ σ2
2 colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]
+ σ2

0 colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)1t

ndi

]]}
,

Bt
dV d,s = − 1

σ2
0Nd

colt
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

wdi·
wt

ndi

]

·
(

σ2
11nd

1t
nd

+ σ2
2 diag
1≤i≤md

(
1ndi

1t
ndi

)
+ σ2

0W
−1
d

)

= − 1
σ2

0Nd

{
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)
1t

nd

+ σ2
2 colt
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)1t

ndi

]
+ σ2

0 colt
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

wdi·
1t

ndi

]}
,

Ct
dV d,s =

δd

Nd

[
λd colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]− 1
σ2

0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
colt

1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)wt

ndi

]
]

·
[
σ2

11nd
1t

nd
+ σ2

2 diag
1≤i≤md

(
1ndi

1t
ndi

)
+ σ2

0W
−1
d

]

=
δd

Nd

{
σ2

1λd

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)
1t

nd
+ σ2

2λd colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]

+ σ2
0λd colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)1t

ndi

]− σ2
1

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

) (
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)
1t

nd

− σ2
2

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
colt

1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)wdi·1t

ndi

]

−
(

md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
colt

1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)1t

ndi

]
,
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o equivalentemente

Ct
dV d,s =

δd

Nd

{
λd

[
σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)
1t

nd
+ σ2

2 colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]

+ σ2
0 colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)1t

ndi

]]−
(

md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)[
σ2

1

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)
1t

nd

+
σ2

2

σ2
0

colt
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)wdi·1t

ndi

]
+ colt

1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)1t

ndi

]]}
.

El sumando saa
00 = At

dV d,sAd de q00 es

saa
00 = At

dV d,sδd(1− fd)
[

1
σ2

0

col
1≤i≤md

[γdi(1− γdi)wndi
]− δdηd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]
]

.

Realizando cálculos se obtiene

saa
00 = δ2

d(1− fd)2





1
σ4

0


σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)wdi·]
2

+ σ2
0

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]
2 wdi·

]
− 2δdηd

σ2
0

[
σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

) (
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)

+ σ2
2

md∑

i=1

γdi [(1− γdi)wdi·]
2 + σ2

0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

]

+ δ2
dη

2
d


σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]
2 + σ2

0

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·






 .

El sumando sab
00 = 2At

dV d,sBd de q00 es

sab
00 = −2At

dV d,s
1

σ2
0Nd

col
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

wdi·
wndi

]

= −2
δd(1− fd)

σ2
0Nd

{
1
σ2

0

[
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

) (
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)

+ σ2
2

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2(Ndi − ndi)wdi· + σ2
0

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2(Ndi − ndi)

]

− δdηd

[
σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)

+ σ2
2

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)wdi· + σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)

]}
.
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El sumando sac
00 = 2At

dV d,sCd de q00 es

sac
00 = 2

δd

Nd
At

dV d,s

{
λd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]

− 1
σ2

0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
col

1≤i≤md

[γdi(1− γdi)wndi
]

}

= 2
δ2
d

Nd
(1− fd)

{
σ2

1

σ2
0

λd

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

− σ2
1

σ4
0

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)2 (
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
+

σ2
2

σ2
0

λd

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2

− σ2
2

σ4
0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)(
md∑

i=1

[γdi(1− γdi)wdi·]2
)

+ λd

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

− 1
σ2

0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)(
md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2wdi·

)

− δdηd


σ2

1λd

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

− σ2
1

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

·
(

md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)
+ σ2

2λd

md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]
2 − σ2

2

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)

·
(

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2
)

+ σ2
0λd

(
md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

)

−
(

md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

) (
md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

)]}

= 2
δ2
d

Nd
(1− fd)

{
λd

σ2
0

[
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

+ σ2
2

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

]
− 1

σ4
0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)

·

σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

(
md∑

i=1

[γdi(1− γdi)wdi·]2
)

+ σ2
0

(
md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2wdi·

)


− λdδdηd


σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·




+
δdηd

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)[
σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)

+ σ2
2

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

]}
.
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El sumando sbb
00 = Bt

dV d,sBd de q00 es

sbb
00 = Bt

dV d,s

(
− 1

σ2
0Nd

col
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

wdi·
wndi

])

=
1

σ4
0N

2
d



σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)]2

+ σ2
0

md∑

i=1

1
wdi·

[γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)]2
}

.

El sumando sbc
00 = 2Bt

dV d,sCd de q00 es

sbc
00 = 2Bt

dV d,s
δd

Nd

{
λd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]− 1

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
col

1≤i≤md

[γdi(1− γdi)wndi
]

}
.

Realizando cálculos se obtiene

sbc
00 = − 2δd

σ2
0N

2
d

{
σ2

1λd

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

− σ2
1

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)

+ σ2
2λd

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)wdi· − σ2
2

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)

·
(

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2(Ndi − ndi)wdi·

)
+ σ2

0λd

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)

−
(

md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

) (
md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2(Ndi − ndi)

)}
,

o equivalentemente

sbc
00 =

2δd

σ2
0N

2
d

{
1
σ2

0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)[
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)

+ σ2
2

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2(Ndi − ndi)wdi· + σ2
0

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2(Ndi − ndi)

]

− λd

[
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

+ σ2
2

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)wdi· + σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)

]}
.
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El sumando scc
00 = Ct

dV d,sCd de q00 es

scc
00 = Ct

dV d,s
δd

Nd

{
λd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]− 1

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
col

1≤i≤md

[γdi(1− γdi)wndi
]

}
.

Realizando cálculos se obtiene

scc
00 =

δ2
d

N2
d



λ2

d


σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·




− λd

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)[
σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)

+ σ2
2

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

]

− λd

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)[
σ2

1

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

+
σ2

2

σ2
0

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2 +
md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

]
+

1
σ2

0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)2

·

σ2

1

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)2

+
σ2

2

σ2
0

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)wdi·]2 +
md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2wdi·






 ,

o equivalentemente

scc
00 =

δ2
d

N2
d



λ2

d


σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·




− 2λd

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)[
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

+ σ2
2

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

]
+

1
σ4

0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)2

·

σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2wdi·






 .

La forma cuadrática que ocupa la celda (i = 0, j = 1) de (∇bt)V s(∇bt)t es

q01 =
∂bt

d

σ2
0

V d,s
∂bd

σ2
1

= (At
d + Bt

d + Ct
d)V d,s(Dd + Ed)

= At
dV d,sDd + At

dV d,sEd + Bt
dV d,sDd + Bt

dV d,sEd + Ct
dV d,sDd + Ct

dV d,sEd

= sad
01 + sae

01 + sbd
01 + sbe

01 + scd
01 + sce

01 .
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Obsérvese que

Dd + Ed = −σ2
0δ

2
dξd

σ4
1

col
1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] ,

con lo cual el sumando sa,de
01 = sad

01 + sae
01 = At

dV d,s(Dd + Ed) de q01 es

sa,de
01 = −σ2

0δ
3
dξd(1− fd)

σ4
1

{
σ2

1

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

+
σ2

2

σ2
0

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2 +
md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

− δdηd


σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

]

 ,

o equivalentemente

sa,de
01 = −δ3

dξd(1− fd)
σ4

1

{
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

+ σ2
2

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

− σ2
0δdηd


σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

]

 .

El sumando sb,de
01 = sbd

01 + sbe
01 = Bt

dV d,s(Dd + Ed) de q01 es

sb,de
01 =

δ2
dξd

σ4
1Nd

{
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

+ σ2
2

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)wdi· + σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)

}
.

El sumando sc,de
01 = scd

01 + sce
01 = Ct

dV d,s(Dd + Ed) de q01 es

sc,de
01 = −σ2

0δ
3
dξd

σ4
1Nd



λd


σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·




− 1
σ2

0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)[
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

+ σ2
2

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

]}
.
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La forma cuadrática que ocupa la celda (i = 0, j = 2) de (∇bt)V s(∇bt)t es

q02 =
∂bt

d

σ2
0

V d,s
∂bd

σ2
2

= (At
d + Bt

d + Ct
d)V d,s(F d + Gd + Hd)

= At
dV d,sF d + At

dV d,sGd + At
dV d,sHd + Bt

dV d,sF d + Bt
dV d,sGd + Bt

dV d,sHd

+ Ct
dV d,sF d + Ct

dV d,sGd + Ct
dV d,sHd

= saf
02 + sag

02 + sah
02 + sbf

02 + sbg
02 + sbh

02 + scf
02 + scg

02 + sch
02 .

Se verifica que

F d + Hd =
δ2
d

σ2
2

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)
(1− fd) col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]

− δ2
d

σ2
2Nd

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

) (
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]

− δd

σ2
2Nd

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]

− δd

σ2
2

(1− fd) col
1≤i≤md

[γdi(1− γdi)wndi
]

+
δd

σ2
2Nd

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)
col

1≤i≤md

[γdi(1− γdi)wndi
] ,

o equivalentemente

F d + Hd =
δd

σ2
2

{
ρd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] + ξd col

1≤i≤md

[γdi(1− γdi)wndi
]
}

.

El sumando sa,fh
02 = saf

02 + sah
02 = At

dV d,s(F d + Hd) de q02 es

sa,fh
02 = δd(1− fd)

{
σ2

1

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)
1t

nd
+

σ2
2

σ2
0

colt
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)wdi·1t

ndi

]

+ colt
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)1t

ndi

]− δdηd

[
σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)
1t

nd

+ σ2
2 colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]
+ σ2

0 colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)1t

ndi

]]}

· δd

σ2
2

{
ρd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] + ξd col

1≤i≤md

[γdi(1− γdi)wndi
]
}

,
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sa,fh
02 =

δ2
d(1− fd)

σ2
2

{
ρdσ

2
1

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

+
ξdσ

2
1

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)2

+
ρdσ

2
2

σ2
0

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2 +
ξdσ

2
2

σ2
0

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)wdi·]2

+ ρd

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi· + ξd

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2wdi· − δdηd


σ2

1ρd

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
1ξd

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

) (
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)
+ σ2

2ρd

md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2

+ σ2
2ξd

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0ρd

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi· + σ2
0ξd

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

]}

=
δ2
d(1− fd)

σ2
2

{
ρd

σ2
0

[
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

+ σ2
2

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

]
+

ξd

σ2
0


σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2wdi·

]
− δdρdηd


σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·

]
− δdξdηd

[
σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

·
(

md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)
+ σ2

2

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

]}
.

El sumando sa,g
02 = At

dV dsGd de q02 es

sa,g
02 = At

dV ds
1

σ2
2Nd

col
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

wdi·
wndi

]

=
δd(1− fd)

σ2
2Nd

{
1
σ2

0

[
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

) (
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)

+ σ2
2

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2(Ndi − ndi)wdi· + σ2
0

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2(Ndi − ndi)

]

− δdηd

[
σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)

+ σ2
2

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)wdi· + σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)

]}
.
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El sumando sb,fh
02 = sbf

02 + sbh
02 = Bt

dV d,s(F d + Hd) de q02 es

sb,fh
02 = − 1

σ2
0Nd

{
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)
1t

nd

+ σ2
2 colt
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)1t

ndi

]
+ σ2

0 colt
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

wdi·
1t

ndi

]}

· δd

σ2
2

{
ρd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] + ξd col

1≤i≤md

[γdi(1− γdi)wndi
]
}

,

o equivalentemente

sb,fh
02 = − δd

σ2
0σ

2
2Nd

{
σ2

1ρd

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

+ σ2
1ξd

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)

+ σ2
2ρd

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)wdi· + σ2
2ξd

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2(Ndi − ndi)wdi·

+ σ2
0ρd

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi) + σ2
0ξd

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2(Ndi − ndi)

}

= − δd

σ2
0σ

2
2Nd

{
ρd

[
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

) (
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

+ σ2
2

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)wdi· + σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)

]

+ ξd

[
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

) (
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)

+ σ2
2

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2(Ndi − ndi)wdi· + σ2
0

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2(Ndi − ndi)

]}
,

El sumando sb,g
02 = Bt

dV d,sGd de q02 es

sb,g
02 = Bt

dV d,s
1

σ2
2Nd

col
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

wdi·
wndi

]

= − 1
σ2

0σ
2
2N

2
d



σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)]2

+ σ2
0

md∑

i=1

1
wdi·

[γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)]2
}

.
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El sumando sc,fh
02 = scf

02 + sch
02 = Ct

dV d,s(F d + Hd) de q02 es

sc,fh
02 =

δd

Nd

{
λd

[
σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)
1t

nd
+ σ2

2 colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]

+ σ2
0 colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)1t

ndi

]]−
(

md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)[
σ2

1

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)
1t

nd

+
σ2

2

σ2
0

colt
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)wdi·1t

ndi

]
+ colt

1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)1t

ndi

]]}

· δd

σ2
2

{
ρd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] + ξd col

1≤i≤md

[γdi(1− γdi)wndi
]
}

,

o equivalentemente

sc,fh
02 =

δ2
d

σ2
2Nd



λdρd


σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·




+ λdξd

[
σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)
+ σ2

2

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2

+ σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

]
− ρd

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)

·
[

σ2
1

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)
+

σ2
2

σ2
0

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2

+
md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

]
− ξd

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)

·

σ2

1

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)2

+
σ2

2

σ2
0

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)wdi·]2 +
md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2wdi·








=
δ2
d

σ2
2Nd



λdρd


σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·




+

[
λdξd − ρd

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)][
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)

+ σ2
2

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

]
− ξd

σ2
0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

)

·

σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2wdi·






 .
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El sumando sc,g
02 = Ct

dV d,sGd de q02 es

sc,g
02 = Ct

dV d,s
1

σ2
2Nd

col
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

wdi·
wndi

]

=
δd

σ2
2N

2
d

{
λd

[
σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)

+ σ2
2

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)wdi· + σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)

]

− 1
σ2

0

(
md∑

i=1

γdi(Ndi − ndi)

) [
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)

+ σ2
2

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2(Ndi − ndi)wdi· + σ2
0

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2(Ndi − ndi)

]}
.

La forma cuadrática que ocupa la celda (i = 1, j = 1) de (∇bt)V s(∇bt)t es

q11 = ∂bt
d

σ2
1

V d,s
∂bd

σ2
1

= (Dt
d + Et

d)V d,s(Dd + Ed) = sde,de
11 .

El vector (Dt
d + Et

d)V d,s se calcula de la siguiente forma.

(Dt
d + Et

d)V d,s = −σ2
0δ

2
dξd

σ4
1

colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

] (
σ2

11nd
1t

nd
+ σ2

2 diag
1≤i≤md

(
1ndi

1t
ndi

)
+ σ2

0W
−1
d

)

= −σ2
0δ

2
dξd

σ4
1

[
σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)
1t

nd
+ σ2

2 colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]

+ σ2
0 colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)1t

ndi

]]
,

El sumando sde,de
11 = (Dt

d + Et
d)V d,s(Dd + Ed) de q11 es

sde,de
11 = (Dt

d + Et
d)V d,s

(
−σ2

0δ
2
dξd

σ4
1

)
col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
]

=
(

σ2
0

σ4
1

δ2
dξd

)2

σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·


 .

La forma cuadrática que ocupa la celda (i = 1, j = 2) de (∇bt)V s(∇bt)t es

q12 =
∂bt

d

σ2
1

V d,s
∂bd

σ2
2

= (Dt
d + Et

d)V d,s(F d + Gd + Hd)

= Dt
dV d,sF d + Dt

dV d,sGd + Dt
dV d,sHd + Et

dV d,sF d + Et
dV d,sGd + Et

dV d,sHd

= sdf
12 + sdg

12 + sdh
12 + sef

12 + seg
12 + seh

12 .
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El sumando sde,fh
12 = sdf

12 + sdh
12 + sef

12 + seh
12 = (Dt

d + Et
d)V d,s(F d + Hd) de q12 es

sde,fh
12 = (Dt

d + Et
d)V d,s

δd

σ2
2

{
ρd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] + ξd col

1≤i≤md

[γdi(1− γdi)wndi
]
}

= − σ2
0

σ4
1σ

2
2

δ3
dξd



ρd


σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·




+ ξd

[
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)
+ σ2

2

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2

+ σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

]}
.

El sumando sde,g
12 = sdg

12 + seg
12 = (Dt

d + Et
d)V d,sGd de q12 es

sde,g
12 = (Dt

d + Et
d)V d,s

1
σ2

2Nd
col

1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

wdi·
wndi

]

= − σ2
0

σ4
1σ

2
2Nd

δ2
dξd

{
σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

) (
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)

+ σ2
2

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)wdi· + σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)

}
.

La forma cuadrática que ocupa la celda (i = 2, j = 2) de (∇bt)V s(∇bt)t es

q22 =
∂bt

d

σ2
2

V d,s
∂bd

σ2
2

= (F t
d + Gt

d + Ht
d)V d,s(F d + Gd + Hd)

= F t
dV d,sF d + Gt

dV d,sGd + Ht
dV d,sHd + 2F t

dV d,sGd + 2F t
dV d,sHd + 2Gt

dV d,sHd

= sff
22 + sgg

22 + shh
22 + sfg

22 + sfh
22 + sgh

22 .

Los vectores (F t
d + Ht

d)V d,s, y Gt
dV d,s se calculan de la siguiente forma.

(F t
d + Ht

d)V d,s =
δd

σ2
2

{
ρd colt

1≤i≤md

[
(1− γdi)wt

ndi

]
+ ξd colt

1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)wt

ndi

]}

·
(

σ2
11nd

1t
nd

+ σ2
2 diag
1≤i≤md

(
1ndi

1t
ndi

)
+ σ2

0W
−1
d

)
,
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por tanto

(F t
d + Ht

d)V d,s =
δd

σ2
2

{
ρd

[
σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)
1t

nd
+ σ2

2 colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)wdi·1t

ndi

]

+ σ2
0 colt
1≤i≤md

[
(1− γdi)1t

ndi

]]
+ ξd

[
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)
1t

nd

+ σ2
2 colt
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)wdi·1t

ndi

]
+ σ2

0 colt
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)1t

ndi

]]}
,

Gt
dV d,s =

1
σ2

2Nd
colt

1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

wdi·
wnt

di

]

·
(

σ2
11nd

1t
nd

+ σ2
2 diag
1≤i≤md

(
1ndi

1t
ndi

)
+ σ2

0W
−1
d

)

=
1

σ2
2Nd

{
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)
1t

nd

+ σ2
2 colt
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)1t

ndi

]

+ σ2
0 colt
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

wdi·
1t

ndi

]}
.

El sumando sfh,fh
22 = sff

22 + shh
22 + sfh

22 = (F t
d + Ht

d)V d,s(F d + Hd) de q22 es

sfh,fh
22 = (F t

d + Ht
d)V d,s

δd

σ2
2

{
ρd col

1≤i≤md

[(1− γdi)wndi
] + ξd col

1≤i≤md

[γdi(1− γdi)wndi
]
}

=
δ2
d

σ4
2



ρ2

d


σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

(1− γdi)2wdi·




+ 2ρdξd

[
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)
+ σ2

2

md∑

i=1

γdi[(1− γdi)wdi·]2

+ σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2wdi·

]

+ ξ2
d


σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)wdi·]2 + σ2
0

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2wdi·






 .
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El sumando sfh,g
22 = sfg

22 + sgh
22 = (F t

d + Ht
d)V d,sGd de q22 es

sfh,g
22 = 2(F t

d + Ht
d)V d,s

1
σ2

2Nd
col

1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

wdi·
wndi

]

= 2
δd

σ4
2Nd

{
ρd

[
σ2

1

(
md∑

i=1

(1− γdi)wdi·

)(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)

+ σ2
2

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)wdi· + σ2
0

md∑

i=1

γdi(1− γdi)2(Ndi − ndi)

]

+ ξd

[
σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)wdi·

) (
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)

+ σ2
2

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2(Ndi − ndi)wdi· + σ2
0

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)]2(Ndi − ndi)

]}
.

El sumando sgg
22 = Gt

dV d,sGd de q22 es

sgg
22 = Gt

dV d,s
1

σ2
2Nd

col
1≤i≤md

[
γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

wdi·
wndi

]

=
(

1
σ2

2Nd

)2


σ2

1

(
md∑

i=1

γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)

)2

+ σ2
2

md∑

i=1

[γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)]
2

+ σ2
0

md∑

i=1

1
wdi·

[γdi(1− γdi)(Ndi − ndi)]
2

}
.

B.4. Cálculo de derivadas de b en di

Sea δij = 1 si i = j δij = 0 si i 6= j. Para la estimación de at
diy, donde

at
di =

1
Ndi

(
0t

N1
, . . . ,0t

Nd−1
,0t

Nd1
, . . . ,0t

Nd(i−1)
,1t

Ndi
,0t

Nd(i+1)
, . . . ,0t

Ndmd
,0t

Nd+1
, . . . ,0t

ND

)

=
1

Ndi

(
0t

N1
, . . . ,0t

Nd−1
, colt
1≤j≤md

[
δij1t

Ndj

]
,0t

Nd+1
, . . . ,0t

ND

)
,

se verifica que bt = at
r,diZrΣuZt

sV
−1
s = bt

1 + bt
2, donde

bt
1 = σ2

1a
t
r,diZ1,rZ

t
1,sV

−1
s y bt

2 = σ2
2a

t
r,diZ2,rZ

t
2,sV

−1
s .

Por una parte

bt
1 =

1
Ndi

(
0t

N1−n1
, . . . ,0t

Nd−1−nd−1
, colt
1≤j≤md

[
δij1t

Ndj−ndj

]
,0t

Nd+1−nd+1
, . . . ,0t

ND−nD

)

· diag
1≤d≤D

(
δd1Nd−nd

colt
1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

])

=
(
0t

n1
, . . . ,0t

nd−1
, bt

1di,0
t
nd+1

, . . . ,0t
nD

)
,
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donde bt
1di es el siguiente vector 1× nd

bt
1di =

δd

Ndi
colt

1≤j≤md

[
δij1t

Ndj−ndj

]
1Nd−nd

colt
1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]

=
δd(Ndi − ndi)

Ndi
colt

1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]
= δd(1− fdi) colt

1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]
.

Por otra parte

bt
2 =

σ2
2

σ2
0Ndi

(
0t

N1−n1
, . . . ,0t

Nd−1−nd−1
, colt
1≤j≤md

[
δij1t

Ndj−ndj

]
,0t

Nd+1−nd+1
, . . . ,0t

ND−nD

)

· diag
1≤d≤D

(
diag

1≤j≤md

(
(1− γdj)1Ndj−ndj

wt
ndj

)

− δd col
1≤j≤md

[
(1− γdj)wdj·1Ndj−ndj

]
colt

1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

])

=
(
0t

n1
, . . . ,0t

nd−1
, bt

2di,0
t
nd+1

, . . . ,0t
nD

)
,

donde bt
2di es el siguiente vector 1× nd

bt
2di =

σ2
2

σ2
0Ndi

{
colt

1≤j≤md

[
δij1t

Ndj−ndj

]
diag

1≤d≤D

(
(1− γdj)1Ndj−ndj

wt
ndj

)

− δd colt
1≤j≤md

[
δij1t

Ndj−ndj

]
col

1≤j≤md

[
(1− γdj)wdj·1Ndj−ndj

]
colt

1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]}

=
σ2

2

σ2
0Ndi

{
colt

1≤j≤md

[
δij(1− γdj)(Ndj − ndj)wt

ndj

]

− δd(1− γdi)(Ndi − ndi)wdi· colt
1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]}
.

La expresión de bt es

bt = bt
1 + bt

2 =
(
0t

n1
, . . . ,0t

nd−1
, bt

di,0
t
nd+1

, . . . ,0t
nD

)
,

donde bt
di = bt

1di + bt
2di; es decir,

bt
di = δd(1− fdi) colt

1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]
+

σ2
2

σ2
0Ndi

{
colt

1≤j≤md

[
δij(1− γdj)(Ndj − ndj)wt

ndj

]

− δd(1− γdi)(Ndi − ndi)wdi· colt
1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]}
.

Teniendo en cuenta que σ2
2(1− γdi)wdi· = γdiσ

2
0, se obtiene

bt
di =

γdi(1− fdi)
wdi·

colt
1≤j≤md

[
δijw

t
ndj

]
+ δd(1− γdi)(1− fdi) colt

1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]
.
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La matriz ∇bt tiene la estructura

∇bt =




0t
n1

. . . 0t
nd−1

∂bt
di

∂σ2
0

0t
nd+1

. . . 0t
nD

0t
n1

. . . 0t
nd−1

∂bt
di

∂σ2
1

0t
nd+1

. . . 0t
nD

0t
n1

. . . 0t
nd−1

∂bt
di

∂σ2
2

0t
nd+1

. . . 0t
nD




.

Algunas derivadas parciales respecto de σ2
0 son

∂γdi

∂σ2
0

= − 1
σ2

0

γdi(1− γdi) ,
∂(1− γdi)

∂σ2
0

=
1
σ2

0

γdi(1− γdi) ,
∂δd

∂σ2
0

= −δ2
dηd .

El cálculo de la derivada parcial de bt
di con respecto de σ2

0 se descompone en dos partes

∂bt
di

∂σ2
0

= At
d + Bt

d .

La primera parte es

At
d =

∂

∂σ2
0

{
δd(1− γdi)(1− fdi) colt

1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]}

= −δ2
dηd(1− γdi)(1− fdi) colt

1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]

+
δd

σ2
0

(1− fdi)γdi(1− γdi) colt
1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]

+
δd

σ2
0

(1− γdi)(1− fdi) colt
1≤j≤md

[
γdj(1− γdj)wt

ndj

]

= δd(1− γdi)(1− fdi)
{

1
σ2

0

γdi colt
1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]
− δdηd colt

1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]

+
1
σ2

0

colt
1≤j≤md

[
γdj(1− γdj)wt

ndj

]}
.

o equivalentemente

At
d = δd(1− γdi)(1− fdi)

{(
γdi

σ2
0

− δdηd

)
colt

1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]

+ colt
1≤j≤md

[
γdj

σ2
0

(1− γdj)wt
ndj

]}
.

La segunda parte es

Bt
d =

∂

∂σ2
0

{
γdi(1− fdi)

wdi·
colt

1≤j≤md

[
δijw

t
ndj

]}
= − 1

σ2
0

γdi(1− γdi)(1− fdi)
wdi·

colt
1≤j≤md

[
δijw

t
ndj

]
.

Algunas derivadas parciales respecto de σ2
1 son

∂γdi

∂σ2
1

= 0 ,
∂(1− γdi)

∂σ2
1

= 0 ,
∂δd

∂σ2
1

=
σ2

0

σ4
1

δ2
d .
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El cálculo de la derivada parcial de bt
di con respecto de σ2

1 es

∂bt
di

∂σ2
1

= Ct
d ,

ya que

Ct
d =

∂

∂σ2
1

{
δd(1− γdi)(1− fdi) colt

1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]}

=
σ2

0δ
2
d

σ4
1

(1− γdi)(1− fdi) colt
1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]
,

0t
nd

=
∂

∂σ2
1

{
γdi(1− fdi)

wdi·
colt

1≤j≤md

[
δijw

t
ndj

]}
.

Algunas derivadas parciales respecto de σ2
2 son

∂γdi

∂σ2
2

=
(1− γdi)γdi

σ2
2

,
∂(1− γdi)

∂σ2
2

= −(1− γdi)γdi

σ2
2

,
∂δd

∂σ2
2

=
δ2
d

σ2
2

md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj· .

El cálculo de la derivada parcial de bt
di con respecto de σ2

2 se descompone en dos partes

∂bt
di

∂σ2
2

= Dt
d + Et

d .

La primera parte es

Dt
d =

∂

∂σ2
2

{
δd(1− γdi)(1− fdi) colt

1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]}

=
δ2
d

σ2
2




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·


 (1− γdi)(1− fdi) colt

1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]

− δd

σ2
2

(1− fdi)γdi(1− γdi) colt
1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]

− δd

σ2
2

(1− γdi)(1− fdi) colt
1≤j≤md

[
γdj(1− γdj)wt

ndj

]

=
δd

σ2
2

(1− γdi)(1− fdi)






δd




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·


− γdi


 colt

1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]

− colt
1≤j≤md

[
γdj(1− γdj)wt

ndj

]}
.

La segunda parte es

Et
d =

∂

∂σ2
2

{
γdi(1− fdi)

wdi·
colt

1≤j≤md

[
δijw

t
ndj

]}
=

1
σ2

2

γdi(1− γdi)(1− fdi)
wdi·

colt
1≤j≤md

[
δijw

t
ndj

]
.
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La matriz de covarianzas de ys es

V s = diag
1≤d≤D

(V d,s) = diag
1≤d≤D

(
σ2

11nd
1t

nd
+ σ2

2 diag
1≤j≤md

(
1ndj

1t
ndj

)
+ σ2

0W
−1
d

)
,

con lo cual

(∇bt)V s(∇bt)t =

(
∂bt

di

σ2
i

V d,s
∂bdi

σ2
j

)

i,j=0,1,2

,

donde
∂bt

di

∂σ2
0

= At
d + Bt

d ,
∂bt

di

∂σ2
1

= Ct
d ,

∂bt
di

∂σ2
2

= Dt
d + Et

d .

La forma cuadrática que ocupa la celda (0, 0) de la matriz (∇bt)V s(∇bt)t es

q00 =
∂bt

di

σ2
0

V d,s
∂bd

σ2
0

= (At
d + Bt

d)V d,s(Ad + Bd) = At
dV d,sAd + Bt

dV d,sBd + 2At
dV d,sBd

= saa
00 + sbb

00 + sab
00 .

Los vectores At
dV d,s y Bt

dV d,s se calculan de la siguiente forma.

At
dV d,s = δd(1− γdi)(1− fdi)

{(
γdi

σ2
0

− δdηd

)
colt

1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]

+
1
σ2

0

colt
1≤j≤md

[
γdj(1− γdj)wt

ndj

]}{
σ2

11nd
1t

nd
+ σ2

2 diag
1≤j≤md

(
1ndj

1t
ndj

)
+ σ2

0W
−1
d

}

= δd(1− γdi)(1− fdi)





(
γdi

σ2
0

− δdηd

)
σ2

1




md∑

j=1

(1− γdj)wdj·


1t

nd

+ σ2
2 colt
1≤j≤md

[
(1− γdj)wdj·1t

ndj

]
+ σ2

0 colt
1≤j≤md

[
(1− γdj)1t

ndj

]]

+
1
σ2

0


σ2

1




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·


1t

nd
+ σ2

2 colt
1≤j≤md

[
γdj(1− γdj)wdj·1t

ndj

]

+ σ2
0 colt
1≤j≤md

[
γdj(1− γdj)1t

ndj

]]}
,

Bt
dV d,s = −γdi(1− γdi)(1− fdi)

σ2
0wdi·

colt
1≤j≤md

[
δijw

t
ndj

]{
σ2

11nd
1t

nd
+ σ2

2 diag
1≤j≤md

(
1ndj

1t
ndj

)
+ σ2

0W
−1
d

}

= −γdi(1− γdi)(1− fdi)
σ2

0

{
σ2

11
t
nd

+ σ2
2 colt
1≤j≤md

[
δij1t

ndj

]
+

σ2
0

wdi·
colt

1≤j≤md

[
δij1t

ndj

]}
.

El sumando saa
00 = At

dV d,sAd de q00 es

saa
00 = δd(1− γdi)(1− fdi)At

dV d,s

·
{(

γdi

σ2
0

− δdηd

)
col

1≤j≤md

[
(1− γdj)wndj

]
+ col

1≤j≤md

[
γdj

σ2
0

(1− γdj)wndj

]}
,
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realizando cálculos se obtiene

saa
00 = [δd(1− γdi)(1− fdi)]

2





(
γdi

σ2
0

− δdηd

)2

σ2

1




md∑

j=1

(1− γdj)wdj·




2

+ σ2
2

md∑

j=1

[(1− γdj)wdj·]2

+ σ2
0

md∑

j=1

(1− γdj)2wdj·


 +

2
σ2

0

(
γdi

σ2
0

− δdηd

)
σ2

1




md∑

j=1

(1− γdj)wdj·







md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·




+ σ2
2

md∑

j=1

γdj [(1− γdj)wdj·]2 + σ2
0

md∑

j=1

γdj(1− γdj)2wdj·


 +

1
σ4

0


σ2

1




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·




2

+ σ2
2

md∑

j=1

[γdj [(1− γdj)wdj·]2 + σ2
0

md∑

j=1

[γdj(1− γdj)]2wdj·






 .

El sumando sab
00 = 2At

dV d,sBd de q00 es

sab
00 = −2At

dV d,s
1
σ2

0

γdi(1− γdi)(1− fdi)
wdi·

col
1≤j≤md

[
δijwndj

]
,

realizando cálculos se obtiene

sab
00 = −2

δd

σ2
0

(1− γdi)(1− fdi)





(
γdi

σ2
0

− δdηd

)
σ2

1γdi(1− γdi)(1− fdi)




md∑

j=1

(1− γdj)wdj·




+ σ2
2γdi(1− γdi)2(1− fdi)wdi· + σ2

0γdi(1− γdi)2(1− fdi)
]

+
1
σ2

0


σ2

1γdi(1− γdi)(1− fdi)




md∑

j=1

γdi(1− γdj)wdj·




+ σ2
2[γdi(1− γdi)]2(1− fdi)wdi· + σ2

0[γdi(1− γdi)]2(1− fdi)
]}

= −2
δdγdi

σ2
0

[(1− γdi)(1− fdi)]2





(
γdi

σ2
0

− δdηd

)
σ2

1

md∑

j=1

(1− γdj)wdj· + σ2
2(1− γdi)wdi·

+ σ2
0(1− γdi)

]
+

1
σ2

0


σ2

1

md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj· + σ2
2γdi(1− γdi)wdi· + σ2

0γdi(1− γdi)






 .

El sumando sbb
00 = Bt

dV d,sBd de q00 es

sbb
00 = −Bt

dV d,s
1
σ2

0

γdi(1− γdi)(1− fdi)
wdi·

col
1≤j≤md

[
δijwndj

]
,

realizando cálculos se obtiene

sbb
00 =

1
σ4

0

{
σ2

1 [γdi(1− γdi)(1− fdi)]
2 + σ2

2 [γdi(1− γdi)(1− fdi)]
2 + σ2

0

[γdi(1− γdi)(1− fdi)]
2

wdi·

}

=
(

γdi(1− γdi)(1− fdi)
σ2

0

)2 [
σ2

1 + σ2
2 +

σ2
0

wdi·

]
.
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La forma cuadrática que ocupa la celda (0, 1) de (∇bt)V s(∇bt)t es

q01 =
∂bt

di

σ2
0

V d,s
∂bdi

σ2
1

= (At
d + Bt

d)V d,sCd = At
dV d,sCd + Bt

dV d,sCd = sac
01 + sbc

01 .

El sumando sac
01 = At

dV d,sCd de q01 es

sac
01 = At

dV d,s
σ2

0δ
2
d

σ4
1

(1− γdi)(1− fdi) col
1≤j≤md

[
(1− γdj)wndj

]
.

Realizando cálculos se obtiene

sac
01 =

σ2
0δ

3
d

σ4
1

[(1− γdi)(1− fdi)]
2





(
γdi

σ2
0

− δdηd

) 
σ2

1




md∑

j=1

(1− γdj)wdj·




2

+ σ2
2

md∑

j=1

[(1− γdj)wdj·]2 + σ2
0

md∑

j=1

(1− γdj)2wdj·




+
1
σ2

0


σ2

1




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·







md∑

j=1

(1− γdj)wdj·




+ σ2
2

md∑

j=1

γdj [(1− γdj)wdj·]2 + σ2
0

md∑

j=1

γdj(1− γdj)2wdj·






 .

El sumando sbc
01 = Bt

dV d,sCd de q01 es

sac
01 = Bt

dV d,s
σ2

0δ
2
d

σ4
1

(1− γdi)(1− fdi) col
1≤j≤md

[
(1− γdj)wndj

]
.

Realizando cálculos se obtiene

sbc
01 = −

(
δd

σ2
1

)2

(1− γdi)(1− fdi)



σ2

1γdi(1− γdi)(1− fdi)




md∑

j=1

(1− γdj)wdj·




+ σ2
2γdi(1− γdi)2(1− fdi)wdi· + σ2

0γdi(1− γdi)2(1− fdi)

}

= −γdi

(
δd

σ2
1

(1− γdi)(1− fdi)
)2



σ2

1

md∑

j=1

(1− γdj)wdj· + σ2
2(1− γdi)wdi· + σ2

0(1− γdi)



 .

La forma cuadrática que ocupa la celda (i = 0, j = 2) de (∇bt)V s(∇bt)t es

q02 =
∂bt

di

σ2
0

V d,s
∂bdi

σ2
2

= (At
d + Bt

d)V d,s(Dd + Ed)

= At
dV d,sDd + At

dV d,sEd + Bt
dV d,sDd + Bt

dV d,sEd = sad
02 + sae

02 + sbd
02 + sbe

02 .
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El sumando sad
02 = At

dV d,sDd de q02 es

sad
02 = At

dV d,s
δd

σ2
2

(1− γdi)(1− fdi)






δd




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·


− γdi


 col

1≤j≤md

[
(1− γdj)wndj

]

− col
1≤j≤md

[
γdj(1− γdj)wndj

]
}

=
δ2
d

σ2
2

(1− fdi)2(1− γdi)2





(
γdi

σ2
0

− δdηd

)
δd




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·


− γdi




·

σ2

1




md∑

j=1

(1− γdj)wdj·




2

+ σ2
2

md∑

j=1

[(1− γdj)wdj·]2 + σ2
0

md∑

j=1

(1− γdj)2wdj·




−
(

γdi

σ2
0

− δdηd

) 
σ2

1




md∑

j=1

(1− γdj)wdj·







md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·




+ σ2
2

md∑

j=1

γdj [(1− γdj)wdj·]2 + σ2
0

md∑

j=1

γdj(1− γdj)2wdj·




+
1
σ2

0


δd




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·


− γdi





σ2

1




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·







md∑

j=1

(1− γdj)wdj·




+ σ2
2

md∑

j=1

γdj [(1− γdj)wdj·]2 + σ2
0

md∑

j=1

γdj(1− γdj)2wdj·




− 1
σ2

0


σ2

1




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·




2

+ σ2
2

md∑

j=1

[γdj(1− γdj)wdj·]2 + σ2
0

md∑

j=1

[γdj(1− γdj)]2wdj·








=
δ2
d

σ2
2

[(1− γdi)(1− fdi)]
2





(
γdi

σ2
0

− δdηd

) 
δd




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·


− γdi




·

σ2

1




md∑

j=1

(1− γdj)wdj·




2

+ σ2
2

md∑

j=1

[(1− γdj)wdj·]2 + σ2
0

md∑

j=1

(1− γdj)2wdj·




+


 δd

σ2
1

+
2
σ2

0


δd

(
md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·

)
− γdi








σ2

1




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·




·



md∑

j=1

(1− γdj)wdj·


 + σ2

2

md∑

j=1

γdj [(1− γdj)wdj·]2 + σ2
0

md∑

j=1

γdj(1− γdj)2wdj·




− 1
σ2

0


σ2

1




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·




2

+ σ2
2

md∑

j=1

[γdj(1− γdj)wdj·]2 + σ2
0

md∑

j=1

[γdj(1− γdj)]2wdj·






 .
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El sumando sae
02 = At

dV d,sEd de q02 es

sae
02 = At

dV d,s
1
σ2

2

γdi(1− γdi)(1− fdi)
wdi·

col
1≤j≤md

[
δijwndj

]
.

Realizando cálculos se obtiene

sae
02 =

δdγdi

σ2
2

(1− γdi)(1− fdi)





(
γdi

σ2
0

− δdηd

) 
σ2

1(1− γdi)(1− fdi)
md∑

j=1

(1− γdj)wdj·

+ σ2
2(1− γdi)2(1− fdi)wdi· + σ2

0(1− γdi)2(1− fdi)

]

+
1
σ2

0


σ2

1(1− γdi)(1− fdi)
md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj· + σ2
2γdi(1− γdi)2(1− fdi)wdi·

+ σ2
0(1− γdi)2(1− fdi)

]}
,

o equivalentemente

sae
02 =

δdγdi

σ2
2

[(1− γdi)(1− fdi)]
2





(
γdi

σ2
0

− δdηd

)[
σ2

1

md∑

j=1

(1− γdj)wdj· + σ2
2(1− γdi)wdi·

+ σ2
0(1− γdi)

]
+

1
σ2

0


σ2

1

md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj· + σ2
2γdi(1− γdi)wdi· + σ2

0γdi(1− γdi)






 .

El sumando sbd
02 = Bt

dV d,sDd de q02 es

sbd
02 = Bt

dV d,s
δd

σ2
2

(1− γdi)(1− fdi)






δd




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·


− γdi


 col

1≤j≤md

[
(1− γdj)wndj

]

− col
1≤j≤md

[
γdj(1− γdj)wndj

]}
.

Realizando cálculos se obtiene

sbd
02 = −δdγdi

σ2
0σ

2
2

(1− γdi)(1− fdi)






δd




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·


− γdi




·

σ2

1(1− γdi)(1− fdi)
md∑

j=1

(1− γdj)wdj· + σ2
2(1− γdi)2(1− fdi)wdi· + σ2

0(1− γdi)2(1− fdi)




−
[
σ2

1(1− γdi)(1− fdi)
md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj· + σ2
2γdi(1− γdi)2(1− fdi)wdi·

+ σ2
0γdi(1− γdi)2(1− fdi)

]}
,
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o equivalentemente

sbd
02 = −δdγdi

σ2
0σ

2
2

[(1− γdi)(1− fdi)]
2






δd




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·


− γdi




·

σ2

1

md∑

j=1

(1− γdj)wdj· + σ2
2(1− γdi)wdi· + σ2

0(1− γdi)




−

σ2

1

md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj· + σ2
2γdi(1− γdi)wdi· + σ2

0γdi(1− γdi)






 .

El sumando sbe
02 = Bt

dV d,sEd de q02 es

sbe
02 = Bt

dV d,s
1
σ2

2

γdi(1− γdi)(1− fdi)
wdi·

col
1≤j≤md

[
δijwndj

]
.

Realizando cálculos se obtiene

sbe
02 = − 1

σ2
0σ

2
2

{
σ2

1 [γdi(1− γdi)(1− fdi)]
2 + σ2

2 [γdi(1− γdi)(1− fdi)]
2

+ σ2
0

[γdi(1− γdi)(1− fdi)]
2

wdi·

}
= − 1

σ2
0σ

2
2

[γdi(1− γdi)(1− fdi)]
2

[
σ2

1 + σ2
2 +

σ2
0

wdi·

]
.

La forma cuadrática que ocupa la celda (1, 1) de (∇bt)V s(∇bt)t es

q11 =
∂bt

di

σ2
1

V d,s
∂bdi

σ2
1

= Ct
dV d,sCd = scc

11 .

Se verifica que

Ct
dV d,s =

σ2
0δ

2
d

σ4
1

(1− γdi)(1− fdi) colt
1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]{
σ2

11nd
1t

nd
+ σ2

2 diag
1≤j≤md

(
1ndj

1t
ndj

)

+ σ2
0W

−1
d

}
=

σ2
0δ

2
d

σ4
1

(1− γdi)(1− fdi)

{
σ2

1

(
md∑

j=1

(1− γdj)wdj·

)
1t

nd

+ σ2
2 colt
1≤j≤md

[
(1− γdj)wdj·1t

ndj

]
+ σ2

0 colt
1≤j≤md

[
(1− γdj)1t

ndj

]}
.

El único sumando scc
11 de q11 es

scc
11 = Ct

dV d,s
σ2

0δ
2
d

σ4
1

(1− γdi)(1− fdi) col
1≤j≤md

[
(1− γdj)wndj

]
=

[
σ2

0δ
2
d

σ4
1

(1− γdi)(1− fdi)
]2

·


σ2

1




md∑

j=1

(1− γdj)wdj·




2

+ σ2
2

md∑

j=1

[(1− γdj)wdj·]2 + σ2
0

md∑

j=1

(1− γdj)2wdj·



 .
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La forma cuadrática que ocupa la celda (1, 2) de (∇bt)V s(∇bt)t es

q12 =
∂bt

di

σ2
1

V d,s
∂bdi

σ2
2

= Ct
dV d,s(Dd + Ed) = Ct

dV d,sDd + Ct
dV d,sEd = scd

12 + sce
12 .

El sumando scd
12 = Ct

dV d,sDd de q12 es

scd
12 = Ct

dV d,s
δd

σ2
2

(1− γdi)(1− fdi)






δd




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·


− γdi


 col

1≤j≤md

[
(1− γdj)wndj

]

− col
1≤j≤md

[
γdj(1− γdj)wndj

]}
,

o equivalentemente

scd
12 =

σ2
0δ

3
d

σ4
1σ

2
2

[(1− fdi)(1− γdi)]
2






δd




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·


− γdi




·

σ2

1




md∑

j=1

(1− γdj)wdj·




2

+ σ2
2

md∑

j=1

[(1− γdj)wdj·]2 + σ2
0

md∑

j=1

(1− γdj)2wdj·




−

σ2

1




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·







md∑

j=1

(1− γdj)wdj·


 + σ2

2

md∑

j=1

γdj [(1− γdj)wdj·]2

+ σ2
0

md∑

j=1

γdj(1− γdj)2wdj·






 .

El sumando sce
12 = Ct

dV d,sEd de q12 es

sce
12 = Ct

dV d,s
1
σ2

2

γdi(1− γdi)(1− fdi)
wdi·

col
1≤j≤md

[
δijwndj

]

=
σ2

0δ
2
dγdi

σ4
1σ

2
2

(1− fdi)2(1− γdi)2



σ2

1

md∑

j=1

(1− γdj)wdj· + σ2
2(1− γdi)wdi· + σ2

0(1− γdi)



 .

La forma cuadrática que ocupa la celda (2, 2) de la matriz (∇bt)V s(∇bt)t es

q22 =
∂bt

di

σ2
2

V d,s
∂bd

σ2
2

= (Dt
d + Et

d)V d,s(Dd + Ed) = Dt
dV d,sDd + Et

dV d,sEd + 2Dt
dV d,sEd

= sdd
22 + see

22 + sde
22 .
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Los vectores Dt
dV d,s y Et

dV d,s se calculan de la siguiente forma.

Dt
dV d,s =

δd

σ2
2

(1− γdi)(1− fdi)






δd




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·


− γdi


 colt

1≤j≤md

[
(1− γdj)wt

ndj

]

− colt
1≤j≤md

[
γdj(1− γdj)wt

ndj

]}{
σ2

11nd
1t

nd
+ σ2

2 diag
1≤j≤md

(
1ndj

1t
ndj

)
+ σ2

0W
−1
d

}

=
δd

σ2
2

(1− γdi)(1− fdi)






δd




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·


− γdi




·

σ2

1




md∑

j=1

(1− γdj)wdj·


1t

nd
+ σ2

2 colt
1≤j≤md

[
(1− γdj)wdj·1t

ndj

]

+ σ2
0 colt
1≤j≤md

[
(1− γdj)1t

ndj

]]

−

σ2

1




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·


1t

nd

+ σ2
2 colt
1≤j≤md

[
γdj(1− γdj)wdj·1t

ndj

]
+ σ2

0 colt
1≤j≤md

[
γdj(1− γdj)1t

ndj

] ]}
.

Et
dV d,s =

1
σ2

2

γdi(1− γdi)(1− fdi)
wdi·

colt
1≤j≤md

[
δijw

t
ndj

]

·
{

σ2
11nd

1t
nd

+ σ2
2 diag
1≤j≤md

(
1ndj

1t
ndj

)
+ σ2

0W
−1
d

}

=
1
σ2

2

γdi(1− γdi)(1− fdi)
{

σ2
11

t
nd

+ σ2
2 colt
1≤j≤md

[
δij1t

ndj

]
+ σ2

0

1
wdi·

colt
1≤j≤md

[
δij1t

ndj

]}
.

El sumando sdd
22 = Dt

dV d,sDd de q22 es

sdd
22 = Dt

dV d,s
δd

σ2
2

(1− γdi)(1− fdi)

{ 
δd




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·


− γdi


 col

1≤j≤md

[
(1− γdj)wndj

]

− col
1≤j≤md

[
γdj(1− γdj)wndj

]
}

,
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o equivalentemente

sdd
22 =

[
δd

σ2
2

(1− fdi)(1− γdi)
]2






δd




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·


− γdi




2

·

σ2

1




md∑

j=1

(1− γdj)wdj·




2

+ σ2
2

md∑

j=1

[(1− γdj)wdj·]2 + σ2
0

md∑

j=1

(1− γdj)2wdj·




− 2


δd




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·


− γdi





σ2

1




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·







md∑

j=1

(1− γdj)wdj·




+ σ2
2

md∑

j=1

γdj [(1− γdj)wdj·]2 + σ2
0

md∑

j=1

γdj(1− γdj)2wdj·




+


σ2

1




md∑

j=1

γdj(1− γdj)wdj·




2

+ σ2
2

md∑

j=1

[γdj(1− γdj)wdj·]2 + σ2
0

md∑

j=1

[γdj(1− γdj)]2wdj·






 .

El sumando sde
22 = 2Dt

dV d,sEd de q22 es

sde
22 = 2Dt

dV d,s
1
σ2

2

γdi(1− γdi)(1− fdi)
wdi·

col
1≤j≤md

[
δijwndj

]
,

o equivalentemente

sde
22 = 2

δdγdi

σ4
2

[(1− fdi)(1− γdi)]
2






δd



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2 +
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0
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}
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Apéndice C

Resultados de los experimentos de
simulación del caṕıtulo 2

C.1. Introducción

En el presente apéndice se presentan tablas con los valores numéricos correspondientes a la
realización de los experimentos de simulación descritos en el apartado 2.7, en concreto:

en la sección C.2 se muestran las tablas de resultados correspondientes al experimento
2.7.2 elaborado en el capitulo 2,

en la sección C.3 se muestran las tablas de resultados correspondientes al experimento
2.7.3 elaborado en el capitulo 2.

El error cuadrático medio emṕırico y el sesgo emṕırico se han multiplicado por 105 para
poder apreciar las magnitudes. La probabilidad de cobertura se ha expresado en %.
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C.2. Tablas numéricas del experimento 1

n 450 600 750 900 1050 1200 1350 1500 2250 3000
nd 15 20 25 30 35 40 45 50 75 100
ndi 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20

H3 β 15 10 7 6 5 4 4 3 2 1
σ2

0 655 416 335 273 242 185 174 146 97 73
σ2

1 15049 13310 15931 13641 14255 13369 13824 14848 12202 13174
σ2

2 11397 9816 10059 9361 9781 9256 9917 9021 8610 9663

ML β 16 10 7 6 5 4 4 3 2 1
σ2

0 666 443 338 265 219 191 165 146 96 72
σ2

1 10779 10527 10556 10357 10320 10091 10101 9913 9907 9958
σ2

2 2988 2722 2408 2231 2187 2030 2056 2033 1912 1817

REML β 16 10 7 6 5 4 4 3 2 1
σ2

0 667 444 339 265 219 192 165 146 96 72
σ2

1 10786 10528 10557 10358 10323 10092 10102 9914 9908 9959
σ2

2 2988 2722 2408 2231 2187 2030 2056 2033 1912 1817

Tabla C.2.1: EMSE (multiplicados por 105) de β̂, σ̂2
0, σ̂2

1 y σ̂2
2 para ` = 0.

n 450 600 750 900 1050 1200 1350 1500 2250 3000
nd 15 20 25 30 35 40 45 50 75 100
ndi 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20

H3 β 31 20 16 13 11 9 9 7 5 3
σ2

0 657 425 331 269 240 184 174 144 97 73
σ2

1 15973 14089 16603 14069 14948 14508 14624 16105 12906 14121
σ2

2 13288 10832 11108 10202 10393 9869 10754 9393 9077 10140

ML β 33 21 16 13 11 9 8 7 5 4
σ2

0 668 442 338 266 218 191 164 145 96 72
σ2

1 11505 11183 11164 10907 10840 10576 10482 10304 10190 10169
σ2

2 4085 3604 3164 2859 2757 2527 2521 2470 2207 2042

REML β 32 21 16 13 11 9 8 7 5 4
σ2

0 764 443 338 266 219 191 165 145 96 72
σ2

1 11506 11184 11166 10910 10844 10578 10484 10306 10192 10171
σ2

2 4056 3604 3163 2859 2757 2527 2521 2469 2207 2042

Tabla C.2.2: EMSE (multiplicados por 105) de β̂, σ̂2
0, σ̂2

1 y σ̂2
2 para ` = 1/2.
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n 450 600 750 900 1050 1200 1350 1500 2250 3000
nd 15 20 25 30 35 40 45 50 75 100
ndi 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20

H3 β 75 49 40 32 27 24 22 18 13 9
σ2

0 653 434 327 267 237 184 175 143 97 73
σ2

1 16818 15053 17566 15058 16253 16444 16121 18074 14740 16527
σ2

2 15031 12131 12410 11367 11283 10915 12029 10261 10045 11062

ML β 78 51 38 31 27 23 21 18 12 9
σ2

0 684 441 337 267 218 191 164 145 96 72
σ2

1 12142 11880 11859 11580 11515 11235 11023 10871 10641 10536
σ2

2 5096 4583 4075 3719 3547 3257 3208 3133 2700 2435

REML β 78 51 38 31 27 23 21 18 12 9
σ2

0 670 442 338 267 218 191 164 145 96 72
σ2

1 12148 11881 11861 11584 11520 11238 11025 10873 10644 10538
σ2

2 5088 4583 4074 3719 3547 3257 3208 3133 2700 2435

Tabla C.2.3: EMSE (multiplicados por 105) de β̂, σ̂2
0, σ̂2

1 y σ̂2
2 para ` = 1.

n 450 600 750 900 1050 1200 1350 1500 2250 3000
nd 15 20 25 30 35 40 45 50 75 100
ndi 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20

H3 β 55 75 -13 5 -15 -6 -7 12 -3 -18
σ2

0 56 89 -5 6 -14 -10 -4 15 -3 -23
σ2

1 34 193 -8 40 60 0 38 57 28 29
σ2

2 93 89 25 22 -8 36 14 47 36 10

ML β 10 -2 17 3 -9 -2 4 2 5 2
σ2

0 -456 -267 -201 -97 -115 -53 -149 -67 -71 -34
σ2

1 -319 -813 -645 -419 -135 -381 -317 -329 -49 -56
σ2

2 24 146 168 136 307 -212 3 188 -68 248

REML β 10 -2 17 3 -9 -2 4 2 5 2
σ2

0 -160 -66 -48 26 -11 36 -70 3 -25 0
σ2

1 112 -441 -320 -131 123 -147 -104 -133 91 53
σ2

2 -75 95 138 115 292 -223 -5 181 -71 246

Tabla C.2.4: Sesgo (multiplicados por 105) de β̂, σ̂2
0, σ̂2

1 y σ̂2
2 para ` = 0.
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n 450 600 750 900 1050 1200 1350 1500 2250 3000
nd 15 20 25 30 35 40 45 50 75 100
ndi 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20

H3 β 54 112 -24 8 -23 -6 0 26 1 -34
σ2

0 58 126 -16 10 -20 -10 2 29 1 -39
σ2

1 31 255 -23 26 42 -2 44 66 30 23
σ2

2 102 131 19 26 -31 46 15 57 46 -5

ML β 10 -8 23 7 -14 -4 5 1 7 4
σ2

0 -454 -255 -202 -101 -122 -57 -150 -67 -71 -33
σ2

1 -302 -784 -681 -413 -183 -412 -442 -333 -57 -129
σ2

2 79 123 203 183 315 -184 53 204 -57 263

REML β 10 -8 23 7 -14 -4 5 1 7 4
σ2

0 -123 -53 -50 21 -19 32 -72 2 -26 1
σ2

1 70 -426 -343 -94 119 -127 -172 -78 143 35
σ2

2 -55 36 147 144 286 -206 35 190 -64 259

Tabla C.2.5: Sesgo (multiplicados por 105) de β̂, σ̂2
0, σ̂2

1 y σ̂2
2 para ` = 1/2.

n 450 600 750 900 1050 1200 1350 1500 2250 3000
nd 15 20 25 30 35 40 45 50 75 100
ndi 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20

H3 β 33 166 -36 16 -30 -3 17 40 14 -60
σ2

0 41 180 -29 19 -28 -7 18 44 14 -65
σ2

1 5 328 -37 24 29 -2 61 76 45 5
σ2

2 83 188 9 29 -50 58 30 66 64 -28

ML β 5 -20 30 15 -23 -9 7 -3 7 9
σ2

0 -440 -252 -199 -106 -132 -57 -147 -69 -70 -32
σ2

1 -345 -750 -684 -365 -194 -409 -503 -319 -39 -198
σ2

2 186 93 233 263 353 -135 92 236 -35 262

REML β 6 -20 30 15 -23 -9 7 -3 7 9
σ2

0 -148 -48 -46 17 -29 32 -70 0 -25 2
σ2

1 13 -418 -366 -58 104 -120 -224 -48 193 3
σ2

2 -18 -30 150 203 307 -172 62 212 -47 255

Tabla C.2.6: Sesgo (multiplicados por 105) de β̂, σ̂2
0, σ̂2

1 y σ̂2
2 para ` = 1.
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C.3. Tablas numéricas del experimento 2

D 22 30 38 45 52 60 68 75 112 150
n 440 600 760 900 1040 1200 1360 1500 2240 3000
nd 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
ndi 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

H3 β 25 10 5 3 2 1 1 1 0 0
σ2

0 600 468 330 306 245 223 206 174 116 85
σ2

1 18698 15143 12960 10677 10054 9362 8765 8035 6690 5999
σ2

2 11768 10783 10085 9301 9056 8401 7818 7797 7298 6993
ML β 25 10 5 3 2 1 1 1 0 0

σ2
0 610 442 350 305 257 224 195 176 120 87

σ2
1 14249 10488 8354 6930 6244 5239 4687 4275 2860 2122

σ2
2 3466 2639 2131 1744 1505 1297 1166 1056 700 525

REML β 25 10 5 3 2 1 1 1 0 0
σ2

0 612 443 350 305 257 224 196 177 120 88
σ2

1 14254 10493 8355 6930 6247 5240 4686 4276 2860 2122
σ2

2 3466 2639 2131 1744 1505 1297 1166 1056 700 525

Tabla C.3.1: EMSE (multiplicados por 105) de β̂, σ̂2
0, σ̂2

1 y σ̂2
2 para ` = 0.

D 22 30 38 45 52 60 68 75 112 150
n 440 600 760 900 1040 1200 1360 1500 2240 3000
nd 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
ndi 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

H3 β 48 20 12 8 5 4 2 2 1 0
σ2

0 602 464 332 309 249 218 207 179 119 88
σ2

1 19993 16321 13747 11329 10606 10191 9361 8550 6946 6421
σ2

2 13293 12125 11143 10259 9778 9433 8717 8545 7879 7415
ML β 48 21 11 7 5 3 2 2 1 0

σ2
0 607 442 349 304 256 224 195 176 120 88

σ2
1 15009 11151 8924 7438 6748 5679 5094 4683 3172 2380

σ2
2 4432 3523 2928 2456 2168 1904 1729 1588 1116 887

REML β 48 21 11 7 5 3 2 2 1 0
σ2

0 609 443 350 305 256 224 230 176 134 88
σ2

1 15016 11156 8924 7438 6751 5680 5095 4684 3172 2380
σ2

2 4432 3523 2928 2456 2168 1904 1749 1588 1126 887

Tabla C.3.2: EMSE (multiplicados por 105) de β̂, σ̂2
0, σ̂2

1 y σ̂2
2 para ` = 1/2.
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D 22 30 38 45 52 60 68 75 112 150
n 440 600 760 900 1040 1200 1360 1500 2240 3000
nd 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
ndi 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

H3 β 103 48 33 22 15 12 9 6 3 2
σ2

0 606 459 335 312 252 216 207 184 119 90
σ2

1 21360 17549 14649 12037 11175 10878 9922 8982 7168 6606
σ2

2 15076 13607 12290 11296 10437 10386 9730 9320 8360 7773
ML β 102 52 31 21 15 11 9 7 3 2

σ2
0 1333 441 349 315 254 224 196 176 120 88

σ2
1 15857 11827 9501 7944 7219 6072 5450 5036 3405 2570

σ2
2 5628 4522 3786 3245 2876 2524 2300 2103 1503 1191

REML β 102 52 31 21 15 11 9 7 3 2
σ2

0 606 442 360 303 254 224 207 180 127 88
σ2

1 15837 11832 9502 7944 7221 6072 5460 5037 3405 2570
σ2

2 5525 4522 3796 3235 2876 2524 2305 2112 1522 1191

Tabla C.3.3: EMSE (multiplicados por 105) de β̂, σ̂2
0, σ̂2

1 y σ̂2
2 para ` = 1.

D 22 30 38 45 52 60 68 75 112 150
n 440 600 760 900 1040 1200 1360 1500 2240 3000
nd 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
ndi 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

H3 β -7 3 -9 19 -9 -5 5 15 -3 3
σ2

0 -2 -3 1 20 -11 -10 7 22 -6 0
σ2

1 14 55 -4 -7 4 33 10 24 22 30
σ2

2 12 62 -1 49 -2 33 32 22 25 14
ML β 15 -6 8 -6 -13 -2 -1 -7 -1 1

σ2
0 -332 -181 -247 -138 -84 -107 -124 -27 -122 -12

σ2
1 -883 -316 -597 -557 313 -185 -568 160 -474 -131

σ2
2 104 -33 82 46 -77 26 67 17 191 -19

REML β 15 -6 8 -6 -13 -2 -1 -7 -1 1
σ2

0 -62 20 -87 -3 34 -5 -33 55 -67 30
σ2

1 -327 56 -319 -330 504 -23 -427 286 -393 -72
σ2

2 36 -84 42 12 -106 1 45 -4 177 -30

Tabla C.3.4: Sesgo (multiplicados por 105) de β̂, σ̂2
0, σ̂2

1 y σ̂2
2 para ` = 0.
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D 22 30 38 45 52 60 68 75 112 150
n 440 600 760 900 1040 1200 1360 1500 2240 3000
nd 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
ndi 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

H3 β 19 10 -32 28 -21 -12 19 15 -7 1
σ2

0 24 3 -24 28 -22 -17 19 23 -11 -1
σ2

1 48 90 -36 -2 -7 28 22 28 20 32
σ2

2 40 79 -23 58 -17 19 44 23 17 8
ML β 23 -13 12 -5 -18 -5 -3 -14 -3 1

σ2
0 -317 -182 -232 -117 -78 -110 -114 -17 -106 -14

σ2
1 -977 -323 -577 -589 335 -188 -572 125 -541 -56

σ2
2 185 34 119 48 -74 87 89 51 252 -47

REML β 23 -13 12 -5 -18 -5 -3 -14 -3 1
σ2

0 -47 21 -70 20 41 -6 5 67 -37 28
σ2

1 -411 35 -322 -389 499 -54 -457 223 -483 -18
σ2

2 75 -53 46 -16 -132 35 24 7 210 -73

Tabla C.3.5: Sesgo (multiplicados por 105) de β̂, σ̂2
0, σ̂2

1 y σ̂2
2 para ` = 1/2.

D 22 30 38 45 52 60 68 75 112 150
n 440 600 760 900 1040 1200 1360 1500 2240 3000
nd 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
ndi 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

H3 β 60 23 -71 51 -42 -29 47 14 -15 -5
σ2

0 65 15 -65 50 -44 -32 46 21 -19 -7
σ2

1 93 125 -80 19 -29 12 48 28 14 26
σ2

2 82 99 -55 81 -42 -10 77 30 6 0
ML β 33 -24 16 -1 -24 -12 -3 -28 -7 3

σ2
0 -49 -183 -217 -90 -74 -104 -106 -21 -98 -19

σ2
1 -989 -338 -537 -556 366 -165 -573 74 -563 5

σ2
2 77 100 145 13 -86 120 115 87 272 -58

REML β 34 -24 17 -1 -24 -12 -3 -28 -7 3
σ2

0 -21 21 -43 37 47 2 -1 70 -30 24
σ2

1 -458 -6 -316 -395 492 -67 -505 140 -528 23
σ2

2 30 -24 31 -69 -169 45 39 16 210 -94

Tabla C.3.6: Sesgo (multiplicados por 105) de β̂, σ̂2
0, σ̂2

1 y σ̂2
2 para ` = 1.
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Apéndice D

Resultados del experimento de
simulación del caṕıtulo 3

D.1. Introducción

En el presente apéndice se presentan tablas con los valores numéricos correspondientes a la
realización del experimento de simulación descrito en el apartado 3.3, en concreto:

en la sección D.2 se muestran algunos de los resultados gráficos obtenidos de la realización
del experimento 3.3

en la sección D.3 se muestran las tablas de resultados correspondientes al experimento 3.3
para el ajuste por máxima verosimilitud residual (REML),

en la sección D.4 se muestran las tablas de resultados correspondientes al experimento 3.3
para el ajuste por máxima verosimilitud (ML),

El error cuadrático medio emṕırico y el sesgo emṕırico se han multiplicado por 103, para
poder apreciar las magnitudes.
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D.2. Resultados gráficos
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D.2. Resultados gráficos 239
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D.3. Tablas numéricas del experimento para ajuste REML

Para el método de ajuste REML se obtienen los siguientes resultados:

D.3.1. Caso homocedástico, ` = 0

d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 8.87 -0.269 5 1 41.8 -0.532
2 8.86 -0.303 5 2 41.6 0.133
3 8.86 0.129 5 3 41.7 0.103
4 8.89 -0.353 5 4 42 0.228
5 8.78 -0.0065 5 5 42 0.0362
6 8.9 0.365 10 1 42 -0.228
7 8.86 0.22 10 2 42.1 0.375
8 8.88 -0.48 10 3 41.9 1.17
9 8.82 0.345 10 4 42.2 -0.246

10 8.79 0.116 10 5 41.9 -0.49
11 8.92 -0.744 15 1 41.8 0.883
12 8.91 0.5 15 2 41.8 -0.86
13 8.88 -0.254 15 3 42 0.464
14 8.88 0.199 15 4 42 1.52
15 8.82 0.511 15 5 41.8 0.545
16 8.88 0.197 20 1 42 0.944
17 8.9 -0.124 20 2 42 -1.08
18 8.8 0.261 20 3 42 0.984
19 8.92 0.0712 20 4 41.9 -0.216
20 8.92 0.168 20 5 42.1 0.213
21 8.94 -0.323 25 1 42.4 0.134
22 8.87 0.0133 25 2 42.3 -0.811
23 8.93 0.314 25 3 42.2 -0.56
24 8.8 -0.037 25 4 41.9 0.266
25 8.98 -0.121 25 5 42.4 0.365
26 8.81 -0.00199 30 1 42.1 -0.774
27 8.87 -0.18 30 2 41.9 0.695
28 8.91 0.0332 30 3 42.2 0.0345
29 8.82 0.12 30 4 42.3 -1.11
30 8.92 -0.0813 30 5 42.1 0.75

Tabla D.3.1: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 0.5
(valores multiplicados por 103) caso REML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 8.89 -0.276 5 1 43.2 -0.602
2 8.87 -0.295 5 2 43 0.132
3 8.88 0.127 5 3 43.1 0.122
4 8.91 -0.35 5 4 43.4 0.226
5 8.8 -0.01 5 5 43.4 0.0717
6 8.92 0.37 10 1 43.4 -0.171
7 8.87 0.222 10 2 43.5 0.342
8 8.9 -0.486 10 3 43.3 1.12
9 8.84 0.342 10 4 43.6 -0.264

10 8.8 0.114 10 5 43.3 -0.459
11 8.94 -0.745 15 1 43.2 0.849
12 8.93 0.501 15 2 43.2 -0.823
13 8.9 -0.264 15 3 43.3 0.366
14 8.89 0.199 15 4 43.3 1.58
15 8.84 0.511 15 5 43.2 0.58
16 8.9 0.197 20 1 43.4 0.994
17 8.92 -0.124 20 2 43.4 -1.19
18 8.82 0.261 20 3 43.4 1.02
19 8.94 0.0609 20 4 43.3 -0.216
20 8.93 0.169 20 5 43.4 0.239
21 8.96 -0.32 25 1 43.8 0.187
22 8.89 0.0083 25 2 43.7 -0.793
23 8.95 0.314 25 3 43.6 -0.533
24 8.82 -0.0367 25 4 43.3 0.229
25 9 -0.118 25 5 43.8 0.322
26 8.83 -0.00832 30 1 43.5 -0.785
27 8.89 -0.179 30 2 43.3 0.66
28 8.93 0.0333 30 3 43.6 0.0732
29 8.84 0.122 30 4 43.7 -1.11
30 8.94 -0.0871 30 5 43.5 0.724

Tabla D.3.2: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 1
(valores multiplicados por 103) caso REML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 8.91 -0.284 5 1 44 -0.648
2 8.9 -0.285 5 2 43.8 0.126
3 8.9 0.124 5 3 43.9 0.135
4 8.93 -0.346 5 4 44.1 0.223
5 8.83 -0.0146 5 5 44.2 0.0905
6 8.94 0.374 10 1 44.2 -0.123
7 8.9 0.225 10 2 44.3 0.314
8 8.92 -0.492 10 3 44 1.08
9 8.86 0.34 10 4 44.4 -0.271

10 8.82 0.116 10 5 44 -0.422
11 8.96 -0.743 15 1 44 0.82
12 8.95 0.505 15 2 44 -0.778
13 8.93 -0.275 15 3 44.1 0.292
14 8.92 0.196 15 4 44.1 1.62
15 8.86 0.513 15 5 43.9 0.605
16 8.93 0.194 20 1 44.1 1.02
17 8.94 -0.121 20 2 44.2 -1.26
18 8.84 0.257 20 3 44.2 1.03
19 8.96 0.0497 20 4 44.1 -0.212
20 8.96 0.169 20 5 44.2 0.258
21 8.98 -0.319 25 1 44.6 0.228
22 8.91 0.000241 25 2 44.4 -0.767
23 8.97 0.316 25 3 44.4 -0.501
24 8.84 -0.039 25 4 44 0.206
25 9.02 -0.108 25 5 44.6 0.293
26 8.85 -0.013 30 1 44.2 -0.785
27 8.91 -0.176 30 2 44.1 0.621
28 8.95 0.0321 30 3 44.4 0.0987
29 8.86 0.13 30 4 44.4 -1.1
30 8.96 -0.0942 30 5 44.3 0.695

Tabla D.3.3: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 2
(valores multiplicados por 103) caso REML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 8.92 -0.273 5 1 41.9 -0.544
2 8.91 -0.294 5 2 41.6 0.121
3 8.91 0.126 5 3 41.8 0.091
4 8.95 -0.353 5 4 42.1 0.217
5 8.84 -0.018 5 5 42.1 0.0247
6 8.95 0.363 10 1 42.1 -0.211
7 8.91 0.217 10 2 42.2 0.392
8 8.94 -0.48 10 3 41.9 1.18
9 8.87 0.352 10 4 42.2 -0.229

10 8.84 0.132 10 5 42 -0.473
11 8.98 -0.733 15 1 41.9 0.893
12 8.96 0.51 15 2 41.9 -0.848
13 8.94 -0.252 15 3 42 0.474
14 8.94 0.194 15 4 42 1.53
15 8.88 0.522 15 5 41.8 0.556
16 8.94 0.189 20 1 42.1 0.939
17 8.95 -0.115 20 2 42.1 -1.09
18 8.86 0.248 20 3 42 0.978
19 8.97 0.0639 20 4 42 -0.22
20 8.98 0.162 20 5 42.1 0.205
21 9 -0.328 25 1 42.4 0.158
22 8.93 0.00236 25 2 42.3 -0.788
23 8.99 0.319 25 3 42.3 -0.538
24 8.86 -0.0446 25 4 41.9 0.289
25 9.04 -0.0983 25 5 42.4 0.388
26 8.86 0.000883 30 1 42.1 -0.78
27 8.93 -0.169 30 2 42 0.688
28 8.96 0.0275 30 3 42.3 0.0285
29 8.88 0.141 30 4 42.4 -1.12
30 8.98 -0.0887 30 5 42.2 0.742

Tabla D.3.4: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 1 y σ2

2 = 0.5
(valores multiplicados por 103) caso REML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 8.93 -0.277 5 1 43.3 -0.612
2 8.92 -0.29 5 2 43 0.123
3 8.92 0.126 5 3 43.2 0.112
4 8.95 -0.353 5 4 43.4 0.217
5 8.84 -0.0196 5 5 43.4 0.0621
6 8.96 0.366 10 1 43.5 -0.155
7 8.92 0.219 10 2 43.6 0.358
8 8.94 -0.484 10 3 43.3 1.14
9 8.88 0.349 10 4 43.7 -0.248

10 8.85 0.13 10 5 43.4 -0.443
11 8.98 -0.735 15 1 43.3 0.859
12 8.97 0.51 15 2 43.3 -0.812
13 8.95 -0.258 15 3 43.4 0.376
14 8.94 0.195 15 4 43.4 1.59
15 8.88 0.522 15 5 43.2 0.591
16 8.95 0.19 20 1 43.4 0.989
17 8.96 -0.116 20 2 43.5 -1.19
18 8.86 0.249 20 3 43.4 1.01
19 8.98 0.058 20 4 43.4 -0.22
20 8.98 0.163 20 5 43.5 0.232
21 9.01 -0.326 25 1 43.8 0.207
22 8.93 0.000238 25 2 43.7 -0.774
23 8.99 0.319 25 3 43.6 -0.515
24 8.86 -0.0427 25 4 43.3 0.248
25 9.05 -0.0987 25 5 43.8 0.341
26 8.87 -0.00315 30 1 43.5 -0.788
27 8.93 -0.169 30 2 43.3 0.655
28 8.97 0.0279 30 3 43.7 0.0697
29 8.88 0.139 30 4 43.7 -1.11
30 8.98 -0.0917 30 5 43.6 0.719

Tabla D.3.5: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 1 y σ2

2 = 1
(valores multiplicados por 103) caso REML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 8.94 -0.282 5 1 44 -0.656
2 8.93 -0.284 5 2 43.8 0.119
3 8.93 0.125 5 3 43.9 0.127
4 8.96 -0.351 5 4 44.2 0.216
5 8.85 -0.0219 5 5 44.2 0.0832
6 8.96 0.369 10 1 44.2 -0.11
7 8.93 0.221 10 2 44.3 0.327
8 8.95 -0.488 10 3 44.1 1.09
9 8.89 0.347 10 4 44.5 -0.257

10 8.85 0.129 10 5 44.1 -0.409
11 8.99 -0.735 15 1 44 0.829
12 8.98 0.511 15 2 44 -0.768
13 8.95 -0.266 15 3 44.1 0.301
14 8.95 0.194 15 4 44.1 1.63
15 8.89 0.522 15 5 43.9 0.614
16 8.95 0.189 20 1 44.2 1.02
17 8.97 -0.115 20 2 44.2 -1.26
18 8.87 0.248 20 3 44.2 1.03
19 8.99 0.0508 20 4 44.1 -0.216
20 8.99 0.164 20 5 44.2 0.252
21 9.01 -0.324 25 1 44.6 0.24
22 8.94 -0.00355 25 2 44.5 -0.755
23 9 0.319 25 3 44.4 -0.49
24 8.87 -0.0423 25 4 44.1 0.218
25 9.05 -0.0962 25 5 44.6 0.305
26 8.88 -0.00753 30 1 44.2 -0.785
27 8.94 -0.168 30 2 44.1 0.62
28 8.98 0.028 30 3 44.4 0.0979
29 8.89 0.14 30 4 44.5 -1.1
30 8.99 -0.0956 30 5 44.3 0.693

Tabla D.3.6: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 1 y σ2

2 = 2
(valores multiplicados por 103) caso REML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 8.96 -0.278 5 1 41.9 -0.553
2 8.94 -0.284 5 2 41.7 0.113
3 8.94 0.123 5 3 41.8 0.0824
4 8.98 -0.353 5 4 42.1 0.209
5 8.87 -0.0266 5 5 42.1 0.0162
6 8.98 0.362 10 1 42.1 -0.201
7 8.95 0.217 10 2 42.2 0.403
8 8.97 -0.481 10 3 41.9 1.19
9 8.9 0.355 10 4 42.3 -0.218

10 8.87 0.143 10 5 42 -0.462
11 9.01 -0.724 15 1 41.9 0.9
12 8.99 0.516 15 2 41.9 -0.841
13 8.97 -0.254 15 3 42 0.481
14 8.97 0.191 15 4 42 1.54
15 8.91 0.528 15 5 41.9 0.563
16 8.97 0.183 20 1 42.1 0.936
17 8.99 -0.108 20 2 42.1 -1.1
18 8.89 0.238 20 3 42.1 0.974
19 9 0.0561 20 4 42 -0.223
20 9.01 0.158 20 5 42.2 0.2
21 9.03 -0.331 25 1 42.5 0.176
22 8.96 -0.00706 25 2 42.4 -0.771
23 9.02 0.323 25 3 42.3 -0.522
24 8.89 -0.0494 25 4 42 0.307
25 9.07 -0.081 25 5 42.5 0.405
26 8.9 0.00135 30 1 42.2 -0.785
27 8.96 -0.16 30 2 42 0.682
28 9 0.0241 30 3 42.3 0.0238
29 8.91 0.157 30 4 42.4 -1.13
30 9.01 -0.0945 30 5 42.2 0.736

Tabla D.3.7: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 2 y σ2

2 = 0.5
(valores multiplicados por 103) caso REML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 8.96 -0.28 5 1 43.3 -0.62
2 8.94 -0.283 5 2 43.1 0.115
3 8.94 0.123 5 3 43.2 0.105
4 8.98 -0.353 5 4 43.5 0.21
5 8.87 -0.0272 5 5 43.5 0.0545
6 8.98 0.363 10 1 43.5 -0.143
7 8.95 0.217 10 2 43.6 0.37
8 8.97 -0.483 10 3 43.3 1.15
9 8.9 0.353 10 4 43.7 -0.236

10 8.87 0.142 10 5 43.4 -0.431
11 9.01 -0.725 15 1 43.3 0.865
12 9 0.516 15 2 43.3 -0.805
13 8.97 -0.257 15 3 43.4 0.382
14 8.97 0.191 15 4 43.4 1.6
15 8.91 0.528 15 5 43.2 0.597
16 8.97 0.184 20 1 43.5 0.985
17 8.99 -0.109 20 2 43.5 -1.2
18 8.89 0.239 20 3 43.5 1.01
19 9.01 0.053 20 4 43.4 -0.223
20 9.01 0.159 20 5 43.5 0.226
21 9.03 -0.329 25 1 43.9 0.224
22 8.96 -0.00789 25 2 43.8 -0.758
23 9.02 0.322 25 3 43.7 -0.5
24 8.89 -0.0476 25 4 43.3 0.265
25 9.07 -0.0823 25 5 43.9 0.358
26 8.9 -0.000766 30 1 43.5 -0.792
27 8.96 -0.16 30 2 43.4 0.651
28 9 0.0243 30 3 43.7 0.0663
29 8.91 0.155 30 4 43.8 -1.12
30 9.01 -0.096 30 5 43.6 0.714

Tabla D.3.8: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 2 y σ2

2 = 1
(valores multiplicados por 103) caso REML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 8.96 -0.283 5 1 44.1 -0.662
2 8.95 -0.28 5 2 43.8 0.113
3 8.95 0.123 5 3 43.9 0.121
4 8.98 -0.353 5 4 44.2 0.21
5 8.87 -0.0283 5 5 44.2 0.0768
6 8.98 0.365 10 1 44.2 -0.0989
7 8.95 0.218 10 2 44.3 0.339
8 8.97 -0.485 10 3 44.1 1.11
9 8.91 0.352 10 4 44.5 -0.246

10 8.88 0.14 10 5 44.1 -0.398
11 9.01 -0.726 15 1 44 0.836
12 9 0.516 15 2 44.1 -0.762
13 8.98 -0.261 15 3 44.1 0.307
14 8.97 0.192 15 4 44.1 1.64
15 8.91 0.528 15 5 44 0.621
16 8.98 0.184 20 1 44.2 1.01
17 8.99 -0.109 20 2 44.2 -1.27
18 8.89 0.239 20 3 44.2 1.02
19 9.01 0.0489 20 4 44.2 -0.219
20 9.01 0.16 20 5 44.3 0.247
21 9.04 -0.327 25 1 44.6 0.254
22 8.96 -0.00948 25 2 44.5 -0.741
23 9.02 0.323 25 3 44.4 -0.477
24 8.9 -0.0462 25 4 44.1 0.232
25 9.08 -0.0826 25 5 44.6 0.319
26 8.9 -0.00358 30 1 44.3 -0.787
27 8.96 -0.16 30 2 44.1 0.617
28 9 0.0245 30 3 44.5 0.0961
29 8.91 0.153 30 4 44.5 -1.11
30 9.02 -0.0982 30 5 44.4 0.69

Tabla D.3.9: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 2 y σ2

2 = 2
(valores multiplicados por 103) caso REML
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D.3.2. Caso heterocedástico, ` = 1/2

d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 10 -0.29 5 1 66.2 -0.504
2 11.5 -0.375 5 2 66.4 0.151
3 12.8 0.137 5 3 67.6 0.193
4 13.9 -0.346 5 4 69 0.402
5 14.7 0.0357 5 5 69.7 -0.0641
6 15.8 0.479 10 1 83.1 -0.495
7 16.5 0.335 10 2 83.9 0.795
8 17.3 -0.7 10 3 83.7 1.73
9 18 0.547 10 4 84.8 -0.328

10 18.6 0.19 10 5 85.3 -0.751
11 19.6 -0.984 15 1 95.1 1.41
12 20.1 0.666 15 2 95.5 -1.2
13 20.7 -0.441 15 3 96.3 0.946
14 21.3 0.37 15 4 97 2.13
15 21.8 0.861 15 5 96.9 1.01
16 22.4 0.305 20 1 106 1.22
17 23 -0.197 20 2 106 -1.37
18 23.3 0.306 20 3 106 1.28
19 24.1 0.154 20 4 106 -0.177
20 24.7 0.194 20 5 108 0.0232
21 25.2 -0.463 25 1 116 -0.198
22 25.4 -0.0303 25 2 116 -1.46
23 26.1 0.546 25 3 116 -1.03
24 26.1 0.0381 25 4 115 0.645
25 27.2 -0.249 25 5 116 0.794
26 27.1 0.17 30 1 123 -0.848
27 27.7 -0.333 30 2 122 1.18
28 28.2 0.105 30 3 123 0.00303
29 28.4 0.25 30 4 124 -1.74
30 29.2 0.00343 30 5 123 1.42

Tabla D.3.10: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 0.5
(valores multiplicados por 103) caso REML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 10 -0.299 5 1 69.7 -0.626
2 11.6 -0.363 5 2 70 0.156
3 12.8 0.133 5 3 71.2 0.22
4 14 -0.346 5 4 72.6 0.406
5 14.8 0.0319 5 5 73.4 0.00438
6 15.9 0.487 10 1 88.4 -0.401
7 16.6 0.341 10 2 89.3 0.781
8 17.4 -0.716 10 3 89.2 1.71
9 18.1 0.541 10 4 90.5 -0.366

10 18.7 0.191 10 5 90.8 -0.764
11 19.7 -0.985 15 1 102 1.36
12 20.2 0.67 15 2 103 -1.21
13 20.8 -0.464 15 3 103 0.759
14 21.4 0.371 15 4 104 2.28
15 21.9 0.861 15 5 104 1.11
16 22.5 0.31 20 1 114 1.38
17 23.1 -0.194 20 2 115 -1.63
18 23.4 0.316 20 3 115 1.38
19 24.2 0.122 20 4 115 -0.191
20 24.8 0.198 20 5 116 0.0491
21 25.3 -0.453 25 1 126 -0.0623
22 25.6 -0.0473 25 2 126 -1.48
23 26.2 0.552 25 3 126 -0.968
24 26.3 0.0398 25 4 125 0.623
25 27.3 -0.236 25 5 127 0.71
26 27.3 0.155 30 1 134 -0.95
27 27.9 -0.325 30 2 134 1.2
28 28.4 0.106 30 3 135 0.0966
29 28.6 0.248 30 4 135 -1.82
30 29.4 -0.0123 30 5 135 1.41

Tabla D.3.11: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 1
(valores multiplicados por 103) caso REML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 10.1 -0.308 5 1 71.7 -0.706
2 11.6 -0.35 5 2 72.1 0.15
3 12.9 0.128 5 3 73.2 0.238
4 14 -0.342 5 4 74.6 0.403
5 14.8 0.0256 5 5 75.6 0.0424
6 15.9 0.493 10 1 91.5 -0.312
7 16.7 0.347 10 2 92.5 0.752
8 17.5 -0.732 10 3 92.4 1.66
9 18.1 0.537 10 4 93.9 -0.378

10 18.8 0.198 10 5 94 -0.729
11 19.8 -0.982 15 1 106 1.32
12 20.3 0.682 15 2 107 -1.15
13 20.9 -0.489 15 3 107 0.596
14 21.5 0.367 15 4 108 2.38
15 22 0.864 15 5 108 1.18
16 22.6 0.31 20 1 120 1.49
17 23.3 -0.189 20 2 120 -1.82
18 23.5 0.316 20 3 120 1.44
19 24.4 0.0882 20 4 120 -0.192
20 25 0.199 20 5 122 0.081
21 25.5 -0.45 25 1 132 0.0482
22 25.7 -0.0711 25 2 132 -1.44
23 26.4 0.56 25 3 132 -0.876
24 26.5 0.0333 25 4 131 0.599
25 27.5 -0.207 25 5 133 0.637
26 27.5 0.144 30 1 141 -0.996
27 28.1 -0.314 30 2 141 1.16
28 28.7 0.101 30 3 142 0.176
29 28.8 0.264 30 4 142 -1.85
30 29.6 -0.0315 30 5 142 1.35

Tabla D.3.12: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 2
(valores multiplicados por 103) caso REML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 10.1 -0.295 5 1 66.4 -0.524
2 11.6 -0.362 5 2 66.6 0.131
3 12.9 0.133 5 3 67.7 0.173
4 14 -0.348 5 4 69.1 0.382
5 14.9 0.0153 5 5 69.9 -0.086
6 16 0.479 10 1 83.4 -0.464
7 16.7 0.329 10 2 84.1 0.827
8 17.5 -0.708 10 3 83.9 1.76
9 18.2 0.562 10 4 85.1 -0.295

10 18.8 0.222 10 5 85.5 -0.72
11 19.8 -0.969 15 1 95.4 1.44
12 20.4 0.693 15 2 95.8 -1.16
13 21 -0.443 15 3 96.6 0.979
14 21.6 0.357 15 4 97.3 2.16
15 22.1 0.892 15 5 97.2 1.05
16 22.7 0.285 20 1 106 1.21
17 23.4 -0.182 20 2 107 -1.39
18 23.6 0.27 20 3 106 1.26
19 24.5 0.133 20 4 107 -0.192
20 25.1 0.178 20 5 108 0.00176
21 25.6 -0.484 25 1 116 -0.136
22 25.8 -0.0615 25 2 116 -1.4
23 26.5 0.56 25 3 116 -0.969
24 26.6 0.012 25 4 115 0.705
25 27.6 -0.19 25 5 117 0.849
26 27.6 0.173 30 1 124 -0.881
27 28.2 -0.307 30 2 123 1.16
28 28.7 0.084 30 3 124 -0.0238
29 28.9 0.303 30 4 124 -1.78
30 29.7 -0.0281 30 5 124 1.39

Tabla D.3.13: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 1 y σ2

2 = 0.5
(valores multiplicados por 103) caso REML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 10.1 -0.3 5 1 69.8 -0.642
2 11.6 -0.356 5 2 70.1 0.14
3 12.9 0.132 5 3 71.3 0.202
4 14.1 -0.351 5 4 72.7 0.389
5 14.9 0.015 5 5 73.6 -0.014
6 16 0.483 10 1 88.6 -0.371
7 16.8 0.334 10 2 89.5 0.812
8 17.6 -0.719 10 3 89.3 1.74
9 18.2 0.557 10 4 90.7 -0.333

10 18.8 0.223 10 5 91 -0.733
11 19.9 -0.97 15 1 102 1.39
12 20.4 0.692 15 2 103 -1.18
13 21 -0.456 15 3 104 0.79
14 21.6 0.36 15 4 104 2.31
15 22.1 0.891 15 5 104 1.14
16 22.8 0.293 20 1 115 1.37
17 23.4 -0.182 20 2 115 -1.65
18 23.7 0.283 20 3 115 1.36
19 24.5 0.111 20 4 115 -0.206
20 25.1 0.18 20 5 117 0.0267
21 25.6 -0.474 25 1 126 -0.0127
22 25.9 -0.0712 25 2 126 -1.43
23 26.6 0.564 25 3 126 -0.92
24 26.6 0.017 25 4 125 0.673
25 27.7 -0.188 25 5 127 0.754
26 27.6 0.164 30 1 135 -0.974
27 28.3 -0.303 30 2 134 1.18
28 28.8 0.0851 30 3 135 0.079
29 29 0.29 30 4 136 -1.84
30 29.8 -0.0345 30 5 135 1.38

Tabla D.3.14: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 1 y σ2

2 = 1
(valores multiplicados por 103) caso REML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 10.1 -0.306 5 1 71.8 -0.718
2 11.6 -0.348 5 2 72.1 0.138
3 12.9 0.129 5 3 73.3 0.225
4 14.1 -0.351 5 4 74.7 0.391
5 14.9 0.013 5 5 75.7 0.0284
6 16 0.487 10 1 91.7 -0.287
7 16.8 0.338 10 2 92.6 0.779
8 17.6 -0.729 10 3 92.5 1.68
9 18.3 0.552 10 4 94 -0.35

10 18.9 0.224 10 5 94.1 -0.704
11 19.9 -0.971 15 1 106 1.35
12 20.5 0.696 15 2 107 -1.13
13 21.1 -0.473 15 3 108 0.622
14 21.7 0.36 15 4 109 2.4
15 22.2 0.89 15 5 108 1.2
16 22.8 0.297 20 1 120 1.48
17 23.5 -0.18 20 2 120 -1.84
18 23.7 0.291 20 3 120 1.42
19 24.6 0.0884 20 4 120 -0.205
20 25.2 0.183 20 5 122 0.0612
21 25.7 -0.467 25 1 132 0.077
22 26 -0.0838 25 2 132 -1.41
23 26.7 0.568 25 3 132 -0.847
24 26.7 0.0177 25 4 131 0.629
25 27.8 -0.178 25 5 133 0.664
26 27.7 0.154 30 1 141 -1.01
27 28.4 -0.297 30 2 141 1.15
28 28.9 0.0844 30 3 142 0.169
29 29.1 0.287 30 4 143 -1.86
30 29.9 -0.0422 30 5 142 1.34

Tabla D.3.15: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 1 y σ2

2 = 2
(valores multiplicados por 103) caso REML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 10.1 -0.299 5 1 66.5 -0.539
2 11.7 -0.35 5 2 66.7 0.117
3 13 0.13 5 3 67.8 0.157
4 14.1 -0.347 5 4 69.2 0.367
5 15 -8.19e-05 5 5 70 -0.102
6 16.1 0.48 10 1 83.5 -0.442
7 16.8 0.326 10 2 84.2 0.85
8 17.7 -0.714 10 3 84 1.78
9 18.3 0.57 10 4 85.2 -0.273

10 19 0.244 10 5 85.6 -0.698
11 20 -0.954 15 1 95.6 1.45
12 20.6 0.71 15 2 95.9 -1.14
13 21.2 -0.449 15 3 96.8 0.999
14 21.8 0.348 15 4 97.5 2.17
15 22.3 0.91 15 5 97.4 1.07
16 22.9 0.269 20 1 107 1.2
17 23.6 -0.168 20 2 107 -1.4
18 23.8 0.243 20 3 107 1.25
19 24.7 0.111 20 4 107 -0.203
20 25.3 0.165 20 5 108 -0.0152
21 25.8 -0.495 25 1 116 -0.0851
22 26.1 -0.0895 25 2 116 -1.35
23 26.8 0.571 25 3 117 -0.921
24 26.9 -0.00509 25 4 116 0.754
25 27.9 -0.143 25 5 117 0.893
26 27.8 0.17 30 1 124 -0.905
27 28.5 -0.285 30 2 123 1.14
28 29.1 0.071 30 3 124 -0.0433
29 29.2 0.347 30 4 125 -1.8
30 30 -0.0517 30 5 124 1.36

Tabla D.3.16: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 2 y σ2

2 = 0.5
(valores multiplicados por 103) caso REML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 10.1 -0.303 5 1 69.9 -0.655
2 11.7 -0.347 5 2 70.2 0.127
3 13 0.128 5 3 71.3 0.189
4 14.1 -0.351 5 4 72.8 0.375
5 15 0.00152 5 5 73.7 -0.0285
6 16.1 0.48 10 1 88.8 -0.348
7 16.9 0.329 10 2 89.6 0.836
8 17.7 -0.721 10 3 89.4 1.76
9 18.3 0.566 10 4 90.8 -0.309

10 19 0.247 10 5 91.1 -0.71
11 20 -0.955 15 1 102 1.41
12 20.6 0.709 15 2 103 -1.16
13 21.2 -0.455 15 3 104 0.81
14 21.8 0.35 15 4 105 2.32
15 22.3 0.909 15 5 104 1.16
16 22.9 0.277 20 1 115 1.36
17 23.6 -0.168 20 2 115 -1.66
18 23.9 0.256 20 3 115 1.35
19 24.7 0.0962 20 4 116 -0.218
20 25.3 0.166 20 5 117 0.00785
21 25.8 -0.487 25 1 126 0.0344
22 26.1 -0.096 25 2 126 -1.39
23 26.8 0.574 25 3 126 -0.875
24 26.9 -0.00135 25 4 126 0.718
25 27.9 -0.144 25 5 127 0.795
26 27.9 0.166 30 1 135 -0.994
27 28.5 -0.282 30 2 134 1.16
28 29.1 0.0707 30 3 135 0.0641
29 29.2 0.332 30 4 136 -1.86
30 30.1 -0.0538 30 5 136 1.36

Tabla D.3.17: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 2 y σ2

2 = 1
(valores multiplicados por 103) caso REML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 10.1 -0.307 5 1 71.8 -0.729
2 11.7 -0.342 5 2 72.2 0.128
3 13 0.127 5 3 73.3 0.213
4 14.1 -0.354 5 4 74.8 0.38
5 15 0.00163 5 5 75.7 0.016
6 16.1 0.482 10 1 91.8 -0.265
7 16.9 0.333 10 2 92.7 0.801
8 17.7 -0.728 10 3 92.6 1.71
9 18.4 0.562 10 4 94.1 -0.326

10 19 0.247 10 5 94.2 -0.681
11 20 -0.956 15 1 107 1.36
12 20.6 0.709 15 2 107 -1.11
13 21.2 -0.465 15 3 108 0.64
14 21.8 0.351 15 4 109 2.42
15 22.3 0.907 15 5 109 1.22
16 23 0.283 20 1 120 1.47
17 23.6 -0.168 20 2 120 -1.85
18 23.9 0.266 20 3 120 1.4
19 24.7 0.081 20 4 121 -0.217
20 25.4 0.168 20 5 122 0.0423
21 25.9 -0.481 25 1 132 0.114
22 26.2 -0.103 25 2 132 -1.38
23 26.8 0.577 25 3 132 -0.81
24 26.9 0.00179 25 4 132 0.666
25 28 -0.142 25 5 133 0.696
26 27.9 0.16 30 1 141 -1.02
27 28.6 -0.278 30 2 141 1.14
28 29.1 0.0701 30 3 142 0.16
29 29.3 0.321 30 4 143 -1.87
30 30.1 -0.0556 30 5 143 1.32

Tabla D.3.18: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 2 y σ2

2 = 2
(valores multiplicados por 103) caso REML
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D.4. Tablas numéricas del experimento para ajuste ML

Para el método de ajuste ML se obtienen los siguientes resultados:

D.4.1. Caso homocedástico, ` = 0

d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 8.87 -0.269 5 1 41.8 -0.532
2 8.86 -0.303 5 2 41.6 0.133
3 8.86 0.129 5 3 41.7 0.103
4 8.89 -0.353 5 4 42 0.228
5 8.78 -0.00648 5 5 42 0.0362
6 8.9 0.365 10 1 42 -0.228
7 8.86 0.22 10 2 42.1 0.375
8 8.88 -0.48 10 3 41.9 1.17
9 8.82 0.345 10 4 42.2 -0.246

10 8.79 0.116 10 5 41.9 -0.49
11 8.92 -0.744 15 1 41.8 0.883
12 8.91 0.5 15 2 41.8 -0.86
13 8.88 -0.254 15 3 42 0.464
14 8.88 0.199 15 4 42 1.52
15 8.82 0.511 15 5 41.8 0.545
16 8.88 0.197 20 1 42 0.944
17 8.9 -0.124 20 2 42 -1.08
18 8.8 0.261 20 3 42 0.984
19 8.92 0.0712 20 4 41.9 -0.216
20 8.92 0.168 20 5 42.1 0.213
21 8.95 -0.323 25 1 42.4 0.133
22 8.87 0.0134 25 2 42.3 -0.811
23 8.93 0.314 25 3 42.2 -0.56
24 8.8 -0.0369 25 4 41.9 0.266
25 8.98 -0.121 25 5 42.4 0.365
26 8.81 -0.00198 30 1 42.1 -0.774
27 8.87 -0.18 30 2 41.9 0.695
28 8.91 0.0332 30 3 42.2 0.0346
29 8.82 0.12 30 4 42.3 -1.11
30 8.92 -0.0813 30 5 42.1 0.75

Tabla D.4.1: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 0.5
(valores multiplicados por 103) caso ML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 8.89 -0.276 5 1 43.2 -0.603
2 8.87 -0.295 5 2 43 0.132
3 8.88 0.127 5 3 43.1 0.122
4 8.91 -0.35 5 4 43.4 0.226
5 8.8 -0.01 5 5 43.4 0.0717
6 8.92 0.37 10 1 43.4 -0.171
7 8.87 0.222 10 2 43.5 0.342
8 8.9 -0.486 10 3 43.3 1.12
9 8.84 0.342 10 4 43.6 -0.264

10 8.8 0.114 10 5 43.3 -0.459
11 8.94 -0.745 15 1 43.2 0.849
12 8.93 0.501 15 2 43.2 -0.822
13 8.9 -0.264 15 3 43.3 0.366
14 8.89 0.199 15 4 43.3 1.58
15 8.84 0.511 15 5 43.2 0.58
16 8.9 0.197 20 1 43.4 0.994
17 8.92 -0.124 20 2 43.4 -1.19
18 8.82 0.261 20 3 43.4 1.02
19 8.94 0.0609 20 4 43.3 -0.216
20 8.93 0.169 20 5 43.4 0.239
21 8.96 -0.32 25 1 43.8 0.187
22 8.89 0.00838 25 2 43.7 -0.793
23 8.95 0.314 25 3 43.6 -0.533
24 8.82 -0.0367 25 4 43.3 0.229
25 9 -0.118 25 5 43.8 0.322
26 8.83 -0.00833 30 1 43.5 -0.785
27 8.89 -0.179 30 2 43.3 0.66
28 8.93 0.0333 30 3 43.6 0.0733
29 8.84 0.122 30 4 43.7 -1.11
30 8.94 -0.0871 30 5 43.5 0.724

Tabla D.4.2: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 1
(valores multiplicados por 103) caso ML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 8.91 -0.284 5 1 44 -0.648
2 8.9 -0.285 5 2 43.8 0.126
3 8.9 0.124 5 3 43.9 0.135
4 8.93 -0.346 5 4 44.1 0.223
5 8.83 -0.0146 5 5 44.2 0.0905
6 8.94 0.374 10 1 44.2 -0.123
7 8.9 0.225 10 2 44.3 0.314
8 8.92 -0.492 10 3 44 1.08
9 8.86 0.34 10 4 44.4 -0.271

10 8.82 0.115 10 5 44 -0.422
11 8.96 -0.743 15 1 44 0.82
12 8.95 0.505 15 2 44 -0.778
13 8.93 -0.275 15 3 44.1 0.292
14 8.92 0.197 15 4 44.1 1.62
15 8.86 0.513 15 5 43.9 0.605
16 8.93 0.194 20 1 44.1 1.02
17 8.94 -0.121 20 2 44.2 -1.26
18 8.84 0.257 20 3 44.2 1.03
19 8.96 0.0497 20 4 44.1 -0.212
20 8.96 0.169 20 5 44.2 0.258
21 8.98 -0.319 25 1 44.6 0.228
22 8.91 0.000296 25 2 44.4 -0.767
23 8.97 0.316 25 3 44.4 -0.501
24 8.84 -0.039 25 4 44 0.206
25 9.02 -0.108 25 5 44.6 0.293
26 8.85 -0.0131 30 1 44.2 -0.785
27 8.91 -0.176 30 2 44.1 0.621
28 8.95 0.0321 30 3 44.4 0.0988
29 8.86 0.13 30 4 44.4 -1.1
30 8.96 -0.0942 30 5 44.3 0.695

Tabla D.4.3: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 2
(valores multiplicados por 103) caso ML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 8.92 -0.273 5 1 41.9 -0.544
2 8.91 -0.294 5 2 41.6 0.121
3 8.91 0.126 5 3 41.8 0.091
4 8.95 -0.353 5 4 42.1 0.217
5 8.84 -0.018 5 5 42.1 0.0248
6 8.95 0.363 10 1 42.1 -0.211
7 8.91 0.217 10 2 42.2 0.392
8 8.94 -0.48 10 3 41.9 1.18
9 8.87 0.352 10 4 42.2 -0.229

10 8.84 0.132 10 5 42 -0.473
11 8.98 -0.733 15 1 41.9 0.893
12 8.96 0.51 15 2 41.9 -0.848
13 8.94 -0.252 15 3 42 0.474
14 8.94 0.194 15 4 42 1.53
15 8.88 0.522 15 5 41.8 0.556
16 8.94 0.189 20 1 42.1 0.939
17 8.95 -0.115 20 2 42.1 -1.09
18 8.86 0.248 20 3 42 0.978
19 8.97 0.0639 20 4 42 -0.22
20 8.98 0.162 20 5 42.1 0.205
21 9 -0.328 25 1 42.4 0.158
22 8.93 0.0024 25 2 42.3 -0.788
23 8.99 0.319 25 3 42.3 -0.538
24 8.86 -0.0445 25 4 41.9 0.289
25 9.04 -0.0984 25 5 42.4 0.388
26 8.86 0.000896 30 1 42.1 -0.78
27 8.93 -0.169 30 2 42 0.687
28 8.96 0.0275 30 3 42.3 0.0285
29 8.88 0.141 30 4 42.4 -1.12
30 8.98 -0.0887 30 5 42.2 0.742

Tabla D.4.4: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 1 y σ2

2 = 0.5
(valores multiplicados por 103) caso ML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 8.93 -0.277 5 1 43.3 -0.612
2 8.92 -0.29 5 2 43 0.122
3 8.92 0.126 5 3 43.2 0.112
4 8.95 -0.353 5 4 43.4 0.217
5 8.84 -0.0196 5 5 43.4 0.0621
6 8.96 0.366 10 1 43.5 -0.155
7 8.92 0.219 10 2 43.6 0.358
8 8.94 -0.484 10 3 43.3 1.14
9 8.88 0.349 10 4 43.7 -0.248

10 8.85 0.13 10 5 43.4 -0.443
11 8.98 -0.735 15 1 43.3 0.859
12 8.97 0.51 15 2 43.3 -0.812
13 8.95 -0.258 15 3 43.4 0.376
14 8.94 0.195 15 4 43.4 1.59
15 8.88 0.522 15 5 43.2 0.591
16 8.95 0.19 20 1 43.4 0.989
17 8.96 -0.116 20 2 43.5 -1.19
18 8.86 0.249 20 3 43.4 1.01
19 8.98 0.058 20 4 43.4 -0.22
20 8.98 0.163 20 5 43.5 0.232
21 9.01 -0.326 25 1 43.8 0.207
22 8.93 0.000266 25 2 43.7 -0.774
23 8.99 0.319 25 3 43.6 -0.515
24 8.86 -0.0427 25 4 43.3 0.248
25 9.05 -0.0987 25 5 43.8 0.341
26 8.87 -0.00314 30 1 43.5 -0.788
27 8.93 -0.169 30 2 43.3 0.655
28 8.97 0.0279 30 3 43.7 0.0697
29 8.88 0.139 30 4 43.7 -1.11
30 8.98 -0.0917 30 5 43.6 0.719

Tabla D.4.5: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 1 y σ2

2 = 1
(valores multiplicados por 103) caso ML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 8.94 -0.282 5 1 44 -0.656
2 8.93 -0.284 5 2 43.8 0.119
3 8.93 0.125 5 3 43.9 0.128
4 8.96 -0.351 5 4 44.2 0.216
5 8.85 -0.0219 5 5 44.2 0.0832
6 8.96 0.369 10 1 44.2 -0.11
7 8.93 0.221 10 2 44.3 0.327
8 8.95 -0.488 10 3 44.1 1.09
9 8.89 0.347 10 4 44.5 -0.257

10 8.85 0.129 10 5 44.1 -0.409
11 8.99 -0.735 15 1 44 0.829
12 8.98 0.511 15 2 44 -0.768
13 8.95 -0.266 15 3 44.1 0.301
14 8.95 0.194 15 4 44.1 1.63
15 8.89 0.522 15 5 43.9 0.614
16 8.95 0.189 20 1 44.2 1.02
17 8.97 -0.115 20 2 44.2 -1.26
18 8.87 0.248 20 3 44.2 1.03
19 8.99 0.0508 20 4 44.1 -0.216
20 8.99 0.164 20 5 44.2 0.252
21 9.01 -0.324 25 1 44.6 0.24
22 8.94 -0.00353 25 2 44.5 -0.755
23 9 0.319 25 3 44.4 -0.49
24 8.87 -0.0423 25 4 44.1 0.218
25 9.05 -0.0962 25 5 44.6 0.305
26 8.88 -0.00753 30 1 44.2 -0.785
27 8.94 -0.168 30 2 44.1 0.62
28 8.98 0.028 30 3 44.4 0.0979
29 8.89 0.14 30 4 44.5 -1.1
30 8.99 -0.0956 30 5 44.3 0.693

Tabla D.4.6: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 1 y σ2

2 = 2
(valores multiplicados por 103) caso ML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 8.96 -0.278 5 1 41.9 -0.553
2 8.94 -0.284 5 2 41.7 0.113
3 8.94 0.123 5 3 41.8 0.0824
4 8.98 -0.353 5 4 42.1 0.209
5 8.87 -0.0266 5 5 42.1 0.0163
6 8.98 0.362 10 1 42.1 -0.201
7 8.95 0.217 10 2 42.2 0.403
8 8.97 -0.481 10 3 41.9 1.19
9 8.9 0.355 10 4 42.3 -0.218

10 8.87 0.143 10 5 42 -0.462
11 9.01 -0.724 15 1 41.9 0.9
12 8.99 0.516 15 2 41.9 -0.841
13 8.97 -0.254 15 3 42 0.481
14 8.97 0.191 15 4 42 1.54
15 8.91 0.528 15 5 41.9 0.563
16 8.97 0.183 20 1 42.1 0.936
17 8.99 -0.108 20 2 42.1 -1.1
18 8.89 0.238 20 3 42.1 0.974
19 9 0.0561 20 4 42 -0.223
20 9.01 0.158 20 5 42.2 0.2
21 9.03 -0.331 25 1 42.5 0.176
22 8.96 -0.00706 25 2 42.4 -0.771
23 9.02 0.323 25 3 42.3 -0.522
24 8.89 -0.0494 25 4 42 0.306
25 9.07 -0.081 25 5 42.5 0.405
26 8.9 0.00136 30 1 42.2 -0.785
27 8.96 -0.16 30 2 42 0.682
28 9 0.0241 30 3 42.3 0.0238
29 8.91 0.157 30 4 42.4 -1.13
30 9.01 -0.0945 30 5 42.2 0.736

Tabla D.4.7: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 2 y σ2

2 = 0.5
(valores multiplicados por 103) caso ML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 8.96 -0.28 5 1 43.3 -0.62
2 8.94 -0.283 5 2 43.1 0.115
3 8.94 0.123 5 3 43.2 0.105
4 8.98 -0.353 5 4 43.5 0.21
5 8.87 -0.0273 5 5 43.5 0.0545
6 8.98 0.363 10 1 43.5 -0.143
7 8.95 0.217 10 2 43.6 0.37
8 8.97 -0.483 10 3 43.3 1.15
9 8.9 0.353 10 4 43.7 -0.236

10 8.87 0.142 10 5 43.4 -0.431
11 9.01 -0.725 15 1 43.3 0.865
12 9 0.516 15 2 43.3 -0.805
13 8.97 -0.257 15 3 43.4 0.382
14 8.97 0.191 15 4 43.4 1.6
15 8.91 0.528 15 5 43.2 0.598
16 8.97 0.184 20 1 43.5 0.985
17 8.99 -0.109 20 2 43.5 -1.2
18 8.89 0.239 20 3 43.5 1.01
19 9.01 0.053 20 4 43.4 -0.223
20 9.01 0.159 20 5 43.5 0.226
21 9.03 -0.329 25 1 43.9 0.224
22 8.96 -0.00788 25 2 43.8 -0.758
23 9.02 0.322 25 3 43.7 -0.499
24 8.89 -0.0476 25 4 43.3 0.265
25 9.07 -0.0823 25 5 43.9 0.357
26 8.9 -0.000763 30 1 43.5 -0.792
27 8.96 -0.16 30 2 43.4 0.651
28 9 0.0243 30 3 43.7 0.0664
29 8.91 0.155 30 4 43.8 -1.12
30 9.01 -0.096 30 5 43.6 0.714

Tabla D.4.8: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 2 y σ2

2 = 1
(valores multiplicados por 103) caso ML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 8.96 -0.283 5 1 44.1 -0.662
2 8.95 -0.28 5 2 43.8 0.113
3 8.95 0.123 5 3 43.9 0.121
4 8.98 -0.353 5 4 44.2 0.21
5 8.87 -0.0283 5 5 44.2 0.0768
6 8.98 0.365 10 1 44.2 -0.0988
7 8.95 0.218 10 2 44.3 0.339
8 8.97 -0.485 10 3 44.1 1.11
9 8.91 0.352 10 4 44.5 -0.246

10 8.88 0.14 10 5 44.1 -0.398
11 9.01 -0.726 15 1 44 0.836
12 9 0.516 15 2 44.1 -0.762
13 8.98 -0.261 15 3 44.1 0.307
14 8.97 0.192 15 4 44.1 1.64
15 8.91 0.528 15 5 44 0.621
16 8.98 0.184 20 1 44.2 1.01
17 8.99 -0.109 20 2 44.2 -1.27
18 8.89 0.239 20 3 44.2 1.02
19 9.01 0.0489 20 4 44.2 -0.219
20 9.01 0.16 20 5 44.3 0.247
21 9.04 -0.327 25 1 44.6 0.254
22 8.96 -0.00948 25 2 44.5 -0.741
23 9.02 0.323 25 3 44.4 -0.477
24 8.9 -0.0462 25 4 44.1 0.232
25 9.08 -0.0826 25 5 44.6 0.319
26 8.9 -0.00358 30 1 44.3 -0.787
27 8.96 -0.16 30 2 44.1 0.617
28 9 0.0245 30 3 44.5 0.0961
29 8.91 0.153 30 4 44.5 -1.11
30 9.02 -0.0982 30 5 44.4 0.69

Tabla D.4.9: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 2 y σ2

2 = 2
(valores multiplicados por 103) caso ML
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D.4.2. Caso heterocedástico, ` = 1/2

d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 10 -0.29 5 1 66.2 -0.504
2 11.5 -0.375 5 2 66.4 0.151
3 12.8 0.137 5 3 67.6 0.194
4 13.9 -0.346 5 4 69 0.402
5 14.7 0.0359 5 5 69.7 -0.0639
6 15.8 0.479 10 1 83.1 -0.495
7 16.5 0.335 10 2 83.9 0.794
8 17.3 -0.7 10 3 83.7 1.73
9 18 0.547 10 4 84.8 -0.328

10 18.6 0.19 10 5 85.3 -0.751
11 19.6 -0.984 15 1 95.1 1.41
12 20.1 0.665 15 2 95.5 -1.2
13 20.7 -0.441 15 3 96.3 0.946
14 21.3 0.37 15 4 97 2.13
15 21.8 0.86 15 5 96.9 1.01
16 22.4 0.306 20 1 106 1.22
17 23 -0.197 20 2 106 -1.37
18 23.3 0.306 20 3 106 1.28
19 24.1 0.154 20 4 106 -0.177
20 24.7 0.194 20 5 108 0.0236
21 25.2 -0.463 25 1 116 -0.198
22 25.4 -0.0298 25 2 116 -1.46
23 26.1 0.546 25 3 116 -1.03
24 26.1 0.0384 25 4 115 0.644
25 27.2 -0.25 25 5 116 0.794
26 27.1 0.17 30 1 123 -0.848
27 27.7 -0.334 30 2 122 1.18
28 28.2 0.105 30 3 123 0.00327
29 28.4 0.249 30 4 124 -1.74
30 29.2 0.00367 30 5 123 1.42

Tabla D.4.10: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 0.5
(valores multiplicados por 103) caso ML



270 Apéndice D. Resultados del experimento de simulación del caṕıtulo 3

d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 10 -0.299 5 1 69.7 -0.626
2 11.6 -0.363 5 2 70 0.156
3 12.8 0.133 5 3 71.2 0.22
4 14 -0.346 5 4 72.6 0.406
5 14.8 0.032 5 5 73.4 0.00454
6 15.9 0.487 10 1 88.4 -0.401
7 16.6 0.341 10 2 89.3 0.78
8 17.4 -0.716 10 3 89.2 1.71
9 18.1 0.541 10 4 90.5 -0.367

10 18.7 0.191 10 5 90.8 -0.764
11 19.7 -0.986 15 1 102 1.36
12 20.2 0.67 15 2 103 -1.21
13 20.8 -0.464 15 3 103 0.759
14 21.4 0.372 15 4 104 2.28
15 21.9 0.861 15 5 104 1.11
16 22.5 0.311 20 1 114 1.38
17 23.1 -0.195 20 2 115 -1.63
18 23.4 0.317 20 3 115 1.38
19 24.2 0.122 20 4 115 -0.191
20 24.8 0.198 20 5 116 0.0495
21 25.3 -0.453 25 1 126 -0.063
22 25.6 -0.0469 25 2 126 -1.48
23 26.2 0.552 25 3 126 -0.969
24 26.3 0.04 25 4 125 0.623
25 27.3 -0.237 25 5 127 0.71
26 27.3 0.155 30 1 134 -0.95
27 27.9 -0.326 30 2 134 1.2
28 28.4 0.106 30 3 135 0.0967
29 28.6 0.247 30 4 135 -1.81
30 29.4 -0.0122 30 5 135 1.41

Tabla D.4.11: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 1
(valores multiplicados por 103) caso ML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 10.1 -0.308 5 1 71.7 -0.706
2 11.6 -0.35 5 2 72.1 0.15
3 12.9 0.128 5 3 73.2 0.238
4 14 -0.342 5 4 74.6 0.403
5 14.8 0.0256 5 5 75.6 0.0425
6 15.9 0.493 10 1 91.5 -0.312
7 16.7 0.347 10 2 92.5 0.752
8 17.5 -0.732 10 3 92.4 1.66
9 18.1 0.537 10 4 93.9 -0.378

10 18.8 0.198 10 5 94 -0.73
11 19.8 -0.982 15 1 106 1.32
12 20.3 0.682 15 2 107 -1.15
13 20.9 -0.489 15 3 107 0.595
14 21.5 0.367 15 4 108 2.38
15 22 0.864 15 5 108 1.18
16 22.6 0.31 20 1 120 1.49
17 23.3 -0.189 20 2 120 -1.82
18 23.5 0.316 20 3 120 1.44
19 24.4 0.0883 20 4 120 -0.192
20 25 0.199 20 5 122 0.0813
21 25.5 -0.45 25 1 132 0.0478
22 25.7 -0.0708 25 2 132 -1.44
23 26.4 0.56 25 3 132 -0.877
24 26.5 0.0334 25 4 131 0.598
25 27.5 -0.207 25 5 133 0.637
26 27.5 0.144 30 1 141 -0.996
27 28.1 -0.315 30 2 141 1.16
28 28.7 0.102 30 3 142 0.176
29 28.8 0.264 30 4 142 -1.85
30 29.6 -0.0314 30 5 142 1.35

Tabla D.4.12: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 2
(valores multiplicados por 103) caso ML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 10.1 -0.295 5 1 66.4 -0.524
2 11.6 -0.363 5 2 66.6 0.131
3 12.9 0.133 5 3 67.7 0.173
4 14 -0.348 5 4 69.1 0.382
5 14.9 0.0153 5 5 69.9 -0.0859
6 16 0.479 10 1 83.4 -0.464
7 16.7 0.329 10 2 84.1 0.827
8 17.5 -0.708 10 3 83.9 1.76
9 18.2 0.562 10 4 85.1 -0.295

10 18.8 0.222 10 5 85.5 -0.72
11 19.8 -0.969 15 1 95.4 1.44
12 20.4 0.693 15 2 95.8 -1.16
13 21 -0.443 15 3 96.6 0.979
14 21.6 0.357 15 4 97.3 2.16
15 22.1 0.892 15 5 97.2 1.05
16 22.7 0.285 20 1 106 1.21
17 23.4 -0.182 20 2 107 -1.39
18 23.6 0.27 20 3 106 1.26
19 24.5 0.133 20 4 107 -0.192
20 25.1 0.178 20 5 108 0.00195
21 25.6 -0.484 25 1 116 -0.136
22 25.8 -0.0613 25 2 116 -1.4
23 26.5 0.56 25 3 116 -0.969
24 26.6 0.0121 25 4 115 0.705
25 27.6 -0.191 25 5 117 0.849
26 27.6 0.173 30 1 124 -0.88
27 28.2 -0.307 30 2 123 1.16
28 28.7 0.084 30 3 124 -0.0237
29 28.9 0.303 30 4 124 -1.78
30 29.7 -0.0281 30 5 124 1.39

Tabla D.4.13: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 1 y σ2

2 = 0.5
(valores multiplicados por 103) caso ML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 10.1 -0.3 5 1 69.8 -0.642
2 11.6 -0.357 5 2 70.1 0.14
3 12.9 0.132 5 3 71.3 0.202
4 14.1 -0.351 5 4 72.7 0.389
5 14.9 0.0151 5 5 73.6 -0.0139
6 16 0.483 10 1 88.6 -0.371
7 16.8 0.334 10 2 89.5 0.812
8 17.6 -0.719 10 3 89.3 1.74
9 18.2 0.557 10 4 90.7 -0.333

10 18.8 0.223 10 5 91 -0.733
11 19.9 -0.97 15 1 102 1.39
12 20.4 0.692 15 2 103 -1.18
13 21 -0.456 15 3 104 0.79
14 21.6 0.36 15 4 104 2.31
15 22.1 0.891 15 5 104 1.14
16 22.8 0.293 20 1 115 1.37
17 23.4 -0.182 20 2 115 -1.65
18 23.7 0.283 20 3 115 1.36
19 24.5 0.112 20 4 115 -0.205
20 25.1 0.18 20 5 117 0.0269
21 25.6 -0.474 25 1 126 -0.013
22 25.9 -0.071 25 2 126 -1.44
23 26.6 0.564 25 3 126 -0.92
24 26.6 0.0171 25 4 125 0.672
25 27.7 -0.188 25 5 127 0.754
26 27.6 0.164 30 1 135 -0.974
27 28.3 -0.303 30 2 134 1.18
28 28.8 0.0852 30 3 135 0.0791
29 29 0.289 30 4 136 -1.84
30 29.8 -0.0344 30 5 135 1.38

Tabla D.4.14: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 1 y σ2

2 = 1
(valores multiplicados por 103) caso ML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 10.1 -0.306 5 1 71.8 -0.718
2 11.6 -0.348 5 2 72.1 0.138
3 12.9 0.129 5 3 73.3 0.225
4 14.1 -0.351 5 4 74.7 0.391
5 14.9 0.013 5 5 75.7 0.0284
6 16 0.487 10 1 91.7 -0.287
7 16.8 0.338 10 2 92.6 0.778
8 17.6 -0.729 10 3 92.5 1.68
9 18.3 0.552 10 4 94 -0.35

10 18.9 0.224 10 5 94.1 -0.704
11 19.9 -0.971 15 1 106 1.35
12 20.5 0.696 15 2 107 -1.13
13 21.1 -0.473 15 3 108 0.621
14 21.7 0.36 15 4 109 2.4
15 22.2 0.89 15 5 108 1.2
16 22.8 0.297 20 1 120 1.48
17 23.5 -0.18 20 2 120 -1.84
18 23.7 0.291 20 3 120 1.42
19 24.6 0.0884 20 4 120 -0.205
20 25.2 0.183 20 5 122 0.0613
21 25.7 -0.467 25 1 132 0.0767
22 26 -0.0837 25 2 132 -1.41
23 26.7 0.568 25 3 132 -0.847
24 26.7 0.0178 25 4 131 0.629
25 27.8 -0.178 25 5 133 0.663
26 27.7 0.154 30 1 141 -1.01
27 28.4 -0.297 30 2 141 1.15
28 28.9 0.0845 30 3 142 0.169
29 29.1 0.287 30 4 143 -1.86
30 29.9 -0.0422 30 5 142 1.34

Tabla D.4.15: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 1 y σ2

2 = 2
(valores multiplicados por 103) caso ML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 10.1 -0.299 5 1 66.5 -0.539
2 11.7 -0.35 5 2 66.7 0.117
3 13 0.13 5 3 67.8 0.157
4 14.1 -0.347 5 4 69.2 0.367
5 15 -7.2e-05 5 5 70 -0.102
6 16.1 0.48 10 1 83.5 -0.442
7 16.8 0.326 10 2 84.2 0.85
8 17.7 -0.714 10 3 84 1.78
9 18.3 0.57 10 4 85.2 -0.273

10 19 0.244 10 5 85.6 -0.698
11 20 -0.954 15 1 95.6 1.45
12 20.6 0.71 15 2 95.9 -1.14
13 21.2 -0.449 15 3 96.8 0.999
14 21.8 0.348 15 4 97.5 2.17
15 22.3 0.91 15 5 97.4 1.07
16 22.9 0.269 20 1 107 1.2
17 23.6 -0.168 20 2 107 -1.4
18 23.8 0.243 20 3 107 1.25
19 24.7 0.111 20 4 107 -0.203
20 25.3 0.165 20 5 108 -0.0151
21 25.8 -0.495 25 1 116 -0.0852
22 26.1 -0.0894 25 2 116 -1.35
23 26.8 0.571 25 3 117 -0.921
24 26.9 -0.00506 25 4 116 0.754
25 27.9 -0.143 25 5 117 0.893
26 27.8 0.17 30 1 124 -0.905
27 28.5 -0.285 30 2 123 1.14
28 29.1 0.071 30 3 124 -0.0432
29 29.2 0.347 30 4 125 -1.8
30 30 -0.0517 30 5 124 1.36

Tabla D.4.16: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 2 y σ2

2 = 0.5
(valores multiplicados por 103) caso ML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 10.1 -0.303 5 1 69.9 -0.655
2 11.7 -0.347 5 2 70.2 0.127
3 13 0.128 5 3 71.3 0.189
4 14.1 -0.351 5 4 72.8 0.375
5 15 0.00153 5 5 73.7 -0.0284
6 16.1 0.48 10 1 88.8 -0.348
7 16.9 0.329 10 2 89.6 0.836
8 17.7 -0.721 10 3 89.4 1.76
9 18.3 0.566 10 4 90.8 -0.309

10 19 0.246 10 5 91.1 -0.71
11 20 -0.955 15 1 102 1.41
12 20.6 0.709 15 2 103 -1.16
13 21.2 -0.455 15 3 104 0.809
14 21.8 0.35 15 4 105 2.32
15 22.3 0.909 15 5 104 1.16
16 22.9 0.277 20 1 115 1.36
17 23.6 -0.168 20 2 115 -1.66
18 23.9 0.256 20 3 115 1.35
19 24.7 0.0963 20 4 116 -0.218
20 25.3 0.166 20 5 117 0.00796
21 25.8 -0.487 25 1 126 0.0343
22 26.1 -0.096 25 2 126 -1.39
23 26.8 0.574 25 3 126 -0.875
24 26.9 -0.00131 25 4 126 0.718
25 27.9 -0.144 25 5 127 0.795
26 27.9 0.166 30 1 135 -0.994
27 28.5 -0.282 30 2 134 1.16
28 29.1 0.0707 30 3 135 0.0642
29 29.2 0.332 30 4 136 -1.86
30 30.1 -0.0537 30 5 136 1.36

Tabla D.4.17: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 2 y σ2

2 = 1
(valores multiplicados por 103) caso ML
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d EMSEd BIASd d i EMSEdi BIASdi

1 10.1 -0.307 5 1 71.8 -0.729
2 11.7 -0.342 5 2 72.2 0.128
3 13 0.127 5 3 73.3 0.213
4 14.1 -0.354 5 4 74.8 0.38
5 15 0.00163 5 5 75.7 0.016
6 16.1 0.482 10 1 91.8 -0.265
7 16.9 0.333 10 2 92.7 0.801
8 17.7 -0.728 10 3 92.6 1.71
9 18.4 0.562 10 4 94.1 -0.326

10 19 0.247 10 5 94.2 -0.681
11 20 -0.956 15 1 107 1.36
12 20.6 0.709 15 2 107 -1.11
13 21.2 -0.465 15 3 108 0.64
14 21.8 0.351 15 4 109 2.42
15 22.3 0.907 15 5 109 1.22
16 23 0.283 20 1 120 1.47
17 23.6 -0.168 20 2 120 -1.85
18 23.9 0.266 20 3 120 1.4
19 24.7 0.0811 20 4 121 -0.216
20 25.4 0.168 20 5 122 0.0424
21 25.9 -0.481 25 1 132 0.114
22 26.2 -0.103 25 2 132 -1.38
23 26.8 0.577 25 3 132 -0.81
24 26.9 0.00182 25 4 132 0.666
25 28 -0.142 25 5 133 0.696
26 27.9 0.16 30 1 141 -1.02
27 28.6 -0.278 30 2 141 1.14
28 29.1 0.0701 30 3 142 0.16
29 29.3 0.321 30 4 143 -1.87
30 30.1 -0.0556 30 5 143 1.32

Tabla D.4.18: Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 2 y σ2

2 = 2
(valores multiplicados por 103) caso ML
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Apéndice E

Resultados del experimento de
simulación del caṕıtulo 4

E.1. Introducción

En el presente apéndice se presentan tablas con los valores numéricos correspondientes a la
realización del experimento de simulación descrito en el apartado 4.5, en concreto:

en la sección E.2 se muestran las tablas de resultados correspondientes a las medidas de
eficiencia calculadas en el experimento 4.5, bajo un modelo con datos homocedásticos,
` = 0,

en la sección E.3 se muestran las tablas de resultados correspondientes a las medidas de
eficiencia calculadas en el experimento 4.5, bajo un modelo con datos heterocedásticos,
` = 1/2.

El error cuadrático medio emṕırico y el sesgo emṕırico se han multiplicado por 104 para
poder apreciar las magnitudes. La probabilidad de cobertura se ha expresado en %.
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E.2. Tablas numéricas correspondientes al caso homocedástico,
` = 0

d Ed Bd C99%
d C95 %

d d i Edi Bdi C99 %
di C95 %

di

1 0.006 -7 98.7% 94 % 5 1 0.0125 1.81 99 % 95 %
2 0.00581 -6.86 98.6% 94 % 5 2 0.014 4.25 99 % 95.1 %
3 0.00589 -6.92 98.6% 94 % 5 3 0.0128 2.58 99 % 95 %
4 0.00633 -7.23 98.6% 93.9 % 5 4 0.0122 -0.557 99 % 95 %
5 0.00489 -6.15 98.7% 94 % 5 5 0.0122 -0.146 99 % 94.9 %
6 0.00643 -7.3 98.6% 93.9 % 10 1 0.0122 -0.291 99 % 95 %
7 0.00582 -6.87 98.6% 94.1 % 10 2 0.0123 -1.24 99 % 94.9 %
8 0.00618 -7.13 98.6% 94 % 10 3 0.0124 1.43 99 % 95 %
9 0.00532 -6.49 98.7% 94 % 10 4 0.0125 -1.85 98.9 % 95 %

10 0.00491 -6.17 98.7% 94.1 % 10 5 0.0122 0.481 99 % 95 %
11 0.00674 -7.51 98.6% 94 % 15 1 0.0124 1.65 99 % 95.1 %
12 0.00651 -7.35 98.7% 94 % 15 2 0.0124 1.55 99 % 95 %
13 0.0062 -7.14 98.6% 94 % 15 3 0.0122 0.487 99 % 95 %
14 0.00607 -7.05 98.6% 93.9 % 15 4 0.0122 0.465 99 % 95 %
15 0.00537 -6.54 98.7% 94 % 15 5 0.0126 1.99 99 % 95.1 %
16 0.00618 -7.13 98.6% 93.9 % 20 1 0.0122 -0.0372 99 % 95 %
17 0.00637 -7.26 98.7% 93.9 % 20 2 0.0122 -0.374 99 % 95 %
18 0.00506 -6.29 98.6% 94.1 % 20 3 0.0122 0.327 99 % 95.1 %
19 0.00669 -7.48 98.6% 93.9 % 20 4 0.0123 1.08 99 % 95 %
20 0.00664 -7.44 98.7% 93.9 % 20 5 0.0122 -0.494 98.9 % 94.9 %
21 0.00705 -7.71 98.6% 93.9 % 25 1 0.0135 -3.58 99 % 94.8 %
22 0.00592 -6.94 98.6% 94 % 25 2 0.0129 -2.69 98.9 % 95 %
23 0.00683 -7.57 98.6% 93.9 % 25 3 0.0126 -1.92 98.9 % 95 %
24 0.00497 -6.22 98.7% 94.2 % 25 4 0.0124 1.43 99 % 95.1 %
25 0.00766 -8.09 98.6% 93.8 % 25 5 0.0136 -3.71 99 % 95 %
26 0.00512 -6.33 98.6% 94.2 % 30 1 0.0123 -0.678 99 % 95 %
27 0.00591 -6.93 98.6% 94 % 30 2 0.0124 1.31 99 % 95 %
28 0.00643 -7.3 98.6% 94 % 30 3 0.0126 -2.07 99 % 94.9 %
29 0.00526 -6.44 98.7% 94 % 30 4 0.0129 -2.69 99 % 94.9 %
30 0.00661 -7.42 98.6% 93.9 % 30 5 0.0123 -0.744 99 % 94.9 %

Tabla E.2.1: EMSE, Sesgo (multiplicados por 104) y probabilidad de cobertura
para ` = 0, σ2

1 = 0.5 y σ2
2 = 0.5.
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d Ed Bd C99 %
d C95%

d d i Edi Bdi C99 %
di C95 %

di

1 0.00636 -6.96 98.6 % 94% 5 1 0.013 1.66 99 % 95.1 %
2 0.00623 -6.86 98.6 % 94% 5 2 0.0142 3.84 99 % 95.1 %
3 0.00625 -6.88 98.6 % 94% 5 3 0.0133 2.56 99 % 95 %
4 0.00669 -7.2 98.6 % 93.9 % 5 4 0.0127 -0.241 99 % 95.1 %
5 0.00528 -6.13 98.7 % 94.1 % 5 5 0.0127 0.00277 99 % 95 %
6 0.00682 -7.28 98.6 % 93.9 % 10 1 0.0127 -0.214 99 % 95 %
7 0.00622 -6.86 98.6 % 94% 10 2 0.0129 -1.36 99 % 94.9 %
8 0.00655 -7.1 98.6 % 94% 10 3 0.0129 1.27 99 % 95 %
9 0.0057 -6.47 98.7 % 94% 10 4 0.0133 -2.51 98.9 % 95 %

10 0.00528 -6.14 98.7 % 94.1 % 10 5 0.0128 0.808 99 % 95 %
11 0.00712 -7.49 98.6 % 94% 15 1 0.013 1.65 99 % 95.1 %
12 0.00693 -7.36 98.7 % 94% 15 2 0.0129 1.54 99 % 95 %
13 0.00658 -7.12 98.6 % 94% 15 3 0.0127 0.63 99 % 95.1 %
14 0.00647 -7.03 98.6 % 93.9 % 15 4 0.0127 0.691 99 % 95 %
15 0.00576 -6.51 98.7 % 94% 15 5 0.0132 2.24 99 % 95.1 %
16 0.00657 -7.11 98.6 % 94% 20 1 0.0127 0.0971 99 % 95 %
17 0.00677 -7.25 98.7 % 93.9 % 20 2 0.0127 -0.204 99 % 95 %
18 0.00543 -6.26 98.6 % 94.1 % 20 3 0.0127 0.0261 99 % 95.1 %
19 0.00708 -7.46 98.6 % 93.9 % 20 4 0.0128 0.716 99 % 95 %
20 0.00702 -7.42 98.7 % 93.9 % 20 5 0.0127 -0.469 99 % 94.9 %
21 0.00741 -7.68 98.6 % 93.9 % 25 1 0.0142 -3.86 99 % 94.8 %
22 0.00631 -6.92 98.6 % 94% 25 2 0.0134 -2.67 99 % 95 %
23 0.00722 -7.55 98.6 % 93.9 % 25 3 0.0131 -1.85 98.9 % 95 %
24 0.00537 -6.2 98.7 % 94.2 % 25 4 0.0129 1.41 99 % 95.1 %
25 0.00803 -8.07 98.6 % 93.8 % 25 5 0.0143 -3.92 99 % 94.9 %
26 0.00552 -6.32 98.6 % 94.2 % 30 1 0.0128 -0.379 99 % 95 %
27 0.00629 -6.9 98.6 % 94% 30 2 0.0129 1.23 99 % 95 %
28 0.00684 -7.3 98.6 % 94% 30 3 0.0132 -2.18 98.9 % 94.9 %
29 0.00565 -6.43 98.7 % 94% 30 4 0.0134 -2.64 99 % 94.9 %
30 0.00701 -7.41 98.6 % 93.9 % 30 5 0.0128 -0.881 99 % 95 %

Tabla E.2.2: EMSE, Sesgo (multiplicados por 104) y probabilidad de cobertura
para ` = 0, σ2

1 = 0.5 y σ2
2 = 1.
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d Ed Bd C99%
d C95 %

d d i Edi Bdi C99 %
di C95 %

di

1 0.00576 -6.06 98.7% 94.2 % 5 1 0.0135 1.4 99 % 95.1 %
2 0.00567 -5.99 98.7% 94.1 % 5 2 0.0145 3.41 99 % 95 %
3 0.0056 -5.93 98.7% 94.1 % 5 3 0.0139 2.5 99 % 95 %
4 0.00612 -6.36 98.7% 94 % 5 4 0.0133 -0.109 99 % 95 %
5 0.00485 -5.26 98.7% 94.2 % 5 5 0.0133 0.0771 99 % 94.9 %
6 0.00614 -6.37 98.7% 94.1 % 10 1 0.0133 -0.234 99 % 95 %
7 0.00561 -5.94 98.7% 94.2 % 10 2 0.0136 -1.63 99 % 94.9 %
8 0.00595 -6.22 98.7% 94.2 % 10 3 0.0135 1.51 99 % 95 %
9 0.0052 -5.59 98.7% 94.1 % 10 4 0.0142 -3.06 99 % 94.9 %

10 0.00488 -5.29 98.7% 94.2 % 10 5 0.0134 1.14 99 % 95 %
11 0.00641 -6.58 98.7% 94.1 % 15 1 0.0137 1.82 99 % 95 %
12 0.00633 -6.52 98.7% 94.1 % 15 2 0.0135 1.52 99 % 95 %
13 0.00593 -6.2 98.6% 94.1 % 15 3 0.0134 0.731 99 % 95.1 %
14 0.00591 -6.18 98.6% 94 % 15 4 0.0134 1.03 99 % 95 %
15 0.00518 -5.56 98.7% 94.1 % 15 5 0.0141 2.72 99 % 95.1 %
16 0.00594 -6.21 98.7% 94.1 % 20 1 0.0133 0.0772 99 % 95 %
17 0.00609 -6.33 98.7% 94.1 % 20 2 0.0133 0.0318 99 % 95 %
18 0.00499 -5.39 98.7% 94.2 % 20 3 0.0133 -0.218 99 % 95.1 %
19 0.00644 -6.6 98.6% 94 % 20 4 0.0133 0.222 99 % 95 %
20 0.00635 -6.53 98.7% 94 % 20 5 0.0134 -0.436 99 % 94.9 %
21 0.0068 -6.87 98.6% 94 % 25 1 0.0148 -3.88 99 % 94.8 %
22 0.00581 -6.11 98.7% 94.1 % 25 2 0.0142 -2.87 99 % 95 %
23 0.00659 -6.71 98.7% 94 % 25 3 0.0136 -1.7 98.9 % 95 %
24 0.00501 -5.4 98.7% 94.2 % 25 4 0.0135 1.19 99 % 95.1 %
25 0.00729 -7.21 98.6% 93.9 % 25 5 0.0151 -4.14 99 % 94.9 %
26 0.00507 -5.47 98.7% 94.3 % 30 1 0.0134 -0.0815 99 % 95 %
27 0.0057 -6.02 98.6% 94.1 % 30 2 0.0135 1.16 99 % 95 %
28 0.00623 -6.44 98.7% 94.1 % 30 3 0.0138 -2.1 98.9 % 94.9 %
29 0.00512 -5.51 98.7% 94.2 % 30 4 0.014 -2.46 99 % 94.9 %
30 0.00647 -6.62 98.6% 94 % 30 5 0.0135 -1.3 99 % 95 %

Tabla E.2.3: EMSE, Sesgo (multiplicados por 104) y probabilidad de cobertura
para ` = 0, σ2

1 = 0.5 y σ2
2 = 2.
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d Ed Bd C99%
d C95 %

d d i Edi Bdi C99 %
di C95 %

di

1 0.0264 -15.4 98.1% 92.6 % 5 1 0.0125 1.82 99 % 95 %
2 0.026 -15.2 98% 92.4 % 5 2 0.014 4.26 99 % 95.1 %
3 0.0261 -15.3 98% 92.5 % 5 3 0.0129 2.63 99 % 95 %
4 0.0271 -15.6 98% 92.3 % 5 4 0.0122 -0.529 99 % 95 %
5 0.0238 -14.5 98.1% 92.5 % 5 5 0.0122 -0.157 99 % 94.9 %
6 0.0272 -15.6 98% 92.4 % 10 1 0.0122 -0.316 99 % 95 %
7 0.026 -15.2 98% 92.5 % 10 2 0.0124 -1.23 99 % 94.9 %
8 0.0267 -15.5 98.1% 92.5 % 10 3 0.0124 1.48 99 % 95 %
9 0.0248 -14.8 98.1% 92.5 % 10 4 0.0126 -1.88 99 % 95 %

10 0.0239 -14.5 98.1% 92.6 % 10 5 0.0122 0.508 99 % 95 %
11 0.028 -15.9 98% 92.4 % 15 1 0.0125 1.62 99 % 95.1 %
12 0.0275 -15.7 98.1% 92.5 % 15 2 0.0125 1.57 99 % 95 %
13 0.0268 -15.5 98% 92.5 % 15 3 0.0122 0.521 99 % 95 %
14 0.0267 -15.5 98% 92.4 % 15 4 0.0122 0.437 99 % 95 %
15 0.025 -14.9 98.1% 92.5 % 15 5 0.0126 2.06 99 % 95.1 %
16 0.0268 -15.5 98% 92.4 % 20 1 0.0122 -0.0338 99 % 95 %
17 0.0272 -15.6 98% 92.4 % 20 2 0.0122 -0.398 99 % 95 %
18 0.0243 -14.6 98% 92.6 % 20 3 0.0122 0.295 99 % 95.1 %
19 0.0278 -15.8 98% 92.4 % 20 4 0.0123 1.04 99 % 95 %
20 0.0279 -15.8 98% 92.4 % 20 5 0.0123 -0.542 98.9 % 94.9 %
21 0.0286 -16.1 98% 92.4 % 25 1 0.0135 -3.59 99 % 94.8 %
22 0.0263 -15.3 98.1% 92.4 % 25 2 0.013 -2.69 98.9 % 95 %
23 0.0282 -15.9 98% 92.4 % 25 3 0.0126 -1.93 98.9 % 95 %
24 0.0242 -14.6 98.1% 92.7 % 25 4 0.0125 1.46 99 % 95.1 %
25 0.0299 -16.5 97.9% 92.2 % 25 5 0.0136 -3.69 99 % 95 %
26 0.0244 -14.7 98% 92.7 % 30 1 0.0123 -0.634 99 % 95 %
27 0.0262 -15.3 98% 92.5 % 30 2 0.0124 1.32 99 % 95 %
28 0.0274 -15.7 98% 92.5 % 30 3 0.0127 -2.06 99 % 94.9 %
29 0.0247 -14.8 98.1% 92.5 % 30 4 0.013 -2.71 99 % 94.9 %
30 0.0278 -15.8 98% 92.4 % 30 5 0.0123 -0.847 99 % 94.9 %

Tabla E.2.4: EMSE, Sesgo (multiplicados por 104) y probabilidad de cobertura
para ` = 0, σ2

1 = 1 y σ2
2 = 0.5.
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d Ed Bd C99 %
d C95%

d d i Edi Bdi C99 %
di C95 %

di

1 0.0304 -16.3 98% 92.3 % 5 1 0.013 1.62 99 % 95.1 %
2 0.03 -16.1 97.9 % 92.2 % 5 2 0.0142 3.85 99 % 95.1 %
3 0.0301 -16.2 97.9 % 92.3 % 5 3 0.0134 2.65 99 % 95 %
4 0.0312 -16.5 97.9 % 92.1 % 5 4 0.0127 -0.205 99 % 95.1 %
5 0.0277 -15.4 98% 92.3 % 5 5 0.0127 -0.076 99 % 94.9 %
6 0.0313 -16.5 97.9 % 92.2 % 10 1 0.0127 -0.234 99 % 95 %
7 0.0301 -16.2 97.9 % 92.3 % 10 2 0.0129 -1.32 99 % 95 %
8 0.0308 -16.4 98% 92.3 % 10 3 0.0129 1.33 99 % 95 %
9 0.0287 -15.7 97.9 % 92.3 % 10 4 0.0134 -2.52 99 % 95 %

10 0.0278 -15.4 98% 92.4 % 10 5 0.0128 0.806 99 % 95 %
11 0.0321 -16.8 97.9 % 92.2 % 15 1 0.013 1.62 99 % 95.1 %
12 0.0317 -16.6 98% 92.2 % 15 2 0.013 1.53 99 % 95 %
13 0.0309 -16.4 97.9 % 92.2 % 15 3 0.0128 0.663 99 % 95.1 %
14 0.0307 -16.4 97.9 % 92.2 % 15 4 0.0128 0.625 99 % 95 %
15 0.0289 -15.8 98% 92.3 % 15 5 0.0133 2.32 99 % 95.1 %
16 0.0309 -16.4 97.9 % 92.2 % 20 1 0.0128 0.0802 99 % 95 %
17 0.0313 -16.5 97.9 % 92.2 % 20 2 0.0128 -0.195 99 % 95 %
18 0.0282 -15.6 97.9 % 92.4 % 20 3 0.0128 -0.00601 99 % 95.1 %
19 0.032 -16.7 97.9 % 92.2 % 20 4 0.0128 0.734 99 % 95 %
20 0.032 -16.7 97.9 % 92.1 % 20 5 0.0128 -0.514 99 % 94.9 %
21 0.0328 -17 97.9 % 92.1 % 25 1 0.0143 -3.86 99 % 94.8 %
22 0.0303 -16.2 98% 92.2 % 25 2 0.0135 -2.67 99 % 95 %
23 0.0324 -16.8 97.9 % 92.2 % 25 3 0.0131 -1.88 98.9 % 95 %
24 0.0281 -15.5 98% 92.4 % 25 4 0.013 1.44 99 % 95.1 %
25 0.0341 -17.4 97.8 % 92% 25 5 0.0143 -3.92 99 % 94.9 %
26 0.0284 -15.6 98% 92.4 % 30 1 0.0128 -0.337 99 % 95 %
27 0.0302 -16.2 97.9 % 92.3 % 30 2 0.013 1.27 99 % 95 %
28 0.0315 -16.6 97.9 % 92.3 % 30 3 0.0133 -2.16 98.9 % 94.9 %
29 0.0287 -15.7 98% 92.3 % 30 4 0.0135 -2.64 99 % 94.9 %
30 0.0319 -16.7 97.9 % 92.2 % 30 5 0.0129 -0.969 99 % 95 %

Tabla E.2.5: EMSE, Sesgo (multiplicados por 104) y probabilidad de cobertura
para ` = 0, σ2

1 = 1 y σ2
2 = 1.
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d Ed Bd C99 %
d C95%

d d i Edi Bdi C99 %
di C95 %

di

1 0.0284 -15.1 98.1 % 92.5 % 5 1 0.0136 1.47 99 % 95.1 %
2 0.0282 -15.1 97.9 % 92.4 % 5 2 0.0146 3.49 99 % 95 %
3 0.0281 -15 98 % 92.5 % 5 3 0.014 2.62 99 % 95 %
4 0.0292 -15.4 97.9 % 92.3 % 5 4 0.0133 0.0426 99 % 95.1 %
5 0.026 -14.3 98 % 92.5 % 5 5 0.0133 0.0667 99 % 95 %
6 0.0293 -15.4 98 % 92.4 % 10 1 0.0134 -0.185 99 % 95 %
7 0.0282 -15.1 98 % 92.5 % 10 2 0.0135 -1.38 99 % 94.9 %
8 0.0288 -15.3 98 % 92.5 % 10 3 0.0135 1.24 99 % 95 %
9 0.0269 -14.6 98 % 92.5 % 10 4 0.0142 -2.95 98.9 % 94.9 %

10 0.026 -14.3 98.1 % 92.6 % 10 5 0.0135 1.03 99 % 95 %
11 0.0301 -15.7 98 % 92.4 % 15 1 0.0136 1.64 99 % 95 %
12 0.0297 -15.6 98.1 % 92.4 % 15 2 0.0136 1.54 99 % 95 %
13 0.029 -15.3 97.9 % 92.4 % 15 3 0.0134 0.714 99 % 95.1 %
14 0.0288 -15.3 98 % 92.3 % 15 4 0.0134 0.812 99 % 95 %
15 0.0271 -14.7 98 % 92.5 % 15 5 0.014 2.46 99 % 95.1 %
16 0.0289 -15.3 98 % 92.4 % 20 1 0.0134 0.172 99 % 95 %
17 0.0294 -15.4 98 % 92.4 % 20 2 0.0134 -0.051 99 % 95 %
18 0.0264 -14.4 98 % 92.6 % 20 3 0.0134 -0.26 99 % 95.1 %
19 0.0299 -15.6 98 % 92.4 % 20 4 0.0134 0.424 99 % 95 %
20 0.03 -15.6 98 % 92.3 % 20 5 0.0134 -0.513 99 % 94.9 %
21 0.0307 -15.9 98 % 92.3 % 25 1 0.015 -4.02 99 % 94.8 %
22 0.0284 -15.1 98 % 92.4 % 25 2 0.0141 -2.62 99 % 95 %
23 0.0303 -15.7 98 % 92.4 % 25 3 0.0137 -1.78 98.9 % 95 %
24 0.0264 -14.4 98 % 92.6 % 25 4 0.0136 1.37 99 % 95.1 %
25 0.0319 -16.3 97.9 % 92.2 % 25 5 0.015 -4.02 99 % 94.9 %
26 0.0266 -14.5 98 % 92.6 % 30 1 0.0134 -0.133 99 % 95 %
27 0.0283 -15.1 97.9 % 92.5 % 30 2 0.0135 1.18 99 % 95 %
28 0.0296 -15.5 98 % 92.5 % 30 3 0.0139 -2.22 98.9 % 94.9 %
29 0.0269 -14.6 98 % 92.5 % 30 4 0.014 -2.51 99 % 94.9 %
30 0.0299 -15.6 97.9 % 92.4 % 30 5 0.0135 -1.02 99 % 95 %

Tabla E.2.6: EMSE, Sesgo (multiplicados por 104) y probabilidad de cobertura
para ` = 0, σ2

1 = 1 y σ2
2 = 2.
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d Ed Bd C99 %
d C95%

d d i Edi Bdi C99 %
di C95 %

di

1 0.113 -32.3 95.7 % 87.8 % 5 1 0.0126 1.85 99 % 95 %
2 0.112 -32.1 95.6 % 87.8 % 5 2 0.0141 4.26 99 % 95.1 %
3 0.112 -32.1 95.6 % 87.8 % 5 3 0.013 2.67 99 % 95 %
4 0.115 -32.5 95.5 % 87.6 % 5 4 0.0123 -0.513 99 % 95 %
5 0.108 -31.4 95.7 % 88% 5 5 0.0122 -0.167 99 % 94.9 %
6 0.115 -32.5 95.6 % 87.8 % 10 1 0.0123 -0.323 99 % 95 %
7 0.113 -32.2 95.6 % 87.9 % 10 2 0.0124 -1.23 99 % 94.9 %
8 0.114 -32.4 95.7 % 87.9 % 10 3 0.0125 1.53 99 % 95 %
9 0.11 -31.7 95.7 % 87.9 % 10 4 0.0126 -1.91 99 % 95 %

10 0.108 -31.4 95.7 % 88% 10 5 0.0123 0.538 99 % 95 %
11 0.117 -32.8 95.6 % 87.8 % 15 1 0.0125 1.6 99 % 95.1 %
12 0.116 -32.6 95.6 % 87.8 % 15 2 0.0125 1.58 99 % 95 %
13 0.114 -32.4 95.5 % 87.7 % 15 3 0.0123 0.554 99 % 95 %
14 0.114 -32.4 95.6 % 87.8 % 15 4 0.0123 0.42 99 % 95 %
15 0.11 -31.8 95.6 % 87.8 % 15 5 0.0127 2.11 99 % 95.1 %
16 0.114 -32.4 95.6 % 87.8 % 20 1 0.0123 -0.0215 99 % 95 %
17 0.115 -32.5 95.6 % 87.8 % 20 2 0.0123 -0.418 99 % 95 %
18 0.109 -31.6 95.7 % 88.1 % 20 3 0.0123 0.283 99 % 95.1 %
19 0.116 -32.7 95.6 % 87.8 % 20 4 0.0124 1.01 99 % 95 %
20 0.117 -32.8 95.6 % 87.7 % 20 5 0.0123 -0.568 98.9 % 94.9 %
21 0.118 -33 95.5 % 87.6 % 25 1 0.0136 -3.59 99 % 94.8 %
22 0.113 -32.3 95.7 % 87.8 % 25 2 0.013 -2.67 98.9 % 95 %
23 0.117 -32.9 95.5 % 87.7 % 25 3 0.0126 -1.93 98.9 % 95 %
24 0.109 -31.6 95.8 % 88% 25 4 0.0125 1.49 99 % 95.1 %
25 0.12 -33.4 95.4 % 87.6 % 25 5 0.0136 -3.68 99 % 95 %
26 0.109 -31.6 95.8 % 88% 30 1 0.0123 -0.602 99 % 95 %
27 0.113 -32.2 95.6 % 87.9 % 30 2 0.0125 1.34 99 % 95 %
28 0.116 -32.6 95.6 % 87.9 % 30 3 0.0127 -2.05 98.9 % 94.9 %
29 0.11 -31.7 95.7 % 87.8 % 30 4 0.013 -2.71 99 % 94.9 %
30 0.116 -32.7 95.6 % 87.8 % 30 5 0.0124 -0.933 99 % 94.9 %

Tabla E.2.7: EMSE, Sesgo (multiplicados por 104) y probabilidad de cobertura
para ` = 0, σ2

1 = 2 y σ2
2 = 0.5.
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d Ed Bd C99 %
d C95 %

d d i Edi Bdi C99 %
di C95 %

di

1 0.139 -35.5 94.8% 86.5 % 5 1 0.013 1.63 98.9 % 95.1 %
2 0.138 -35.4 94.7% 86.5 % 5 2 0.0143 3.85 99 % 95.1 %
3 0.138 -35.4 94.7% 86.4 % 5 3 0.0135 2.69 99 % 95 %
4 0.141 -35.8 94.6% 86.3 % 5 4 0.0128 -0.185 99 % 95 %
5 0.133 -34.7 94.8% 86.6 % 5 5 0.0128 -0.0811 99 % 94.9 %
6 0.141 -35.8 94.8% 86.3 % 10 1 0.0128 -0.251 99 % 95 %
7 0.138 -35.4 94.7% 86.5 % 10 2 0.0129 -1.32 99 % 94.9 %
8 0.14 -35.6 94.8% 86.5 % 10 3 0.013 1.37 99 % 95 %
9 0.135 -35 94.8% 86.6 % 10 4 0.0134 -2.55 99 % 95 %

10 0.133 -34.7 94.8% 86.6 % 10 5 0.0128 0.82 99 % 95 %
11 0.143 -36 94.7% 86.4 % 15 1 0.013 1.59 99 % 95.1 %
12 0.142 -35.9 94.7% 86.4 % 15 2 0.013 1.54 99 % 95 %
13 0.14 -35.7 94.7% 86.3 % 15 3 0.0128 0.683 99 % 95 %
14 0.14 -35.6 94.6% 86.4 % 15 4 0.0128 0.599 99 % 95 %
15 0.136 -35 94.7% 86.4 % 15 5 0.0133 2.37 99 % 95.1 %
16 0.14 -35.7 94.7% 86.4 % 20 1 0.0128 0.0839 99 % 95 %
17 0.141 -35.8 94.7% 86.4 % 20 2 0.0128 -0.213 99 % 95 %
18 0.134 -34.8 94.8% 86.7 % 20 3 0.0128 -0.0332 99 % 95.1 %
19 0.142 -36 94.7% 86.4 % 20 4 0.0128 0.71 99 % 95 %
20 0.143 -36 94.7% 86.3 % 20 5 0.0128 -0.55 99 % 94.9 %
21 0.144 -36.2 94.6% 86.2 % 25 1 0.0143 -3.86 99 % 94.9 %
22 0.139 -35.5 94.8% 86.4 % 25 2 0.0135 -2.66 99 % 95 %
23 0.143 -36.1 94.6% 86.3 % 25 3 0.0132 -1.89 98.9 % 95 %
24 0.134 -34.8 94.9% 86.6 % 25 4 0.013 1.46 99 % 95.1 %
25 0.147 -36.6 94.5% 86.3 % 25 5 0.0143 -3.91 99 % 94.9 %
26 0.134 -34.9 94.9% 86.5 % 30 1 0.0128 -0.307 99 % 95 %
27 0.139 -35.5 94.7% 86.5 % 30 2 0.013 1.28 99 % 95 %
28 0.141 -35.9 94.7% 86.5 % 30 3 0.0133 -2.15 98.9 % 94.9 %
29 0.135 -35 94.8% 86.5 % 30 4 0.0135 -2.65 99 % 94.9 %
30 0.142 -36 94.7% 86.4 % 30 5 0.0129 -1.05 99 % 95 %

Tabla E.2.8: EMSE, Sesgo (multiplicados por 104) y probabilidad de cobertura
para ` = 0, σ2

1 = 2 y σ2
2 = 1.
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d Ed Bd C99 %
d C95%

d d i Edi Bdi C99 %
di C95 %

di

1 0.14 -35.1 94.6 % 86.3 % 5 1 0.0136 1.44 99 % 95.1 %
2 0.14 -35 94.5 % 86.3 % 5 2 0.0146 3.5 99 % 95 %
3 0.139 -35 94.5 % 86.2 % 5 3 0.0141 2.69 99 % 95 %
4 0.142 -35.4 94.4 % 86.1 % 5 4 0.0134 0.0714 99 % 95.1 %
5 0.134 -34.3 94.5 % 86.4 % 5 5 0.0134 -0.0276 99 % 94.9 %
6 0.142 -35.4 94.5 % 86.2 % 10 1 0.0134 -0.202 99 % 95 %
7 0.14 -35 94.5 % 86.3 % 10 2 0.0136 -1.35 99 % 94.9 %
8 0.141 -35.2 94.5 % 86.4 % 10 3 0.0135 1.28 99 % 95 %
9 0.137 -34.6 94.6 % 86.4 % 10 4 0.0143 -2.96 98.9 % 94.9 %

10 0.135 -34.3 94.6 % 86.4 % 10 5 0.0135 1.05 99 % 95 %
11 0.144 -35.6 94.5 % 86.2 % 15 1 0.0136 1.61 99 % 95 %
12 0.143 -35.5 94.5 % 86.2 % 15 2 0.0136 1.54 99 % 95 %
13 0.141 -35.3 94.5 % 86.3 % 15 3 0.0134 0.749 99 % 95.1 %
14 0.141 -35.3 94.4 % 86.3 % 15 4 0.0134 0.779 99 % 95.1 %
15 0.137 -34.7 94.5 % 86.3 % 15 5 0.014 2.52 99 % 95.1 %
16 0.141 -35.3 94.5 % 86.3 % 20 1 0.0134 0.165 99 % 95 %
17 0.142 -35.4 94.4 % 86.2 % 20 2 0.0134 -0.0356 99 % 95 %
18 0.135 -34.4 94.6 % 86.4 % 20 3 0.0134 -0.299 99 % 95.1 %
19 0.144 -35.6 94.5 % 86.2 % 20 4 0.0134 0.448 99 % 95 %
20 0.144 -35.6 94.5 % 86.1 % 20 5 0.0134 -0.538 99 % 94.9 %
21 0.145 -35.8 94.4 % 86.1 % 25 1 0.015 -4.01 99 % 94.8 %
22 0.14 -35.1 94.6 % 86.2 % 25 2 0.0141 -2.63 99 % 95 %
23 0.145 -35.7 94.4 % 86.2 % 25 3 0.0137 -1.82 98.9 % 95 %
24 0.136 -34.4 94.6 % 86.4 % 25 4 0.0136 1.41 99 % 95.1 %
25 0.148 -36.2 94.3 % 86.1 % 25 5 0.015 -4.02 99 % 94.9 %
26 0.136 -34.5 94.7 % 86.4 % 30 1 0.0134 -0.106 99 % 95 %
27 0.14 -35.1 94.5 % 86.3 % 30 2 0.0136 1.21 99 % 95 %
28 0.143 -35.5 94.5 % 86.3 % 30 3 0.0139 -2.18 99 % 94.9 %
29 0.136 -34.6 94.6 % 86.3 % 30 4 0.0141 -2.51 99 % 94.9 %
30 0.144 -35.6 94.5 % 86.3 % 30 5 0.0136 -1.08 99 % 95 %

Tabla E.2.9: EMSE, Sesgo (multiplicados por 104) y probabilidad de cobertura
para ` = 0, σ2

1 = 2 y σ2
2 = 2.
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E.3. Tablas numéricas correspondientes al caso heterocedástico,
` = 1/2

d Ed Bd C99%
d C95 %

d d i Edi Bdi C99 %
di C95 %

di

1 0.00578 -6.73 98.7% 94.2 % 5 1 0.101 2.19 99 % 95 %
2 0.00542 -6.25 98.7% 94.3 % 5 2 0.113 8 99 % 95.1 %
3 0.00559 -6.11 98.8% 94.4 % 5 3 0.114 4.54 99 % 95 %
4 0.00615 -6.25 98.8% 94.4 % 5 4 0.119 -1.44 99 % 95 %
5 0.0046 -4.37 98.8% 94.6 % 5 5 0.123 -1.27 99 % 95 %
6 0.00705 -6.26 98.8% 94.5 % 10 1 0.247 -0.599 99 % 95 %
7 0.00627 -5.15 98.9% 94.7 % 10 2 0.254 -1.85 99 % 95 %
8 0.00691 -5.31 98.9% 94.8 % 10 3 0.261 4.82 99 % 95 %
9 0.00641 -4.25 98.9% 94.7 % 10 4 0.265 -0.723 99 % 95 %

10 0.00606 -3.13 98.9% 94.9 % 10 5 0.272 -0.208 99 % 95 %
11 0.00952 -6.28 98.9% 94.7 % 15 1 0.404 3.82 99 % 95.1 %
12 0.00895 -5.34 99% 94.7 % 15 2 0.41 4.53 99 % 95 %
13 0.00907 -5.05 98.9% 94.6 % 15 3 0.41 0.462 99 % 95 %
14 0.00928 -4.61 98.9% 94.7 % 15 4 0.419 -1.74 99 % 95 %
15 0.00916 -3.87 98.9% 94.8 % 15 5 0.422 2.98 98.9 % 95.1 %
16 0.0101 -4.37 98.9% 94.8 % 20 1 0.552 -3.63 99 % 94.9 %
17 0.0112 -5.04 98.9% 94.7 % 20 2 0.556 -1.69 99 % 95 %
18 0.00977 -2.46 98.9% 94.9 % 20 3 0.564 3.13 99 % 95.1 %
19 0.0127 -5.55 98.9% 94.7 % 20 4 0.567 4.6 99 % 95.1 %
20 0.0139 -6.15 98.9% 94.7 % 20 5 0.575 -5.71 98.9 % 94.9 %
21 0.0143 -6.05 98.9% 94.7 % 25 1 0.704 -11.5 99 % 94.8 %
22 0.0124 -3.83 99% 94.8 % 25 2 0.708 -7.81 98.9 % 94.9 %
23 0.0148 -5.78 98.9% 94.7 % 25 3 0.712 -6.61 98.9 % 95 %
24 0.0121 -1.42 99% 95% 25 4 0.709 4.39 99 % 95 %
25 0.0178 -7.39 98.9% 94.6 % 25 5 0.714 -6.77 99 % 94.9 %
26 0.0131 -1.87 98.9% 94.9 % 30 1 0.832 -7.57 98.9 % 94.9 %
27 0.0145 -3.6 98.9% 94.8 % 30 2 0.832 2.64 99 % 95 %
28 0.0158 -4.54 98.9% 94.8 % 30 3 0.842 -5.16 99 % 94.9 %
29 0.0145 -1.9 99% 94.9 % 30 4 0.85 -7.25 99 % 95 %
30 0.0172 -5.38 98.9% 94.8 % 30 5 0.845 0.935 99 % 95 %

Tabla E.3.1: EMSE, Sesgo (multiplicados por 104) y probabilidad de cobertura
para ` = 0.5, σ2

1 = 0.5 y σ2
2 = 0.5.
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d Ed Bd C99 %
d C95%

d d i Edi Bdi C99 %
di C95 %

di

1 0.00631 -6.82 98.7% 94.2 % 5 1 0.117 1.79 98.9 % 95 %
2 0.00619 -6.53 98.7% 94.2 % 5 2 0.13 7.45 99 % 95.1 %
3 0.00637 -6.41 98.8% 94.3 % 5 3 0.132 4.56 99 % 95 %
4 0.00705 -6.65 98.8% 94.4 % 5 4 0.139 -0.934 99 % 95 %
5 0.00542 -4.85 98.8% 94.6 % 5 5 0.144 -1.05 99 % 94.9 %
6 0.0081 -6.79 98.8% 94.5 % 10 1 0.304 -0.364 99 % 95 %
7 0.00729 -5.78 98.8% 94.7 % 10 2 0.313 -2.37 99 % 95 %
8 0.00789 -5.89 98.9% 94.7 % 10 3 0.321 4.24 99 % 95 %
9 0.0073 -4.88 98.9% 94.7 % 10 4 0.328 -2.53 99 % 95 %

10 0.00683 -3.79 98.9% 94.8 % 10 5 0.337 0.444 99 % 95 %
11 0.0108 -7.01 98.8% 94.6 % 15 1 0.515 3.49 99 % 95.1 %
12 0.0102 -6.22 98.9% 94.7 % 15 2 0.524 4.37 99 % 95.1 %
13 0.0102 -5.84 98.9% 94.6 % 15 3 0.526 1.47 99 % 95 %
14 0.0103 -5.42 98.9% 94.6 % 15 4 0.537 -1.89 98.9 % 95 %
15 0.0101 -4.67 98.9% 94.7 % 15 5 0.542 4.07 99 % 95.1 %
16 0.0111 -5.2 98.9% 94.7 % 20 1 0.725 -3.64 99 % 95 %
17 0.0124 -5.96 98.9% 94.7 % 20 2 0.732 -1.48 99 % 95 %
18 0.0105 -3.26 98.9% 94.9 % 20 3 0.742 2.89 99 % 95.1 %
19 0.014 -6.45 98.9% 94.6 % 20 4 0.748 4.15 99 % 95.1 %
20 0.0153 -7.06 98.9% 94.6 % 20 5 0.76 -5.9 98.9 % 94.9 %
21 0.0157 -6.95 98.8% 94.6 % 25 1 0.951 -13.8 99 % 94.8 %
22 0.0135 -4.78 98.9% 94.7 % 25 2 0.954 -8.45 99 % 94.9 %
23 0.0162 -6.74 98.9% 94.7 % 25 3 0.96 -6.99 98.9 % 94.9 %
24 0.0126 -2.44 99% 95% 25 4 0.958 4.77 99 % 95 %
25 0.0195 -8.38 98.9% 94.6 % 25 5 0.966 -7.95 99 % 94.9 %
26 0.0138 -2.92 98.9% 94.9 % 30 1 1.14 -6.36 98.9 % 94.9 %
27 0.0155 -4.63 98.9% 94.8 % 30 2 1.15 2.79 99 % 95 %
28 0.0171 -5.74 98.9% 94.8 % 30 3 1.16 -6.4 99 % 94.9 %
29 0.0151 -2.97 98.9% 94.9 % 30 4 1.17 -8.1 99 % 95 %
30 0.0187 -6.54 98.9% 94.8 % 30 5 1.17 -0.404 99 % 95 %

Tabla E.3.2: EMSE, Sesgo (multiplicados por 104) y probabilidad de cobertura
para ` = 0.5, σ2

1 = 0.5 y σ2
2 = 1.
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d Ed Bd C99%
d C95 %

d d i Edi Bdi C99 %
di C95 %

di

1 0.00584 -5.99 98.7% 94.3 % 5 1 0.129 1.19 98.9 % 95 %
2 0.00597 -5.86 98.7% 94.3 % 5 2 0.143 6.7 99 % 95 %
3 0.00608 -5.66 98.8% 94.4 % 5 3 0.147 4.57 99 % 95 %
4 0.00691 -6.05 98.8% 94.4 % 5 4 0.155 -0.424 99 % 95.1 %
5 0.00555 -4.29 98.8% 94.6 % 5 5 0.161 -1.24 99 % 94.9 %
6 0.00796 -6.19 98.8% 94.5 % 10 1 0.349 -0.46 99 % 95 %
7 0.00732 -5.2 98.9% 94.7 % 10 2 0.36 -2.91 99 % 94.9 %
8 0.00799 -5.39 98.9% 94.7 % 10 3 0.37 4.34 99 % 95 %
9 0.00757 -4.44 98.9% 94.7 % 10 4 0.378 -3.65 99 % 95 %

10 0.00722 -3.37 98.9% 94.8 % 10 5 0.389 1.24 99 % 95 %
11 0.0108 -6.51 98.9% 94.6 % 15 1 0.606 3.44 99 % 95.1 %
12 0.0107 -6 98.9% 94.7 % 15 2 0.616 3.81 99 % 95 %
13 0.0104 -5.42 98.9% 94.6 % 15 3 0.62 2.43 99 % 95 %
14 0.0108 -5.16 98.9% 94.6 % 15 4 0.634 -1.01 99 % 94.9 %
15 0.0104 -4.16 98.9% 94.8 % 15 5 0.642 5.72 99 % 95.1 %
16 0.0115 -4.84 98.9% 94.7 % 20 1 0.87 -3.4 99 % 94.9 %
17 0.0128 -5.64 98.9% 94.7 % 20 2 0.88 -0.932 99 % 95 %
18 0.0111 -3.01 98.9% 94.8 % 20 3 0.891 1.96 99 % 95.1 %
19 0.0144 -6.15 98.9% 94.6 % 20 4 0.899 2.88 99 % 95 %
20 0.0158 -6.88 98.9% 94.6 % 20 5 0.914 -5.37 98.9 % 94.9 %
21 0.0164 -6.92 98.9% 94.7 % 25 1 1.16 -15.1 99 % 94.8 %
22 0.0143 -4.82 98.9% 94.7 % 25 2 1.17 -9.06 99 % 94.9 %
23 0.0168 -6.61 98.9% 94.7 % 25 3 1.17 -6.56 98.9 % 94.9 %
24 0.0135 -2.62 99% 95% 25 4 1.17 4.7 99 % 95 %
25 0.0203 -8.37 98.8% 94.6 % 25 5 1.18 -9.09 99 % 94.9 %
26 0.0145 -2.76 98.9% 94.9 % 30 1 1.41 -4.84 98.9 % 94.9 %
27 0.0162 -4.46 98.9% 94.8 % 30 2 1.42 3.08 99 % 95 %
28 0.0179 -5.71 98.9% 94.8 % 30 3 1.44 -7.22 99 % 94.9 %
29 0.0158 -2.7 98.9% 94.9 % 30 4 1.46 -7.94 99 % 94.9 %
30 0.0197 -6.6 98.9% 94.8 % 30 5 1.45 -1.86 99 % 95 %

Tabla E.3.3: EMSE, Sesgo (multiplicados por 104) y probabilidad de cobertura
para ` = 0.5, σ2

1 = 0.5 y σ2
2 = 2.
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d Ed Bd C99%
d C95 %

d d i Edi Bdi C99 %
di C95 %

di

1 0.0248 -14.8 98.3% 93 % 5 1 0.102 2.23 99 % 95 %
2 0.0225 -14 98.3% 93.3 % 5 2 0.114 8.07 99 % 95.1 %
3 0.0215 -13.5 98.5% 93.6 % 5 3 0.115 4.71 99 % 95 %
4 0.0217 -13.4 98.5% 93.7 % 5 4 0.12 -1.38 99 % 95 %
5 0.0169 -11.3 98.6% 94 % 5 5 0.124 -1.3 99 % 94.9 %
6 0.0214 -13 98.6% 94 % 10 1 0.25 -0.688 99 % 95 %
7 0.019 -11.8 98.7% 94.2 % 10 2 0.257 -1.81 99 % 95 %
8 0.0193 -11.8 98.7% 94.3 % 10 3 0.265 5.03 99 % 95 %
9 0.017 -10.5 98.7% 94.3 % 10 4 0.268 -0.752 98.9 % 95 %

10 0.0152 -9.37 98.7% 94.4 % 10 5 0.275 -0.0227 99 % 95 %
11 0.0224 -12.4 98.7% 94.2 % 15 1 0.409 3.75 99 % 95.1 %
12 0.0205 -11.4 98.8% 94.3 % 15 2 0.416 4.64 99 % 95 %
13 0.02 -11 98.8% 94.3 % 15 3 0.416 0.644 99 % 95 %
14 0.0198 -10.6 98.8% 94.3 % 15 4 0.425 -1.81 99 % 95 %
15 0.0183 -9.61 98.8% 94.4 % 15 5 0.428 3.27 99 % 95 %
16 0.0197 -10 98.8% 94.5 % 20 1 0.561 -3.63 99 % 94.9 %
17 0.0217 -10.7 98.8% 94.4 % 20 2 0.565 -1.72 99 % 95 %
18 0.0169 -7.94 98.8% 94.6 % 20 3 0.573 3.05 99 % 95.1 %
19 0.0231 -11 98.8% 94.4 % 20 4 0.576 4.37 99 % 95.1 %
20 0.0254 -11.7 98.8% 94.4 % 20 5 0.585 -5.87 98.9 % 94.9 %
21 0.0252 -11.4 98.8% 94.4 % 25 1 0.717 -11.6 98.9 % 94.8 %
22 0.021 -9.22 98.9% 94.5 % 25 2 0.721 -7.84 99 % 94.9 %
23 0.0253 -11.1 98.9% 94.5 % 25 3 0.725 -6.48 98.9 % 94.9 %
24 0.018 -6.75 98.9% 94.7 % 25 4 0.722 4.55 99 % 95.1 %
25 0.0296 -12.5 98.8% 94.4 % 25 5 0.727 -6.71 99 % 94.9 %
26 0.0192 -6.91 98.8% 94.7 % 30 1 0.849 -7.35 98.9 % 94.9 %
27 0.0224 -8.7 98.8% 94.6 % 30 2 0.85 2.77 99 % 95 %
28 0.0247 -9.64 98.9% 94.7 % 30 3 0.859 -5.09 98.9 % 94.9 %
29 0.0204 -6.76 98.9% 94.7 % 30 4 0.867 -7.34 99 % 95 %
30 0.0267 -10.3 98.8% 94.6 % 30 5 0.862 0.536 99 % 95 %

Tabla E.3.4: EMSE, Sesgo (multiplicados por 104) y probabilidad de cobertura
para ` = 0.5, σ2

1 = 1 y σ2
2 = 0.5.
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d Ed Bd C99%
d C95 %

d d i Edi Bdi C99 %
di C95 %

di

1 0.0295 -16 98.2% 92.7 % 5 1 0.117 1.72 98.9 % 95 %
2 0.028 -15.4 98.3% 93.1 % 5 2 0.131 7.54 99 % 95.1 %
3 0.0273 -15.1 98.4% 93.4 % 5 3 0.133 4.77 99 % 95 %
4 0.0281 -15.3 98.5% 93.5 % 5 4 0.14 -0.884 99 % 95 %
5 0.0228 -13.3 98.5% 93.8 % 5 5 0.145 -1.21 99 % 94.9 %
6 0.0283 -15.1 98.6% 93.8 % 10 1 0.307 -0.481 99 % 95 %
7 0.0257 -14 98.6% 94% 10 2 0.316 -2.25 99 % 94.9 %
8 0.0261 -14 98.7% 94.1 % 10 3 0.324 4.43 99 % 95 %
9 0.0236 -12.9 98.7% 94.1 % 10 4 0.331 -2.53 99 % 95 %

10 0.0213 -11.8 98.7% 94.3 % 10 5 0.34 0.489 99 % 95 %
11 0.0301 -14.9 98.7% 94.1 % 15 1 0.521 3.37 99 % 95.1 %
12 0.0281 -14 98.8% 94.2 % 15 2 0.53 4.26 99 % 95.1 %
13 0.0274 -13.6 98.7% 94.1 % 15 3 0.532 1.57 99 % 95 %
14 0.0269 -13.3 98.7% 94.1 % 15 4 0.544 -2.1 98.9 % 95 %
15 0.0251 -12.3 98.8% 94.3 % 15 5 0.549 4.36 99 % 95 %
16 0.0268 -12.8 98.7% 94.3 % 20 1 0.735 -3.72 99 % 94.9 %
17 0.0293 -13.5 98.8% 94.2 % 20 2 0.742 -1.37 99 % 95 %
18 0.023 -10.8 98.8% 94.5 % 20 3 0.751 2.61 99 % 95.1 %
19 0.031 -13.8 98.7% 94.3 % 20 4 0.758 4.14 99 % 95.1 %
20 0.0337 -14.6 98.7% 94.2 % 20 5 0.77 -6.12 98.9 % 94.9 %
21 0.0335 -14.4 98.7% 94.3 % 25 1 0.965 -13.9 99 % 94.8 %
22 0.0281 -12.2 98.8% 94.3 % 25 2 0.968 -8.51 99 % 95 %
23 0.0335 -14.1 98.8% 94.3 % 25 3 0.974 -7.01 98.9 % 94.9 %
24 0.0238 -9.79 98.9% 94.6 % 25 4 0.972 4.9 99 % 95 %
25 0.0389 -15.6 98.7% 94.3 % 25 5 0.98 -7.97 99 % 94.9 %
26 0.0251 -10 98.8% 94.6 % 30 1 1.16 -6.36 98.9 % 95 %
27 0.0294 -11.8 98.8% 94.5 % 30 2 1.16 2.88 99 % 95 %
28 0.0326 -12.9 98.8% 94.5 % 30 3 1.18 -6.36 99 % 94.9 %
29 0.0263 -9.93 98.8% 94.6 % 30 4 1.19 -8.16 99 % 94.9 %
30 0.0351 -13.6 98.7% 94.5 % 30 5 1.18 -0.701 99 % 95 %

Tabla E.3.5: EMSE, Sesgo (multiplicados por 104) y probabilidad de cobertura
para ` = 0.5, σ2

1 = 1 y σ2
2 = 1.
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d Ed Bd C99 %
d C95%

d d i Edi Bdi C99 %
di C95 %

di

1 0.0282 -15 98.2 % 92.8 % 5 1 0.13 1.34 98.9 % 95 %
2 0.0275 -14.7 98.3 % 93.2 % 5 2 0.144 7 99 % 95 %
3 0.0272 -14.5 98.5 % 93.5 % 5 3 0.148 4.75 99 % 95 %
4 0.0283 -14.8 98.5 % 93.5 % 5 4 0.155 -0.423 99 % 95.1 %
5 0.0236 -12.9 98.6 % 93.8 % 5 5 0.162 -1 99 % 94.9 %
6 0.0292 -14.8 98.6 % 93.8 % 10 1 0.352 -0.307 99 % 95 %
7 0.027 -13.9 98.6 % 94% 10 2 0.362 -2.48 99 % 94.9 %
8 0.0275 -13.9 98.6 % 94.1 % 10 3 0.372 4.08 99 % 95 %
9 0.0252 -12.9 98.7 % 94.1 % 10 4 0.381 -3.9 99 % 94.9 %

10 0.023 -11.8 98.7 % 94.2 % 10 5 0.391 1.1 99 % 95 %
11 0.0322 -15 98.7 % 94.1 % 15 1 0.611 3.21 99 % 95.1 %
12 0.0305 -14.3 98.8 % 94.2 % 15 2 0.621 4.21 99 % 95.1 %
13 0.0297 -13.9 98.7 % 94.1 % 15 3 0.625 2.19 99 % 95 %
14 0.0293 -13.6 98.7 % 94.1 % 15 4 0.639 -1.86 99 % 94.9 %
15 0.0275 -12.6 98.8 % 94.2 % 15 5 0.647 5.24 99 % 95.1 %
16 0.0294 -13.2 98.7 % 94.3 % 20 1 0.878 -3.52 99 % 94.9 %
17 0.0322 -14 98.8 % 94.2 % 20 2 0.887 -0.919 99 % 95 %
18 0.0256 -11.2 98.8 % 94.4 % 20 3 0.898 2.07 99 % 95.1 %
19 0.0341 -14.4 98.7 % 94.2 % 20 4 0.908 3.56 98.9 % 95 %
20 0.0369 -15.2 98.7 % 94.2 % 20 5 0.923 -6.21 99 % 94.9 %
21 0.0368 -14.9 98.7 % 94.2 % 25 1 1.17 -15.2 99 % 94.8 %
22 0.0313 -12.8 98.8 % 94.3 % 25 2 1.18 -8.64 99 % 95 %
23 0.037 -14.7 98.8 % 94.3 % 25 3 1.18 -6.92 98.9 % 94.9 %
24 0.0268 -10.5 98.9 % 94.6 % 25 4 1.18 5.06 99 % 95 %
25 0.0428 -16.3 98.7 % 94.2 % 25 5 1.19 -8.61 99 % 94.9 %
26 0.0284 -10.8 98.8 % 94.5 % 30 1 1.43 -5.15 99 % 95 %
27 0.033 -12.6 98.8 % 94.5 % 30 2 1.44 2.8 99 % 95 %
28 0.0367 -13.8 98.8 % 94.4 % 30 3 1.46 -7.12 99 % 94.9 %
29 0.0297 -10.8 98.8 % 94.6 % 30 4 1.47 -8.16 99 % 95 %
30 0.0394 -14.6 98.7 % 94.4 % 30 5 1.47 -1.47 99 % 95 %

Tabla E.3.6: EMSE, Sesgo (multiplicados por 104) y probabilidad de cobertura
para ` = 0.5, σ2

1 = 1 y σ2
2 = 2.
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d Ed Bd C99%
d C95 %

d d i Edi Bdi C99 %
di C95 %

di

1 0.106 -31.1 96.6% 89.4 % 5 1 0.102 2.3 99 % 95 %
2 0.0958 -29.5 97.2% 90.7 % 5 2 0.115 8.13 99 % 95.1 %
3 0.0893 -28.4 97.6% 91.5 % 5 3 0.115 4.84 99 % 95 %
4 0.0868 -27.9 97.8% 91.9 % 5 4 0.121 -1.33 99 % 95 %
5 0.0734 -25.4 98.1% 92.4 % 5 5 0.125 -1.3 99 % 94.9 %
6 0.0803 -26.7 98.1% 92.6 % 10 1 0.252 -0.685 99 % 95 %
7 0.0734 -25.3 98.2% 93% 10 2 0.259 -1.76 99 % 95 %
8 0.0715 -24.8 98.3% 93.1 % 10 3 0.267 5.23 99 % 95 %
9 0.0647 -23.3 98.3% 93.2 % 10 4 0.27 -0.721 98.9 % 95 %

10 0.0589 -21.9 98.4% 93.4 % 10 5 0.277 0.167 99 % 95 %
11 0.0726 -24.8 98.4% 93.4 % 15 1 0.413 3.72 99 % 95.1 %
12 0.0675 -23.6 98.5% 93.5 % 15 2 0.42 4.78 99 % 95.1 %
13 0.0648 -23 98.4% 93.5 % 15 3 0.42 0.869 99 % 95 %
14 0.0632 -22.5 98.5% 93.6 % 15 4 0.429 -1.8 99 % 95 %
15 0.0579 -21.2 98.6% 93.7 % 15 5 0.432 3.57 99 % 95 %
16 0.0596 -21.4 98.5% 93.8 % 20 1 0.567 -3.51 99 % 94.9 %
17 0.0628 -22 98.6% 93.8 % 20 2 0.571 -1.68 99 % 95 %
18 0.0507 -19 98.6% 94.1 % 20 3 0.579 3.1 99 % 95.1 %
19 0.0628 -21.8 98.6% 93.8 % 20 4 0.582 4.23 98.9 % 95 %
20 0.0669 -22.6 98.6% 93.8 % 20 5 0.591 -5.85 98.9 % 94.9 %
21 0.0649 -22.1 98.6% 93.8 % 25 1 0.725 -11.5 98.9 % 94.9 %
22 0.056 -19.8 98.7% 94% 25 2 0.729 -7.73 98.9 % 94.9 %
23 0.0634 -21.5 98.7% 93.9 % 25 3 0.733 -6.27 98.9 % 94.9 %
24 0.047 -17.2 98.7% 94.2 % 25 4 0.731 4.83 99 % 95.1 %
25 0.0693 -22.7 98.6% 93.9 % 25 5 0.735 -6.55 99 % 94.9 %
26 0.0474 -17 98.7% 94.2 % 30 1 0.859 -7.09 99 % 94.9 %
27 0.0539 -18.7 98.6% 94.2 % 30 2 0.86 2.99 99 % 95 %
28 0.058 -19.6 98.7% 94.2 % 30 3 0.869 -4.95 98.9 % 94.9 %
29 0.0471 -16.5 98.8% 94.3 % 30 4 0.878 -7.29 99 % 94.9 %
30 0.0602 -20 98.7% 94.2 % 30 5 0.873 0.265 99 % 95 %

Tabla E.3.7: EMSE, Sesgo (multiplicados por 104) y probabilidad de cobertura
para ` = 0.5, σ2

1 = 2 y σ2
2 = 0.5.
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d Ed Bd C99 %
d C95%

d d i Edi Bdi C99 %
di C95 %

di

1 0.134 -34.8 96 % 88.3 % 5 1 0.118 1.72 98.9 % 95 %
2 0.127 -33.8 96.7 % 89.8 % 5 2 0.131 7.56 99 % 95.1 %
3 0.122 -33.1 97.2 % 90.6 % 5 3 0.134 4.87 99 % 95 %
4 0.121 -33 97.4 % 91.1 % 5 4 0.14 -0.854 99 % 95 %
5 0.107 -30.7 97.7 % 91.7 % 5 5 0.146 -1.23 99 % 94.9 %
6 0.117 -32.2 97.8 % 92% 10 1 0.309 -0.555 99 % 94.9 %
7 0.11 -31.1 97.9 % 92.3 % 10 2 0.318 -2.23 99 % 95 %
8 0.108 -30.8 98.1 % 92.5 % 10 3 0.326 4.55 99 % 95 %
9 0.101 -29.4 98.1 % 92.6 % 10 4 0.333 -2.59 99 % 95 %

10 0.0938 -28.2 98.2 % 92.9 % 10 5 0.342 0.59 99 % 95 %
11 0.112 -31.2 98.2 % 92.9 % 15 1 0.525 3.28 99 % 95.1 %
12 0.106 -30.2 98.3 % 93% 15 2 0.534 4.31 99 % 95.1 %
13 0.103 -29.6 98.2 % 93.1 % 15 3 0.536 1.68 99 % 95 %
14 0.101 -29.2 98.3 % 93.1 % 15 4 0.548 -2.19 98.9 % 95 %
15 0.0947 -28 98.4 % 93.3 % 15 5 0.553 4.57 99 % 95.1 %
16 0.0974 -28.4 98.4 % 93.3 % 20 1 0.741 -3.72 99 % 94.9 %
17 0.102 -29 98.4 % 93.3 % 20 2 0.748 -1.4 99 % 95 %
18 0.0857 -26 98.5 % 93.6 % 20 3 0.758 2.5 99 % 95.1 %
19 0.102 -29 98.4 % 93.4 % 20 4 0.764 3.95 99 % 95.1 %
20 0.108 -29.8 98.4 % 93.4 % 20 5 0.777 -6.25 98.9 % 94.9 %
21 0.105 -29.4 98.4 % 93.4 % 25 1 0.974 -13.9 99 % 94.8 %
22 0.0933 -27.1 98.5 % 93.6 % 25 2 0.978 -8.52 99 % 95 %
23 0.103 -28.9 98.5 % 93.6 % 25 3 0.983 -6.96 98.9 % 94.9 %
24 0.0811 -24.6 98.6 % 93.9 % 25 4 0.982 5.02 99 % 95.1 %
25 0.112 -30.1 98.5 % 93.5 % 25 5 0.989 -7.92 99 % 94.9 %
26 0.0815 -24.5 98.6 % 93.8 % 30 1 1.17 -6.2 98.9 % 95 %
27 0.0908 -26.3 98.5 % 93.8 % 30 2 1.18 2.95 99 % 95 %
28 0.0967 -27.3 98.6 % 93.8 % 30 3 1.19 -6.33 99 % 94.9 %
29 0.081 -24.2 98.6 % 93.9 % 30 4 1.21 -8.25 99 % 94.9 %
30 0.0999 -27.7 98.5 % 93.9 % 30 5 1.2 -1.08 99 % 95 %

Tabla E.3.8: EMSE, Sesgo (multiplicados por 104) y probabilidad de cobertura
para ` = 0.5, σ2

1 = 2 y σ2
2 = 1.
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d Ed Bd C99 %
d C95%

d d i Edi Bdi C99 %
di C95 %

di

1 0.138 -34.8 95.8% 88.1 % 5 1 0.13 1.26 98.9 % 95 %
2 0.134 -34.2 96.6% 89.6 % 5 2 0.144 7.04 99 % 95 %
3 0.131 -33.8 97.1% 90.5 % 5 3 0.148 4.91 99 % 95 %
4 0.132 -34 97.3% 90.9 % 5 4 0.156 -0.385 99 % 95.1 %
5 0.119 -31.9 97.6% 91.5 % 5 5 0.162 -1.13 99 % 95 %
6 0.131 -33.6 97.7% 91.8 % 10 1 0.353 -0.401 99 % 94.9 %
7 0.124 -32.7 97.8% 92.1 % 10 2 0.364 -2.39 99 % 94.9 %
8 0.124 -32.5 98 % 92.2 % 10 3 0.374 4.21 99 % 95 %
9 0.117 -31.3 98 % 92.4 % 10 4 0.383 -3.91 99 % 94.9 %

10 0.11 -30.2 98.1% 92.7 % 10 5 0.393 1.17 99 % 95 %
11 0.131 -33.4 98.1% 92.7 % 15 1 0.614 3.16 99 % 95.1 %
12 0.126 -32.5 98.2% 92.8 % 15 2 0.625 4.1 99 % 95 %
13 0.123 -32.1 98.1% 92.9 % 15 3 0.629 2.3 99 % 95 %
14 0.121 -31.7 98.2% 92.9 % 15 4 0.643 -2.1 99 % 94.9 %
15 0.115 -30.6 98.3% 93.1 % 15 5 0.651 5.44 99 % 95.1 %
16 0.118 -31.1 98.3% 93.1 % 20 1 0.884 -3.57 99 % 94.9 %
17 0.124 -31.9 98.3% 93.1 % 20 2 0.893 -0.821 99 % 95 %
18 0.106 -28.9 98.4% 93.4 % 20 3 0.904 1.91 99 % 95.1 %
19 0.125 -32 98.3% 93.2 % 20 4 0.914 3.59 99 % 95 %
20 0.131 -32.9 98.3% 93.2 % 20 5 0.929 -6.34 98.9 % 94.9 %
21 0.13 -32.5 98.3% 93.2 % 25 1 1.18 -15.2 98.9 % 94.8 %
22 0.116 -30.4 98.5% 93.4 % 25 2 1.19 -8.67 99 % 95 %
23 0.128 -32.2 98.4% 93.4 % 25 3 1.19 -6.93 98.9 % 94.9 %
24 0.103 -28 98.5% 93.7 % 25 4 1.19 5.15 99 % 95 %
25 0.138 -33.6 98.4% 93.3 % 25 5 1.2 -8.59 99 % 94.9 %
26 0.105 -28.1 98.5% 93.7 % 30 1 1.44 -4.97 99 % 95 %
27 0.115 -29.9 98.4% 93.6 % 30 2 1.45 2.93 99 % 95 %
28 0.123 -31 98.5% 93.7 % 30 3 1.47 -7.02 99 % 94.9 %
29 0.105 -27.9 98.5% 93.7 % 30 4 1.49 -8.16 99 % 95 %
30 0.127 -31.6 98.4% 93.7 % 30 5 1.48 -1.72 99 % 95 %

Tabla E.3.9: EMSE, Sesgo (multiplicados por 104) y probabilidad de cobertura
para ` = 0.5, σ2

1 = 2 y σ2
2 = 2.
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Apéndice F

Resultados del experimento de
simulación del caṕıtulo 5

F.1. Introducción

En el presente apéndice se presentan tablas con los valores numéricos correspondientes a la
realización del experimento de simulación descrito en el apartado 5.3, en concreto:

en la sección F.2 se muestran las tablas de resultados correspondientes a las medidas de
eficiencia calculadas en el experimento 5.3, bajo un modelo con datos homocedásticos,
` = 0,

en la sección F.3 se muestran las tablas de resultados correspondientes a las medidas de
eficiencia calculadas en el experimento 5.3, bajo un modelo con datos heterocedásticos,
` = 1/2.

Las medidas de eficiencia Ed, Edi, E∗1
d , E∗1

di , E∗2
d y E∗2

di , se han multiplicado por 107 para
poder apreciar las magnitudes. Los sesgos emṕıricos Bd, Bdi, B∗1

d , B∗1
di , B∗2

d y B∗2
di , se han

multiplicado por 105, mientras que las probabilidades de cobertura se muestran en %.
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F.2. Tablas correspondientes al caso homocedástico, ` = 0

F.2.1. Error cuadrático medio emṕırico, Ed y Edi

d Ed E∗1
d E∗2

d d i Edi E∗1
di E∗2

di

1 5.979 2.250 0.565 5 1 12.809 46.842 12.968
2 5.786 1.910 0.570 5 2 14.213 48.026 14.381
3 5.868 2.051 0.567 5 3 13.123 51.458 13.289
4 6.305 2.059 0.565 5 4 12.585 50.756 12.743
5 4.871 2.100 0.655 5 5 12.546 46.024 12.703
6 6.406 1.995 0.567 10 1 12.562 49.384 12.724
7 5.795 1.945 0.569 10 2 12.729 51.079 12.883
8 6.159 1.978 0.564 10 3 12.703 46.956 12.860
9 5.301 2.048 0.602 10 4 12.940 48.457 13.092

10 4.894 2.235 0.652 10 5 12.552 45.807 12.709
11 6.713 2.098 0.579 15 1 12.762 51.382 12.926
12 6.488 2.121 0.570 15 2 12.745 49.367 12.904
13 6.173 2.264 0.564 15 3 12.564 47.175 12.719
14 6.049 1.972 0.563 15 4 12.549 47.854 12.707
15 5.354 2.121 0.597 15 5 12.886 46.957 13.051
16 6.156 2.055 0.564 20 1 12.533 43.172 12.691
17 6.349 2.153 0.568 20 2 12.579 47.271 12.743
18 5.044 2.071 0.631 20 3 12.557 49.702 12.723
19 6.662 2.146 0.577 20 4 12.615 46.633 12.774
20 6.615 2.179 0.575 20 5 12.601 52.134 12.754
21 7.033 2.145 0.602 25 1 13.941 51.193 14.089
22 5.893 2.150 0.568 25 2 13.359 46.583 13.510
23 6.808 2.063 0.586 25 3 12.991 52.679 13.137
24 4.947 2.180 0.646 25 4 12.747 47.959 12.905
25 7.625 2.280 0.663 25 5 14.014 49.320 14.159
26 5.098 2.325 0.628 30 1 12.625 47.388 12.781
27 5.887 2.119 0.568 30 2 12.695 46.947 12.857
28 6.405 2.114 0.567 30 3 13.040 48.837 13.193
29 5.241 2.174 0.609 30 4 13.330 47.831 13.477
30 6.583 2.175 0.576 30 5 12.683 45.618 12.838

Tabla F.2.1: EMSE multiplicados por 107

para ` = 0, σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 0.5.
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d Ed E∗1
d E∗2

d d i Edi E∗1
di E∗2

di

1 6.400 2.262 0.567 5 1 13.140 49.130 13.287
2 6.272 1.922 0.570 5 2 14.206 50.864 14.474
3 6.292 2.070 0.570 5 3 13.466 55.549 13.666
4 6.736 2.068 0.567 5 4 12.984 53.383 13.029
5 5.321 2.126 0.655 5 5 12.965 48.393 13.024
6 6.858 2.005 0.570 10 1 12.988 52.387 13.039
7 6.262 1.954 0.570 10 2 13.230 53.849 13.215
8 6.594 1.983 0.566 10 3 13.055 50.231 13.181
9 5.742 2.067 0.603 10 4 13.749 51.865 13.672

10 5.330 2.262 0.654 10 5 12.987 48.604 13.090
11 7.164 2.096 0.582 15 1 13.139 54.416 13.290
12 6.978 2.127 0.574 15 2 13.125 52.900 13.267
13 6.626 2.281 0.566 15 3 12.986 50.090 13.078
14 6.507 1.985 0.565 15 4 12.973 50.594 13.069
15 5.800 2.147 0.598 15 5 13.349 50.097 13.532
16 6.607 2.079 0.566 20 1 12.951 45.893 13.015
17 6.814 2.161 0.571 20 2 13.001 50.118 13.052
18 5.478 2.091 0.633 20 3 12.986 53.286 13.051
19 7.121 2.139 0.580 20 4 12.963 49.709 13.061
20 7.059 2.186 0.578 20 5 13.044 54.696 13.075
21 7.455 2.139 0.604 25 1 14.704 53.878 14.553
22 6.351 2.165 0.569 25 2 13.841 49.316 13.755
23 7.258 2.072 0.589 25 3 13.446 55.978 13.400
24 5.406 2.187 0.645 25 4 13.133 51.078 13.265
25 8.064 2.285 0.666 25 5 14.729 51.631 14.572
26 5.564 2.346 0.627 30 1 13.018 50.190 13.057
27 6.331 2.142 0.570 30 2 13.069 49.968 13.195
28 6.884 2.128 0.570 30 3 13.585 51.038 13.525
29 5.702 2.189 0.609 30 4 13.808 50.218 13.720
30 7.051 2.181 0.579 30 5 13.151 47.898 13.162

Tabla F.2.2: EMSE multiplicados por 107

para ` = 0, σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 1.
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d Ed E∗1
d E∗2

d d i Edi E∗1
di E∗2

di

1 5.448 8.691 6.421 5 1 13.919 210.128 158.617
2 5.364 8.460 6.434 5 2 14.951 207.139 161.118
3 5.296 8.581 6.446 5 3 14.382 207.448 159.894
4 5.805 8.545 6.379 5 4 13.676 212.127 157.277
5 4.569 8.529 6.625 5 5 13.681 209.968 157.422
6 5.822 8.792 6.377 10 1 13.685 211.558 157.250
7 5.309 8.453 6.444 10 2 13.891 211.251 156.396
8 5.637 8.531 6.396 10 3 13.963 212.621 158.734
9 4.910 8.692 6.528 10 4 14.513 215.474 156.013

10 4.592 8.497 6.619 10 5 13.848 206.935 158.377
11 6.085 8.691 6.364 15 1 14.088 210.476 159.135
12 6.007 8.733 6.363 15 2 13.978 215.108 158.802
13 5.617 8.700 6.404 15 3 13.755 210.077 158.004
14 5.593 8.524 6.403 15 4 13.817 209.594 158.317
15 4.885 8.617 6.535 15 5 14.500 211.788 160.223
16 5.622 8.557 6.400 20 1 13.704 213.970 157.439
17 5.775 8.599 6.383 20 2 13.684 212.289 157.647
18 4.704 8.586 6.585 20 3 13.704 207.597 157.512
19 6.110 8.665 6.360 20 4 13.686 210.427 157.444
20 6.026 8.634 6.370 20 5 13.690 213.781 157.212
21 6.466 8.762 6.349 25 1 15.094 219.118 155.984
22 5.502 8.644 6.409 25 2 14.380 211.148 156.659
23 6.260 8.671 6.355 25 3 13.997 212.089 156.783
24 4.717 8.617 6.583 25 4 13.937 208.429 158.701
25 6.949 8.743 6.374 25 5 15.247 213.775 156.482
26 4.785 8.572 6.573 30 1 13.786 212.225 157.546
27 5.393 8.666 6.433 30 2 13.866 209.751 158.877
28 5.904 8.598 6.387 30 3 14.114 214.424 156.960
29 4.833 8.539 6.570 30 4 14.284 212.542 156.198
30 6.142 8.662 6.398 30 5 13.860 211.014 156.697

Tabla F.2.3: EMSE multiplicados por 107

para ` = 0, σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 2.
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d Ed E∗1
d E∗2

d d i Edi E∗1
di E∗2

di

1 26.262 2.275 0.567 5 1 12.771 47.085 13.019
2 25.842 1.924 0.572 5 2 13.564 48.389 14.435
3 25.930 2.082 0.571 5 3 12.904 51.805 13.364
4 26.991 2.076 0.568 5 4 13.132 50.895 12.789
5 23.702 2.139 0.661 5 5 13.004 46.199 12.753
6 27.073 2.010 0.568 10 1 13.063 49.472 12.776
7 25.907 1.961 0.571 10 2 13.456 51.169 12.931
8 26.585 1.998 0.566 10 3 12.760 47.157 12.921
9 24.658 2.086 0.608 10 4 13.849 48.624 13.158

10 23.797 2.267 0.655 10 5 12.844 45.920 12.759
11 27.826 2.120 0.581 15 1 12.760 51.476 12.965
12 27.390 2.146 0.573 15 2 12.774 49.510 12.957
13 26.700 2.294 0.566 15 3 12.852 47.323 12.770
14 26.545 1.991 0.566 15 4 12.855 48.033 12.755
15 24.845 2.155 0.601 15 5 12.810 47.195 13.124
16 26.648 2.073 0.566 20 1 12.956 43.160 12.736
17 27.099 2.178 0.571 20 2 13.100 47.446 12.796
18 24.131 2.095 0.635 20 3 12.900 49.897 12.770
19 27.664 2.163 0.578 20 4 12.761 46.659 12.814
20 27.743 2.193 0.580 20 5 13.165 52.215 12.810
21 28.497 2.166 0.604 25 1 15.271 51.237 14.147
22 26.145 2.163 0.570 25 2 14.454 46.625 13.559
23 28.064 2.077 0.589 25 3 13.906 52.814 13.192
24 24.063 2.187 0.640 25 4 12.807 48.276 12.962
25 29.727 2.295 0.665 25 5 15.353 49.392 14.202
26 24.278 2.356 0.630 30 1 13.200 47.433 12.829
27 26.089 2.126 0.571 30 2 12.787 47.127 12.912
28 27.259 2.121 0.571 30 3 13.977 49.013 13.243
29 24.597 2.198 0.612 30 4 14.430 47.770 13.534
30 27.599 2.194 0.579 30 5 13.332 45.743 12.908

Tabla F.2.4: EMSE multiplicados por 107

para ` = 0, σ2
1 = 1 y σ2

2 = 0.5.
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d Ed E∗1
d E∗2

d d i Edi E∗1
di E∗2

di

1 30.485 2.279 0.568 5 1 13.083 49.039 13.314
2 30.089 1.923 0.572 5 2 13.997 51.182 14.524
3 30.123 2.086 0.572 5 3 13.384 55.660 13.754
4 31.260 2.077 0.568 5 4 13.074 53.037 13.067
5 27.789 2.141 0.661 5 5 13.055 48.327 13.065
6 31.365 2.012 0.569 10 1 13.087 52.004 13.079
7 30.131 1.962 0.572 10 2 13.397 53.857 13.242
8 30.824 1.998 0.567 10 3 13.042 50.184 13.234
9 28.790 2.088 0.609 10 4 14.024 51.384 13.712

10 27.850 2.272 0.657 10 5 13.003 48.386 13.129
11 32.153 2.119 0.582 15 1 13.083 54.318 13.318
12 31.739 2.143 0.574 15 2 13.083 52.924 13.302
13 30.975 2.296 0.567 15 3 13.015 49.912 13.121
14 30.784 1.994 0.567 15 4 13.000 50.543 13.101
15 28.981 2.156 0.602 15 5 13.281 50.029 13.608
16 30.923 2.076 0.567 20 1 13.021 45.593 13.050
17 31.389 2.178 0.571 20 2 13.094 49.937 13.092
18 28.223 2.099 0.636 20 3 13.068 53.115 13.090
19 32.009 2.161 0.579 20 4 12.986 49.446 13.102
20 32.057 2.193 0.580 20 5 13.170 54.887 13.120
21 32.870 2.166 0.604 25 1 15.073 53.543 14.583
22 30.374 2.169 0.570 25 2 14.130 49.100 13.798
23 32.414 2.073 0.590 25 3 13.684 55.719 13.450
24 28.167 2.193 0.640 25 4 13.110 51.439 13.315
25 34.168 2.298 0.666 25 5 15.109 51.283 14.609
26 28.411 2.355 0.630 30 1 13.121 50.063 13.098
27 30.302 2.131 0.571 30 2 13.061 49.701 13.247
28 31.586 2.124 0.572 30 3 13.824 51.239 13.558
29 28.736 2.203 0.613 30 4 14.083 49.866 13.755
30 31.951 2.194 0.581 30 5 13.325 47.776 13.219

Tabla F.2.5: EMSE multiplicados por 107

para ` = 0, σ2
1 = 1 y σ2

2 = 1.
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d Ed E∗1
d E∗2

d d i Edi E∗1
di E∗2

di

1 28.716 2.282 0.570 5 1 13.647 50.632 13.794
2 28.451 1.932 0.573 5 2 14.532 52.905 14.811
3 28.390 2.098 0.574 5 3 14.051 58.320 14.275
4 29.459 2.087 0.570 5 4 13.517 54.962 13.571
5 26.259 2.162 0.661 5 5 13.518 50.011 13.574
6 29.597 2.019 0.571 10 1 13.542 54.108 13.583
7 28.471 1.979 0.573 10 2 13.791 55.768 13.752
8 29.068 2.006 0.569 10 3 13.603 52.514 13.734
9 27.174 2.106 0.610 10 4 14.574 53.867 14.433

10 26.295 2.294 0.659 10 5 13.571 50.351 13.691
11 30.327 2.116 0.584 15 1 13.691 56.160 13.851
12 29.996 2.150 0.577 15 2 13.681 55.224 13.833
13 29.230 2.314 0.569 15 3 13.550 52.014 13.648
14 29.068 2.004 0.568 15 4 13.541 52.642 13.646
15 27.366 2.181 0.603 15 5 13.998 52.324 14.211
16 29.178 2.089 0.569 20 1 13.500 47.783 13.562
17 29.637 2.187 0.573 20 2 13.548 51.965 13.597
18 26.633 2.114 0.638 20 3 13.570 55.488 13.607
19 30.204 2.163 0.581 20 4 13.502 51.711 13.581
20 30.226 2.198 0.582 20 5 13.612 56.585 13.629
21 30.952 2.161 0.605 25 1 15.397 55.589 15.184
22 28.672 2.182 0.572 25 2 14.367 51.198 14.247
23 30.562 2.078 0.592 25 3 13.977 57.903 13.910
24 26.636 2.198 0.639 25 4 13.686 53.701 13.823
25 32.192 2.303 0.667 25 5 15.371 53.015 15.157
26 26.868 2.371 0.629 30 1 13.552 52.225 13.595
27 28.591 2.150 0.573 30 2 13.622 51.890 13.751
28 29.836 2.139 0.574 30 3 14.169 52.836 14.075
29 27.156 2.213 0.613 30 4 14.288 51.804 14.174
30 30.166 2.199 0.583 30 5 13.738 49.429 13.723

Tabla F.2.6: EMSE multiplicados por 107

para ` = 0, σ2
1 = 1 y σ2

2 = 2.
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d Ed E∗1
d E∗2

d d i Edi E∗1
di E∗2

di

1 112.664 2.291 0.571 5 1 13.676 47.190 13.054
2 111.846 1.934 0.576 5 2 13.275 48.608 14.461
3 111.850 2.106 0.576 5 3 13.410 52.010 13.408
4 114.246 2.090 0.572 5 4 15.194 50.909 12.817
5 107.198 2.164 0.666 5 5 14.904 46.323 12.783
6 114.213 2.023 0.571 10 1 15.040 49.483 12.807
7 112.040 1.972 0.575 10 2 15.874 51.237 12.961
8 113.242 2.013 0.570 10 3 13.822 47.296 12.961
9 109.165 2.111 0.615 10 4 16.619 48.718 13.198

10 107.421 2.291 0.660 10 5 14.387 45.979 12.791
11 115.926 2.134 0.585 15 1 13.780 51.564 12.986
12 115.126 2.160 0.577 15 2 13.810 49.590 12.990
13 113.642 2.313 0.570 15 3 14.388 47.420 12.802
14 113.484 2.004 0.570 15 4 14.467 48.133 12.783
15 109.668 2.178 0.605 15 5 13.590 47.363 13.173
16 113.517 2.088 0.570 20 1 14.776 43.182 12.763
17 114.498 2.195 0.575 20 2 15.127 47.573 12.830
18 108.129 2.112 0.640 20 3 14.579 50.002 12.799
19 115.515 2.176 0.581 20 4 14.075 46.675 12.838
20 115.936 2.203 0.585 20 5 15.276 52.288 12.845
21 117.301 2.181 0.607 25 1 18.861 51.254 14.181
22 112.574 2.175 0.573 25 2 17.582 46.633 13.586
23 116.479 2.087 0.594 25 3 16.683 52.869 13.226
24 108.269 2.192 0.637 25 4 13.891 48.491 13.000
25 119.811 2.306 0.668 25 5 18.965 49.409 14.225
26 108.522 2.375 0.633 30 1 15.298 47.416 12.858
27 112.372 2.132 0.574 30 2 13.948 47.212 12.945
28 114.916 2.125 0.575 30 3 16.801 49.097 13.275
29 109.171 2.216 0.617 30 4 17.572 47.745 13.569
30 115.563 2.208 0.584 30 5 15.641 45.821 12.958

Tabla F.2.7: EMSE multiplicados por 107

para ` = 0, σ2
1 = 2 y σ2

2 = 0.5.
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d Ed E∗1
d E∗2

d d i Edi E∗1
di E∗2

di

1 138.886 2.293 0.572 5 1 13.041 49.167 13.342
2 138.035 1.933 0.576 5 2 13.629 51.394 14.548
3 137.975 2.107 0.577 5 3 13.200 55.895 13.798
4 140.624 2.089 0.572 5 4 13.292 53.091 13.093
5 132.874 2.164 0.666 5 5 13.262 48.419 13.092
6 140.616 2.024 0.572 10 1 13.322 52.029 13.107
7 138.212 1.972 0.575 10 2 13.780 53.912 13.268
8 139.520 2.012 0.570 10 3 13.042 50.320 13.269
9 135.036 2.112 0.615 10 4 14.611 51.468 13.756

10 133.071 2.292 0.661 10 5 13.078 48.426 13.157
11 142.484 2.133 0.585 15 1 13.040 54.357 13.337
12 141.651 2.159 0.578 15 2 13.055 53.018 13.332
13 139.988 2.314 0.571 15 3 13.110 50.019 13.150
14 139.768 2.005 0.570 15 4 13.108 50.645 13.125
15 135.572 2.178 0.606 15 5 13.146 50.229 13.657
16 139.852 2.090 0.571 20 1 13.200 45.591 13.075
17 140.917 2.194 0.575 20 2 13.323 50.045 13.121
18 133.880 2.114 0.640 20 3 13.271 53.236 13.117
19 142.069 2.175 0.581 20 4 13.076 49.426 13.125
20 142.483 2.203 0.585 20 5 13.456 54.887 13.151
21 144.010 2.180 0.607 25 1 15.832 53.575 14.613
22 138.784 2.178 0.573 25 2 14.709 49.116 13.821
23 143.103 2.085 0.594 25 3 14.163 55.815 13.483
24 134.031 2.195 0.637 25 4 13.098 51.660 13.350
25 146.767 2.306 0.668 25 5 15.859 51.320 14.627
26 134.340 2.373 0.633 30 1 13.356 50.077 13.126
27 138.554 2.135 0.575 30 2 13.074 49.781 13.278
28 141.402 2.127 0.576 30 3 14.329 51.364 13.585
29 135.045 2.217 0.617 30 4 14.664 49.831 13.787
30 142.130 2.208 0.585 30 5 13.698 47.844 13.263

Tabla F.2.8: EMSE multiplicados por 107

para ` = 0, σ2
1 = 2 y σ2

2 = 1.



308 Apéndice F. Resultados del experimento de simulación del caṕıtulo 5

d Ed E∗1
d E∗2

d d i Edi E∗1
di E∗2

di

1 140.926 2.296 0.572 5 1 13.598 50.487 13.805
2 140.162 1.932 0.576 5 2 14.397 53.116 14.839
3 140.013 2.109 0.577 5 3 13.980 58.348 14.331
4 142.652 2.090 0.572 5 4 13.538 54.670 13.592
5 135.018 2.165 0.666 5 5 13.550 49.985 13.593
6 142.672 2.024 0.572 10 1 13.579 53.717 13.603
7 140.297 1.972 0.575 10 2 13.872 55.809 13.764
8 141.551 2.013 0.571 10 3 13.577 52.476 13.766
9 137.133 2.112 0.615 10 4 14.747 53.404 14.457

10 135.149 2.295 0.663 10 5 13.549 50.152 13.713
11 144.508 2.133 0.585 15 1 13.634 56.094 13.863
12 143.752 2.158 0.579 15 2 13.632 55.399 13.850
13 142.059 2.315 0.571 15 3 13.543 51.840 13.673
14 141.802 2.007 0.571 15 4 13.527 52.430 13.661
15 137.648 2.178 0.607 15 5 13.930 52.310 14.261
16 141.931 2.092 0.571 20 1 13.516 47.546 13.580
17 142.966 2.194 0.575 20 2 13.575 51.822 13.618
18 135.981 2.116 0.641 20 3 13.615 55.478 13.629
19 144.139 2.173 0.582 20 4 13.507 51.384 13.603
20 144.492 2.204 0.586 20 5 13.669 56.559 13.652
21 146.025 2.179 0.608 25 1 15.598 55.277 15.188
22 140.847 2.181 0.574 25 2 14.521 50.882 14.269
23 145.134 2.083 0.594 25 3 14.107 57.802 13.943
24 136.151 2.198 0.638 25 4 13.657 53.790 13.858
25 148.753 2.309 0.669 25 5 15.584 52.698 15.173
26 136.482 2.371 0.633 30 1 13.583 52.000 13.617
27 140.601 2.139 0.575 30 2 13.598 51.595 13.780
28 143.484 2.129 0.577 30 3 14.285 52.956 14.082
29 137.159 2.220 0.617 30 4 14.429 51.384 14.190
30 144.213 2.207 0.586 30 5 13.834 49.389 13.758

Tabla F.2.9: EMSE multiplicados por 107

para ` = 0, σ2
1 = 2 y σ2

2 = 2.
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F.2.2. Sesgo emṕırico, Bd y Bdi

d Bd B∗1
d B∗2

d d i Bdi B∗1
di B∗2

di

1 -69.734 -0.265 1.129 5 1 16.540 -2.543 16.677
2 -68.332 1.334 2.525 5 2 40.947 33.017 41.101
3 -68.928 2.668 1.931 5 3 24.209 17.232 24.349
4 -72.027 -4.702 -1.168 5 4 -7.120 -15.929 -6.990
5 -61.274 8.803 9.586 5 5 -2.997 -16.452 -2.859
6 -72.725 -1.700 -1.869 10 1 -4.438 -8.704 -4.288
7 -68.396 1.301 2.456 10 2 -13.911 -30.821 -13.747
8 -71.007 -1.792 -0.150 10 3 12.725 11.569 12.854
9 -64.684 4.160 6.169 10 4 -20.026 -30.135 -19.880

10 -61.452 7.854 9.402 10 5 3.292 -4.001 3.428
11 -74.814 -3.707 -3.960 15 1 15.043 -5.389 15.193
12 -73.287 -1.728 -2.436 15 2 13.887 2.505 14.019
13 -71.107 -0.065 -0.256 15 3 3.312 -6.795 3.460
14 -70.228 0.848 0.623 15 4 3.106 -7.464 3.255
15 -65.092 4.179 5.759 15 5 18.351 -1.184 18.533
16 -70.993 -0.626 -0.146 20 1 -1.954 -22.788 -1.797
17 -72.315 -2.558 -1.473 20 2 -5.239 -23.297 -5.104
18 -62.653 8.931 8.190 20 3 1.692 -18.465 1.860
19 -74.458 -6.013 -3.613 20 4 9.309 1.939 9.443
20 -74.154 -3.823 -3.308 20 5 -6.582 -2.741 -6.423
21 -76.904 -6.139 -6.064 25 1 -37.371 -60.675 -37.198
22 -69.093 -1.622 1.751 25 2 -28.436 -36.314 -28.267
23 -75.430 -3.081 -4.588 25 3 -20.941 -29.735 -20.794
24 -61.854 8.380 8.983 25 4 12.756 -2.270 12.903
25 -80.659 -13.042 -9.820 25 5 -38.607 -51.466 -38.439
26 -63.089 8.658 7.755 30 1 -8.135 -21.037 -7.957
27 -69.059 0.902 1.776 30 2 11.522 -4.054 11.674
28 -72.705 -4.485 -1.871 30 3 -22.326 -34.843 -22.178
29 -64.198 6.884 6.633 30 4 -28.277 -41.930 -28.126
30 -73.910 -3.347 -3.080 30 5 -8.740 -23.696 -8.609

Tabla F.2.10: Sesgos multiplicados por 105

para ` = 0, σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 0.5.
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d Bd B∗1
d B∗2

d d i Bdi B∗1
di B∗2

di

1 -69.432 0.047 1.215 5 1 13.603 1.840 16.328
2 -68.504 1.245 2.141 5 2 35.358 34.344 38.091
3 -68.651 2.968 1.995 5 3 22.585 23.665 25.315
4 -71.817 -4.285 -1.172 5 4 -5.433 -5.749 -2.715
5 -61.172 8.789 9.475 5 5 -2.984 -8.647 -0.264
6 -72.656 -1.497 -2.014 10 1 -5.146 -2.318 -2.416
7 -68.436 1.328 2.207 10 2 -16.622 -24.437 -13.884
8 -70.814 -1.458 -0.171 10 3 9.719 18.021 12.433
9 -64.524 4.411 6.119 10 4 -28.114 -29.716 -25.389

10 -61.236 8.132 9.407 10 5 5.090 6.175 7.811
11 -74.740 -3.497 -4.098 15 1 13.588 0.260 16.316
12 -73.471 -1.721 -2.832 15 2 12.375 7.991 15.096
13 -71.038 -0.096 -0.398 15 3 3.266 1.282 5.993
14 -70.204 0.899 0.437 15 4 3.893 2.449 6.622
15 -64.969 4.251 5.671 15 5 19.415 7.833 22.159
16 -70.918 -0.591 -0.283 20 1 -2.085 -14.404 0.646
17 -72.335 -2.418 -1.700 20 2 -5.008 -14.479 -2.284
18 -62.427 9.103 8.207 20 3 -2.794 -14.049 -0.055
19 -74.432 -5.931 -3.796 20 4 4.188 5.864 6.911
20 -74.037 -3.739 -3.400 20 5 -7.807 4.362 -5.073
21 -76.646 -5.818 -6.015 25 1 -41.668 -58.051 -38.923
22 -69.064 -1.596 1.572 25 2 -29.681 -28.282 -26.936
23 -75.344 -3.104 -4.708 25 3 -21.695 -23.124 -18.963
24 -61.832 8.481 8.797 25 4 11.040 3.234 13.775
25 -80.516 -12.941 -9.883 25 5 -42.266 -47.811 -39.524
26 -63.123 8.676 7.513 30 1 -6.604 -11.361 -3.858
27 -68.927 1.127 1.702 30 2 9.247 1.957 11.982
28 -72.820 -4.630 -2.189 30 3 -24.904 -30.111 -22.169
29 -64.181 6.961 6.447 30 4 -29.200 -35.195 -26.465
30 -73.944 -3.288 -3.318 30 5 -11.594 -18.622 -8.872

Tabla F.2.11: Sesgos multiplicados por 105

para ` = 0, σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 1.
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d Bd B∗1
d B∗2

d d i Bdi B∗1
di B∗2

di

1 -58.973 -5.579 8.680 5 1 15.646 -24.758 51.891
2 -58.255 -6.190 9.400 5 2 35.708 9.590 72.118
3 -57.663 -4.427 9.998 5 3 26.582 -12.822 62.920
4 -61.924 -10.266 5.701 5 4 0.526 -43.249 36.646
5 -50.970 1.182 16.743 5 5 2.384 -26.005 38.520
6 -62.055 -6.460 5.571 10 1 -0.674 -36.211 35.448
7 -57.782 -4.651 9.878 10 2 -14.731 -49.672 21.280
8 -60.551 -5.854 7.086 10 3 16.702 -19.993 52.955
9 -54.216 -0.058 13.469 10 4 -28.912 -71.321 6.976

10 -51.203 -0.788 16.509 10 5 13.066 -31.118 49.292
11 -64.131 -13.104 3.477 15 1 19.824 -9.069 56.108
12 -63.531 -12.065 4.078 15 2 16.776 -19.695 53.042
13 -60.386 -7.903 7.253 15 3 8.884 -24.163 45.084
14 -60.181 -8.746 7.454 15 4 11.829 -28.998 48.057
15 -53.984 0.693 13.704 15 5 28.831 -5.238 65.192
16 -60.427 -7.386 7.209 20 1 2.320 -44.602 38.466
17 -61.672 -8.574 5.948 20 2 2.011 -41.672 38.182
18 -52.298 -0.498 15.402 20 3 -0.595 -32.245 35.569
19 -64.320 -9.610 3.283 20 4 3.955 -34.098 40.103
20 -63.670 -12.218 3.941 20 5 -2.771 -42.847 33.356
21 -67.021 -13.226 0.558 25 1 -37.008 -72.841 -1.188
22 -59.458 -5.188 8.182 25 2 -26.869 -61.676 9.113
23 -65.489 -12.557 2.106 25 3 -15.480 -54.206 20.563
24 -52.414 -0.047 15.286 25 4 13.598 -24.272 49.863
25 -70.546 -16.654 -2.984 25 5 -39.653 -75.021 -3.779
26 -53.054 -0.212 14.645 30 1 1.189 -33.248 37.341
27 -58.473 -6.609 9.178 30 2 13.246 -24.560 49.539
28 -62.709 -9.299 4.917 30 3 -19.464 -57.230 16.599
29 -53.452 0.983 14.249 30 4 -23.083 -70.440 12.865
30 -64.555 -11.054 3.066 30 5 -11.286 -53.646 24.763

Tabla F.2.12: Sesgos multiplicados por 105

para ` = 0, σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 2.
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d Bd B∗1
d B∗2

d d i Bdi B∗1
di B∗2

di

1 -153.064 0.224 1.135 5 1 4.061 -1.451 16.774
2 -151.685 1.833 2.510 5 2 28.430 34.219 41.160
3 -151.976 3.457 2.220 5 3 12.153 18.816 24.866
4 -155.427 -4.281 -1.230 5 4 -19.465 -14.709 -6.756
5 -144.459 9.477 9.739 5 5 -15.738 -15.692 -3.021
6 -155.691 -0.846 -1.495 10 1 -17.320 -8.154 -4.591
7 -151.901 1.646 2.293 10 2 -26.466 -30.064 -13.724
8 -154.114 -1.079 0.083 10 3 0.652 13.088 13.362
9 -147.730 4.850 6.465 10 4 -33.027 -29.473 -20.301

10 -144.784 8.346 9.412 10 5 -9.065 -2.998 3.648
11 -158.094 -3.270 -3.900 15 1 2.122 -4.878 14.854
12 -156.702 -1.283 -2.509 15 2 1.459 3.841 14.173
13 -154.485 0.400 -0.291 15 3 -8.977 -5.443 3.755
14 -153.984 0.929 0.211 15 4 -9.802 -6.936 2.927
15 -148.363 4.807 5.834 15 5 6.404 0.548 19.166
16 -154.327 -0.123 -0.134 20 1 -14.547 -21.444 -1.806
17 -155.766 -2.007 -1.575 20 2 -18.103 -22.674 -5.385
18 -145.927 9.457 8.264 20 3 -11.259 -17.904 1.492
19 -157.573 -5.401 -3.380 20 4 -3.698 2.562 9.019
20 -157.835 -3.613 -3.641 20 5 -19.684 -2.295 -6.944
21 -160.198 -5.571 -6.006 25 1 -50.091 -59.947 -37.330
22 -152.674 -1.377 1.520 25 2 -41.016 -35.447 -28.262
23 -158.840 -2.624 -4.647 25 3 -33.649 -29.095 -20.914
24 -145.690 8.349 8.502 25 4 0.399 -0.997 13.132
25 -163.989 -12.610 -9.797 25 5 -51.111 -50.472 -38.359
26 -146.452 9.128 7.743 30 1 -20.324 -19.609 -7.555
27 -152.497 1.309 1.694 30 2 -0.942 -3.170 11.800
28 -156.277 -4.195 -2.085 30 3 -34.803 -34.156 -22.061
29 -147.513 7.263 6.677 30 4 -41.023 -40.972 -28.283
30 -157.362 -3.017 -3.171 30 5 -22.431 -23.739 -9.706

Tabla F.2.13: Sesgos multiplicados por 105

para ` = 0, σ2
1 = 1 y σ2

2 = 0.5.
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d Bd B∗1
d B∗2

d d i Bdi B∗1
di B∗2

di

1 -162.370 0.362 1.177 5 1 9.373 2.398 15.958
2 -161.145 1.744 2.400 5 2 31.636 35.400 38.229
3 -161.252 3.581 2.293 5 3 19.677 25.325 26.264
4 -164.739 -4.216 -1.192 5 4 -8.902 -4.734 -2.321
5 -153.844 9.497 9.703 5 5 -7.608 -8.639 -1.025
6 -165.056 -0.783 -1.511 10 1 -9.183 -0.808 -2.591
7 -161.275 1.714 2.267 10 2 -20.066 -23.708 -13.467
8 -163.409 -0.943 0.136 10 3 6.449 18.780 13.027
9 -157.062 4.925 6.482 10 4 -32.016 -29.524 -25.429

10 -154.036 8.495 9.509 10 5 1.228 6.136 7.810
11 -167.432 -3.161 -3.888 15 1 9.366 0.900 15.959
12 -166.183 -1.370 -2.640 15 2 8.411 9.692 14.995
13 -163.868 0.431 -0.325 15 3 -0.238 2.330 6.353
14 -163.286 1.006 0.258 15 4 -0.608 2.303 5.984
15 -157.669 4.863 5.875 15 5 16.354 9.184 22.961
16 -163.719 -0.126 -0.177 20 1 -6.089 -13.271 0.509
17 -165.126 -1.992 -1.585 20 2 -8.755 -13.762 -2.168
18 -155.239 9.554 8.302 20 3 -6.952 -14.810 -0.347
19 -166.991 -5.394 -3.449 20 4 0.535 6.462 7.124
20 -167.150 -3.549 -3.607 20 5 -12.091 4.650 -5.493
21 -169.552 -5.548 -6.011 25 1 -45.449 -57.466 -38.838
22 -162.020 -1.328 1.523 25 2 -33.589 -28.367 -26.980
23 -168.205 -2.602 -4.662 25 3 -25.802 -23.429 -19.205
24 -155.053 8.411 8.488 25 4 7.490 4.005 14.087
25 -173.339 -12.597 -9.797 25 5 -46.097 -46.620 -39.490
26 -155.869 9.131 7.676 30 1 -10.020 -10.417 -3.406
27 -161.806 1.418 1.734 30 2 5.790 2.307 12.395
28 -165.714 -4.238 -2.173 30 3 -28.510 -29.843 -21.907
29 -156.875 7.287 6.665 30 4 -33.002 -33.882 -26.399
30 -166.811 -3.079 -3.271 30 5 -16.321 -18.301 -9.730

Tabla F.2.14: Sesgos multiplicados por 105

para ` = 0, σ2
1 = 1 y σ2

2 = 1.
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d Bd B∗1
d B∗2

d d i Bdi B∗1
di B∗2

di

1 -151.295 0.664 1.290 5 1 11.691 4.068 14.958
2 -150.418 1.678 2.166 5 2 31.931 34.358 35.201
3 -150.215 3.727 2.369 5 3 23.221 28.652 26.491
4 -153.731 -3.894 -1.147 5 4 -2.589 1.271 0.674
5 -142.945 9.424 9.639 5 5 -2.340 -3.849 0.924
6 -154.177 -0.575 -1.594 10 1 -4.846 2.359 -1.575
7 -150.483 1.645 2.099 10 2 -16.792 -20.080 -13.518
8 -152.454 -0.789 0.129 10 3 9.355 22.225 12.616
9 -146.107 5.087 6.476 10 4 -32.546 -30.392 -29.279

10 -143.063 8.642 9.520 10 5 7.357 12.366 10.622
11 -156.534 -3.091 -3.951 15 1 13.429 4.204 16.699
12 -155.465 -1.298 -2.883 15 2 12.366 12.652 15.633
13 -152.982 0.334 -0.400 15 3 4.109 6.540 7.379
14 -152.454 0.952 0.129 15 4 5.102 8.436 8.373
15 -146.768 4.850 5.814 15 5 21.597 14.118 24.874
16 -152.822 -0.120 -0.241 20 1 -1.328 -8.184 1.945
17 -154.302 -1.865 -1.722 20 2 -3.470 -8.630 -0.200
18 -144.237 9.596 8.344 20 3 -5.654 -13.136 -2.377
19 -156.125 -5.387 -3.543 20 4 1.283 7.696 4.553
20 -156.218 -3.537 -3.635 20 5 -8.238 8.301 -4.964
21 -158.509 -5.253 -5.929 25 1 -43.271 -56.362 -39.989
22 -151.140 -1.300 1.443 25 2 -29.213 -23.586 -25.931
23 -157.274 -2.716 -4.692 25 3 -20.992 -19.309 -17.716
24 -144.240 8.329 8.340 25 4 10.610 6.109 13.887
25 -162.376 -12.468 -9.793 25 5 -43.238 -44.327 -39.956
26 -145.078 9.108 7.506 30 1 -4.124 -4.714 -0.840
27 -150.882 1.519 1.698 30 2 8.774 4.915 12.055
28 -154.942 -4.316 -2.359 30 3 -25.255 -27.266 -21.975
29 -146.022 7.295 6.560 30 4 -27.844 -29.439 -24.565
30 -155.994 -3.054 -3.413 30 5 -12.959 -15.346 -9.686

Tabla F.2.15: Sesgos multiplicados por 105

para ` = 0, σ2
1 = 1 y σ2

2 = 2.
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d Bd B∗1
d B∗2

d d i Bdi B∗1
di B∗2

di

1 -321.544 0.588 1.191 5 1 -20.404 -0.668 16.937
2 -320.268 2.085 2.465 5 2 3.757 34.871 41.116
3 -320.275 3.997 2.458 5 3 -12.208 19.648 25.132
4 -323.994 -4.030 -1.259 5 4 -43.990 -14.037 -6.651
5 -312.929 9.860 9.805 5 5 -40.531 -15.278 -3.184
6 -323.943 -0.263 -1.209 10 1 -42.081 -7.792 -4.723
7 -320.572 1.827 2.160 10 2 -51.116 -29.603 -13.744
8 -322.439 -0.563 0.295 10 3 -23.587 14.147 13.753
9 -316.055 5.269 6.678 10 4 -57.928 -29.113 -20.571

10 -313.282 8.666 9.452 10 5 -33.464 -2.248 3.879
11 -326.581 -3.004 -3.848 15 1 -22.815 -4.610 14.548
12 -325.346 -1.086 -2.613 15 2 -23.068 4.701 14.276
13 -323.058 0.660 -0.326 15 3 -33.340 -4.516 4.022
14 -322.814 0.917 -0.081 15 4 -34.666 -6.701 2.692
15 -316.850 5.182 5.885 15 5 -17.749 1.560 19.642
16 -322.874 0.141 -0.141 20 1 -39.114 -20.679 -1.743
17 -324.380 -1.681 -1.648 20 2 -42.996 -22.371 -5.648
18 -314.407 9.784 8.325 20 3 -36.072 -17.563 1.308
19 -325.947 -5.006 -3.213 20 4 -28.681 2.825 8.666
20 -326.598 -3.517 -3.865 20 5 -44.635 -2.071 -7.265
21 -328.676 -5.215 -5.943 25 1 -74.793 -59.487 -37.402
22 -321.398 -1.285 1.335 25 2 -65.581 -34.898 -28.197
23 -327.426 -2.383 -4.693 25 3 -58.330 -28.703 -20.963
24 -314.629 8.212 8.105 25 4 -23.981 -0.153 13.381
25 -332.471 -12.329 -9.738 25 5 -75.648 -49.862 -38.267
26 -315.056 9.354 7.678 30 1 -44.696 -18.737 -7.297
27 -321.090 1.552 1.643 30 2 -25.518 -2.685 11.852
28 -325.015 -4.080 -2.281 30 3 -59.395 -33.828 -22.023
29 -316.058 7.422 6.675 30 4 -65.737 -40.323 -28.369
30 -326.017 -2.901 -3.283 30 5 -47.989 -24.112 -10.631

Tabla F.2.16: Sesgos multiplicados por 105

para ` = 0, σ2
1 = 2 y σ2

2 = 0.5.
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d Bd B∗1
d B∗2

d d i Bdi B∗1
di B∗2

di

1 -354.604 0.634 1.205 5 1 2.135 2.897 15.989
2 -353.402 2.020 2.406 5 2 24.322 35.980 38.185
3 -353.317 4.032 2.491 5 3 12.721 26.220 26.577
4 -357.045 -4.003 -1.236 5 4 -15.994 -4.078 -2.142
5 -346.022 9.847 9.787 5 5 -14.951 -8.230 -1.096
6 -357.035 -0.255 -1.226 10 1 -16.643 -0.615 -2.780
7 -353.653 1.847 2.154 10 2 -27.291 -23.272 -13.422
8 -355.495 -0.519 0.314 10 3 -0.484 19.622 13.366
9 -349.132 5.301 6.676 10 4 -39.625 -29.356 -25.766

10 -346.304 8.732 9.504 10 5 -5.929 6.666 7.924
11 -359.646 -2.956 -3.838 15 1 1.844 1.096 15.709
12 -358.479 -1.139 -2.671 15 2 1.220 10.382 15.075
13 -356.152 0.665 -0.344 15 3 -7.330 3.189 6.534
14 -355.844 0.963 -0.036 15 4 -8.152 2.447 5.710
15 -349.900 5.198 5.909 15 5 9.552 10.167 23.430
16 -355.971 0.136 -0.163 20 1 -13.341 -12.403 0.527
17 -357.454 -1.680 -1.647 20 2 -16.224 -13.523 -2.367
18 -347.466 9.813 8.341 20 3 -14.514 -14.589 -0.639
19 -359.063 -5.020 -3.254 20 4 -7.001 6.751 6.857
20 -359.649 -3.489 -3.840 20 5 -19.745 4.738 -5.878
21 -361.757 -5.224 -5.950 25 1 -52.772 -57.030 -38.890
22 -354.455 -1.242 1.353 25 2 -40.784 -27.831 -26.906
23 -360.505 -2.375 -4.696 25 3 -33.193 -23.169 -19.324
24 -347.684 8.264 8.124 25 4 0.454 4.864 14.320
25 -365.548 -12.325 -9.739 25 5 -53.244 -46.031 -39.368
26 -348.158 9.351 7.652 30 1 -17.008 -9.567 -3.123
27 -354.138 1.603 1.671 30 2 -1.395 2.723 12.478
28 -358.122 -4.109 -2.314 30 3 -35.685 -29.514 -21.811
29 -349.135 7.430 6.673 30 4 -40.371 -33.373 -26.500
30 -359.143 -2.946 -3.334 30 5 -24.396 -18.587 -10.533

Tabla F.2.17: Sesgos multiplicados por 105

para ` = 0, σ2
1 = 2 y σ2

2 = 1.
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d Bd B∗1
d B∗2

d d i Bdi B∗1
di B∗2

di

1 -351.089 0.727 1.242 5 1 9.011 3.999 14.670
2 -349.999 1.949 2.331 5 2 29.647 35.016 35.309
3 -349.785 4.117 2.545 5 3 21.499 29.329 27.159
4 -353.538 -3.964 -1.207 5 4 -4.679 1.980 0.977
5 -342.571 9.845 9.760 5 5 -5.662 -4.374 -0.004
6 -353.566 -0.219 -1.236 10 1 -7.395 3.183 -1.733
7 -350.192 1.881 2.136 10 2 -18.893 -19.650 -13.227
8 -351.977 -0.428 0.353 10 3 7.451 22.549 13.106
9 -345.644 5.340 6.686 10 4 -35.021 -30.337 -29.361

10 -342.759 8.837 9.571 10 5 5.108 12.031 10.765
11 -356.157 -2.879 -3.828 15 1 10.801 4.411 16.464
12 -355.088 -1.198 -2.759 15 2 9.911 13.506 15.571
13 -352.697 0.677 -0.368 15 3 2.082 7.149 7.746
14 -352.333 1.005 -0.003 15 4 2.395 8.192 8.057
15 -346.390 5.221 5.940 15 5 19.806 14.896 25.475
16 -352.524 0.121 -0.195 20 1 -3.771 -7.573 1.895
17 -353.980 -1.677 -1.652 20 2 -5.693 -7.909 -0.032
18 -343.966 9.870 8.362 20 3 -8.420 -13.921 -2.750
19 -355.631 -5.014 -3.301 20 4 -0.854 7.904 4.808
20 -356.142 -3.456 -3.811 20 5 -10.872 8.200 -5.207
21 -358.278 -5.211 -5.949 25 1 -45.479 -55.948 -39.805
22 -350.970 -1.204 1.360 25 2 -31.642 -23.765 -25.969
23 -357.035 -2.369 -4.705 25 3 -23.733 -20.041 -18.065
24 -344.213 8.301 8.116 25 4 8.699 6.879 14.365
25 -362.067 -12.332 -9.736 25 5 -45.573 -43.891 -39.901
26 -344.727 9.343 7.605 30 1 -6.237 -4.292 -0.561
27 -350.628 1.669 1.701 30 2 6.700 5.148 12.372
28 -354.701 -4.148 -2.371 30 3 -27.293 -27.323 -21.621
29 -345.666 7.437 6.664 30 4 -30.181 -28.615 -24.510
30 -355.730 -2.996 -3.399 30 5 -16.030 -15.384 -10.365

Tabla F.2.18: Sesgos multiplicados por 105

para ` = 0, σ2
1 = 2 y σ2

2 = 2.
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F.2.3. Probabilidad de cobertura emṕırica, Cd y Cdi al 95 %

d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 94.10 94.90 94.90 5 1 93.60 93.50 93.60
2 93.00 94.30 94.20 5 2 94.20 94.10 94.20
3 95.20 96.30 96.00 5 3 95.30 95.50 95.40
4 93.40 94.40 94.50 5 4 94.40 94.30 94.40
5 93.60 94.50 94.40 5 5 95.10 94.90 95.10
6 94.80 96.00 95.70 10 1 94.00 93.80 94.00
7 93.70 94.90 94.90 10 2 93.80 94.00 93.70
8 94.60 95.70 95.60 10 3 94.90 94.90 94.90
9 95.00 96.20 96.20 10 4 95.20 95.20 95.20

10 93.00 93.70 93.90 10 5 94.80 95.00 94.80
11 94.40 95.10 95.20 15 1 94.30 94.30 94.30
12 93.00 94.50 94.20 15 2 95.30 95.30 95.30
13 95.20 96.60 96.30 15 3 95.00 94.80 95.00
14 94.30 95.30 95.20 15 4 95.30 95.40 95.30
15 92.10 93.20 93.10 15 5 93.70 93.90 93.70
16 95.20 96.80 96.70 20 1 94.60 94.50 94.60
17 94.10 94.80 94.80 20 2 94.40 94.30 94.40
18 94.70 95.40 95.50 20 3 94.90 94.80 95.00
19 94.40 95.50 95.50 20 4 94.70 94.90 94.80
20 94.20 95.50 95.50 20 5 95.10 95.40 95.10
21 95.00 95.60 95.70 25 1 95.30 95.40 95.30
22 95.00 96.60 96.50 25 2 94.50 94.30 94.50
23 94.60 95.50 95.60 25 3 94.20 94.00 94.20
24 94.90 95.50 95.40 25 4 95.60 95.90 95.60
25 93.40 94.70 94.50 25 5 94.50 94.60 94.40
26 94.30 95.30 95.30 30 1 94.20 94.10 94.20
27 95.70 96.40 96.60 30 2 93.80 93.30 93.80
28 94.10 95.20 95.50 30 3 95.30 95.20 95.30
29 94.50 95.20 95.40 30 4 94.90 94.90 94.90
30 93.40 94.90 95.00 30 5 95.10 95.40 95.10

Tabla F.2.19: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 95% para ` = 0, σ2

1 = 0.5 y σ2
2 = 0.5.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 94.10 94.80 95.00 5 1 93.60 93.40 93.60
2 93.00 94.40 94.40 5 2 94.40 94.20 94.40
3 95.00 96.10 96.00 5 3 95.20 95.50 95.20
4 93.20 94.50 94.50 5 4 94.20 93.90 94.20
5 94.00 94.50 94.60 5 5 95.20 95.00 95.20
6 94.80 95.90 95.60 10 1 93.70 93.50 93.70
7 93.80 94.90 94.80 10 2 93.90 94.20 94.00
8 94.40 95.40 95.70 10 3 95.00 95.20 95.00
9 95.00 95.90 96.00 10 4 95.00 94.90 95.00

10 93.00 93.50 93.90 10 5 94.80 94.90 94.80
11 94.40 95.10 94.90 15 1 94.50 94.40 94.50
12 92.90 94.40 94.00 15 2 95.40 95.10 95.40
13 95.30 96.50 96.20 15 3 94.40 94.50 94.40
14 94.30 95.50 95.40 15 4 95.10 95.40 95.10
15 92.20 93.20 93.10 15 5 93.70 94.00 93.70
16 95.20 96.80 96.80 20 1 94.30 94.40 94.40
17 93.90 94.90 95.00 20 2 94.50 94.20 94.50
18 94.50 95.50 95.60 20 3 95.10 94.80 95.10
19 94.40 95.40 95.50 20 4 94.60 94.70 94.70
20 94.00 95.40 95.60 20 5 95.10 95.10 95.10
21 95.20 95.60 95.50 25 1 95.40 95.40 95.50
22 95.20 96.50 96.40 25 2 94.70 94.30 94.70
23 94.70 95.60 95.60 25 3 94.00 94.00 94.00
24 94.90 95.50 95.40 25 4 95.40 95.30 95.40
25 93.40 94.50 94.30 25 5 94.80 94.60 94.80
26 94.40 95.00 95.40 30 1 94.00 94.10 94.00
27 95.40 96.30 96.60 30 2 93.20 93.30 93.20
28 94.30 95.10 95.80 30 3 95.00 95.20 95.00
29 94.30 95.30 95.60 30 4 95.40 95.00 95.40
30 93.60 94.80 94.90 30 5 95.40 95.50 95.40

Tabla F.2.20: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 95 % para ` = 0, σ2

1 = 0.5 y σ2
2 = 1.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 93.85 94.66 95.26 5 1 93.35 93.45 93.55
2 93.95 94.86 95.06 5 2 93.75 93.75 93.85
3 94.35 95.16 95.46 5 3 96.17 96.07 96.37
4 95.26 96.07 96.07 5 4 94.46 94.76 94.86
5 92.54 93.55 93.75 5 5 94.76 95.16 94.96
6 95.26 95.87 95.97 10 1 94.25 94.56 94.46
7 94.46 95.36 95.56 10 2 93.45 93.35 93.65
8 94.05 94.86 94.76 10 3 95.46 95.67 95.67
9 92.84 94.25 94.05 10 4 94.96 94.86 95.06

10 94.66 95.06 95.67 10 5 94.76 94.86 94.76
11 93.85 94.66 94.46 15 1 95.36 95.36 95.56
12 92.94 94.05 94.35 15 2 95.97 95.97 96.17
13 94.76 95.36 95.67 15 3 94.56 94.66 94.66
14 93.35 93.85 94.05 15 4 94.05 94.25 94.15
15 95.87 96.57 96.88 15 5 94.05 94.05 94.35
16 93.65 94.86 95.06 20 1 94.25 94.05 94.46
17 94.66 95.26 95.36 20 2 94.76 95.06 94.96
18 94.05 94.76 94.96 20 3 95.06 95.16 95.16
19 94.76 95.26 95.97 20 4 94.56 94.56 94.86
20 92.64 94.05 94.35 20 5 94.35 93.95 94.76
21 93.75 94.56 94.96 25 1 95.26 95.26 95.56
22 93.25 93.85 93.85 25 2 95.36 95.46 95.46
23 94.25 94.76 95.06 25 3 95.16 95.26 95.16
24 95.06 95.77 95.77 25 4 95.36 94.96 95.56
25 95.46 95.87 96.07 25 5 95.16 95.16 95.16
26 94.76 95.16 95.67 30 1 95.26 95.06 95.36
27 94.35 95.46 95.67 30 2 94.46 94.56 94.76
28 94.35 95.26 95.46 30 3 94.46 94.35 94.66
29 94.76 95.56 95.67 30 4 95.56 95.36 95.87
30 94.15 95.16 95.26 30 5 95.16 95.06 95.36

Tabla F.2.21: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 95% para ` = 0, σ2

1 = 0.5 y σ2
2 = 2.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 92.80 95.10 95.20 5 1 93.60 93.50 93.60
2 91.40 94.20 94.40 5 2 94.30 94.20 94.30
3 94.10 96.10 96.10 5 3 95.30 95.50 95.30
4 92.00 94.50 94.10 5 4 94.50 94.40 94.60
5 92.30 94.30 94.30 5 5 95.10 95.10 95.10
6 93.40 95.80 95.60 10 1 93.70 93.70 93.70
7 92.30 95.10 94.80 10 2 93.60 94.00 93.60
8 92.90 95.60 95.90 10 3 94.70 94.90 94.80
9 93.40 96.30 96.30 10 4 95.00 95.00 95.00

10 91.70 93.70 93.90 10 5 94.60 95.00 94.70
11 93.00 95.20 94.70 15 1 94.20 94.20 94.20
12 91.90 94.20 94.10 15 2 95.30 95.30 95.30
13 93.70 96.50 96.30 15 3 94.90 95.00 95.00
14 92.90 95.30 95.20 15 4 95.20 95.50 95.30
15 90.80 93.30 93.10 15 5 93.40 93.80 93.80
16 94.30 96.80 96.90 20 1 94.70 94.60 94.70
17 93.30 94.70 94.90 20 2 94.40 94.40 94.40
18 92.90 95.40 95.50 20 3 94.90 94.70 94.90
19 92.70 95.50 95.50 20 4 94.50 94.80 94.80
20 92.80 95.40 95.50 20 5 95.20 95.10 95.30
21 93.00 95.50 95.40 25 1 95.20 95.30 95.30
22 93.00 96.30 96.20 25 2 94.60 94.30 94.70
23 93.20 95.50 95.40 25 3 94.20 94.00 94.20
24 93.00 95.40 95.50 25 4 95.60 95.80 95.60
25 91.90 94.60 94.60 25 5 94.40 94.50 94.40
26 92.80 95.30 95.50 30 1 94.00 94.20 94.10
27 94.00 96.60 96.50 30 2 93.90 93.50 93.90
28 92.30 95.10 95.60 30 3 95.10 95.30 95.10
29 92.20 95.20 95.40 30 4 94.80 94.80 94.90
30 92.20 95.00 95.20 30 5 95.10 95.50 95.10

Tabla F.2.22: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 95 % para ` = 0, σ2

1 = 1 y σ2
2 = 0.5.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 92.70 95.10 95.20 5 1 93.60 93.40 93.60
2 90.80 94.00 94.10 5 2 94.50 94.40 94.50
3 93.90 96.00 96.00 5 3 95.10 95.50 95.30
4 91.70 94.70 94.30 5 4 94.30 94.10 94.40
5 92.10 94.40 94.40 5 5 95.20 95.00 95.20
6 93.20 96.00 95.60 10 1 93.50 93.40 93.50
7 92.00 95.00 94.80 10 2 93.90 94.20 94.00
8 92.50 95.60 95.80 10 3 95.00 95.20 95.00
9 93.20 96.10 96.20 10 4 95.10 95.10 95.10

10 91.10 93.60 94.00 10 5 94.80 95.00 94.80
11 92.70 95.30 94.80 15 1 94.50 94.60 94.50
12 91.40 94.20 94.00 15 2 95.40 95.10 95.40
13 93.60 96.50 96.20 15 3 94.40 94.40 94.50
14 92.50 95.20 95.40 15 4 95.00 95.30 95.00
15 90.40 93.30 93.10 15 5 93.60 94.00 93.60
16 94.20 96.90 96.90 20 1 94.30 94.40 94.30
17 93.10 94.80 94.90 20 2 94.60 94.20 94.70
18 92.70 95.40 95.50 20 3 95.10 94.80 95.10
19 92.60 95.40 95.50 20 4 94.60 94.60 94.60
20 92.70 95.40 95.50 20 5 95.10 95.10 95.10
21 92.60 95.70 95.40 25 1 95.50 95.40 95.50
22 93.10 96.30 96.30 25 2 94.40 94.20 94.40
23 93.10 95.50 95.50 25 3 94.00 93.90 94.00
24 92.60 95.40 95.50 25 4 95.40 95.40 95.40
25 92.00 94.60 94.60 25 5 94.80 94.80 94.80
26 92.30 95.20 95.30 30 1 93.90 94.10 93.90
27 93.90 96.50 96.30 30 2 93.20 93.30 93.20
28 92.00 95.20 95.70 30 3 95.10 95.20 95.10
29 92.20 95.20 95.40 30 4 95.30 95.00 95.30
30 92.20 94.90 95.20 30 5 95.30 95.60 95.30

Tabla F.2.23: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 95 % para ` = 0, σ2

1 = 1 y σ2
2 = 1.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 92.80 95.10 95.20 5 1 93.70 93.70 93.70
2 90.70 94.10 94.30 5 2 94.40 94.60 94.40
3 94.10 96.00 96.00 5 3 95.20 95.50 95.20
4 91.90 94.60 94.50 5 4 94.40 94.30 94.40
5 92.30 94.40 94.50 5 5 95.10 94.80 95.10
6 93.30 96.00 95.70 10 1 93.80 93.70 93.80
7 92.40 95.00 94.80 10 2 94.00 93.90 94.00
8 92.70 95.80 95.80 10 3 95.10 95.30 95.10
9 93.30 96.10 96.10 10 4 94.90 95.00 94.90

10 91.20 93.60 94.00 10 5 95.00 95.00 95.00
11 93.40 95.30 94.80 15 1 94.50 94.40 94.50
12 91.30 94.20 93.90 15 2 95.20 94.90 95.20
13 93.40 96.40 96.20 15 3 94.80 94.50 94.80
14 92.50 95.30 95.40 15 4 95.10 95.40 95.20
15 90.10 93.30 93.20 15 5 93.60 93.80 93.60
16 94.50 96.80 96.90 20 1 94.20 94.30 94.30
17 93.10 94.80 95.10 20 2 94.40 94.40 94.40
18 92.80 95.20 95.80 20 3 94.80 95.00 94.80
19 92.70 95.30 95.40 20 4 94.70 94.70 94.70
20 92.50 95.30 95.40 20 5 95.10 95.20 95.10
21 92.50 95.70 95.50 25 1 95.30 95.50 95.30
22 93.20 96.10 96.30 25 2 94.20 94.20 94.30
23 93.30 95.40 95.50 25 3 93.90 93.70 93.90
24 93.00 95.40 95.40 25 4 95.70 95.50 95.70
25 92.10 94.70 94.30 25 5 95.00 94.60 95.00
26 92.40 95.00 95.20 30 1 94.20 94.40 94.20
27 94.00 96.50 96.20 30 2 93.30 93.70 93.30
28 92.00 95.10 95.60 30 3 94.80 94.80 94.80
29 92.80 95.20 95.40 30 4 95.50 95.30 95.40
30 92.30 94.80 95.10 30 5 95.70 95.70 95.70

Tabla F.2.24: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 95 % para ` = 0, σ2

1 = 1 y σ2
2 = 2.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 88.80 95.00 95.10 5 1 93.50 93.50 93.60
2 86.60 94.20 94.30 5 2 94.20 94.10 94.30
3 89.30 95.90 96.00 5 3 95.30 95.40 95.40
4 88.00 94.50 94.20 5 4 94.40 94.20 94.50
5 88.00 94.30 94.40 5 5 95.00 95.10 95.10
6 89.00 95.80 95.80 10 1 93.40 93.60 93.50
7 87.80 94.90 95.00 10 2 93.50 94.00 93.70
8 87.80 95.80 95.90 10 3 94.50 94.80 94.60
9 89.70 96.30 96.10 10 4 94.70 95.00 94.90

10 86.10 93.80 94.00 10 5 94.60 95.00 94.80
11 87.10 95.40 94.90 15 1 94.10 94.20 94.20
12 86.70 94.10 94.00 15 2 95.20 95.30 95.20
13 87.90 96.50 96.20 15 3 94.80 95.00 94.90
14 87.50 95.30 95.50 15 4 95.10 95.50 95.10
15 85.20 93.40 93.30 15 5 93.40 93.90 93.60
16 90.10 96.90 96.90 20 1 94.60 94.50 94.70
17 88.20 94.60 94.80 20 2 94.40 94.40 94.40
18 88.90 95.40 95.50 20 3 94.80 94.60 94.80
19 88.00 95.40 95.20 20 4 94.60 94.80 94.80
20 88.00 95.30 95.40 20 5 95.00 95.10 95.10
21 88.50 95.50 95.40 25 1 95.10 95.40 95.40
22 88.10 96.10 96.30 25 2 94.50 94.40 94.70
23 88.90 95.40 95.50 25 3 94.10 94.00 94.20
24 89.00 95.50 95.60 25 4 95.50 95.60 95.50
25 87.50 94.50 94.40 25 5 94.40 94.60 94.40
26 88.40 95.20 95.30 30 1 93.90 94.30 94.10
27 89.50 96.60 96.40 30 2 93.90 93.50 93.90
28 86.40 95.20 95.50 30 3 95.20 95.30 95.20
29 86.90 95.40 95.40 30 4 94.80 95.10 95.20
30 88.10 94.90 94.90 30 5 95.00 95.50 95.20

Tabla F.2.25: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 95% para ` = 0, σ2

1 = 2 y σ2
2 = 0.5.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 86.80 95.10 95.10 5 1 93.60 93.40 93.60
2 85.40 94.30 94.40 5 2 94.30 94.40 94.40
3 87.80 96.00 96.00 5 3 95.20 95.40 95.30
4 87.20 94.50 94.20 5 4 94.40 94.30 94.50
5 86.60 94.30 94.50 5 5 95.30 95.00 95.30
6 87.60 95.70 95.70 10 1 93.40 93.40 93.40
7 86.10 95.00 95.00 10 2 94.00 94.30 94.00
8 86.40 95.60 95.90 10 3 94.90 95.00 94.90
9 88.40 96.20 96.10 10 4 95.10 95.20 95.10

10 84.50 93.80 94.10 10 5 94.70 94.80 94.70
11 85.20 95.20 94.80 15 1 94.40 94.60 94.50
12 85.70 94.10 94.10 15 2 95.30 95.20 95.40
13 86.50 96.50 96.30 15 3 94.40 94.20 94.60
14 85.80 95.30 95.50 15 4 94.90 95.30 94.90
15 83.30 93.40 93.40 15 5 93.60 94.00 93.90
16 88.90 96.80 96.80 20 1 94.30 94.30 94.30
17 86.40 94.60 94.80 20 2 94.30 94.20 94.50
18 87.20 95.40 95.70 20 3 95.10 94.80 95.10
19 86.40 95.40 95.20 20 4 94.60 94.30 94.60
20 86.90 95.30 95.40 20 5 95.00 95.00 95.10
21 87.50 95.50 95.40 25 1 95.50 95.40 95.50
22 87.40 96.00 96.30 25 2 94.30 94.30 94.40
23 87.10 95.40 95.50 25 3 93.90 93.70 93.90
24 86.80 95.50 95.70 25 4 95.50 95.50 95.50
25 86.00 94.60 94.30 25 5 94.90 94.80 94.90
26 87.50 95.20 95.30 30 1 93.90 94.10 94.00
27 88.60 96.60 96.20 30 2 93.40 93.30 93.40
28 84.70 95.20 95.50 30 3 95.20 95.10 95.20
29 85.60 95.40 95.50 30 4 95.30 95.10 95.30
30 86.30 95.00 94.90 30 5 95.20 95.60 95.20

Tabla F.2.26: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 95 % para ` = 0, σ2

1 = 2 y σ2
2 = 1.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 86.30 95.10 95.20 5 1 93.80 93.80 93.80
2 85.00 94.10 94.50 5 2 94.40 94.70 94.40
3 87.60 96.00 96.10 5 3 95.30 95.50 95.40
4 86.60 94.50 94.20 5 4 94.40 94.30 94.40
5 86.60 94.30 94.60 5 5 95.00 95.00 95.00
6 87.30 95.70 95.70 10 1 93.80 93.70 93.80
7 85.90 94.90 95.00 10 2 94.20 93.90 94.20
8 86.10 95.60 95.80 10 3 95.00 95.30 95.10
9 87.80 96.20 96.10 10 4 94.90 95.00 94.90

10 84.70 93.40 94.10 10 5 94.70 94.90 94.70
11 85.10 95.30 94.80 15 1 94.40 94.50 94.40
12 85.60 94.10 94.10 15 2 95.10 95.00 95.10
13 86.30 96.50 96.30 15 3 94.80 94.40 94.80
14 86.00 95.30 95.60 15 4 95.10 95.30 95.10
15 83.60 93.50 93.40 15 5 93.80 93.70 93.90
16 88.50 96.70 96.80 20 1 94.20 94.20 94.20
17 86.60 94.70 94.80 20 2 94.40 94.30 94.40
18 86.80 95.40 95.70 20 3 94.80 95.00 94.80
19 85.90 95.30 95.20 20 4 94.60 94.40 94.70
20 87.00 95.30 95.40 20 5 95.00 95.20 95.00
21 86.50 95.60 95.60 25 1 95.40 95.40 95.40
22 87.30 96.00 96.40 25 2 94.30 94.40 94.30
23 86.40 95.40 95.50 25 3 93.80 93.70 93.80
24 86.90 95.50 95.60 25 4 95.50 95.50 95.50
25 86.10 94.50 94.30 25 5 95.00 94.60 95.00
26 87.40 95.10 95.30 30 1 94.20 94.30 94.20
27 88.40 96.50 96.20 30 2 93.40 93.80 93.50
28 85.00 95.20 95.50 30 3 94.70 94.80 94.70
29 85.50 95.30 95.50 30 4 95.50 95.50 95.50
30 86.00 95.00 94.70 30 5 95.60 95.70 95.60

Tabla F.2.27: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 95 % para ` = 0, σ2

1 = 2 y σ2
2 = 2.
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F.2.4. Probabilidad de cobertura emṕırica, Cd y Cdi al 99%

d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 98.70 99.10 99.10 5 1 98.80 98.60 98.80
2 98.50 98.70 98.80 5 2 99.30 99.20 99.30
3 98.50 98.90 99.20 5 3 99.30 99.10 99.30
4 98.70 99.00 99.20 5 4 98.60 98.50 98.60
5 98.30 99.10 98.90 5 5 99.10 99.00 99.10
6 98.90 99.30 99.30 10 1 98.90 98.70 98.90
7 98.50 98.90 99.00 10 2 98.60 98.50 98.60
8 99.00 99.40 99.30 10 3 98.90 99.10 98.90
9 98.70 98.90 99.00 10 4 98.70 98.70 98.70

10 98.30 98.60 98.60 10 5 99.00 98.80 99.00
11 98.60 98.80 98.90 15 1 98.40 98.40 98.40
12 98.00 98.50 98.40 15 2 98.90 99.00 98.90
13 98.90 99.20 99.20 15 3 98.50 98.60 98.50
14 98.10 98.70 98.70 15 4 99.20 99.20 99.20
15 98.00 98.60 98.60 15 5 98.90 98.70 98.90
16 99.00 99.40 99.30 20 1 99.00 98.90 99.00
17 98.60 99.10 99.00 20 2 99.00 99.00 99.00
18 98.80 99.30 99.40 20 3 98.80 98.80 98.80
19 99.20 99.40 99.50 20 4 99.30 99.20 99.30
20 98.70 99.10 99.10 20 5 99.20 99.20 99.20
21 99.20 99.30 99.30 25 1 98.70 98.70 98.70
22 98.80 98.90 98.90 25 2 99.20 99.10 99.20
23 99.00 99.30 99.30 25 3 98.90 98.80 98.90
24 99.30 99.60 99.70 25 4 99.10 99.10 99.10
25 98.40 98.90 99.10 25 5 98.50 98.60 98.50
26 98.90 99.10 99.10 30 1 99.00 99.10 99.00
27 99.10 99.30 99.40 30 2 98.50 98.60 98.50
28 98.60 98.70 98.70 30 3 99.10 99.10 99.10
29 98.30 98.60 98.70 30 4 99.00 99.10 99.00
30 98.70 99.00 99.00 30 5 98.90 98.90 98.90

Tabla F.2.28: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 99 % para ` = 0, σ2

1 = 0.5 y σ2
2 = 0.5.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 98.80 99.10 99.10 5 1 98.60 98.40 98.60
2 98.50 98.70 98.60 5 2 99.30 99.20 99.30
3 98.50 98.90 99.10 5 3 99.00 98.90 99.00
4 98.60 99.00 99.10 5 4 98.30 98.20 98.30
5 98.40 99.00 98.90 5 5 99.10 99.00 99.10
6 98.90 99.20 99.30 10 1 98.70 98.70 98.70
7 98.50 98.90 99.00 10 2 98.70 98.50 98.70
8 98.90 99.50 99.30 10 3 98.70 98.90 98.70
9 98.60 99.00 99.00 10 4 98.80 98.80 98.80

10 98.40 98.60 98.70 10 5 99.30 99.10 99.30
11 98.50 98.80 98.90 15 1 98.60 98.60 98.60
12 98.10 98.50 98.50 15 2 98.90 98.90 98.90
13 98.90 99.20 99.10 15 3 98.50 98.70 98.50
14 98.00 98.70 98.80 15 4 99.20 99.00 99.20
15 98.10 98.50 98.60 15 5 98.70 98.70 98.70
16 99.10 99.40 99.30 20 1 99.10 99.10 99.10
17 98.60 99.10 99.00 20 2 98.90 98.90 98.90
18 98.80 99.30 99.30 20 3 98.70 98.70 98.70
19 99.10 99.40 99.40 20 4 99.20 99.10 99.20
20 98.70 99.10 99.10 20 5 99.00 99.20 99.00
21 99.10 99.30 99.30 25 1 98.70 98.70 98.70
22 98.80 98.90 98.90 25 2 99.20 99.10 99.20
23 99.00 99.20 99.30 25 3 98.90 98.80 99.00
24 99.40 99.60 99.70 25 4 99.20 99.10 99.20
25 98.50 98.90 99.10 25 5 98.70 98.60 98.70
26 98.90 99.10 99.10 30 1 98.90 99.10 98.90
27 99.00 99.30 99.40 30 2 98.30 98.40 98.30
28 98.40 98.80 98.90 30 3 99.00 99.10 99.00
29 98.30 98.60 98.70 30 4 99.20 99.10 99.20
30 98.60 99.00 99.00 30 5 99.00 99.00 99.00

Tabla F.2.29: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 99% para ` = 0, σ2

1 = 0.5 y σ2
2 = 1.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 98.89 99.19 99.40 5 1 98.79 98.69 98.99
2 98.59 98.99 99.09 5 2 98.69 98.69 98.79
3 98.49 98.59 98.89 5 3 99.50 99.40 99.70
4 98.69 98.89 98.89 5 4 98.69 98.69 99.09
5 98.39 98.69 98.99 5 5 99.09 99.19 99.29
6 99.40 99.60 99.70 10 1 98.69 98.59 98.99
7 98.69 99.09 99.19 10 2 98.99 99.09 99.19
8 98.79 99.29 99.19 10 3 98.79 98.69 98.99
9 98.39 98.89 99.09 10 4 99.19 98.99 99.50

10 99.70 99.70 99.90 10 5 99.09 99.09 99.09
11 98.29 98.69 98.99 15 1 99.70 99.70 99.90
12 98.49 99.09 99.50 15 2 98.69 98.69 98.89
13 99.19 99.19 99.60 15 3 99.40 99.50 99.80
14 98.29 98.79 98.69 15 4 98.99 99.19 99.19
15 99.09 99.60 99.60 15 5 98.39 98.49 98.89
16 98.89 98.89 99.09 20 1 99.29 99.40 99.60
17 98.49 98.79 98.99 20 2 98.89 98.79 99.09
18 98.29 99.09 99.29 20 3 99.19 98.99 99.29
19 98.79 99.19 99.50 20 4 99.09 99.19 99.40
20 98.49 98.89 99.29 20 5 98.69 98.69 99.09
21 98.39 98.49 98.59 25 1 99.19 99.19 99.50
22 98.19 98.39 98.59 25 2 98.99 99.29 99.19
23 99.09 99.29 99.29 25 3 98.49 98.49 98.59
24 98.59 98.79 98.89 25 4 99.19 99.29 99.40
25 99.09 99.29 99.40 25 5 99.19 99.29 99.19
26 99.09 99.19 99.60 30 1 98.89 99.09 99.09
27 99.09 99.29 99.50 30 2 99.19 99.19 99.50
28 98.39 98.89 98.89 30 3 99.19 99.29 99.40
29 99.09 99.60 99.70 30 4 99.19 99.19 99.60
30 98.99 99.40 99.60 30 5 99.50 99.50 99.60

Tabla F.2.30: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 99 % para ` = 0, σ2

1 = 0.5 y σ2
2 = 2.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 97.60 99.20 99.20 5 1 98.80 98.60 98.80
2 97.90 98.70 98.80 5 2 99.30 99.10 99.30
3 98.30 99.00 99.00 5 3 99.30 99.10 99.30
4 97.80 99.00 99.10 5 4 98.60 98.50 98.60
5 97.50 99.00 98.80 5 5 99.10 99.00 99.10
6 98.30 99.10 99.20 10 1 98.90 98.60 98.90
7 97.70 98.90 99.00 10 2 98.60 98.50 98.60
8 98.00 99.50 99.30 10 3 98.90 99.10 99.00
9 98.30 99.10 98.90 10 4 98.80 98.80 98.80

10 97.40 98.60 98.50 10 5 99.00 98.80 99.00
11 98.20 98.80 98.90 15 1 98.40 98.50 98.40
12 97.60 98.50 98.60 15 2 98.90 99.00 98.90
13 98.10 99.20 99.30 15 3 98.50 98.60 98.50
14 97.80 98.70 98.80 15 4 99.20 99.20 99.20
15 97.20 98.60 98.60 15 5 98.80 98.60 98.80
16 98.70 99.40 99.50 20 1 99.00 98.90 99.00
17 98.10 99.10 99.10 20 2 99.00 99.00 99.00
18 98.60 99.30 99.40 20 3 98.80 98.80 98.80
19 98.50 99.30 99.50 20 4 99.30 99.20 99.30
20 98.20 99.10 99.10 20 5 99.20 99.30 99.20
21 98.70 99.20 99.30 25 1 98.70 98.70 98.70
22 98.50 98.90 98.90 25 2 99.20 99.10 99.20
23 98.50 99.30 99.30 25 3 98.80 98.80 98.90
24 98.80 99.50 99.70 25 4 99.10 99.20 99.20
25 97.60 98.90 99.10 25 5 98.50 98.70 98.50
26 98.40 99.20 99.10 30 1 99.10 99.10 99.10
27 98.50 99.30 99.30 30 2 98.60 98.60 98.60
28 98.30 98.80 98.90 30 3 99.00 99.10 99.10
29 97.80 98.60 98.70 30 4 98.90 99.00 98.90
30 98.10 98.90 99.00 30 5 98.90 99.00 98.90

Tabla F.2.31: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 99% para ` = 0, σ2

1 = 1 y σ2
2 = 0.5.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 97.50 99.20 99.20 5 1 98.50 98.40 98.50
2 97.60 98.70 98.80 5 2 99.30 99.20 99.30
3 98.20 99.00 99.00 5 3 99.10 98.90 99.10
4 97.80 99.00 99.10 5 4 98.30 98.30 98.40
5 97.40 99.00 98.90 5 5 99.10 99.00 99.10
6 98.30 99.10 99.20 10 1 98.80 98.70 98.80
7 97.70 99.00 99.10 10 2 98.60 98.60 98.60
8 97.90 99.50 99.30 10 3 98.70 98.80 98.70
9 98.30 99.10 98.90 10 4 98.80 98.70 98.80

10 97.20 98.60 98.50 10 5 99.30 99.10 99.30
11 98.20 98.80 99.00 15 1 98.60 98.50 98.60
12 97.70 98.50 98.60 15 2 98.90 98.90 98.90
13 98.00 99.20 99.30 15 3 98.50 98.70 98.50
14 97.80 98.70 98.80 15 4 99.10 99.00 99.10
15 97.10 98.60 98.60 15 5 98.70 98.60 98.70
16 98.60 99.40 99.50 20 1 99.10 99.10 99.10
17 97.90 99.10 99.10 20 2 98.90 98.90 98.90
18 98.40 99.30 99.30 20 3 98.80 98.70 98.80
19 98.40 99.30 99.50 20 4 99.20 99.10 99.20
20 98.10 99.10 99.10 20 5 99.00 99.20 99.00
21 98.70 99.20 99.30 25 1 98.70 98.70 98.70
22 98.50 98.90 98.90 25 2 99.20 99.10 99.20
23 98.20 99.30 99.30 25 3 98.70 98.80 98.80
24 98.50 99.60 99.70 25 4 99.20 99.10 99.20
25 97.50 98.80 99.10 25 5 98.70 98.60 98.70
26 98.30 99.30 99.10 30 1 98.90 99.10 98.90
27 98.60 99.30 99.30 30 2 98.40 98.40 98.40
28 98.30 98.90 98.90 30 3 99.00 99.10 99.00
29 97.80 98.70 98.70 30 4 99.20 99.10 99.20
30 97.80 98.90 99.00 30 5 99.00 99.00 99.00

Tabla F.2.32: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 99 % para ` = 0, σ2

1 = 1 y σ2
2 = 1.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 97.70 99.10 99.20 5 1 98.60 98.50 98.60
2 98.10 98.70 98.70 5 2 99.30 99.20 99.30
3 98.20 99.00 99.00 5 3 98.80 98.90 98.80
4 97.70 99.00 99.10 5 4 98.50 98.40 98.50
5 97.40 98.90 99.00 5 5 99.00 98.90 99.00
6 98.40 99.10 99.20 10 1 98.60 98.60 98.60
7 97.90 99.00 99.10 10 2 98.80 98.70 98.80
8 97.90 99.50 99.30 10 3 98.70 98.80 98.70
9 98.30 99.10 98.90 10 4 98.90 98.90 98.90

10 97.30 98.60 98.60 10 5 99.30 99.20 99.30
11 98.00 98.80 99.00 15 1 98.70 98.70 98.70
12 97.70 98.50 98.60 15 2 98.90 98.80 98.90
13 98.20 99.20 99.20 15 3 98.60 98.60 98.60
14 97.80 98.70 98.70 15 4 99.00 98.90 99.00
15 97.40 98.70 98.50 15 5 98.60 98.70 98.60
16 98.50 99.40 99.50 20 1 99.10 99.10 99.10
17 98.00 99.20 99.10 20 2 99.10 99.00 99.10
18 98.70 99.30 99.30 20 3 98.70 98.90 98.70
19 98.50 99.30 99.50 20 4 99.10 99.00 99.10
20 98.10 99.10 99.10 20 5 99.00 99.00 99.00
21 98.70 99.20 99.30 25 1 98.80 98.70 98.80
22 98.50 98.90 98.90 25 2 99.30 99.20 99.30
23 98.30 99.20 99.30 25 3 98.70 98.80 98.70
24 98.70 99.50 99.60 25 4 99.20 99.20 99.20
25 97.80 98.80 99.10 25 5 98.80 98.80 98.80
26 98.60 99.30 99.20 30 1 99.00 99.00 99.00
27 98.60 99.30 99.30 30 2 98.40 98.40 98.40
28 98.20 98.90 99.00 30 3 99.00 99.00 99.00
29 97.80 98.70 98.70 30 4 99.30 99.20 99.30
30 97.70 98.90 99.00 30 5 99.10 99.00 99.10

Tabla F.2.33: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 99 % para ` = 0, σ2

1 = 1 y σ2
2 = 2.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 95.20 99.20 99.20 5 1 98.80 98.60 98.80
2 94.60 98.70 98.80 5 2 99.20 99.10 99.20
3 96.80 99.00 99.00 5 3 99.20 99.20 99.30
4 95.00 99.00 99.00 5 4 98.50 98.50 98.50
5 95.70 99.10 98.90 5 5 99.10 99.00 99.10
6 96.40 99.00 99.10 10 1 98.90 98.60 98.90
7 96.00 99.00 99.00 10 2 98.60 98.50 98.60
8 96.00 99.40 99.30 10 3 98.80 99.10 99.00
9 96.30 99.10 98.90 10 4 98.80 98.80 98.80

10 94.60 98.50 98.60 10 5 99.00 98.80 99.00
11 95.90 98.90 99.00 15 1 98.40 98.50 98.40
12 95.20 98.60 98.60 15 2 98.90 99.00 99.00
13 96.40 99.30 99.20 15 3 98.40 98.60 98.50
14 95.70 98.70 98.80 15 4 99.10 99.10 99.20
15 94.00 98.70 98.60 15 5 98.80 98.70 98.80
16 96.90 99.50 99.50 20 1 99.00 98.80 99.00
17 96.10 99.20 99.20 20 2 99.00 99.00 99.00
18 95.50 99.30 99.30 20 3 98.80 98.80 98.80
19 96.10 99.30 99.50 20 4 99.20 99.10 99.20
20 95.50 99.20 99.10 20 5 99.20 99.30 99.20
21 96.20 99.30 99.20 25 1 98.70 98.70 98.70
22 96.30 98.80 98.90 25 2 99.20 99.20 99.20
23 95.40 99.30 99.30 25 3 98.70 98.80 98.80
24 96.50 99.40 99.60 25 4 99.10 99.20 99.20
25 95.20 98.90 99.10 25 5 98.50 98.70 98.50
26 95.80 99.30 99.20 30 1 99.10 99.00 99.10
27 96.70 99.30 99.30 30 2 98.60 98.60 98.60
28 95.70 98.80 98.90 30 3 99.00 99.20 99.00
29 95.50 98.70 98.80 30 4 98.90 99.00 98.90
30 95.70 98.90 99.00 30 5 98.90 99.00 98.90

Tabla F.2.34: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 99 % para ` = 0, σ2

1 = 2 y σ2
2 = 0.5.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 94.80 99.20 99.20 5 1 98.50 98.40 98.50
2 93.70 98.60 98.80 5 2 99.10 99.20 99.20
3 96.20 99.00 99.00 5 3 99.00 98.90 99.10
4 94.10 99.00 99.00 5 4 98.30 98.30 98.40
5 94.80 99.10 98.90 5 5 99.00 99.00 99.10
6 95.40 99.10 99.10 10 1 98.60 98.60 98.70
7 95.40 99.00 99.00 10 2 98.60 98.50 98.60
8 94.80 99.40 99.30 10 3 98.70 98.90 98.70
9 95.50 99.10 98.90 10 4 98.80 98.70 98.80

10 93.90 98.50 98.60 10 5 99.30 99.10 99.30
11 95.10 98.90 99.00 15 1 98.60 98.50 98.60
12 93.80 98.60 98.60 15 2 98.90 98.90 98.90
13 95.60 99.30 99.20 15 3 98.50 98.70 98.60
14 94.70 98.70 98.80 15 4 99.10 99.00 99.10
15 92.40 98.70 98.50 15 5 98.80 98.70 98.80
16 96.50 99.50 99.50 20 1 99.10 99.00 99.10
17 94.90 99.20 99.20 20 2 98.90 98.90 98.90
18 95.10 99.30 99.30 20 3 98.80 98.70 98.80
19 95.20 99.30 99.50 20 4 99.20 99.10 99.20
20 94.80 99.20 99.10 20 5 99.00 99.20 99.10
21 95.80 99.30 99.20 25 1 98.70 98.70 98.70
22 95.70 98.80 98.90 25 2 99.20 99.10 99.20
23 94.50 99.30 99.30 25 3 98.60 98.70 98.60
24 95.60 99.40 99.50 25 4 99.20 99.20 99.20
25 93.70 98.90 99.10 25 5 98.70 98.60 98.70
26 94.50 99.30 99.20 30 1 98.90 99.10 98.90
27 96.00 99.30 99.30 30 2 98.30 98.40 98.40
28 95.00 98.80 98.90 30 3 99.00 99.00 99.00
29 94.80 98.70 98.80 30 4 99.20 99.10 99.20
30 95.00 98.90 99.00 30 5 99.00 99.00 99.00

Tabla F.2.35: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 99 % para ` = 0, σ2

1 = 2 y σ2
2 = 1.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 94.80 99.10 99.20 5 1 98.60 98.50 98.60
2 93.30 98.60 98.70 5 2 99.30 99.30 99.30
3 95.90 99.00 99.00 5 3 98.90 98.90 98.90
4 93.80 99.00 99.00 5 4 98.50 98.40 98.60
5 94.60 99.10 99.00 5 5 99.00 98.90 99.00
6 95.10 99.10 99.10 10 1 98.60 98.60 98.60
7 95.00 99.00 99.00 10 2 98.80 98.70 98.90
8 94.50 99.40 99.30 10 3 98.70 98.90 98.90
9 95.30 99.10 98.90 10 4 98.90 98.90 98.90

10 93.50 98.60 98.60 10 5 99.30 99.30 99.30
11 95.00 98.90 99.00 15 1 98.70 98.70 98.70
12 93.60 98.60 98.60 15 2 98.80 98.90 98.80
13 95.20 99.30 99.30 15 3 98.60 98.60 98.60
14 94.00 98.70 98.80 15 4 99.00 98.90 99.10
15 92.00 98.70 98.60 15 5 98.50 98.60 98.60
16 95.90 99.40 99.50 20 1 99.10 99.10 99.10
17 94.40 99.20 99.20 20 2 99.10 99.00 99.10
18 94.50 99.30 99.30 20 3 98.80 98.80 98.80
19 94.80 99.30 99.50 20 4 99.10 99.10 99.10
20 94.10 99.20 99.10 20 5 99.00 99.00 99.00
21 95.70 99.20 99.20 25 1 98.80 98.70 98.80
22 95.40 98.90 98.90 25 2 99.30 99.20 99.30
23 94.20 99.20 99.30 25 3 98.70 98.80 98.70
24 95.40 99.40 99.50 25 4 99.20 99.20 99.20
25 93.70 98.90 99.10 25 5 98.90 98.80 98.90
26 94.10 99.30 99.20 30 1 99.00 99.00 99.00
27 95.40 99.30 99.30 30 2 98.40 98.40 98.40
28 95.10 98.80 98.90 30 3 99.10 99.00 99.10
29 94.70 98.70 98.80 30 4 99.30 99.20 99.30
30 94.80 98.90 99.00 30 5 98.90 99.00 99.00

Tabla F.2.36: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 99 % para ` = 0, σ2

1 = 2 y σ2
2 = 2.
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F.3. Tablas correspondientes al caso heterocedástico, ` = 1/2

F.3.1. Error cuadrático medio emṕırico, Ed y Edi

d Ed E∗1
d E∗2

d d i Edi E∗1
di E∗2

di

1 5.726 2.921 0.771 5 1 95.320 184.313 96.622
2 5.530 3.448 1.125 5 2 116.773 203.331 118.389
3 5.563 4.642 1.578 5 3 105.068 201.390 106.552
4 6.293 5.777 2.040 5 4 121.811 239.792 123.091
5 4.526 6.719 2.822 5 5 127.630 208.568 129.109
6 7.038 7.642 3.077 10 1 257.110 385.849 260.576
7 6.521 8.454 3.716 10 2 256.663 406.260 259.204
8 6.651 9.372 3.984 10 3 253.779 394.396 257.523
9 6.736 10.921 4.803 10 4 268.509 409.991 271.612

10 6.117 12.794 5.698 10 5 282.621 424.235 286.283
11 9.722 13.474 6.047 15 1 418.809 599.389 422.700
12 8.948 13.718 6.125 15 2 370.212 544.984 374.537
13 9.683 16.675 7.017 15 3 396.555 584.802 401.693
14 9.567 15.391 7.630 15 4 412.947 621.676 418.177
15 9.025 17.202 7.920 15 5 423.021 600.710 428.711
16 10.610 19.080 8.698 20 1 503.200 716.109 507.804
17 10.934 18.974 8.770 20 2 599.657 816.665 606.373
18 9.748 20.229 9.661 20 3 549.352 754.484 554.674
19 13.655 21.867 10.968 20 4 555.615 814.128 562.266
20 13.126 22.850 9.824 20 5 552.658 794.339 558.289
21 13.648 23.486 10.678 25 1 727.681 989.575 734.462
22 12.652 23.158 11.583 25 2 720.262 1002.848 722.250
23 14.594 23.854 12.309 25 3 695.557 997.535 700.431
24 12.334 27.320 13.385 25 4 714.102 927.510 721.806
25 18.363 28.827 14.154 25 5 746.950 1081.964 756.923
26 13.048 29.174 13.492 30 1 891.227 1185.805 901.763
27 14.123 27.472 13.051 30 2 794.736 1071.945 802.527
28 15.779 28.630 14.041 30 3 832.512 1129.396 840.498
29 14.543 31.134 14.916 30 4 799.785 1091.323 804.589
30 17.807 32.673 15.330 30 5 882.986 1189.041 891.437

Tabla F.3.1: EMSE multiplicados por 107

para ` = 0.5, σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 0.5.
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d Ed E∗1
d E∗2

d d i Edi E∗1
di E∗2

di

1 6.334 2.947 0.774 5 1 108.712 204.270 109.695
2 6.373 3.480 1.129 5 2 131.964 232.287 133.754
3 6.419 4.701 1.588 5 3 124.812 236.081 126.272
4 7.301 5.835 2.058 5 4 141.516 271.578 142.265
5 5.371 6.784 2.829 5 5 149.044 236.395 149.437
6 8.159 7.716 3.098 10 1 311.259 457.779 313.621
7 7.644 8.511 3.745 10 2 313.800 476.177 314.532
8 7.691 9.420 4.024 10 3 309.999 471.852 313.378
9 7.749 11.052 4.862 10 4 331.526 487.783 332.803

10 6.870 12.921 5.722 10 5 350.453 502.451 351.919
11 11.014 13.532 6.117 15 1 531.063 743.824 535.202
12 10.290 13.745 6.218 15 2 467.959 667.853 471.962
13 10.919 16.876 7.083 15 3 511.377 728.515 516.092
14 10.694 15.506 7.697 15 4 531.981 774.187 535.174
15 9.953 17.540 8.006 15 5 542.434 747.624 547.922
16 11.806 19.390 8.818 20 1 657.213 898.289 659.506
17 12.066 19.111 8.869 20 2 775.530 1025.270 780.041
18 10.462 20.685 9.820 20 3 725.042 969.768 729.981
19 14.932 21.802 11.134 20 4 727.381 1031.749 733.214
20 14.644 23.040 9.984 20 5 731.011 1002.515 735.130
21 15.025 23.855 10.888 25 1 954.132 1244.448 954.805
22 13.651 23.566 11.762 25 2 974.977 1317.406 974.832
23 15.841 24.158 12.508 25 3 938.752 1282.136 940.010
24 12.814 27.653 13.483 25 4 966.069 1200.524 972.564
25 20.223 29.106 14.453 25 5 1013.516 1414.141 1021.451
26 13.629 29.620 13.587 30 1 1208.064 1542.644 1213.595
27 15.230 27.887 13.273 30 2 1092.742 1429.589 1101.976
28 17.197 28.838 14.334 30 3 1153.657 1477.011 1157.841
29 15.300 31.405 15.064 30 4 1109.455 1424.171 1112.291
30 19.378 32.873 15.622 30 5 1224.993 1577.118 1231.501

Tabla F.3.2: EMSE multiplicados por 107

para ` = 0.5, σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 1.



338 Apéndice F. Resultados del experimento de simulación del caṕıtulo 5

d Ed E∗1
d E∗2

d d i Edi E∗1
di E∗2

di

1 5.471 11.099 8.169 5 1 140.949 663.557 518.887
2 5.677 14.537 11.460 5 2 142.797 653.884 500.446
3 5.740 18.080 14.197 5 3 159.593 685.843 614.015
4 6.532 21.380 15.545 5 4 162.021 747.077 579.113
5 5.428 25.184 20.003 5 5 159.714 738.498 626.857
6 7.882 29.017 21.317 10 1 378.801 1215.261 1089.462
7 6.918 31.300 22.250 10 2 349.630 1214.108 1019.318
8 7.724 35.056 27.608 10 3 378.590 1273.933 978.308
9 7.537 39.144 30.454 10 4 370.150 1264.281 993.798

10 6.755 40.753 32.151 10 5 375.046 1241.690 954.578
11 10.407 45.837 34.236 15 1 603.004 1770.227 1503.192
12 10.048 48.065 35.748 15 2 616.228 1782.617 1441.175
13 10.197 52.034 38.539 15 3 632.707 1807.211 1525.379
14 11.319 54.442 41.022 15 4 603.453 1794.173 1480.902
15 10.193 57.626 44.865 15 5 651.516 1858.972 1585.120
16 12.085 60.888 43.148 20 1 875.559 2348.521 1945.165
17 12.219 63.574 48.705 20 2 892.184 2323.352 2025.672
18 10.696 65.687 52.163 20 3 889.815 2371.712 1738.044
19 13.673 69.045 52.854 20 4 901.321 2329.076 1971.714
20 15.701 73.323 51.225 20 5 907.812 2425.731 1741.852
21 15.292 75.694 59.780 25 1 1222.815 2955.076 2579.249
22 14.211 78.403 61.545 25 2 1272.777 3088.813 2414.582
23 15.763 81.617 63.865 25 3 1183.607 2866.885 2388.170
24 13.538 86.144 64.494 25 4 1202.545 2893.352 2379.624
25 19.437 90.381 65.344 25 5 1257.813 3002.324 2720.753
26 15.527 90.308 74.808 30 1 1472.638 3428.788 2697.162
27 15.813 94.986 74.007 30 2 1429.746 3303.628 2716.119
28 17.551 96.384 69.960 30 3 1466.483 3469.749 2643.787
29 15.291 99.689 76.763 30 4 1419.989 3422.260 2541.181
30 20.183 102.632 70.441 30 5 1508.432 3543.937 3117.040

Tabla F.3.3: EMSE multiplicados por 107

para ` = 0.5, σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 2.



F.3. Tablas correspondientes al caso heterocedástico, ` = 1/2 339

d Ed E∗1
d E∗2

d d i Edi E∗1
di E∗2

di

1 24.537 2.958 0.773 5 1 96.341 186.228 97.431
2 22.662 3.473 1.128 5 2 114.614 205.885 119.394
3 21.239 4.715 1.589 5 3 105.207 203.348 107.471
4 21.842 5.857 2.065 5 4 125.325 241.583 124.166
5 16.447 6.882 2.851 5 5 132.639 209.856 130.234
6 21.103 7.732 3.105 10 1 262.720 388.666 263.387
7 19.138 8.611 3.779 10 2 266.478 409.771 261.972
8 18.538 9.579 4.061 10 3 254.459 398.564 260.477
9 17.458 11.286 4.920 10 4 276.513 414.657 274.573

10 14.940 13.017 5.715 10 5 291.773 426.623 288.862
11 22.189 13.814 6.173 15 1 427.152 606.914 429.091
12 20.334 14.051 6.260 15 2 378.090 551.350 379.996
13 20.694 17.213 7.204 15 3 404.785 591.208 407.388
14 19.824 15.777 7.814 15 4 423.894 628.032 423.352
15 17.772 17.730 8.095 15 5 430.432 609.853 434.918
16 20.178 19.582 8.944 20 1 524.495 724.354 516.460
17 20.906 19.486 8.929 20 2 619.419 829.426 616.202
18 16.919 20.801 9.991 20 3 563.197 765.122 563.944
19 23.782 22.264 11.213 20 4 570.287 826.087 571.687
20 24.347 23.305 10.132 20 5 573.206 805.474 567.308
21 24.036 24.119 10.970 25 1 766.763 1003.862 748.093
22 20.778 23.652 11.860 25 2 758.526 1020.035 737.937
23 24.044 24.145 12.566 25 3 729.532 1014.362 712.889
24 17.838 28.019 13.578 25 4 734.293 946.124 736.048
25 30.068 29.711 14.665 25 5 771.041 1100.069 769.732
26 18.937 30.086 13.859 30 1 930.882 1201.499 918.059
27 22.020 28.279 13.559 30 2 816.891 1094.776 821.048
28 24.549 29.116 14.514 30 3 866.861 1148.625 857.343
29 20.273 32.376 15.510 30 4 842.507 1111.826 822.632
30 27.252 33.393 15.905 30 5 914.312 1211.373 910.231

Tabla F.3.4: EMSE multiplicados por 107

para ` = 0.5, σ2
1 = 1 y σ2

2 = 0.5.



340 Apéndice F. Resultados del experimento de simulación del caṕıtulo 5

d Ed E∗1
d E∗2

d d i Edi E∗1
di E∗2

di

1 29.500 2.964 0.774 5 1 108.833 204.827 110.424
2 28.393 3.475 1.130 5 2 131.278 233.478 134.764
3 27.309 4.728 1.593 5 3 124.659 237.232 127.218
4 28.470 5.872 2.071 5 4 142.202 271.959 143.289
5 22.536 6.899 2.856 5 5 150.469 236.525 150.559
6 28.229 7.763 3.111 10 1 313.038 458.305 316.451
7 26.155 8.621 3.793 10 2 317.088 478.597 317.235
8 25.537 9.595 4.078 10 3 310.378 475.660 316.446
9 24.301 11.323 4.947 10 4 334.665 489.902 335.704

10 21.130 13.077 5.744 10 5 353.307 505.275 354.643
11 30.064 13.819 6.197 15 1 535.162 749.934 541.619
12 28.106 14.056 6.297 15 2 471.217 674.508 477.290
13 28.385 17.270 7.224 15 3 514.337 732.011 522.102
14 27.181 15.853 7.844 15 4 536.170 778.863 540.622
15 24.596 17.797 8.141 15 5 545.527 754.301 554.626
16 27.693 19.696 8.992 20 1 666.398 907.201 668.518
17 28.468 19.528 8.965 20 2 784.424 1034.193 790.199
18 23.103 20.988 10.070 20 3 732.370 975.512 740.024
19 31.786 22.293 11.275 20 4 734.827 1046.972 743.125
20 33.008 23.366 10.188 20 5 739.634 1015.379 744.591
21 32.388 24.187 11.060 25 1 972.934 1255.480 968.848
22 27.835 23.849 11.952 25 2 994.096 1325.748 991.173
23 32.003 24.233 12.645 25 3 955.102 1295.586 953.806
24 23.532 28.206 13.643 25 4 977.422 1224.399 988.073
25 39.607 29.786 14.777 25 5 1024.887 1433.707 1035.158
26 24.904 30.198 13.920 30 1 1227.635 1556.354 1232.199
27 29.304 28.463 13.654 30 2 1106.089 1443.196 1122.393
28 32.594 29.280 14.646 30 3 1171.905 1500.660 1176.482
29 26.406 32.542 15.601 30 4 1131.495 1448.730 1131.954
30 35.859 33.559 16.031 30 5 1243.228 1598.009 1252.061

Tabla F.3.5: EMSE multiplicados por 107

para ` = 0.5, σ2
1 = 1 y σ2

2 = 1.



F.3. Tablas correspondientes al caso heterocedástico, ` = 1/2 341

d Ed E∗1
d E∗2

d d i Edi E∗1
di E∗2

di

1 28.365 2.982 0.777 5 1 120.151 219.807 121.184
2 28.073 3.512 1.133 5 2 145.047 253.848 146.967
3 27.401 4.769 1.601 5 3 140.987 263.032 142.627
4 28.976 5.909 2.082 5 4 157.988 297.030 158.995
5 23.499 6.965 2.865 5 5 166.431 259.527 166.840
6 29.444 7.825 3.126 10 1 356.121 512.179 358.833
7 27.753 8.688 3.815 10 2 360.628 533.501 361.474
8 27.211 9.639 4.107 10 3 357.632 536.838 361.606
9 26.181 11.419 4.987 10 4 383.716 551.908 384.769

10 23.063 13.197 5.769 10 5 404.799 565.642 406.451
11 32.367 13.840 6.246 15 1 626.375 860.730 631.642
12 30.751 14.117 6.361 15 2 552.955 772.919 557.964
13 31.058 17.397 7.275 15 3 608.486 849.435 614.882
14 29.944 15.960 7.896 15 4 631.432 898.720 635.472
15 27.239 18.068 8.205 15 5 643.517 874.183 650.640
16 30.755 19.983 9.078 20 1 792.549 1064.186 795.908
17 31.500 19.698 9.041 20 2 925.375 1200.196 931.420
18 25.869 21.437 10.187 20 3 879.718 1155.415 886.276
19 35.016 22.234 11.383 20 4 878.969 1226.154 885.911
20 36.684 23.586 10.298 20 5 888.407 1183.183 894.326
21 35.843 24.309 11.195 25 1 1154.928 1471.847 1155.714
22 31.183 24.195 12.087 25 2 1204.481 1591.816 1206.367
23 35.656 24.370 12.784 25 3 1155.363 1535.326 1158.224
24 26.764 28.454 13.734 25 4 1191.634 1455.981 1200.627
25 43.921 29.969 14.975 25 5 1250.784 1715.862 1261.208
26 28.198 30.516 14.013 30 1 1494.386 1864.925 1502.488
27 33.219 28.787 13.824 30 2 1373.369 1768.417 1387.383
28 36.999 29.601 14.865 30 3 1447.921 1801.012 1454.318
29 30.295 32.823 15.731 30 4 1397.239 1738.979 1403.521
30 40.491 33.773 16.251 30 5 1539.168 1929.579 1548.906

Tabla F.3.6: EMSE multiplicados por 107

para ` = 0.5, σ2
1 = 1 y σ2

2 = 2.



342 Apéndice F. Resultados del experimento de simulación del caṕıtulo 5

d Ed E∗1
d E∗2

d d i Edi E∗1
di E∗2

di

1 104.678 2.981 0.778 5 1 105.418 187.212 97.912
2 95.715 3.494 1.138 5 2 117.496 207.382 119.985
3 88.337 4.781 1.607 5 3 112.880 204.522 108.034
4 86.564 5.928 2.095 5 4 139.944 242.560 124.812
5 71.893 7.009 2.886 5 5 150.391 210.855 130.903
6 79.170 7.813 3.145 10 1 285.739 389.957 265.044
7 73.081 8.731 3.848 10 2 297.871 411.995 263.658
8 69.456 9.746 4.145 10 3 267.738 401.246 262.256
9 64.964 11.551 5.038 10 4 304.875 417.555 276.389

10 57.806 13.236 5.776 10 5 322.503 428.144 290.371
11 71.354 14.058 6.306 15 1 457.780 612.217 432.965
12 66.680 14.310 6.411 15 2 409.115 555.288 383.352
13 65.301 17.610 7.381 15 3 436.142 595.473 410.758
14 62.324 16.091 8.002 15 4 462.348 631.602 426.449
15 56.357 18.153 8.292 15 5 459.749 615.092 438.659
16 59.813 20.024 9.194 20 1 583.818 729.310 521.705
17 60.926 19.906 9.134 20 2 674.768 837.657 622.181
18 50.387 21.296 10.317 20 3 607.565 771.519 569.512
19 62.686 22.610 11.482 20 4 617.223 833.142 577.487
20 65.211 23.738 10.473 20 5 632.283 812.374 572.882
21 62.524 24.666 11.296 25 1 860.308 1012.662 756.245
22 54.598 24.201 12.200 25 2 847.723 1030.216 747.500
23 59.887 24.493 12.893 25 3 814.187 1025.141 720.359
24 45.860 28.656 13.860 25 4 790.035 957.915 744.638
25 69.214 30.429 15.157 25 5 838.127 1111.378 777.684
26 46.555 30.872 14.266 30 1 1026.877 1211.150 927.907
27 53.110 28.999 14.089 30 2 877.092 1110.010 832.621
28 57.242 29.600 15.038 30 3 953.146 1160.890 867.524
29 46.260 33.413 16.097 30 4 943.725 1125.140 833.655
30 60.423 34.101 16.507 30 5 994.394 1225.448 921.870

Tabla F.3.7: EMSE multiplicados por 107

para ` = 0.5, σ2
1 = 2 y σ2

2 = 0.5.



F.3. Tablas correspondientes al caso heterocedástico, ` = 1/2 343

d Ed E∗1
d E∗2

d d i Edi E∗1
di E∗2

di

1 133.751 2.985 0.779 5 1 108.909 205.991 110.899
2 127.655 3.495 1.139 5 2 129.505 235.154 135.353
3 121.855 4.789 1.610 5 3 123.933 238.637 127.818
4 121.971 5.930 2.098 5 4 143.116 273.298 143.953
5 106.122 7.015 2.890 5 5 152.550 237.560 151.238
6 116.334 7.835 3.148 10 1 314.545 460.063 318.246
7 110.119 8.739 3.856 10 2 321.819 481.212 319.064
8 106.612 9.749 4.155 10 3 308.973 478.655 318.358
9 101.725 11.562 5.050 10 4 338.964 493.104 337.664

10 93.195 13.260 5.798 10 5 356.901 507.179 356.354
11 110.948 14.058 6.316 15 1 538.040 755.052 545.868
12 105.869 14.314 6.431 15 2 473.863 678.884 480.902
13 104.397 17.638 7.392 15 3 515.410 737.221 525.950
14 100.790 16.141 8.020 15 4 540.188 782.871 544.128
15 93.392 18.185 8.319 15 5 546.047 761.088 558.934
16 98.297 20.086 9.216 20 1 676.724 914.123 674.435
17 99.841 19.930 9.154 20 2 793.252 1043.291 796.968
18 85.684 21.408 10.361 20 3 737.800 983.335 746.495
19 102.363 22.623 11.515 20 4 741.315 1055.108 749.702
20 106.649 23.778 10.502 20 5 748.746 1023.343 750.947
21 103.002 24.707 11.348 25 1 996.827 1265.860 978.190
22 91.956 24.296 12.254 25 2 1015.649 1338.944 1002.146
23 99.363 24.540 12.940 25 3 973.905 1308.636 962.725
24 79.893 28.729 13.899 25 4 985.256 1238.262 998.199
25 112.189 30.473 15.220 25 5 1035.118 1447.974 1044.381
26 80.947 30.927 14.304 30 1 1247.370 1568.918 1243.963
27 90.591 29.093 14.134 30 2 1113.846 1460.572 1136.138
28 96.365 29.694 15.120 30 3 1190.114 1515.842 1188.736
29 80.564 33.481 16.150 30 4 1156.220 1465.620 1145.179
30 100.666 34.189 16.578 30 5 1260.359 1614.141 1265.853

Tabla F.3.8: EMSE multiplicados por 107

para ` = 0.5, σ2
1 = 2 y σ2

2 = 1.



344 Apéndice F. Resultados del experimento de simulación del caṕıtulo 5

d Ed E∗1
d E∗2

d d i Edi E∗1
di E∗2

di

1 138.411 2.989 0.781 5 1 120.012 219.707 121.564
2 135.378 3.496 1.140 5 2 144.386 254.530 147.502
3 131.644 4.798 1.613 5 3 140.649 263.468 143.220
4 133.718 5.934 2.101 5 4 158.025 296.290 159.579
5 118.895 7.026 2.894 5 5 166.997 258.859 167.466
6 130.920 7.850 3.152 10 1 356.413 512.700 360.454
7 125.740 8.751 3.866 10 2 362.022 534.806 363.053
8 123.024 9.756 4.167 10 3 357.058 538.232 363.404
9 118.812 11.581 5.067 10 4 385.206 551.023 386.459

10 110.354 13.299 5.820 10 5 405.653 568.405 408.021
11 130.349 14.057 6.332 15 1 627.608 864.156 635.457
12 125.955 14.315 6.455 15 2 553.762 778.400 561.106
13 125.006 17.673 7.408 15 3 608.606 849.933 618.498
14 121.583 16.192 8.041 15 4 632.626 901.736 638.734
15 114.027 18.212 8.350 15 5 643.662 877.781 654.735
16 120.282 20.172 9.249 20 1 796.395 1069.638 801.331
17 122.184 19.965 9.180 20 2 928.728 1206.945 937.639
18 106.921 21.513 10.414 20 3 882.430 1158.171 892.414
19 125.900 22.624 11.557 20 4 881.850 1232.721 892.000
20 131.517 23.829 10.537 20 5 891.628 1194.136 900.105
21 127.794 24.749 11.408 25 1 1164.740 1473.806 1164.159
22 115.606 24.432 12.318 25 2 1214.101 1594.581 1216.353
23 124.453 24.576 12.994 25 3 1163.172 1544.366 1166.822
24 102.885 28.856 13.944 25 4 1195.732 1474.385 1210.223
25 139.751 30.526 15.298 25 5 1254.736 1728.033 1269.813
26 104.536 31.004 14.356 30 1 1502.281 1871.410 1513.859
27 116.192 29.214 14.204 30 2 1377.911 1769.995 1400.538
28 123.284 29.817 15.216 30 3 1455.971 1817.756 1465.939
29 105.459 33.566 16.216 30 4 1407.948 1756.020 1415.917
30 128.750 34.301 16.673 30 5 1547.496 1941.050 1562.020

Tabla F.3.9: EMSE multiplicados por 107

para ` = 0.5, σ2
1 = 2 y σ2

2 = 2.



F.3. Tablas correspondientes al caso heterocedástico, ` = 1/2 345

F.3.2. Sesgo emṕırico, Bd y Bdi

d Bd B∗1
d B∗2

d d i Bdi B∗1
di B∗2

di

1 -66.879 -0.503 1.310 5 1 24.211 -22.965 26.296
2 -63.499 -0.359 1.522 5 2 72.734 48.363 74.960
3 -60.648 2.018 1.898 5 3 28.741 -0.834 31.028
4 -63.277 -9.443 -2.733 5 4 -7.585 -39.507 -5.177
5 -42.773 13.257 15.982 5 5 -29.134 -67.401 -26.607
6 -62.550 -6.162 -5.320 10 1 -1.600 -35.225 3.251
7 -51.717 -0.335 4.143 10 2 -46.078 -107.087 -41.220
8 -50.891 -1.875 3.685 10 3 42.687 11.525 47.638
9 -43.798 3.889 9.690 10 4 -24.940 -73.990 -19.865

10 -32.170 14.435 20.220 10 5 -55.033 -91.897 -49.861
11 -61.532 -11.773 -10.169 15 1 21.612 -57.916 28.811
12 -53.604 -4.754 -3.139 15 2 13.066 -48.967 20.319
13 -52.397 -5.279 -2.791 15 3 -3.740 -56.552 3.833
14 -46.023 -1.191 2.721 15 4 -36.264 -97.233 -28.548
15 -37.754 3.879 10.171 15 5 13.717 -65.114 21.695
16 -44.285 -3.070 2.918 20 1 -60.916 -153.994 -51.108
17 -49.684 -10.982 -3.298 20 2 -42.039 -124.681 -32.320
18 -24.552 16.668 21.180 20 3 -5.857 -93.595 3.999
19 -56.002 -22.137 -10.931 20 4 0.558 -58.053 10.435
20 -61.658 -23.078 -17.231 20 5 -58.765 -89.876 -48.443
21 -58.382 -20.925 -14.686 25 1 -136.431 -239.228 -124.341
22 -37.011 -8.794 6.132 25 2 -118.968 -185.653 -107.054
23 -53.234 -11.304 -10.756 25 3 -123.927 -177.526 -111.962
24 -13.873 20.381 28.067 25 4 -15.508 -98.846 -3.398
25 -74.556 -46.503 -33.159 25 5 -60.738 -129.313 -47.991
26 -20.069 16.411 20.841 30 1 -136.507 -222.510 -122.123
27 -36.470 -4.898 3.828 30 2 19.481 -74.704 33.444
28 -46.022 -20.802 -6.285 30 3 -92.664 -170.514 -78.567
29 -18.184 16.168 20.971 30 4 -116.421 -208.384 -102.424
30 -55.348 -22.865 -16.659 30 5 -57.552 -148.914 -43.537

Tabla F.3.10: Sesgos multiplicados por 105

para ` = 0.5, σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 0.5.



346 Apéndice F. Resultados del experimento de simulación del caṕıtulo 5

d Bd B∗1
d B∗2

d d i Bdi B∗1
di B∗2

di

1 -67.887 -0.200 1.324 5 1 18.828 -7.291 26.960
2 -66.485 -0.563 0.868 5 2 64.646 61.695 72.967
3 -63.925 2.672 1.925 5 3 26.105 20.052 34.632
4 -67.514 -8.703 -2.927 5 4 -3.123 -11.116 5.611
5 -47.771 13.401 15.665 5 5 -30.392 -46.067 -21.516
6 -68.116 -5.570 -5.692 10 1 0.525 -3.016 13.321
7 -58.191 0.133 3.314 10 2 -56.138 -83.437 -43.269
8 -56.906 -0.541 3.700 10 3 35.675 39.128 48.721
9 -50.313 4.770 9.540 10 4 -46.154 -63.312 -32.934

10 -39.079 15.347 19.994 10 5 -56.831 -61.775 -43.544
11 -68.915 -10.990 -10.608 15 1 16.308 -31.960 32.944
12 -62.545 -4.748 -4.903 15 2 6.570 -22.241 23.315
13 -60.524 -4.998 -3.525 15 3 6.569 -11.378 23.638
14 -54.308 -0.406 2.045 15 4 -39.163 -59.211 -21.946
15 -45.953 4.596 9.753 15 5 22.961 -22.495 40.430
16 -52.776 -2.182 2.367 20 1 -62.955 -113.809 -42.681
17 -59.062 -10.349 -4.548 20 2 -43.197 -83.419 -22.855
18 -32.751 18.292 21.231 20 3 -12.051 -58.114 8.431
19 -65.271 -21.153 -11.808 20 4 -10.201 -25.578 10.351
20 -70.967 -22.381 -18.054 20 5 -57.115 -43.907 -36.077
21 -67.589 -20.546 -15.283 25 1 -161.542 -228.151 -137.933
22 -46.565 -8.246 5.285 25 2 -128.315 -145.008 -104.738
23 -63.023 -10.721 -11.703 25 3 -134.715 -146.705 -111.103
24 -24.263 20.968 26.573 25 4 -19.584 -61.499 4.148
25 -84.614 -46.264 -34.250 25 5 -64.861 -89.761 -40.403
26 -30.604 17.247 19.300 30 1 -132.400 -175.956 -105.787
27 -46.893 -3.992 2.502 30 2 26.682 -20.521 53.270
28 -58.120 -21.552 -9.175 30 3 -106.945 -142.168 -80.283
29 -29.022 16.776 19.389 30 4 -127.382 -176.102 -100.719
30 -67.218 -23.537 -19.230 30 5 -78.546 -123.644 -51.852

Tabla F.3.11: Sesgos multiplicados por 105

para ` = 0.5, σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 1.



F.3. Tablas correspondientes al caso heterocedástico, ` = 1/2 347

d Bd B∗1
d B∗2

d d i Bdi B∗1
di B∗2

di

1 -57.602 -6.323 9.962 5 1 15.908 -48.825 76.618
2 -56.169 -9.291 11.691 5 2 69.355 25.244 128.600
3 -54.721 -8.319 13.219 5 3 38.592 -30.399 104.808
4 -58.347 -15.776 9.168 5 4 -13.095 -90.152 50.834
5 -40.860 0.634 27.204 5 5 -5.882 -57.202 61.624
6 -60.540 -14.704 7.270 10 1 2.995 -73.872 86.927
7 -50.600 -11.344 16.797 10 2 -28.251 -108.772 53.881
8 -52.429 -10.437 15.766 10 3 23.832 -58.787 102.236
9 -42.478 -2.047 25.649 10 4 -22.244 -120.072 57.611

10 -31.192 -1.945 36.736 10 5 4.214 -93.380 81.669
11 -62.481 -31.621 5.356 15 1 18.737 -57.670 115.234
12 -58.363 -28.300 9.419 15 2 34.606 -61.896 127.803
13 -50.726 -19.269 16.964 15 3 27.483 -51.368 123.995
14 -50.684 -23.999 16.871 15 4 -37.758 -140.535 57.794
15 -39.739 -6.719 28.185 15 5 66.195 -25.229 164.241
16 -47.527 -18.494 19.361 20 1 -43.830 -174.163 62.962
17 -52.240 -23.430 15.443 20 2 -1.297 -121.719 106.488
18 -30.458 -5.958 37.435 20 3 12.306 -77.950 108.415
19 -60.031 -29.061 7.547 20 4 26.986 -80.219 133.738
20 -66.137 -46.196 0.330 20 5 -65.594 -183.208 30.927
21 -64.463 -38.074 3.363 25 1 -151.061 -270.247 -29.618
22 -42.701 -17.376 24.891 25 2 -71.063 -187.583 40.542
23 -62.778 -39.108 4.938 25 3 -15.769 -142.988 97.471
24 -21.562 -2.537 45.453 25 4 87.948 -38.388 201.877
25 -75.880 -54.768 -9.240 25 5 -91.501 -206.838 31.991
26 -24.588 -6.944 43.470 30 1 -94.819 -205.842 22.506
27 -40.110 -24.847 27.414 30 2 17.319 -109.950 138.152
28 -56.383 -36.582 10.003 30 3 -74.069 -204.348 40.873
29 -17.180 4.159 49.642 30 4 -72.609 -242.961 41.902
30 -64.468 -47.080 0.788 30 5 -38.934 -185.869 93.399

Tabla F.3.12: Sesgos multiplicados por 105

para ` = 0.5, σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 2.
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d Bd B∗1
d B∗2

d d i Bdi B∗1
di B∗2

di

1 -147.145 0.175 1.308 5 1 -10.521 -20.005 26.450
2 -140.182 0.392 1.433 5 2 37.825 51.978 75.442
3 -133.843 3.618 2.410 5 3 -5.885 3.429 32.434
4 -134.795 -8.379 -2.870 5 4 -44.064 -36.334 -4.817
5 -111.691 15.149 16.364 5 5 -67.036 -65.258 -27.246
6 -129.392 -3.955 -4.604 10 1 -51.379 -32.649 2.049
7 -118.037 1.114 3.828 10 2 -95.022 -103.642 -41.425
8 -114.788 0.482 4.297 10 3 -5.043 17.622 49.317
9 -106.188 6.514 10.583 10 4 -75.433 -70.346 -20.629

10 -94.128 16.551 20.294 10 5 -103.839 -86.831 -48.799
11 -122.316 -9.532 -10.051 15 1 -37.953 -53.723 27.739
12 -113.807 -2.557 -3.451 15 2 -45.240 -42.051 20.839
13 -111.569 -2.956 -3.015 15 3 -61.876 -49.025 5.253
14 -105.496 -0.056 1.240 15 4 -97.438 -93.184 -29.860
15 -94.524 7.172 10.525 15 5 -43.929 -56.624 24.135
16 -100.435 0.079 3.145 20 1 -128.315 -147.339 -51.593
17 -106.039 -8.174 -4.095 20 2 -110.003 -119.068 -33.113
18 -78.710 20.412 21.885 20 3 -74.589 -88.658 2.607
19 -109.527 -18.829 -10.304 20 4 -69.944 -54.298 7.424
20 -116.762 -21.141 -18.828 20 5 -129.023 -84.620 -50.342
21 -111.319 -17.384 -14.766 25 1 -211.394 -233.595 -125.332
22 -90.123 -6.378 5.292 25 2 -193.678 -179.338 -107.788
23 -105.303 -7.947 -11.217 25 3 -197.673 -170.013 -111.441
24 -66.454 22.540 26.644 25 4 -88.966 -89.946 -2.470
25 -125.095 -42.903 -33.042 25 5 -135.645 -120.916 -47.542
26 -69.886 20.651 21.143 30 1 -215.036 -212.334 -120.786
27 -86.720 -1.356 3.263 30 2 -59.537 -65.514 34.876
28 -96.352 -17.773 -7.397 30 3 -172.955 -163.988 -78.371
29 -65.994 20.771 21.946 30 4 -198.198 -199.997 -103.675
30 -103.975 -19.216 -16.907 30 5 -142.941 -144.036 -48.277

Tabla F.3.13: Sesgos multiplicados por 105

para ` = 0.5, σ2
1 = 1 y σ2

2 = 0.5.
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d Bd B∗1
d B∗2

d d i Bdi B∗1
di B∗2

di

1 -159.071 0.329 1.347 5 1 7.497 -6.102 26.327
2 -155.195 0.215 1.232 5 2 54.721 64.705 73.928
3 -150.654 3.880 2.554 5 3 17.065 24.017 36.706
4 -153.318 -8.205 -2.767 5 4 -13.917 -7.859 6.249
5 -131.789 15.291 16.331 5 5 -43.552 -45.015 -23.085
6 -150.586 -3.640 -4.555 10 1 -16.614 0.371 12.334
7 -140.440 1.247 3.691 10 2 -71.162 -80.774 -42.064
8 -137.791 0.993 4.508 10 3 21.267 43.661 50.834
9 -130.105 6.815 10.646 10 4 -62.736 -61.585 -32.860

10 -118.558 17.088 20.599 10 5 -73.291 -59.439 -43.300
11 -147.566 -9.007 -9.892 15 1 -5.201 -27.831 32.059
12 -140.343 -2.877 -3.998 15 2 -15.238 -16.232 22.284
13 -138.182 -2.702 -3.094 15 3 -13.255 -4.119 24.939
14 -132.195 0.609 1.606 15 4 -62.351 -57.419 -23.873
15 -121.784 7.648 10.795 15 5 4.799 -14.797 43.637
16 -128.425 0.296 3.098 20 1 -88.270 -108.792 -43.218
17 -134.423 -7.874 -4.119 20 2 -66.749 -78.054 -21.532
18 -107.122 21.107 22.187 20 3 -39.533 -58.533 5.960
19 -138.694 -18.549 -10.400 20 4 -35.272 -19.737 10.351
20 -145.918 -20.528 -18.578 20 5 -84.353 -40.291 -37.787
21 -141.068 -17.180 -14.802 25 1 -189.798 -221.820 -137.648
22 -119.775 -5.641 5.626 25 2 -156.928 -141.179 -104.783
23 -135.445 -7.481 -11.053 25 3 -163.508 -142.555 -111.202
24 -97.211 22.747 26.398 25 4 -46.796 -56.014 5.711
25 -156.014 -42.733 -33.210 25 5 -93.816 -81.822 -40.022
26 -101.025 21.219 20.953 30 1 -164.066 -168.422 -105.539
27 -118.054 -0.885 3.102 30 2 -3.726 -15.009 55.158
28 -128.753 -18.313 -8.421 30 3 -138.196 -137.901 -79.242
29 -97.936 20.703 21.588 30 4 -159.624 -165.906 -100.610
30 -136.784 -19.976 -17.979 30 5 -113.631 -117.155 -54.522

Tabla F.3.14: Sesgos multiplicados por 105

para ` = 0.5, σ2
1 = 1 y σ2

2 = 1.
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d Bd B∗1
d B∗2

d d i Bdi B∗1
di B∗2

di

1 -149.704 0.646 1.458 5 1 15.698 -0.061 24.980
2 -148.276 0.171 0.868 5 2 60.857 68.118 70.339
3 -144.847 4.265 2.639 5 3 28.368 34.394 38.093
4 -148.842 -7.631 -2.749 5 4 3.923 9.474 13.913
5 -128.560 15.427 16.244 5 5 -29.766 -33.207 -19.620
6 -148.455 -3.143 -4.776 10 1 3.485 17.549 18.287
7 -139.464 1.286 3.182 10 2 -57.867 -66.753 -42.970
8 -137.115 1.744 4.519 10 3 35.905 59.036 51.052
9 -130.150 7.464 10.630 10 4 -59.322 -59.173 -43.993

10 -119.310 17.641 20.576 10 5 -53.136 -40.210 -37.749
11 -149.178 -8.483 -10.140 15 1 14.868 -12.654 34.445
12 -143.388 -2.940 -5.110 15 2 4.253 -1.947 23.980
13 -140.984 -2.740 -3.427 15 3 16.332 22.764 36.435
14 -135.543 0.974 1.268 15 4 -37.388 -31.092 -17.139
15 -125.402 8.043 10.685 15 5 36.020 12.969 56.490
16 -132.570 0.692 2.895 20 1 -60.852 -81.540 -36.726
17 -139.619 -7.506 -4.881 20 2 -37.721 -49.560 -13.459
18 -111.776 21.858 22.365 20 3 -20.467 -39.573 3.961
19 -144.299 -17.892 -10.769 20 4 -17.970 -1.948 6.551
20 -151.781 -20.113 -18.832 20 5 -55.578 -13.787 -30.497
21 -147.088 -16.413 -14.813 25 1 -174.806 -213.027 -146.337
22 -126.422 -5.089 5.326 25 2 -129.811 -111.701 -101.312
23 -142.608 -7.042 -11.470 25 3 -136.835 -121.293 -108.264
24 -105.113 22.846 25.516 25 4 -20.201 -34.665 8.487
25 -163.820 -42.680 -33.697 25 5 -64.285 -55.399 -34.763
26 -109.410 21.668 20.172 30 1 -124.138 -133.384 -91.717
27 -126.628 -0.297 2.442 30 2 32.695 19.183 65.386
28 -138.742 -18.965 -10.184 30 3 -113.750 -120.087 -81.041
29 -107.444 20.895 20.581 30 4 -127.859 -139.243 -95.057
30 -147.060 -20.197 -19.510 30 5 -92.824 -99.168 -59.969

Tabla F.3.15: Sesgos multiplicados por 105

para ` = 0.5, σ2
1 = 1 y σ2

2 = 2.



F.3. Tablas correspondientes al caso heterocedástico, ` = 1/2 351

d Bd B∗1
d B∗2

d d i Bdi B∗1
di B∗2

di

1 -309.339 0.644 1.371 5 1 -78.382 -17.941 26.758
2 -295.057 0.797 1.324 5 2 -31.158 54.027 75.607
3 -282.287 4.678 2.833 5 3 -75.518 5.853 33.218
4 -278.992 -7.782 -2.962 5 4 -115.884 -34.492 -4.683
5 -251.364 16.227 16.544 5 5 -140.363 -64.128 -27.788
6 -265.095 -2.458 -4.050 10 1 -146.716 -31.049 1.420
7 -251.375 1.882 3.545 10 2 -190.273 -101.648 -41.660
8 -244.180 2.184 4.876 10 3 -100.101 21.714 50.583
9 -232.978 8.112 11.228 10 4 -172.830 -68.077 -21.095

10 -218.867 17.901 20.419 10 5 -200.145 -83.558 -47.869
11 -244.757 -8.264 -9.998 15 1 -152.882 -51.519 26.590
12 -234.716 -1.565 -3.958 15 2 -159.268 -37.838 21.249
13 -230.200 -1.624 -3.226 15 3 -176.408 -43.980 6.564
14 -223.027 0.385 0.137 15 4 -214.858 -91.141 -30.820
15 -208.860 9.237 10.775 15 5 -158.892 -51.541 26.072
16 -213.406 1.807 3.177 20 1 -258.192 -143.062 -51.547
17 -217.962 -6.540 -4.752 20 2 -241.231 -115.879 -33.934
18 -187.957 22.745 22.431 20 3 -206.085 -85.717 1.856
19 -217.291 -16.713 -9.782 20 4 -203.658 -52.748 4.731
20 -224.797 -20.106 -19.959 20 5 -262.740 -81.277 -51.328
21 -216.742 -15.184 -14.741 25 1 -355.062 -229.652 -125.738
22 -195.152 -5.167 4.484 25 2 -337.192 -175.368 -107.999
23 -208.477 -6.008 -11.575 25 3 -340.978 -165.215 -110.890
24 -169.681 23.233 25.209 25 4 -231.864 -84.015 -1.265
25 -225.493 -40.581 -32.755 25 5 -281.268 -115.922 -47.221
26 -169.597 22.986 20.986 30 1 -368.493 -206.028 -119.885
27 -185.729 0.750 2.773 30 2 -213.986 -59.831 35.834
28 -194.978 -16.249 -8.548 30 3 -328.641 -160.387 -78.584
29 -162.185 23.018 22.219 30 4 -354.782 -194.775 -104.687
30 -200.068 -17.394 -17.449 30 5 -303.212 -143.047 -52.724

Tabla F.3.16: Sesgos multiplicados por 105

para ` = 0.5, σ2
1 = 2 y σ2

2 = 0.5.
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d Bd B∗1
d B∗2

d d i Bdi B∗1
di B∗2

di

1 -347.573 0.696 1.383 5 1 -12.604 -4.637 26.317
2 -339.106 0.669 1.208 5 2 34.418 66.591 74.071
3 -330.414 4.790 2.918 5 3 -2.938 26.418 37.600
4 -330.436 -7.674 -2.869 5 4 -35.121 -6.093 6.508
5 -305.771 16.262 16.533 5 5 -65.653 -44.016 -23.421
6 -321.761 -2.283 -3.979 10 1 -47.664 1.446 11.540
7 -310.215 1.926 3.464 10 2 -101.592 -79.094 -42.103
8 -304.711 2.368 4.985 10 3 -8.524 47.091 51.977
9 -295.130 8.229 11.226 10 4 -94.615 -59.841 -33.556

10 -282.308 18.171 20.612 10 5 -103.905 -56.804 -42.607
11 -309.525 -7.928 -9.806 15 1 -44.586 -26.003 31.157
12 -301.032 -1.716 -4.174 15 2 -53.685 -12.487 22.619
13 -297.375 -1.523 -3.236 15 3 -51.711 0.289 25.901
14 -290.863 0.870 0.507 15 4 -103.189 -55.966 -25.002
15 -277.786 9.467 10.977 15 5 -33.134 -9.578 45.594
16 -283.292 1.915 3.206 20 1 -134.388 -104.280 -43.226
17 -288.586 -6.363 -4.655 20 2 -113.530 -75.148 -21.991
18 -259.220 23.054 22.574 20 3 -87.304 -56.551 4.734
19 -289.366 -16.542 -9.753 20 4 -83.981 -17.958 8.303
20 -297.280 -19.716 -19.696 20 5 -133.246 -37.820 -39.142
21 -290.115 -15.137 -14.763 25 1 -243.099 -218.460 -138.009
22 -268.606 -4.536 4.898 25 2 -210.011 -137.385 -104.833
23 -282.697 -5.667 -11.331 25 3 -216.555 -138.890 -110.958
24 -244.636 23.335 25.118 25 4 -99.178 -50.547 6.744
25 -300.947 -40.597 -32.898 25 5 -147.630 -76.735 -39.394
26 -245.286 23.341 21.000 30 1 -221.794 -162.245 -104.176
27 -261.997 0.883 2.629 30 2 -62.395 -9.851 56.194
28 -272.078 -16.712 -9.155 30 3 -197.730 -134.588 -79.007
29 -239.309 22.825 21.971 30 4 -220.336 -161.036 -101.501
30 -277.931 -17.961 -18.138 30 5 -177.608 -116.081 -58.519

Tabla F.3.17: Sesgos multiplicados por 105

para ` = 0.5, σ2
1 = 2 y σ2

2 = 1.
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d Bd B∗1
d B∗2

d d i Bdi B∗1
di B∗2

di

1 -347.545 0.802 1.421 5 1 8.345 0.133 24.220
2 -343.390 0.552 1.072 5 2 54.502 69.884 70.706
3 -337.741 4.974 3.028 5 3 23.138 36.627 39.739
4 -340.477 -7.572 -2.794 5 4 -2.704 10.828 14.380
5 -318.308 16.345 16.517 5 5 -38.234 -33.193 -20.888
6 -336.274 -2.074 -3.925 10 1 -7.766 19.677 17.437
7 -326.711 1.988 3.369 10 2 -67.416 -65.218 -42.064
8 -322.726 2.696 5.133 10 3 26.634 61.205 52.448
9 -314.719 8.378 11.263 10 4 -70.130 -58.731 -44.038

10 -303.194 18.498 20.836 10 5 -63.425 -39.566 -37.230
11 -331.903 -7.574 -9.697 15 1 0.840 -10.038 34.110
12 -325.108 -1.968 -4.548 15 2 -10.634 2.211 22.904
13 -322.310 -1.433 -3.312 15 3 3.500 27.481 37.674
14 -316.638 1.266 0.749 15 4 -53.933 -32.020 -19.497
15 -304.677 9.738 11.175 15 5 23.903 17.363 58.636
16 -311.354 2.006 3.171 20 1 -78.044 -77.620 -37.025
17 -317.648 -6.244 -4.666 20 2 -53.621 -46.229 -12.376
18 -288.946 23.484 22.767 20 3 -38.882 -41.210 2.631
19 -320.164 -16.288 -9.758 20 4 -34.770 1.105 6.881
20 -328.627 -19.295 -19.424 20 5 -74.023 -10.713 -31.437
21 -322.589 -15.015 -14.760 25 1 -194.465 -211.405 -146.094
22 -301.516 -4.020 5.187 25 2 -149.820 -110.671 -101.392
23 -316.601 -5.342 -11.195 25 3 -156.986 -119.738 -108.369
24 -279.525 23.356 24.878 25 4 -39.164 -31.636 9.626
25 -336.395 -40.634 -33.035 25 5 -84.395 -50.484 -34.296
26 -281.306 23.713 20.943 30 1 -145.013 -128.187 -89.885
27 -298.711 1.136 2.514 30 2 11.541 22.232 67.230
28 -309.991 -17.096 -9.834 30 3 -135.478 -117.708 -79.752
29 -277.484 22.642 21.648 30 4 -150.586 -133.424 -94.730
30 -317.016 -18.458 -18.833 30 5 -118.336 -96.778 -62.355

Tabla F.3.18: Sesgos multiplicados por 105

para ` = 0.5, σ2
1 = 2 y σ2

2 = 2.
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F.3.3. Probabilidad de cobertura emṕırica, Cd y Cdi al 95 %

d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 94.20 94.90 94.90 5 1 94.30 94.00 94.30
2 93.90 94.40 94.50 5 2 93.90 93.80 93.90
3 95.10 95.80 96.00 5 3 95.90 95.60 95.90
4 93.90 95.00 94.60 5 4 94.50 94.10 94.50
5 94.10 94.70 94.60 5 5 94.90 95.00 94.90
6 95.60 96.00 96.00 10 1 94.20 94.10 94.30
7 94.70 95.00 94.90 10 2 93.90 93.90 93.90
8 94.90 95.10 95.30 10 3 95.20 95.00 95.20
9 95.30 95.90 96.20 10 4 95.20 95.10 95.20

10 94.00 94.60 94.50 10 5 95.10 95.20 95.00
11 95.40 96.00 96.10 15 1 94.40 94.20 94.50
12 93.80 94.10 94.10 15 2 95.40 95.50 95.40
13 96.40 96.30 96.50 15 3 94.30 94.20 94.30
14 94.90 95.20 95.00 15 4 95.10 95.10 95.10
15 92.70 93.20 93.30 15 5 93.60 93.60 93.70
16 96.70 96.60 96.80 20 1 95.10 94.90 95.10
17 94.20 94.60 94.30 20 2 94.20 94.10 94.20
18 95.70 96.00 96.10 20 3 94.60 94.50 94.60
19 95.20 95.50 95.40 20 4 94.70 94.60 94.70
20 95.00 95.30 95.10 20 5 94.90 94.70 94.90
21 95.70 95.70 95.90 25 1 95.30 95.20 95.30
22 95.50 95.90 95.50 25 2 95.40 95.20 95.40
23 95.10 95.50 95.20 25 3 94.50 94.50 94.50
24 95.50 95.20 95.50 25 4 95.70 95.20 95.70
25 94.10 94.60 94.30 25 5 94.70 94.60 94.70
26 95.20 95.40 95.50 30 1 94.80 94.60 94.80
27 95.90 96.10 96.10 30 2 94.20 94.10 94.20
28 95.40 95.60 95.70 30 3 94.80 94.80 94.80
29 95.80 96.00 95.80 30 4 94.80 94.60 94.80
30 94.10 94.10 94.30 30 5 94.60 94.60 94.60

Tabla F.3.19: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 95% para ` = 0.5, σ2

1 = 0.5 y σ2
2 = 0.5.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 94.20 94.80 94.80 5 1 94.00 93.90 94.00
2 93.60 94.30 94.50 5 2 94.20 94.20 94.20
3 95.20 96.00 96.00 5 3 95.50 95.60 95.50
4 93.90 94.70 94.60 5 4 94.40 94.20 94.40
5 94.20 94.70 94.80 5 5 95.00 95.00 95.00
6 95.50 96.00 95.90 10 1 94.00 93.80 94.00
7 94.50 94.90 94.90 10 2 93.40 93.20 93.40
8 94.90 95.10 95.20 10 3 95.10 95.20 95.20
9 95.10 95.60 95.90 10 4 94.90 95.10 95.00

10 93.80 94.20 94.70 10 5 94.80 95.20 95.00
11 95.60 95.90 96.00 15 1 94.40 94.20 94.40
12 93.90 94.00 94.00 15 2 95.30 95.50 95.30
13 96.20 96.30 96.30 15 3 94.40 94.30 94.40
14 94.80 95.20 95.10 15 4 95.10 95.10 95.10
15 92.20 93.20 93.10 15 5 93.80 93.50 93.80
16 96.50 96.50 96.80 20 1 95.30 95.10 95.30
17 94.20 94.50 94.50 20 2 94.00 94.00 94.00
18 95.70 96.00 95.90 20 3 95.30 95.00 95.30
19 95.00 95.20 95.40 20 4 94.40 94.50 94.40
20 94.70 95.20 95.10 20 5 94.80 95.10 94.80
21 95.80 95.90 96.00 25 1 95.30 95.30 95.30
22 95.50 95.90 95.50 25 2 94.80 94.80 94.80
23 95.20 95.60 95.50 25 3 94.40 94.40 94.40
24 95.10 95.20 95.30 25 4 95.90 95.80 95.90
25 94.10 94.60 94.40 25 5 94.70 94.90 94.70
26 95.20 95.20 95.30 30 1 94.40 94.30 94.40
27 95.60 96.20 96.10 30 2 94.20 94.10 94.20
28 95.70 95.70 96.00 30 3 94.50 94.60 94.60
29 95.60 95.80 95.60 30 4 94.60 94.50 94.60
30 93.90 94.20 94.30 30 5 94.80 94.60 94.80

Tabla F.3.20: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 95 % para ` = 0.5, σ2

1 = 0.5 y σ2
2 = 1.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 94.46 95.16 95.46 5 1 94.05 93.75 94.25
2 93.85 94.86 95.16 5 2 94.25 94.05 94.46
3 95.36 95.97 96.37 5 3 96.07 95.87 96.27
4 95.77 96.17 96.17 5 4 94.05 94.25 94.56
5 93.65 93.95 94.15 5 5 94.86 94.96 95.16
6 95.36 95.77 95.87 10 1 93.95 94.05 94.25
7 94.96 95.16 95.46 10 2 94.15 94.46 94.35
8 94.66 95.06 95.26 10 3 95.56 95.56 95.77
9 93.95 94.15 94.25 10 4 95.06 94.76 95.46

10 94.76 94.76 95.36 10 5 95.26 95.16 95.26
11 94.35 94.46 94.86 15 1 95.67 95.77 95.97
12 93.75 93.75 94.15 15 2 95.87 95.77 96.07
13 95.06 95.36 95.67 15 3 94.35 94.76 94.76
14 94.76 94.66 94.96 15 4 94.25 94.35 94.56
15 96.07 96.17 96.67 15 5 93.85 94.05 94.35
16 94.96 95.26 95.26 20 1 94.56 94.56 94.96
17 95.06 95.46 95.56 20 2 94.96 95.16 95.26
18 94.96 94.86 95.36 20 3 95.36 95.56 95.56
19 95.16 95.06 95.67 20 4 94.66 94.76 94.96
20 94.66 94.76 95.06 20 5 93.95 93.95 94.35
21 94.86 95.16 95.16 25 1 95.67 95.77 96.07
22 93.15 93.45 93.55 25 2 95.67 95.36 96.07
23 94.76 94.96 95.36 25 3 95.56 95.36 95.67
24 94.76 95.06 95.26 25 4 94.86 95.16 95.16
25 95.67 95.87 96.07 25 5 94.96 94.76 94.96
26 95.36 95.87 95.87 30 1 95.26 95.16 95.67
27 95.36 95.36 95.77 30 2 94.76 94.46 95.06
28 95.26 95.36 95.56 30 3 94.25 94.05 94.46
29 94.76 95.36 95.16 30 4 95.67 95.56 96.17
30 94.96 95.16 95.26 30 5 94.35 94.25 94.66

Tabla F.3.21: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 95% para ` = 0.5, σ2

1 = 0.5 y σ2
2 = 2.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 93.10 94.90 95.00 5 1 94.00 94.10 94.10
2 92.20 94.30 94.30 5 2 93.90 94.00 94.00
3 94.70 96.00 96.10 5 3 95.80 95.60 95.80
4 93.30 94.60 94.80 5 4 94.40 94.30 94.60
5 93.70 94.70 94.80 5 5 94.80 94.80 94.90
6 95.00 95.80 96.00 10 1 94.30 94.10 94.30
7 94.30 95.10 95.20 10 2 93.50 93.60 93.60
8 94.70 95.40 95.30 10 3 95.00 95.10 95.30
9 95.40 95.80 96.20 10 4 95.10 95.00 95.20

10 93.20 94.20 94.30 10 5 94.90 95.00 94.90
11 95.30 95.80 95.90 15 1 94.40 94.20 94.50
12 93.40 94.10 94.00 15 2 95.50 95.50 95.50
13 96.10 96.30 96.20 15 3 94.30 94.30 94.40
14 94.80 95.30 95.00 15 4 95.00 95.00 95.00
15 91.80 92.70 92.80 15 5 93.60 93.50 93.70
16 96.70 96.60 96.80 20 1 95.00 94.90 95.00
17 94.10 94.70 94.60 20 2 94.30 94.10 94.40
18 95.50 96.00 95.90 20 3 94.60 94.50 94.60
19 95.10 95.40 95.50 20 4 94.50 94.30 94.90
20 94.50 95.30 95.50 20 5 94.80 94.70 94.90
21 95.50 95.80 96.10 25 1 95.20 95.50 95.20
22 95.10 95.40 95.60 25 2 95.40 95.10 95.40
23 94.80 95.40 95.20 25 3 94.40 94.50 94.40
24 95.60 95.60 96.00 25 4 95.60 95.30 95.70
25 94.30 94.80 94.50 25 5 94.70 94.60 94.80
26 95.10 95.40 95.60 30 1 94.70 94.50 94.70
27 95.70 95.90 96.00 30 2 94.20 94.00 94.30
28 95.30 95.60 95.70 30 3 94.80 94.60 94.80
29 95.30 95.60 95.70 30 4 94.70 94.50 94.80
30 93.70 94.20 94.30 30 5 94.60 94.50 94.70

Tabla F.3.22: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 95 % para ` = 0.5, σ2

1 = 1 y σ2
2 = 0.5.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 93.00 95.00 94.90 5 1 94.00 93.90 94.00
2 91.90 94.20 94.40 5 2 93.70 94.20 93.80
3 94.60 96.00 95.90 5 3 95.70 95.60 95.70
4 93.20 94.60 94.80 5 4 94.40 94.20 94.40
5 93.80 94.70 95.00 5 5 95.00 94.80 95.10
6 94.80 95.90 95.80 10 1 94.00 93.90 94.00
7 94.10 95.10 95.20 10 2 93.20 93.20 93.20
8 94.20 95.20 95.30 10 3 94.90 95.30 94.90
9 95.40 95.90 96.20 10 4 94.90 94.90 95.00

10 93.00 94.30 94.20 10 5 94.90 95.20 95.00
11 95.20 95.80 95.80 15 1 94.40 94.10 94.40
12 93.20 94.00 94.10 15 2 95.40 95.50 95.40
13 95.80 96.30 96.30 15 3 94.40 94.20 94.40
14 94.70 95.30 95.10 15 4 95.00 95.20 95.00
15 91.80 92.70 92.70 15 5 93.50 93.70 93.60
16 96.60 96.60 96.80 20 1 95.30 95.30 95.30
17 94.20 94.80 94.80 20 2 94.00 93.90 94.10
18 95.30 96.10 96.10 20 3 94.90 94.90 94.90
19 94.80 95.20 95.40 20 4 94.60 94.50 94.70
20 94.60 95.00 95.30 20 5 94.70 95.00 94.70
21 95.30 95.70 96.10 25 1 95.50 95.50 95.50
22 95.00 95.50 95.70 25 2 95.00 94.60 95.00
23 94.60 95.50 95.50 25 3 94.30 94.60 94.30
24 94.90 95.60 95.90 25 4 95.90 95.90 95.90
25 94.10 94.80 94.70 25 5 94.70 94.90 94.70
26 94.90 95.20 95.60 30 1 94.40 94.30 94.40
27 95.70 95.90 96.10 30 2 94.30 94.20 94.30
28 95.40 95.60 95.80 30 3 94.60 94.60 94.80
29 95.40 95.50 95.60 30 4 94.50 94.60 94.50
30 93.70 94.40 94.40 30 5 94.60 94.60 94.70

Tabla F.3.23: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 95% para ` = 0.5, σ2

1 = 1 y σ2
2 = 1.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 93.10 95.00 94.80 5 1 93.80 93.90 93.80
2 91.80 94.10 94.50 5 2 94.60 94.50 94.60
3 94.40 96.00 95.90 5 3 95.60 95.70 95.60
4 93.30 94.70 94.70 5 4 94.40 94.00 94.40
5 93.90 94.80 94.90 5 5 95.50 95.40 95.50
6 95.00 96.00 95.90 10 1 94.10 93.90 94.10
7 94.00 95.00 95.00 10 2 93.00 93.20 93.10
8 94.20 95.40 95.10 10 3 95.00 95.20 95.00
9 95.30 95.80 96.10 10 4 95.20 95.20 95.20

10 93.20 93.90 94.30 10 5 95.60 95.40 95.60
11 94.80 95.90 95.80 15 1 94.60 94.40 94.60
12 93.20 93.90 93.90 15 2 95.60 95.70 95.70
13 95.80 96.10 96.30 15 3 94.60 94.50 94.60
14 94.60 95.20 95.40 15 4 95.40 95.30 95.40
15 91.70 92.70 92.60 15 5 94.10 94.00 94.20
16 96.30 96.70 96.80 20 1 94.80 95.00 94.90
17 94.00 94.60 94.90 20 2 94.70 94.60 94.70
18 95.40 95.90 96.10 20 3 95.30 94.90 95.40
19 94.70 95.20 95.30 20 4 95.00 94.90 95.00
20 94.10 95.00 95.30 20 5 95.00 95.20 95.00
21 95.50 95.80 96.00 25 1 95.40 95.40 95.40
22 95.10 95.70 95.90 25 2 95.00 95.00 95.00
23 94.70 95.50 95.30 25 3 94.20 94.70 94.20
24 94.80 95.60 95.60 25 4 95.90 95.80 95.90
25 94.30 94.60 94.70 25 5 94.70 94.80 94.70
26 94.60 95.10 95.50 30 1 94.10 94.10 94.20
27 95.50 95.80 95.90 30 2 94.00 93.90 94.00
28 95.40 95.70 95.80 30 3 94.40 94.30 94.40
29 95.30 95.50 95.50 30 4 94.90 94.70 94.90
30 93.80 94.50 94.70 30 5 94.80 94.50 94.80

Tabla F.3.24: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 95 % para ` = 0.5, σ2

1 = 1 y σ2
2 = 2.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 90.10 95.00 95.10 5 1 93.90 94.10 94.00
2 90.00 94.10 94.30 5 2 93.70 94.00 94.10
3 93.40 95.90 96.10 5 3 95.70 95.60 95.80
4 92.00 94.70 94.70 5 4 94.40 94.50 94.40
5 92.60 95.00 94.90 5 5 94.70 95.00 94.90
6 93.80 95.80 96.00 10 1 94.00 94.10 94.30
7 92.80 95.10 95.00 10 2 93.20 93.80 93.30
8 92.70 95.50 95.50 10 3 94.60 94.90 94.80
9 94.50 95.90 96.20 10 4 94.90 95.00 95.00

10 92.20 94.00 94.10 10 5 94.90 95.10 95.00
11 94.10 95.70 95.80 15 1 94.40 94.40 94.40
12 92.50 94.10 94.20 15 2 95.30 95.70 95.50
13 95.30 96.10 96.10 15 3 94.20 94.40 94.60
14 94.00 95.20 95.10 15 4 94.70 95.10 95.00
15 91.60 93.10 93.10 15 5 93.10 93.70 93.80
16 96.10 96.80 96.80 20 1 94.90 95.00 95.10
17 93.30 94.90 95.00 20 2 94.10 94.50 94.40
18 95.00 96.10 96.10 20 3 94.40 94.50 94.80
19 94.50 95.60 95.40 20 4 93.90 94.10 94.60
20 94.20 95.30 95.20 20 5 94.50 94.70 94.90
21 95.10 95.80 96.00 25 1 95.00 95.50 95.30
22 94.60 95.50 95.50 25 2 95.20 95.00 95.50
23 94.50 95.40 95.40 25 3 94.10 94.20 94.20
24 94.70 95.60 96.00 25 4 95.20 95.30 95.60
25 93.90 94.80 94.80 25 5 94.40 94.60 94.80
26 94.40 95.30 95.50 30 1 94.60 94.40 94.60
27 95.30 95.80 95.70 30 2 94.00 93.90 94.30
28 94.80 95.60 95.60 30 3 94.60 94.70 94.90
29 94.80 95.60 95.40 30 4 94.60 94.60 95.00
30 93.70 94.60 94.60 30 5 94.20 94.40 94.50

Tabla F.3.25: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 95% para ` = 0.5, σ2

1 = 2 y σ2
2 = 0.5.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 88.60 95.00 95.10 5 1 94.00 94.00 94.00
2 89.30 94.10 94.30 5 2 93.80 94.00 93.80
3 92.90 95.90 95.90 5 3 95.60 95.70 95.70
4 91.20 94.80 94.60 5 4 94.40 94.20 94.50
5 91.80 95.00 94.90 5 5 94.80 94.80 95.00
6 92.40 95.90 96.00 10 1 93.90 93.80 94.00
7 91.80 95.10 95.00 10 2 93.00 93.10 93.00
8 91.60 95.60 95.40 10 3 94.90 95.00 94.90
9 93.60 96.00 96.20 10 4 95.00 94.80 95.00

10 91.70 93.80 94.20 10 5 95.00 95.20 95.00
11 93.20 95.80 95.70 15 1 94.40 94.10 94.40
12 92.00 94.00 94.20 15 2 95.40 95.50 95.60
13 95.00 96.10 96.10 15 3 94.40 94.40 94.50
14 93.50 95.20 95.10 15 4 95.00 95.10 95.00
15 90.60 92.90 92.90 15 5 93.60 93.80 93.70
16 95.60 96.80 96.80 20 1 95.10 95.20 95.10
17 92.80 94.80 94.80 20 2 94.10 94.20 94.10
18 94.40 96.00 96.20 20 3 94.80 94.80 94.80
19 94.10 95.40 95.40 20 4 94.80 94.60 94.90
20 93.50 95.00 95.20 20 5 94.60 95.10 94.70
21 94.80 95.70 95.90 25 1 95.20 95.40 95.50
22 94.10 95.70 95.40 25 2 94.90 94.50 94.90
23 94.40 95.40 95.30 25 3 94.20 94.80 94.50
24 94.10 95.60 95.90 25 4 95.80 95.70 95.80
25 93.10 94.90 94.80 25 5 94.60 94.90 94.60
26 93.90 95.20 95.50 30 1 94.40 94.40 94.40
27 95.10 95.80 95.70 30 2 94.30 94.20 94.30
28 94.40 95.60 95.70 30 3 94.60 94.50 94.60
29 94.60 95.60 95.40 30 4 94.60 94.60 94.70
30 93.00 94.70 94.60 30 5 94.70 94.60 94.70

Tabla F.3.26: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 95 % para ` = 0.5, σ2

1 = 2 y σ2
2 = 1.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 88.30 95.00 95.00 5 1 93.80 93.90 93.80
2 89.10 94.10 94.30 5 2 94.20 94.40 94.30
3 92.70 95.90 95.90 5 3 95.60 95.70 95.60
4 90.90 94.80 94.50 5 4 94.40 94.00 94.40
5 91.80 95.00 95.00 5 5 95.40 95.10 95.40
6 92.40 95.90 96.00 10 1 94.10 93.80 94.10
7 92.00 95.10 94.90 10 2 92.90 93.20 92.90
8 91.30 95.70 95.50 10 3 95.10 95.20 95.10
9 93.50 96.10 96.20 10 4 95.10 95.20 95.10

10 91.20 93.80 94.10 10 5 95.60 95.40 95.60
11 92.80 95.70 95.80 15 1 94.40 94.40 94.70
12 92.00 94.00 94.20 15 2 95.60 95.70 95.60
13 94.70 96.10 96.10 15 3 94.50 94.40 94.50
14 93.30 95.30 95.20 15 4 95.30 95.30 95.40
15 90.40 93.00 93.00 15 5 94.10 94.00 94.10
16 95.20 96.80 96.80 20 1 95.00 95.10 95.10
17 92.80 94.70 95.00 20 2 94.60 94.70 94.60
18 94.20 96.00 96.10 20 3 95.10 95.10 95.10
19 93.90 95.20 95.40 20 4 94.80 95.00 95.00
20 93.30 95.10 95.20 20 5 95.00 95.30 95.00
21 94.50 95.80 95.90 25 1 95.40 95.60 95.40
22 93.90 95.60 95.50 25 2 94.90 95.10 94.90
23 94.40 95.50 95.40 25 3 94.20 94.50 94.20
24 93.90 95.50 95.80 25 4 96.00 96.00 96.00
25 93.00 94.90 94.70 25 5 94.70 94.60 94.70
26 93.50 95.20 95.20 30 1 94.20 94.20 94.20
27 94.60 95.80 96.00 30 2 93.90 93.90 94.00
28 94.60 95.60 95.80 30 3 94.30 94.30 94.30
29 94.40 95.50 95.40 30 4 94.70 94.70 94.90
30 92.90 94.60 94.60 30 5 94.60 94.50 94.90

Tabla F.3.27: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 95% para ` = 0.5, σ2

1 = 2 y σ2
2 = 2.
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F.3.4. Probabilidad de cobertura emṕırica, Cd y Cdi al 99%

d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 98.80 99.10 99.00 5 1 98.50 98.80 98.50
2 98.50 98.70 98.80 5 2 99.20 99.20 99.20
3 98.80 99.00 99.00 5 3 99.40 99.40 99.40
4 98.70 98.90 98.90 5 4 98.60 98.50 98.50
5 98.80 99.10 99.00 5 5 99.20 99.10 99.20
6 98.90 99.00 99.00 10 1 98.90 98.80 98.90
7 98.60 98.80 98.90 10 2 98.60 98.30 98.60
8 99.10 99.30 99.20 10 3 99.10 99.30 99.20
9 99.00 99.20 99.10 10 4 98.60 98.70 98.60

10 98.70 98.60 98.70 10 5 98.70 98.60 98.70
11 98.90 98.80 98.90 15 1 98.70 98.70 98.70
12 98.60 98.80 98.70 15 2 99.10 99.10 99.10
13 99.20 99.40 99.20 15 3 98.60 98.60 98.60
14 98.80 98.90 98.90 15 4 99.00 99.00 99.00
15 98.50 98.70 98.60 15 5 98.70 98.70 98.70
16 99.40 99.40 99.50 20 1 99.10 99.00 99.10
17 98.70 99.00 98.80 20 2 99.20 99.10 99.20
18 99.60 99.60 99.60 20 3 98.70 98.80 98.70
19 99.20 99.30 99.30 20 4 99.00 99.00 99.00
20 98.90 99.30 99.10 20 5 98.90 98.90 98.90
21 99.40 99.40 99.40 25 1 98.90 98.90 98.90
22 99.00 98.90 99.00 25 2 99.30 99.20 99.30
23 99.40 99.50 99.50 25 3 99.00 99.00 99.00
24 99.50 99.60 99.50 25 4 99.10 99.30 99.10
25 98.90 98.80 99.20 25 5 98.80 98.80 98.80
26 99.20 99.10 99.20 30 1 98.90 98.90 98.90
27 99.10 99.10 99.20 30 2 98.50 98.70 98.50
28 98.70 98.70 98.70 30 3 99.20 99.10 99.20
29 99.00 99.00 99.00 30 4 99.20 99.00 99.20
30 99.00 98.90 99.00 30 5 99.00 99.00 99.00

Tabla F.3.28: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 99 % para ` = 0.5, σ2

1 = 0.5 y σ2
2 = 0.5.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 98.90 99.00 99.00 5 1 98.40 98.40 98.40
2 98.40 98.70 98.80 5 2 99.10 99.10 99.10
3 99.00 99.00 99.00 5 3 99.30 99.30 99.30
4 98.70 98.90 98.90 5 4 98.30 98.30 98.30
5 99.00 99.10 99.00 5 5 99.10 99.00 99.10
6 98.80 99.00 99.00 10 1 98.80 98.80 98.80
7 98.60 98.90 98.90 10 2 98.70 98.40 98.70
8 99.10 99.40 99.30 10 3 99.30 99.20 99.30
9 99.00 99.20 99.10 10 4 98.70 98.90 98.70

10 98.70 98.70 98.70 10 5 98.90 98.80 98.90
11 98.80 98.70 98.80 15 1 98.70 98.70 98.70
12 98.70 98.90 98.80 15 2 98.90 99.00 98.90
13 99.20 99.40 99.20 15 3 98.50 98.60 98.50
14 98.70 98.90 98.90 15 4 99.10 99.30 99.10
15 98.40 98.70 98.50 15 5 98.70 98.60 98.70
16 99.30 99.40 99.30 20 1 99.10 99.00 99.10
17 98.80 98.90 98.90 20 2 99.40 99.40 99.40
18 99.50 99.60 99.60 20 3 99.00 99.00 99.00
19 99.20 99.10 99.30 20 4 98.90 98.80 98.90
20 99.10 99.30 99.40 20 5 98.90 98.70 98.90
21 99.40 99.30 99.40 25 1 98.50 98.60 98.50
22 99.00 98.90 99.00 25 2 98.80 98.80 98.80
23 99.40 99.50 99.50 25 3 99.00 99.00 99.00
24 99.40 99.60 99.40 25 4 99.10 99.20 99.10
25 98.80 99.00 99.00 25 5 98.80 98.70 98.80
26 99.20 99.10 99.20 30 1 99.10 99.10 99.10
27 99.10 99.10 99.20 30 2 98.80 98.90 98.80
28 98.80 98.70 98.80 30 3 99.10 99.20 99.10
29 99.00 99.00 99.00 30 4 99.00 99.10 99.00
30 98.90 99.00 98.90 30 5 98.90 98.90 98.90

Tabla F.3.29: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 99% para ` = 0.5, σ2

1 = 0.5 y σ2
2 = 1.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 98.99 99.19 99.40 5 1 99.09 98.99 99.29
2 98.59 98.99 99.09 5 2 98.89 98.79 99.09
3 98.59 98.59 98.89 5 3 99.09 99.29 99.29
4 98.79 98.89 99.09 5 4 98.49 98.29 98.99
5 98.49 98.49 98.89 5 5 99.19 99.19 99.70
6 99.40 99.40 99.80 10 1 98.79 98.89 99.19
7 98.99 99.09 99.40 10 2 99.19 99.29 99.60
8 98.69 98.99 99.19 10 3 99.19 98.99 99.40
9 99.09 99.19 99.29 10 4 99.09 98.79 99.50

10 99.40 99.50 100.00 10 5 98.89 98.99 98.89
11 98.79 98.89 99.19 15 1 99.50 99.40 99.80
12 99.19 99.09 99.50 15 2 98.99 98.99 99.19
13 99.19 99.29 99.60 15 3 99.09 99.09 99.60
14 98.79 98.79 98.99 15 4 99.09 99.09 99.50
15 99.09 99.29 99.60 15 5 98.69 98.69 99.19
16 98.79 98.69 98.99 20 1 98.79 98.89 99.09
17 98.29 98.49 98.59 20 2 98.89 98.89 99.19
18 98.99 98.99 99.29 20 3 98.99 99.09 99.19
19 98.89 99.09 99.50 20 4 99.50 99.60 99.90
20 99.19 99.19 99.50 20 5 98.59 98.49 99.19
21 98.59 98.49 98.79 25 1 99.09 99.09 99.50
22 98.39 98.59 98.79 25 2 99.29 99.29 99.80
23 98.99 99.29 99.19 25 3 98.79 98.79 98.99
24 99.09 99.09 99.29 25 4 99.09 99.09 99.40
25 98.99 99.19 99.50 25 5 99.29 99.09 99.29
26 99.29 99.29 99.80 30 1 98.99 99.09 99.40
27 99.29 99.29 99.70 30 2 99.19 99.29 99.70
28 98.69 98.79 98.89 30 3 99.40 99.40 99.60
29 99.50 99.50 99.80 30 4 99.40 99.19 100.00
30 99.19 99.29 99.60 30 5 99.60 99.60 99.90

Tabla F.3.30: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 99 % para ` = 0.5, σ2

1 = 0.5 y σ2
2 = 2.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 98.10 99.10 99.20 5 1 98.50 98.70 98.60
2 98.40 98.90 98.80 5 2 99.20 99.20 99.20
3 98.60 99.00 99.00 5 3 99.40 99.40 99.40
4 98.60 98.90 98.90 5 4 98.40 98.50 98.40
5 98.60 99.10 99.10 5 5 99.10 99.10 99.20
6 98.70 99.00 99.10 10 1 98.90 98.80 98.90
7 98.50 98.70 98.70 10 2 98.60 98.30 98.60
8 98.70 99.30 99.40 10 3 99.10 99.30 99.10
9 98.90 99.00 99.10 10 4 98.70 98.70 98.70

10 98.50 98.60 98.80 10 5 98.70 98.60 98.80
11 98.80 98.90 98.90 15 1 98.60 98.70 98.60
12 98.40 98.50 98.50 15 2 99.00 99.10 99.00
13 99.10 99.30 99.30 15 3 98.70 98.60 98.60
14 98.50 98.80 98.80 15 4 98.90 99.10 99.00
15 98.30 98.70 98.50 15 5 98.70 98.70 98.70
16 99.40 99.50 99.50 20 1 99.10 99.00 99.20
17 98.70 99.20 99.00 20 2 99.20 99.20 99.20
18 99.60 99.60 99.60 20 3 98.70 98.80 98.70
19 99.10 99.30 99.20 20 4 99.00 99.00 99.00
20 98.80 99.40 99.00 20 5 98.80 98.90 98.90
21 99.30 99.30 99.40 25 1 98.90 98.80 98.90
22 98.80 98.80 99.00 25 2 99.30 99.20 99.30
23 99.30 99.50 99.50 25 3 99.00 99.00 99.00
24 99.40 99.50 99.50 25 4 99.10 99.30 99.10
25 98.70 98.90 98.90 25 5 98.80 98.90 98.90
26 99.10 99.10 99.20 30 1 98.90 99.00 99.00
27 99.10 99.10 99.10 30 2 98.50 98.60 98.50
28 98.70 98.90 99.00 30 3 99.20 99.20 99.30
29 98.80 99.00 99.00 30 4 99.10 99.00 99.10
30 98.90 98.90 99.00 30 5 98.90 98.90 98.90

Tabla F.3.31: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 99% para ` = 0.5, σ2

1 = 1 y σ2
2 = 0.5.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 97.90 98.90 99.20 5 1 98.30 98.40 98.30
2 98.30 98.80 98.80 5 2 99.10 99.10 99.10
3 98.50 99.00 99.00 5 3 99.30 99.40 99.30
4 98.50 98.90 98.90 5 4 98.30 98.50 98.30
5 98.50 99.20 99.10 5 5 99.10 99.00 99.10
6 98.70 99.00 99.00 10 1 98.80 98.80 98.80
7 98.50 98.80 98.70 10 2 98.70 98.60 98.70
8 98.60 99.30 99.40 10 3 99.30 99.30 99.30
9 99.00 99.10 99.10 10 4 98.70 98.90 98.70

10 98.40 98.70 98.80 10 5 98.90 98.80 98.90
11 98.60 98.80 98.90 15 1 98.70 98.70 98.70
12 98.30 98.60 98.60 15 2 98.90 99.00 98.90
13 99.20 99.30 99.30 15 3 98.70 98.60 98.70
14 98.50 98.80 98.90 15 4 99.10 99.20 99.10
15 98.30 98.70 98.50 15 5 98.70 98.60 98.70
16 99.20 99.40 99.40 20 1 99.10 99.00 99.10
17 98.80 99.10 99.00 20 2 99.40 99.40 99.40
18 99.50 99.60 99.60 20 3 99.10 99.00 99.10
19 99.10 99.20 99.20 20 4 99.00 98.80 99.00
20 98.70 99.40 99.10 20 5 98.90 98.80 98.90
21 99.20 99.30 99.30 25 1 98.80 98.60 98.80
22 98.70 98.80 99.00 25 2 98.90 99.00 98.90
23 99.30 99.50 99.50 25 3 99.00 98.90 99.00
24 99.40 99.50 99.40 25 4 99.10 99.20 99.10
25 98.50 98.90 99.00 25 5 98.80 98.80 98.80
26 99.10 99.10 99.20 30 1 99.10 99.20 99.10
27 99.10 99.10 99.10 30 2 98.80 98.80 98.80
28 98.80 99.00 99.10 30 3 99.20 99.20 99.20
29 98.80 99.00 99.00 30 4 99.00 99.10 99.00
30 98.80 99.00 99.00 30 5 99.10 98.90 99.10

Tabla F.3.32: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 99 % para ` = 0.5, σ2

1 = 1 y σ2
2 = 1.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 97.90 98.90 99.20 5 1 98.20 98.40 98.20
2 98.30 98.70 98.80 5 2 99.20 99.00 99.20
3 98.60 99.10 99.00 5 3 99.30 99.00 99.30
4 98.50 98.90 99.00 5 4 98.30 98.40 98.40
5 98.30 99.20 99.10 5 5 99.10 99.00 99.10
6 98.70 99.00 99.00 10 1 98.60 99.00 98.60
7 98.50 98.90 98.80 10 2 99.10 99.10 99.10
8 98.70 99.30 99.40 10 3 99.30 99.20 99.30
9 99.00 99.10 99.00 10 4 98.90 98.90 98.90

10 98.30 98.70 98.80 10 5 99.10 99.00 99.10
11 98.50 98.80 98.80 15 1 98.70 98.60 98.70
12 98.40 98.60 98.60 15 2 99.00 99.10 99.00
13 99.20 99.30 99.30 15 3 98.60 98.70 98.60
14 98.60 98.90 98.80 15 4 99.00 99.20 99.00
15 98.40 98.70 98.60 15 5 98.70 98.90 98.70
16 99.20 99.40 99.40 20 1 99.00 99.00 99.00
17 98.80 99.10 99.00 20 2 99.30 99.30 99.30
18 99.40 99.60 99.60 20 3 99.00 99.10 99.00
19 99.00 99.20 99.20 20 4 98.80 98.80 98.80
20 98.70 99.50 99.20 20 5 98.70 98.40 98.70
21 99.20 99.30 99.20 25 1 98.60 98.50 98.60
22 98.60 98.80 98.80 25 2 99.00 99.10 99.00
23 99.30 99.50 99.50 25 3 99.00 98.90 99.00
24 99.40 99.50 99.40 25 4 99.10 99.20 99.10
25 98.50 99.00 98.90 25 5 98.80 98.80 98.80
26 99.10 99.10 99.20 30 1 99.10 99.20 99.10
27 99.10 99.10 99.10 30 2 98.80 98.70 98.80
28 98.80 99.00 98.90 30 3 99.20 99.20 99.20
29 98.80 99.00 99.00 30 4 99.20 99.20 99.20
30 98.90 99.00 99.10 30 5 99.10 99.00 99.10

Tabla F.3.33: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 99% para ` = 0.5, σ2

1 = 1 y σ2
2 = 2.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 96.20 99.10 99.20 5 1 98.30 98.70 98.60
2 96.50 98.90 98.80 5 2 99.10 99.10 99.20
3 98.20 99.00 99.00 5 3 99.40 99.40 99.40
4 97.80 98.90 99.00 5 4 98.40 98.50 98.40
5 97.40 99.30 99.10 5 5 99.00 99.00 99.20
6 98.30 99.00 99.00 10 1 98.80 98.80 98.90
7 98.20 98.90 98.70 10 2 98.60 98.50 98.60
8 98.40 99.30 99.20 10 3 99.00 99.20 99.10
9 98.70 99.00 99.10 10 4 98.70 98.70 98.70

10 98.10 98.70 98.80 10 5 98.60 98.70 98.70
11 98.40 98.90 98.90 15 1 98.60 98.50 98.60
12 98.20 98.80 98.70 15 2 99.00 99.10 99.00
13 98.70 99.20 99.30 15 3 98.80 98.70 98.80
14 98.30 98.60 98.70 15 4 99.00 99.10 99.00
15 98.10 98.70 98.50 15 5 98.70 98.70 98.70
16 99.10 99.50 99.50 20 1 99.00 99.10 99.10
17 98.90 99.20 99.20 20 2 99.00 99.20 99.30
18 99.30 99.60 99.60 20 3 98.60 98.70 99.00
19 98.90 99.20 99.30 20 4 98.90 99.00 99.00
20 98.50 99.30 98.90 20 5 98.80 99.00 98.80
21 99.10 99.10 99.20 25 1 98.80 98.80 98.90
22 98.60 98.80 98.80 25 2 99.20 99.20 99.30
23 99.10 99.50 99.40 25 3 99.10 99.00 99.10
24 99.40 99.50 99.40 25 4 99.10 99.40 99.10
25 98.30 99.00 98.80 25 5 98.80 98.90 98.90
26 99.00 99.20 99.20 30 1 98.90 99.00 99.10
27 99.00 99.10 99.10 30 2 98.40 98.60 98.40
28 98.60 99.00 98.90 30 3 99.20 99.20 99.30
29 98.70 99.10 99.00 30 4 99.10 99.10 99.10
30 98.80 99.00 99.00 30 5 98.90 98.90 99.00

Tabla F.3.34: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 99 % para ` = 0.5, σ2

1 = 2 y σ2
2 = 0.5.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 95.40 99.10 99.20 5 1 98.20 98.50 98.20
2 96.00 98.70 98.80 5 2 99.10 99.00 99.10
3 97.90 99.00 99.00 5 3 99.30 99.40 99.30
4 97.50 99.00 99.00 5 4 98.30 98.40 98.30
5 97.30 99.20 99.10 5 5 99.10 99.00 99.10
6 98.20 99.00 99.00 10 1 98.80 98.80 98.80
7 98.00 98.90 98.70 10 2 98.70 98.70 98.80
8 98.10 99.30 99.20 10 3 99.30 99.30 99.30
9 98.30 99.00 99.10 10 4 98.70 98.90 98.80

10 98.00 98.80 98.80 10 5 98.90 98.80 98.90
11 98.40 98.80 98.90 15 1 98.60 98.70 98.60
12 98.00 98.80 98.70 15 2 98.90 99.00 98.90
13 98.60 99.40 99.30 15 3 98.70 98.70 98.70
14 98.30 98.70 98.70 15 4 99.10 99.20 99.20
15 98.10 98.70 98.50 15 5 98.70 98.60 98.70
16 98.90 99.50 99.50 20 1 99.00 99.00 99.00
17 98.50 99.20 99.10 20 2 99.30 99.30 99.40
18 99.20 99.60 99.60 20 3 99.00 99.00 99.10
19 98.90 99.20 99.30 20 4 98.80 98.80 99.10
20 98.20 99.30 99.00 20 5 98.90 98.80 98.90
21 99.10 99.10 99.20 25 1 98.80 98.60 98.80
22 98.50 98.80 98.80 25 2 98.90 99.10 98.90
23 99.00 99.50 99.50 25 3 99.00 98.90 99.00
24 99.40 99.50 99.40 25 4 99.10 99.20 99.10
25 98.10 99.00 99.00 25 5 98.80 98.80 98.80
26 99.00 99.20 99.20 30 1 99.10 99.20 99.10
27 99.00 99.10 99.10 30 2 98.60 98.70 98.70
28 98.40 99.00 99.00 30 3 99.20 99.20 99.20
29 98.50 99.10 99.00 30 4 99.10 99.10 99.10
30 98.80 99.00 99.00 30 5 99.00 99.00 99.10

Tabla F.3.35: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 99% para ` = 0.5, σ2

1 = 2 y σ2
2 = 1.
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d Cd C∗1
d C∗2

d d i Cdi C∗1
di C∗2

di

1 95.50 99.00 99.20 5 1 98.30 98.40 98.30
2 95.90 98.70 98.80 5 2 99.20 99.00 99.20
3 97.80 99.00 99.00 5 3 99.30 99.10 99.30
4 97.40 99.00 99.00 5 4 98.40 98.40 98.40
5 97.30 99.20 99.10 5 5 99.10 99.10 99.10
6 98.20 99.00 99.00 10 1 98.60 98.90 98.60
7 97.80 98.90 98.70 10 2 99.10 99.10 99.10
8 97.80 99.40 99.20 10 3 99.30 99.20 99.30
9 98.10 99.10 99.10 10 4 98.90 98.90 98.90

10 98.00 98.80 98.70 10 5 99.10 99.00 99.10
11 98.20 98.80 98.90 15 1 98.70 98.60 98.70
12 97.90 98.80 98.60 15 2 99.00 99.10 99.00
13 98.50 99.40 99.30 15 3 98.60 98.70 98.60
14 98.20 98.70 98.70 15 4 99.10 99.10 99.10
15 97.90 98.70 98.50 15 5 98.70 98.80 98.70
16 98.80 99.40 99.50 20 1 99.00 99.00 99.00
17 98.40 99.30 99.20 20 2 99.30 99.30 99.30
18 99.00 99.60 99.60 20 3 99.00 99.10 99.00
19 98.70 99.20 99.30 20 4 98.90 98.80 98.90
20 98.10 99.30 99.10 20 5 98.80 98.40 98.80
21 99.10 99.20 99.20 25 1 98.60 98.50 98.60
22 98.40 98.80 98.70 25 2 99.00 99.10 99.00
23 98.80 99.50 99.50 25 3 99.10 99.00 99.10
24 99.40 99.40 99.40 25 4 99.10 99.20 99.20
25 98.10 99.00 99.10 25 5 98.80 98.80 98.90
26 99.00 99.20 99.20 30 1 99.20 99.20 99.20
27 99.00 99.10 99.10 30 2 98.80 98.70 98.80
28 98.40 99.10 99.00 30 3 99.20 99.20 99.40
29 98.50 99.10 99.10 30 4 99.20 99.20 99.20
30 98.80 99.00 99.00 30 5 99.10 99.10 99.10

Tabla F.3.36: Probabilidades de cobertura en % para intervalos de confianza
al 99 % para ` = 0.5, σ2

1 = 2 y σ2
2 = 2.
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D.3.4. Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 1 y σ2

2 = 0.5 (valores multipli-
cados por 103) caso REML . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245
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D.4.1. Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0 σ2
1 = 0.5 y σ2

2 = 0.5 (valores multi-
plicados por 103) caso ML . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260
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D.4.13. Error cuadrático medio y Sesgo para ` = 0.5 σ2
1 = 1 y σ2

2 = 0.5 (valores
multiplicados por 103) caso ML . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272
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