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Resumen

Los problemas relacionados con los rankings y la agregacion de los mismos han sido
muy estudiados en la literatura y siguen siéndolo en la actualidad, ya que en muy
diversas situaciones de la vida real continuamente se necesita saber qué posicién ocupa un
determinado dato. Problemas como el Linear Ordering Problem o el Rank Aggregation

Problem siguen estudiandose en todas sus variantes.

Esta memoria se centra en el estudio de nuevos problemas de agregacion de rankings
no contemplados en la literatura. Podemos separarlos en tres grupos diferenciados, cada
uno con dos nuevos problemas. El primer grupo lo constituye una variante del Linear
Ordering Problem en el caso de disponer de rankings ciclicos, y del conocido Traveling
Salesman Problem en caso de existir la posibilidad de permutacién de nodos. El segundo
grupo contempla la posibilidad de que el conjunto de elementos iniciales esté separado en
clisteres y solo tengamos que obtener un ranking parcial, eligiendo un elemento de cada
cluster. Por ultimo, se presentan dos problemas que contemplan la posibilidad de disponer
de elementos separados en clusteres y se quiere obtener un ranking parcial ciclico que

cumpla determinadas premisas.

III



v

Para los nuevos problemas que se han introducido, se proponen técnicas de resolucién
de distintos tipos: exactas y heuristicas. Las técnicas exactas, basadas en modelos de
programacion lineal, no son aplicables en instancias de determinado tamafio, debido a que
son problemas de optimizacion combinatoria NP-duros. Por ello también se han disefiado
técnicas metaheuristicas que, haciendo uso de operados que incorporan conocimiento
especifico del problema, consiguen soluciones de calidad en un tiempo de computacién

aceptable.




Summary

Problems related to rank aggregation are common in the current combinatorial Optimi-
zation literature. Extensions of the two classical problems Linear ordering problem and

Rank Aggregation Problem are continuously introduced and analysed.

This dissertation focuses on three new families of rank aggregation problems. Firstly,
we consider the situation in which the multiple ranked lists which must be aggregated
are cyclic: we introduce and model the problem. Concurrently, we introduce a related
variant of the Travelling Salesman Problem. Secondly, we consider the situation in which
the set of initial elements is grouped in clusters. In this case, we propose two different
approaches for aggregating the ranked lists depending on the number of represents of the
clusters that are required in the aggregated list. Finally, all the previous considerations are
taken together and we introduce the problem of aggregating ranks of clustered elements
in cyclic sequences. A comprehensive computational analysis illustrates the performance

of the models.
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Introduccion

Vivimos en una sociedad en la que continuamente se nos plantea la situacién de tener
que organizar y ordenar multitud de datos. Asi, si tenemos ordenados determinados
datos podemos ver la posicion que ocupa cualquier dato que sea de nuestro interés. Se
ordenan las clasificaciones de equipos deportivos, las popularidades de los politicos y
las tareas a realizar en un taller o cualquier otro tipo de informacién. Si tenemos que
ordenar determinados datos, teniendo en cuenta diversas consideraciones, el problema de
ordenar consiste en decidir la mejor ordenacion teniendo en cuenta esos criterios. Por
ejemplo, ordenar a determinados lideres politicos seglin la opinién de la poblacién o su
popularidad, ademads de otros factores. El orden permite listar los datos de mejor a peor

aunque dependiendo del contexto ser mejor puede tener distinto significado.

En la literatura a la ordenacién se le denomina ranking, completo o parcial dependiendo
de si ordenamos todo el conjunto de elementos o solo algunos de ellos. Al resultado de la

puesta en comun de los distintos rankings se le llama agregacion de rankings.

Esta memoria consta de 5 capitulos que abordan distintos problemas relacionados con los
rankings y la agregacion de los mismos. Ademas de hacer un pequefio recorrido por la
literatura se proponen y desarrollan cuatro nuevos problemas relacionados con rankings

que no se han considerado hasta ahora.

En el Capitulo [I] se describen detalladamente conceptos necesarios para el desarrollo
de cada uno de los capitulos siguientes. Se comienza con los conceptos bdsicos

de optimizaciéon combinatoria, necesarios para ubicarnos en el tipo de problemas



que queremos resolver. Se hace un repaso de los distintos modelos de optimizacién
combinatoria, la complejidad algoritmica y los métodos mas relevantes y necesarios
para el desarrollo de la memoria. Nos centramos en como se resuelven los problemas
de optimizacion combinatoria, tanto de forma exacta como aproximada. Se repasa
el Traveling Salesman Problem, uno de los problemas cldsicos combinatorios mds
estudiados, y que es comparado con uno de los problemas de esta memoria. En la segunda
parte del capitulo se introducen conceptos expecificos sobre rankings y agregacion de
rankings. Se define el concepto de permutacién, con la que se trabaja durante toda
la memoria, y términos més especificos relacionados con las permutaciones, como los

conceptos de distancia Kendall Tau y tridngulo de Mahonian.

El Capitulo [2] se centra en los problemas de la literatura sobre los que nos basamos en
esta memoria, los problemas de rankings. Se hace un repaso de los problemas cldsicos
de ordenamiento lineal y de los basados en el viajante de comercio. En la Secciones
2.1y 2.2) se introducen los problemas conocidos como Linear Ordering Problem 'y Rank
Aggregation Problem. Estos problemas calculan, generalmente, ordenamientos totales. En
la Seccion se define un problema particular de los anteriores, conocido como Bucket
Ordering Problem, problema que calcula un ordenamiento parcial, muy utilizado en la
literatura para el caso de ordenamiento con empates. En la dltima seccion de este capitulo
se presenta un problema relativamente nuevo que se denomina 7Target Visitation Problem,
que es necesario para entender algunas de las aplicaciones de los nuevos problemas
desarrollados en esta memoria. Este es una combinacién de dos problemas muy conocidos

en la literatura: Linear Ordering Problem y Traveling Salesman Problem.

En el Capitulo[3|se presenta y formula un nuevo problema de agregacion de rankings para
el caso en que los rankings son ciclicos. También se formula un nuevo problema, basado
en el viajante de comercio asimétrico, en el que se tiene en consideracion la posibilidad
de permutacion entre nodos de la ruta. Se realiza un estudio computacional en el que se
verifica que utilizar el Problema del Viajante de Comercio no es lo adecuado en estos
casos. Con este capitulo se introducen, por tanto, dos nuevas aplicaciones del Linear

Ordering Problem basadas en la agregacion de preferencias.

En el Capitulo 4| se presentan y formulan otros dos nuevos problemas de agregacion de



rankings. Estos nuevos problemas parten de la premisa de que los elementos pertenecen
a distintos subgrupos homogéneos. Se quiere encontrar un ranking en el que solo
aparezca un elemento de cada subconjunto. El ranking obtenido tiene en cuenta el mejor
representante de cada uno de ellos con respecto a los demds subgrupos. En las ltimas
secciones de este capitulo se describe el algoritmo metaheuristico creado para resolver
este problema. El estudio computacional efectuado, comparando la solucion exacta con
la solucién de la metaheuristica, muestra que el algoritmo metaheuristico proporciona

excelentes resultados.

En el Capitulo |5] se desarrolla un nuevo modelo de agregacion de rankings que tiene en
cuenta las dos principales caracteristicas de los dos capitulos anteriores. Por un lado se
tiene en cuenta el Capitulo 3 en que se parte de rankings ciclicos, y por otro el Capitulo
en el que los elementos pertenecen a distintos subgrupos homogéneos. Se presenta y se
formula, por tanto, un nuevo problema de agregacion de rankings ciclicos partiendo de la

premisa de que los elementos pertenecen a distintos subgrupos homogéneos.
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CAPITULO 1

Preliminares

En este capitulo se describen conceptos bésicos que se utilizan en capitulos posteriores.
En la primera seccién de este capitulo se repasan los conceptos basicos de la optimizacion
combinatoria. Se hace un recorrido muy general por los tipos de modelos y las distintas
formas de resolucion, prestando especial atencion a los algoritmos metaheuristicos
cuando se resuelve de forma aproximada. Se repasa el Traveling Salesman Problem,
un problema muy estudiado en la literatura, y que es utilizado en esta memoria. En la
segunda seccion se explican conceptos mds especificos de los problemas de rankings, con
los que se trabaja en esta memoria: Se introduce la definicién y notacién de la distancia
Kendall Tau, asi como el Tridngulo de Mahonian, necesarios para entender los problemas

de agregacion de rankings.

1.1. Conceptos basicos de optimizacion combinatoria

La optimizacion combinatoria estudia el modelado y solucién de problemas tales que
la region factible es un conjunto discreto, usualmente muy grande. La optimizacién

combinatoria tiene numerosas aplicaciones a problemas que se presentan en la industria

5
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relativos a logistica, ciencias, ingenierias y a administracion de organizaciones.

En la optimizacion combinatoria confluyen la matematica discreta, la teoria de algoritmos
y la programacion lineal y lineal-entera. Un problema de programacion lineal consiste
en optimizar una funcion lineal cuyas variables estdn sujetas a restricciones también
lineales. Si ademads se exige que las variables tomen valores enteros, entonces se tiene un
problema de programacion lineal-entera. La optimizacion combinatoria y la programacion
lineal-entera estdn muy ligadas dado que la mayoria de los problemas de optimizacién

combinatoria se pueden resolver como un problema de programacion lineal-entera.

1.1.1. Conceptos basicos de teoria de grafos

La teoria de grafos (ver Norman et al. | [1976]]) es una rama de las matematicas e
informadtica que estudia propiedades de los grafos. La teoria de grafos se remonta al
problema de los puentes de Konigsberg, que consistia en encontrar un camino que
recorriera los siete puentes que habia sobre el rio que pasaba por la ciudad y fue
resuelto por Euler (ver Alexanderson | [2006]). La teoria de grafos se ha utilizado para
infinidad de problemas dentro del campo de la ingenieria, matemaéticas, ciencias sociales o
informatica, ya que los grafos son adecuados para representar relaciones binarias definidas
en conjuntos finitos de objetos. Un grafo es un conjunto de elementos llamados vértices o
nodos unidos por enlaces llamados aristas o arcos (dependiendo de si no estdn dirigidos o
si), que permiten representar relaciones binarias entre elementos de un conjunto. Un grafo
se representa graficamente como un conjunto de puntos (nodos) unidos por lineas (aristas
o arcos). Muchos problemas pueden representarse y resolverse con técnicas de grafos (ver
Berge |[1967]], Harary | [1971]], Lohmann ez al. | [2010]], Pavlopoulos et al. |[2011]], Hinz
[2012], Rocca |[2014]).

Un grafo se representa como G = (V,A), donde V es el conjunto de nodos y A es el
conjunto de aristas (arcos) que relacionan los nodos. Dos aristas (arcos) son adyacentes si
tienen un nodo en comun, y dos nodos son adyacentes si hay una arista (arco) que los une.

Se definen a continuacién algunos tipos de grafos que son nombrados en la memoria.

Un grafo es dirigido si (x,y), con x,y € V, es un par ordenado que representa un sentido
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de la arista, en adelante arco, en este caso desde el nodo x al nodo y. Se dice que x es
incidente en y si un arco une el nodo x con el nodo y. Se dice que un grafo es conexo
si, para cualquier par de nodos en G, existe al menos un camino (una sucesién de nodos
adyacentes que no repita nodos) entre ambos. Un grafo es completo si cada par de nodos
estdn unidos por un arco, es decir, contiene todos los posibles arcos. Un grafo es aciclico
si no contiene ciclos, es decir, para cada nodo no hay un camino que empiece y termine
en él. Un grafo es hamiltoniano si existe un camino que recorra cada vértice una y solo
una vez. Por ello, si un grafo no es conexo, no puede ser hamiltoniano. Un grafo conexo

sin ciclos se llama arbol.

Por ultimo, se denomina torneo, en inglés tournament, a un grafo dirigido completo.
Cualquier torneo con un numero finito de nodos contiene un camino hamiltoniano. El
nombre de torneo se origind de la interpretacion de un grafo como resultado de un sistema
de todos contra todos en el cual cada jugador juega exactamente con cada uno de los
demads una unica vez, y en el cual no existen tablas. En el torneo los vértices son los
jugadores y los arcos entre cada par de jugadores tienen orientacion de ganador a perdedor.
Es muy utilizado en el estudio de la teoria del voto y la teoria de la eleccion social, que

combina elementos de la economia del bienestar y la teoria del voto.

1.1.2. Modelos de optimizacion combinatoria

El concepto de programacion lineal se atribuye, entre otros, a |Kantorovich | [1939]
por su trabajo durante la segunda guerra mundial. Kantorovich, en particular, utiliz6 la
programacion lineal para la optimizacién de recursos en la planificacion y mas tarde
prosigui6 su estudio con el problema del transporte. La programacion lineal se formalizé
y recibié un impulso gracias a los avances aportados por George Dantzig y John von
Newmann, quienes son considerados los fundadores de la programacion lineal, (ver
Dantzig | [1951]], Dantzig et al. | [1954], Neumann | [1954]], Dantzig | [1963| |1987]). A
partir de este momento gran cantidad de cientificos han contribuido al crecimiento de
la programacion lineal, tanto de forma tedrica como experimental (ver Kemeny | [1959],
Glover | [[1977], ILawler et al. | [[1983]], |Grotschel and Lovasz | [1993]], Reinelt | [1994]],
Gutin and Punnen | [[2002], Cook | [2011]], Boussaid et al. |[2013]]).




Nuevos problemas de agregacion de rankings: modelos y algoritmos

Algunos problemas de programacion lineal muy conocidos son los de transporte,
transbordo y asignacion. Uno de los primeros problemas que se formul6 fue el problema
del transporte que consiste, basicamente, en llevar determinadas unidades de un producto
desde determinados origenes a determinados destinos con un coste minimo. En algunas
aplicaciones del problema de transporte los origenes y destinos pueden ser puntos de
transbordo, de manera que las unidades de producto se pueden enviar a través de origenes
y destinos intermedios hasta su destino final. Este planteamiento mdas general que el
anterior es el problema de transbordo. Por ultimo, el problema de asignacion, trata de
asignar un numero de origenes (individuo, tareas, etc) a un mismo numero de destinos
(tareas, maquinas, etc) de manera que se optimice alguna medida de eficacia como el
tiempo o el coste. Un modelo de programacién lineal presenta habitualmente la forma
z =min{cx : Ax > b,x > 0} donde x es el vector columna que representa las variables
y ¢ € R" el vector fila de dimensién n que representa la aportacion de x a la funcién
objetivo. El producto vectorial cx forma la funcion objetivo que debe ser minimizada.
Respecto a las restricciones de desigualdad, estas vienen definidas por la matriz A € R"™*"
y por el vector columna b € R™. El conjunto de puntos que cumplen las restricciones es
conocido como region factible. Si el problema viene presentado como maximizacion,
mediante determinadas transformaciones puede convertirse en uno de minimizacion, asi
como cualquier restriccion de signo distinto al mayor o igual puede ser transformada en

una restriccion con este tipo de signo.

Algunos de los métodos mas utilizados para resolver problemas de programacion lineal,
en el que todas las variables son continuas, son los denominados algoritmos de pivote:
en particular el algoritmo simplex \Dantzig | [1951]] y los algoritmos de punto interior (ver

Chvatal | [[1983]], [Karmarkar | [[1984]).

Si todas o algunas de las variables toman valores enteros tenemos el problema de
programacion lineal entera, que presenta la forma z = min{cx : Ax > b,x > 0,x € 7"},
y el problema de programacion lineal entera-mixta que combina variables enteras con
variables continuas (Land and Doig | [1960], Little et al. | [1963]]). Dos problemas
muy conocidos de programacion binaria son el problema del viajante o el problema de

empaquetado. En la Seccidn [1.1.4] se enumeran algunos de los métodos mds utilizados
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para la resolucion de los problemas de programacion que involucran variables enteras.

La optimizacién es el proceso de buisqueda del mejor valor de una funcién objetivo.
La combinatoria es la rama de la matemdtica que trata regiones factibles discretas.
Uniendo ambas definiciones, se tiene la definicién formal de optimizacion combinatoria
en |[baraki | [1988]], también llamada optimizacion discreta. Ibaraki define un problema
de optimizacion como min(max){f(x) : x € S}, donde X es el espacio de soluciones y
S C X laregion factible del espacio X. Un problema de optimizacidn es de optimizacion
combinatoria si X y S son conjuntos de un nimero finito de elementos o de infinitos
elementos numerables. Asi, el 6ptimo se puede alcanzar mediante la enumeracioén de
todas las soluciones, aunque esto no sea siempre posible, ya que puede existir un nimero
extremadamente grande de soluciones factibles. Los problemas de rutas, junto con los
problemas de secuenciacion, son dos aplicaciones clasicas de optimizacién combinatoria.
En la actualidad estos problemas se encuentran en todas las dreas: rutas, informadtica,
ingenieria, clasificaciéon de determinados elementos, asignacién de tareas, finanzas, etc.
Todos estos problemas albergan la dificultad de su resolucidn, aunque su planteamiento
no sea demasiado complicado. En |Grotschel and Lovasz |[1993] se enumeran los campos
donde se utiliza la optimizaciéon combinatoria. Uno de los problemas combinatorios
mds estudiados se detalla en la Seccién [I.1.5] el problema del viajante de comercio.
Mediante el estudio de la complejidad algoritmica, que se explica a continuacion, es

posible comprender la importancia de la optimizacién combinatoria.

1.1.3. Complejidad algoritmica

Un programa es un conjunto de instrucciones disefiadas para ser procesadas por una
maquina capaz de realizar ciertas operaciones elementales de modo automadtico. Se
Ilama algoritmo a un programa que conduce a la solucidén de un problema partiendo de
unos datos de entrada. Una vez disefiado el algoritmo es necesario definir determinados
criterios para medir su rendimiento. Estos criterios se centran, principalmente, en la
simplicidad del algoritmo y la eficiencia. El tiempo de ejecucion de un algoritmo depende
de diversos factores como los datos de entrada, el compilador y la complejidad del

algoritmo. Existen problemas de optimizacién combinatoria que pueden ser resueltos
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en un tiempo polindmico (aplicando métodos y teoria de la programacion lineal) pero
también existen problemas de dificil resolucion, que no es posible resolver en un tiempo
polinémico (utilizando métodos y teoria de programacion lineal-entera). La unidad de
tiempo a la que deben hacer referencia las medidas de rendimiento es T'(n), que es el

numero de instrucciones ejecutadas de un algoritmo para una entrada de tamafo n.

Se denomina complejidad de un algoritmo al maximo nimero de pasos que precisa el
algoritmo para resolver una instancia de un problema de tamafio n y lo representaremos
por la funcién f(n). Dado que evaluar f(n) es dificil, se suele simplificar su célculo
empleando otra funcion g(n). Se dice que f es del orden de g (f € O(g)) si existen
constantes A € RT y nyp € N tal que f(n) < Ag(n) para n > ng. Esto significa que f
no crece mas deprisa que g. De esta forma se acota superiormente el comportamiento
asintdtico de la funcién f (Brassard and Bratley | [1997]). Asi, dado un algoritmo, su
orden de complejidad es O(f) si su tiempo de ejecucion para el peor caso es de orden
f. Ejemplos de dicha funcién simplificada g(n) son n?, 2" o log(n), por citar algunos.
No obstante, dicha simplificacion sigue cumpliendo la finalidad de comparacion de la

complejidad de dos algoritmos dados.

Un problema es de complejidad polinomial cuando existe un algoritmo de resolucion
tal que cualquier instancia de tamafio n presenta complejidad O(n*) para algiin k € N.
La familia de los problemas de complejidad polinomial se conoce como clase P y los

problemas pertenecientes a la misma son considerados de fécil resolucion.

Otra familia de problemas la constituye la familia de problemas de complejidad
polinomial no determinista, Nondeterministic Polynomial time (NP). Dicha clase la
forman todos aquellos problemas de decision cuyas soluciones pueden ser verificadas en
tiempo polindmico a partir de los datos de entrada. Es evidente que P C NP. El problema
viene al afirmar que NP C P, afirmacioén que no ha podido ser probada a dia de hoy. De
entre todos los problemas NP, los NP-completos son una clase especial. Un problema NP
serd NP-completo si cualquier problema NP se puede reducir a ese problema NP concreto.
Los problemas NP-completos son los mas dificiles de resolver dentro de los problemas
NP (ver |Savitch |[1970], |Cook | [[1971]], Karp | [1972], Cook | [1979], |Garey and Johnson

[1979]). También podemos encontrarnos con problemas del tipo NP-duro. Un problemas;
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de tipo NP-duro es al menos tan complejo como un problema NP, pero no necesariamente
es un problemas NP. La interseccion de los problemas NP y NP-duro seria la clase de
problemas NP-completos. Los problemas que se presentan en los Capitulos 3]y { de esta

memoria son NP-duros.

1.1.4. Métodos de optimizacion combinatoria

En las ultimas décadas, el uso de modelos de programacion lineal-entera para resolver
problemas de optimizacion combinatoria se ha incrementado considerablemente. Cuando
tratamos con problemas de optimizacién combinatoria podemos encontrarnos con dos
situaciones: que el coste de ejecucion del problema exacto sea razonable, en cuyo caso
se usaradn técnicas exactas para resolverlos o que el coste de ejecucion de los algoritmos
exactos aumente de forma exponencial, en cuyo caso se afronta el problema buscando
una solucién subdptima, pero en tiempo razonable. En algunos casos la busqueda de
soluciones subdptimas permitird encontrar la solucién 6ptima. La biisqueda de soluciones

subdptimas se divide en dos grandes grupos: técnicas heuristicas y metaheuristicas.

Existen técnicas de preproceso que contribuyen a recopilar cierta informacion util
sobre el problema de optimizacion que tenemos que resolver. El preproceso suele
constituir una fase previa a la resolucién del problema, siendo el principal objetivo el
simplificar la instancia dada para posteriormente, al aplicar las técnicas de resolucion mas
apropiadas, obtener la solucion Optima en menos tiempo y empleando menor consumo de
recursos computacionales. Determinadas técnicas de preproceso son utilizadas también
usualmente por el software de optimizacion para comprobar si la region factible es no
vacia. Algunas de las técnicas bésicas de preproceso relacionadas con las variables del
problema son supresion de variables redundantes y la obtencién de distintas cotas. Las
cotas pueden ser para el valor 6ptimo de la funcidon objetivo, para distintas variables
y para los términos independientes de las restricciones. Las cotas para la funcion
objetivo permiten reducir la diferencia entre el valor objetivo de la relajacion lineal del
problema y el valor 6ptimo del problema original, conocido como gap de la programacion
lineal o LP gap. Por otro lado, con el preproceso se reduce el tamafio de la regién

factible, precisandose entonces menor nimero de iteraciones al aplicar los algoritmos
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de resolucion. También podemos simplificar la instancia dada inicialmente mediante
la conversion de determinadas variables en constantes. Consiste en identificar aquellas
variables cuyo valor puede fijarse a uno de sus posibles valores debido a que para
otro valor la solucién no es 6ptima o factible. Otras técnicas de preproceso son la
identificacion y supresion de restricciones redundantes, que podrian ser duplicadas, o
restricciones dominadas por otras restricciones. Una restriccion redundante no influye
en la solucién del problema pero si dificulta la resolucién y aumenta el tamaio del
problema. Identificando y eliminando estas restricciones puede reducirse la memoria
computacional necesaria, tanto para almacenar como para resolver la instancia, mejorando
también la estabilidad numérica necesaria para el correcto funcionamiento del software
de optimizacién. Por tltimo, el preproceso implica la deduccién de relaciones entre las

variables.

Si bien exiten métodos generales de preproceso, muchos de ellos implementados en
los principales softwares de optimizacion, en las instancias de grandes dimensiones
proporciona significativas mejoras el disefar un preproceso que contemple la 16gica

subyacente en cada problema especifico.

Métodos exactos

Los métodos exactos de resolucion de un problema de programacion lineal entera o
entera-mixta garantizan la bisqueda de una solucién 6ptima de entre todas los puntos
factibles. Se destacan, entre otros, el método de ramificacién y acotacion, el método de

planos de corte y los métodos de descomposicion.

El método de ramificacion y acotacion, en inglés Branch-and-Bound, consta basicamente
de dos pasos. Un primer paso es la ramificacion que consiste en dividir cada problema en
dos nuevos subproblemas, obtenidos mediante la imposicion de restricciones excluyentes
que dividen la region factible en dos partesLa ramificacion se realiza siempre a partir del
problema que tiene el mejor valor de la funcion objetivo, asi se pretende no analizar todas
las soluciones enteras. Se suele representar como un esquema en forma de arbol. La raiz o

nodo inicial lo forma la solucién al modelo al que se relaja el caricter entero de todas las
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variables, y a partir de ahi se van resolviendo sucesivos problemas afiadiendo restricciones
de forma logica que fuerzan a las variables a tomar valores enteros. Segtn se anaden estas
restricciones se van conformando las distintas ramas del arbol de soluciones. Cuando el
algoritmo detecta que continuar explorando una rama determinada del arbol no aporta
mejoras, la poda y no prosigue con el desarrollo de la misma. Tanto para el proceso de
poda como para el proceso de ramificacion se pueden emplear distintas estrategias (ver

Land and Doig | [[1960], Little ez al. |[1963]],|Clausen |[[1999]).

Los métodos de planos de corte resuelven problemas lineales no enteros y comprueban si
la solucién encontrada es una solucién entera. Un plano de corte es una restriccion que
reduce la region factible de la relajacion lineal, sin eliminar ninguna de sus soluciones
factibles. El proceso se repite hasta que se encuentra la solucién entera éptima. Este
método describe la envoltura convexa de la region factible del problema entero (ver
Gomory |[1958])). El software de optimizacidon suele utilizar de forma eficaz estos métodos
de manera conjunta con los métodos de ramificacién y acotacion, a través de los que se
han dado en llamar algoritmos de ramificacion y corte, Branch-and-Cut (ver Padberg and

Rinaldi | [1991], Mitchell | [2002]).

Por dltimo, los métodos de descomposicion permiten la resolucion de problemas de gran
tamafo que presentan una estructura especial mediante la solucién iterativa de otros
problemas de menor tamaiio. La mayoria de los métodos de descomposicion existentes se
pueden clasificar en los llamados métodos de generacion de columnas 'y en los llamados
métodos de generacion de filas. Los métodos de generacion de columnas se fundamentan
en que muchas de las variables en el problema original (problema maestro) toman un
valor nulo en la solucién 6ptima, con lo cudl, tan solo un subconjunto reducido de las
variables necesitaria ser tenido en cuenta para la resolucion del problema. Partiendo de
esta idea, los métodos de generacién de columnas tratan de crear un problema de menor
complejidad que contenga solo aquellas variables que potencialmente pueden mejorar la
funcién objetivo. Este problema constituye el problema maestro restringido inicial, que
debe ser factible. El problema maestro y el maestro restringido varian dinimicamente
durante el transcurso de distintas iteraciones hasta alcanzar el valor 6ptimo. Uno de los

métodos de descomposicion de columnas mds conocidos lo constituye la descomposicion
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de Dantzig-Wolfe (Dantzig et al. | [1960]). Este método puede ser aplicado a todos
los problemas de programacién lineal en los que el conjunto de restricciones pueda
ser descompuesto en (p + 1) subconjuntos, de manera que p subconjuntos de ellos
formen sistemas independientes. Asi pasamos del problema inicial a p 4+ 1 problemas:
p problemas independientes y un problema de interdependencia. Este procedimiento
es muy eficaz cuando los p problemas independientes son sencillos, que es el caso de
los problemas de transporte. Los métodos de descomposicidén por generacion de filas
también tratan de reducir el problema original. Estin pensados, originalmente, para
problemas de programacion entera-mixta aunque también se pueden aplicar a problemas
de programacion lineal. En este caso el problema original se transforma en dos: un
problema maestro, que contiene las variables enteras, y un subproblema que contiene
las variables continuas. Uno de los métodos mads utilizados lo constituye el método de
descomposicion de Benders (Benders | [1962]). Sea un problema de optimizacion lineal
entera-mixta con la siguiente estructura: z = min{cx+dy: Ax+Dy > b,x > 0,y > 0,x €
7"} donde x es un vector de n; variables enteras e y un vector de n, variables continuas,
¢ € R™ un vector fila de dimension n; y d € R™ un vector fila de dimension n,. Respecto a
las restricciones de desigualdad, éstas vienen definidas mediante las matrices A € R"*"1
D € R"™™ y por el vector columna b € R™. Como puede observarse, el caracter entero
de las variables x es el que complica el problema. Un modelo con esta estructura puede
entonces ser resuelto mediante el método de descomposicion de Benders, al descomponer
y resolver alternativamente dos etapas consistentes en dos modelos lineales continuos:
el subproblema maestro formado a partir del conjunto de variables x junto con ciertas
condiciones, y el subproblema secundario resultante de una transformacién del problema
inicial fijando las variables x a unos determinados valores. Dado que el método de
descomposicion de Benders afiade nuevas restricciones en cada avance hacia la solucion

Optima, es clasificado entre los métodos de generacion de filas.

Métodos heuristicos

Para la mayoria de los problemas de optimizacion combinatoria no existe un algoritmo

exacto con complejidad polinémica que encuentre la solucién Optima. Los métodos
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heuristicos proporcionan buenas soluciones en un tiempo de computacidon razonable,
si bien no se tiene garantia de ninguna de ambas bondades. Los métodos heuristicos
fueron introducidos por Pélya (ver Polya |[[1945,|1954]]). Los algoritmos heuristicos son
utilizados también como parte del preproceso de otras técnicas exactas, sirviendo para
encontrar en poco tiempo una buena solucidn factible o una cota. Existen diversidad de
métodos heuristicos, desde procedimientos que van construyendo la solucion al problema
de forma iterativa, a métodos de buisqueda que parten de una determinada solucién y a
partir de ella la intentan mejorar. En el caso de heuristicas constructivas, que partiendo de
una semilla construyen una solucion factible mediante diferentes estrategias, podemos
encontrarnos con algoritmos de estrategia voraz, que en cada paso, intentan mejorar
las solucién lo maximo posible (ver Brassard and Bratley | [1997]). Los algoritmos de
descomposiciéon van dividiendo el problema en subproblemas mdas pequefios de forma
recursiva, simplificando el problema original, para extrapolar la solucién al problema
original o identificar caracteristicas que contienen las soluciones buenas conocidas y
asumen tendrd la solucién 6ptima, con lo que se reduce el espacio de busqueda (ver
Michalewicz and Fogel | [2004]). En cuanto a las heuristicas de busqueda, éstas examinan
la vecindad (soluciones que son generadas a partir de la solucion factible existente) de
manera que se va mejorando progresivamente la solucion inicial. En estos casos el estudio
de la vecindad se puede hacer seleccionando aleatoriamente soluciones a partir de la
original o utilizando diversas estrategias de generacion de vecinos (ver Cohen | [1994],
Russell and Norvig |[2004]). Uno de los principales problemas que pueden presentarse en
las técnicas heuristicas es el quedar atrapados, durante el proceso de biisqueda, en 6ptimos
locales, pues no suelen implementar mecanismos para escapar de ellos. Por el contrario,
las técnicas metaheuristicas incorporan diversos tipos de estrategias para solucionar este
problema lo que las convierte en técnicas mds adecuadas para resolver problemas de

optimizacidén combinatoria.

Los algoritmos metaheuristicos consisten en procedimientos iterativos que guian una
heuristica subordinada combinando de forma inteligente distintos mecanismos para ex-
plorar y explotar adecuadamente el espacio de busqueda. Cualquier técnica metaheuristi-

ca debe establecer un balance adecuado entre intensificacién y diversificacion, dos ca-
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racteristicas contradictorias del proceso. La intensificacion es la cantidad de esfuerzo
empleado en la buisqueda local, es decir explotacion del espacio, y la diversificacion la
cantidad de esfuerzo empleado en la busqueda global, es decir exploracion del espacio. El
equilibrio entre ambas es necesario para identificar rdpidamente regiones del espacio con
soluciones de buena calidad y no consumir demasiado tiempo en regiones ya exploradas
o no prometedoras. Como en los métodos heuristicos, existe gran diversidad de técnicas
que podriamos agrupar en tres tipos: las basadas en heuristicas constructivas, las basadas
en trayectorias y las que utilizan poblaciones. Las basadas en heuristicas constructivas
afladen de forma iterativa elementos a una solucion parcial hasta que ésta se convierte
en una solucion al problema. Como ejemplos de estas técnicas, podemos citar Greedy
Randomized Adaptive Search Procedures (GRASP) (ver Feo et al. |[1995], Resende and
Ribeiro |[2003]) y optimizacién basada en colonia de hormigas, Ant Colony optimization
(ACO) (ver Bonabeau et al. | [1999], Dorigo and Stiitzle | [2004]). Las metaheuristicas
basadas en trayectorias parten de una solucion inicial e iterativamente tratan de mejorar-
la, generando soluciones vecinas a ella y eligiendo la de mejor calidad. Dentro de estas
técnicas podemos citar la busqueda local (ver Stiitzle | [1998]], Hoos and Stiitzle | [2004]) y
busqueda tabu, Tabu Search (TS) (ver Glover |[1996]],|(Glover and Kochenberger | [2003]),
entre otras. Por dltimo, las técnicas evolutivas se basan en poblaciones de posibles so-
luciones, las cuales se mezclan y compiten entre si, evolucionando hacia poblaciones de
mejores soluciones. Entre estas técnicas podriamos nombrar los Algoritmos Genéticos
(AG) (ver Holland | [[1992], Banzhaf et al. |[1998]], Eiben and Smith | [2003]]) y busqueda
dispersa o Scatter Search (SS) (ver Glover |[1977]], Laguna and Marti | [2003]]).

De entre todos los algoritmos anteriores se presta especial atencion, por ser la base de
los algoritmos que se han desarrollado en esta memoria, a dos algoritmos evolutivos

concretos: AG y SS.

Los AG fueron introducidos por Holland | [1975] e imitan la evolucién de las especies,
que se basa en la supervivencia del mejor. Estos algoritmos mantienen una poblacién de
soluciones y aplican un conjunto de operadores, como el cruce o la mutacion, para generar
nuevos individuos y mantener un nivel adecuado de diversidad. La mutacién cambia

las caracteristicas de un individuo y permite la introduccién de nuevas caracteristicas
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que no estaban presentes en una determinada poblacion o caracteristicas que se habian
perdido durante el proceso evolutivo. La mutacion introduce diversidad y evita quedar
atrapado en Optimos locales, que produce una convergencia prematura del algoritmo.
El cruce también crea nuevas soluciones, hijos, a partir de dos iniciales, padres. Las
nuevas soluciones heredan de forma combinada ciertas caracteristicas de los padres, de
manera que, si el mecanismo se disefia adecuadamente, los hijos tendrdn mas calidad
que los padres. El procedimiento general de un algoritmo genético comienza generando
una poblacién inicial de soluciones y las evalia, asignando valores de adecuacién (en
funcién de la calidad). Una vez tenemos los valores de adecuacion se realiza de forma
iterativa y hasta que se cumpla un criterio de parada predeterminado (tiempo, nimero
de ejecuciones, etc), los siguientes pasos: se crea una determinada poblacion (donde las
mejores soluciones estin mas representadas que las peores), se lleva a cabo el cruce,
con determinada probabilidad, sobre cada una de las parejas seleccionadas al azar, y por
ultimo, determinadas soluciones de la poblacion pueden mutar. Una vez se han realizado
los tres procedimientos anteriores se vuelve a evaluar la poblacion y se comprueba el

criterio de parada.

Scatter Search fue introducido por Glover |[1977]], quien lo describié como un método que
usa una serie de combinaciones de soluciones iniciales para generar nuevas soluciones. La
propuesta original no proporcionaba ciertos detalles de implementacion y, més adelante,
el autor proporcion¢ tales detalles y ampli6 el alcance de la aplicacion del método a
problemas no lineales, binarios y de permutacién (Glover | [1994]), publicindose la
plantilla del método poco mas tarde (Glover |[1998]]). La idea basica del método es generar
un conjunto sistematicamente disperso de soluciones a partir de un conjunto de referencia
para mantener un cierto nivel de diversidad entre las soluciones de este conjunto. En
particular, el algoritmo de SS crea nuevas soluciones mediante combinaciones de un
subconjunto de soluciones iniciales (conjunto de referencia) y selecciona las mejores
para anadirlas a dicho conjunto. Asi, el proceso consiste en varios pasos: generacion
de soluciones iniciales diversas, mejora de estas soluciones, creacion y actualizacion del
conjunto de referencia, generacién de nuevas soluciones combinando las del conjunto de

referencia (se suelen combinar todos los pares del conjunto de referencia) y actualizacion
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del conjunto de referencia si cada nueva solucién es mejor que la peor del conjunto de

referencia (ver Laguna and Marti | [2003]]).

Existen formas muy diversas para generar nuevas soluciones a partir de una pareja
dada. Entre ellas se encuentra el método de re-encadenamiento de trayectorias o Path
Relinking (PR). Su terminologia y desarrollo fue establecido por|Glover | [[1998]] como una
intensificacion para explorar nuevas trayectorias, conectando buenas soluciones obtenidas
mediante SS, TS u otro algoritmo, aunque también constituye una técnica metaheuristica
en si misma. La idea de PR es buscar nuevas soluciones que tengan atributos de las
soluciones iniciales y las mejoren. Funciona generando nuevas soluciones mediante la
exploracion de trayectorias que conectan soluciones de calidad. Se toman dos de estas
soluciones, una solucidn inicial y una solucion final (también llamada solucion guia), y se
genera un camino para llegar de la solucidn inicial a la solucion final, a través de diversos

movimientos (Glover and Kochenberger | [2003])).

Cuando en una técnica metaheuristica se incluyen técnicas que hacen uso del conocimien-
to del problema o procedimientos que no son propios de esta técnica nos encontramos con
los llamados algoritmos hibridos, en los que tendremos un balance entre precision y fiabi-
lidad. Los algoritmos meméticos serian un ejemplo de algoritmo metaheuristico hibrido.
Los algoritmos metaheuristicos pueden incorporar ademds diversos mecanismos para la
mejora de las soluciones obtenidas como es el método del mecanismo de Intercambio,
Interchange method, que en combinacion con otros operadores obtiene resultados muy
satisfactorios. El método de intercambio fue introducido por [Teitz and Bart | [1968] y
consiste en intercambiar un atributo que esta presente en la solucién por uno que no lo
estd para intentar mejorar la solucién. Una extension de esta version es el llamado K-
Intercambio, K-Interchange method, en el que k atributos de la solucion se intercambian
(Mladenovic et al. | [1996]). Las propuestas originales de AG y SS han sido transforma-
das posteriormente por varios autores e incorporan disefios y procedimientos avanzados
que se han aplicado con éxito a varios problemas de optimizacion combinatoria. Una des-
cripcion de algunos de estos métodos y sus aplicaciones se describen en Boussaid et al.

[2013]] olLaguna and Marti | [2003]], entre otros. Las técnicas metaheuristicas hibridas se

pueden ver como algoritmos donde se introduce conocimiento del dominio para crear una
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nueva generacion de individuos. Uno de los campos donde mas se utilizan los algoritmos
meméticos es en la optimizacién combinatoria. Desde los problemas clasicos de empa-
quetado, planificacion de tareas, asignacion de tareas, problema del viajante de comercio,
problemas de transporte hasta aplicaciones en robdtica, electronica pasando por medicina,
construccion o Economia, por citar algunos (ver Holstein and Moscato |[1999],|Ostermark

[1999], We1 and Kangling | [2000], Merz | [2002], Moscato et al. | [2005]], Sevaux et al.
[2005]], Glover and Marti | [2006]], Coello et al. | [2007], Marti et al. |[2013]], Yepes et al.
[2017]).

1.1.5. El problema del viajante de comercio

El problema del viajante de comercio, The Traveling Salesman Problem (TSP), ha
sido estudiado desde hace mucho tiempo y ha sido catalogado como un problema NP-

completo.

El TSP consiste en encontrar la ruta que se lleva a cabo a través de n nodos (por ejemplo,
ciudades), y que comenzando en un origen determinado visita a todos los nodos una
sola vez terminando donde empezd, de manera que el coste de la ruta a realizar sea
minimo. El TSP, se puede describir como un problema de grafos. Consideramos un grafo
completamente conectado G = (V,A), donde V = {1,2,...,n} es el conjunto de nodos
(los clientes), A = (i,j),i,j € V el conjunto de arcos del nodo i al nodo j, y cada arco
(i,]) tiene un costo asociado c;;, que representa la distancia de viaje del nodo i al nodo
Jj. Si llamamos ruta a una secuencia de nodos, que comienza y finaliza en el mismo nodo
y visita a todos los nodos una sola vez, el TSP consiste en encontrar una ruta de coste
minimo. En términos de grafos, es encontrar un camino Hamiltoniano de longitud minima

en G. Una formulacién del TSP (Clarke and Wright | [1964]) es la siguiente:

(TSP) min Z CijXij
(i.j)€A
sa Y xj=1 ieV (1.1)
j
Yxj=1 jev (1.2)
i
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Y xj>1 vsScv (1.3)
i€S:jeV\S
xije{()?l} (i7j)€A7 (14)

donde x;; = 1 estard en la solucién optima si y solo si el arco (i, j) es un eslabon en
la ruta solucion. La Restriccion fuerza que exista un solo arco de salida en cada
nodo, la Restriccién (I.2)) fuerza que solo exista un arco de entrada en cada nodo a visitar,
la Restriccion (I.3]) impide la formacién de subrutas y la Restriccion (I.4) representa la

declaracion binaria de las variables.

Dependiendo de las distintas caracteristicas del problema nos encontraremos con el
llamado Symmetric Traveling Salesman Problem (STSP), si el coste de ir del nodo i al
nodo j es igual que el coste de ir del nodo j al nodo i (en este caso tendremos una
matriz de costes asociada simétrica); o con el llamado Asymmetric Traveling Salesman
Problem (ATSP), en caso de que esto no se produzca, si bien el STSP puede verse como
un caso especial del ATSP. El TSP constituye la base para formular otros problemas
combinatorios. Si se requiere mas de un vehiculo estariamos ante la generalizacion
natural del TSP, Vehicle Routing Problem (VRP), en cuyo caso es necesario particionar
el conjunto de clientes para ser atendidos separadamente y después determinar el orden
de servicio de cada uno. En [Fischetti and Toth | [[1992]], [Fischetti et al. | [[1994], Reinelt

[1994], Applegate et al. | [1998], |Giorgio et al. | [2001], Gutin and Punnen | [2002],
Applegate et al. | [2006] y Cook | [2011]] encontramos un recorrido sobre el TSP, sus
variantes, sus multiples aplicaciones asi como diferentes métodos exactos y heuristicos.
Las aplicaciones del TSP, ademds del dmbito de comercializacion y transporte, pueden
verse ampliadas a muchos otros campos. Un ejemplo clésico es la programacion de una
maquina para perforar agujeros en una placa de circuito, en cuyo caso los orificios a
taladrar son las ciudades, y el coste del viaje es el tiempo que se necesita para moverse de

un agujero a otro (ver Lin and Kernighan |[[1973])).

En esta memoria nos centramos en el caso del ATSP, en el que no todas los arcos
pueden existir en ambas direcciones y las distancias entre puntos pueden ser diferentes

dependiendo de la direccién (Balas and Toth | [1985]). Una formulacién de programacion
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lineal entera bien conocida es (ver |Gutin and Punnen |[2002]):

(ATSP) min Y cijx;

(i.j)eA

sa. Y xj=1 jev (1.5)
%
Y xij=1 iev (1.6)
Jjev
Y Y x;<|S|-1, SCV.S#0 (1.7)
€S jES:i#]
xij >0, x;j integer i,j€V, (1.8)

donde x;; = 1 si y solo si el arco (i, j) estd en la ruta 6ptima. Las Restricciones (L.5)) y
(I.6) describen el hecho de que cada nodo se visita exactamente una vez. La Restriccion
(1.7) asegura que no existen subciclos en la ruta. Este modelo es solo una formulacién
posible para el ATSP, ya que existen muchas otras propuestas (ver Carpaneto et al. |[[19935]],
Fischetti and Toth | [[1997]], [Brest and Zerovnik |[[1998]], (Cirasella ef al. |[2001]], Buriol e
al. | [2001], Gutin and Punnen |[2002]], por citar algunas).

1.2. Conceptos basicos de rankings

1.2.1. Representacion de rankings

Como se ha avanzado en la introduccion, continuamente se nos plantea la situacion de
tener que organizar y ordenar multitud de datos. Asi, si tenemos ordenados determinados
datos podemos ver la posicién que ocupa cualquiera que sea de nuestro interés. Si tenemos
que ordenar determinados datos, teniendo en cuenta diversas consideraciones, el problema
de ordenar consiste en decidir la mejor ordenacion teniendo en cuenta esos criterios. En
la literatura a la ordenacidn se le llama ranking y al resultado de la puesta en comin de
las distintos rankings se le llama agregacién de rankings. Un ranking, en adelante o, es
una lista de elementos, ordenados de mayor a menor preferencia. En otras palabras, un

ranking es un orden de preferencia de los elementos de un determinado conjunto.

Podemos diferenciar entre rankings completos o parciales. En los primeros se ordena

todo el conjunto de elementos y en los segundos, solo algunos de ellos. Ademds, en un
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ranking pueden existir empates o no. Un empate representa falta de informacion entre
varios elementos del conjunto, siendo indiferente escoger entre uno de ellos. Un empate
puede considerarse como un ranking parcial del conjunto inicial de elementos, ya que no

se ordenan todos los elementos, solo se ordenan los elementos no empatados.

Los elementos empatados (con la misma preferencia) en un ranking se consideran en la
literatura como cubos, buckets. Asi, un orden de cubos b de un conjunto de elementos
V, es un orden parcial definido por una particién ordenada de V. Si b = {B;|Bz|-- - |By}
es una particion disjunta ordenada de V, entonces el elemento i € V precede al elemento
jeVenel orden b, siy solosiie€B,, j€ Bgconr<s.Sidos elementos pertenecen
al mismo cubo, no estan ordenados por b. El conjunto By,...By es llamado cubo. Por
ejemplo, si b = {{a,b}|{c,d}|{e, f}}. El elemento a precede a los elementos c,d,e, f,

pero los elementos a y b se dice que estdn empatados.

Otro término en la literatura de rankings similar a cubo es cluster. En esta memoria se
utilizard el término de clister o clisteres (recogido en el Diccionario del espafiol actual,
de Seco, Andrés y Ramos de grafia hispanizada) para referirnos a grupos homogéneos
elegidos a priori, no teniendo porqué ser elementos empatados. Asi, si los cubos son
dados se denominaran clusteres. Un ranking sin empates puede verse como un ranking

con cubos/clasteres de un elemento.

Un caso particular de ranking es una permutacion. Los rankings completos y sin empates
son permutaciones de todo el conjunto de elementos. Por ejemplo, para el conjunto
{1,2,3}, existe un total de 6 permutaciones (posibles ordenaciones sin repetir ningin

elemento): 7123, 71327, 72137,72317,7312” y 7?3217,

Definicion 1

Dado un conjunto no vacio, {1,2,...,n}, una permutacion del conjunto es una aplicacion
biyectiva w : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. El conjunto de todas las permutaciones sobre
{1,2,...,n} se denota por S, y se denomina grupo simétrico sobre dicho conjunto. S, es

el grupo simétrico de grado n y sus elementos se denominan permutaciones del conjunto

{1,2,...,n}.

Paraw € S, y i€ {1,2,...,n}, decimos que i es un punto fijo para 7 si se verifica que
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mt(i) = i; en caso contrario decimos que 7 mueve a i.

Una de las formas de representar una permutacion 7 es escribiéndola en forma de matriz.

Dadam € S, con n(1) =ay,...,n(n) = ay,, se escribird

1 2 ... n

a a .. ap
entendiéndose que 7 hace corresponder a cada uno de los elementos de la primera fila el
elemento correspondiente de la segunda. En esta memoria, por simplicidad, se utilizara la
notacion aja;...a,, entendiendo que las posiciones iniciales son 12...n. Por ejemplo, para
n = 3, la permutacion @ = 321 es el elemento de S3 que verifica 7(1) =3, ©(2) =2y
n(3)=1.
Definicion 2
Una permutacién  de un conjunto {1,2,...,n} es un ciclo de longitud m cuando existe

I={ay,az,....am} C{1,2,...,n} tal que:

(a;) = a1, Yi=1,2,...m—1, n(ay)=a =n(j)=jVj¢l.

Los ciclos son tipos particulares de permutaciones. Una permutacion representada en

notacion ciclica es representada como: T = (dj, @iy 1, -..,am) = (Ai@it1.-.-ap).

Sea 7 la permutacién en Ss, por ejemplo, que deja fijos los elementos 1 y 3 y actia sobre

el resto de elementos. Entonces,
1 23 45
1 435 2
es un ciclo de longitud 3 con representacién 7w = (245).
Toda permutacion se puede escribir como producto de ciclos ajenos (disjuntos),

entendiendo ajenos como que un mismo elemento no aparezca en mds de un ciclo. Si

se considera 7 € S5, que no deja fijo ninglin elemento, como
1 23 45
34152

Se puede observar que existen dos ciclos ajenos: El 1 se mueve al 3y el 3 al 1, produciendo

el ciclo (13). A continuacion el 2 se mueve al 4, el 4 al 5y el 5 de nuevo al 2, produciendo
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un segundo ciclo (245). El producto de estos dos ciclos (13)(245) es otra representacién
de la permutacion 7.

Definicion 3

Una permutacion &t de un conjunto {1,2,...,n} se dice ciclica si no deja ningtin elemento

fijo, 7(j) # j VJ.

En lo sucesivo nos referiremos indistintamente a ranking completo o permutacion.

1.2.2. Métrica para permutaciones. Distancia Kendall-Tau

Caracterizar las diferencias entre dos rankings para determinar el grado de similitud o
diferencia entre ellos ha sido un tema muy estudiado, ver Kendall | [[1948]]. Asi, para
poder abordar problemas de agregacion de rankings se necesita disponer de una métrica
mediante la cual se comparen rankings entre si. Las métricas mas utilizadas son las
distancias. Diaconis | [1988] da un tratamiento formal de las métricas de permutaciones y
el libro Kendall and Gibbons | [[1990] proporciona una descripcion detallada de varios
métodos para el célculo de las métricas. De entre las métricas mds utilizadas en la
literatura para los rankings se destacan la métrica de Spearman y la distancia Kendall-

Tau.

La métrica de Spearman es la distancia L; entre dos permutaciones. Formalmente, dadas
dos permutaciones 7w y p la distancia de Spearman es ds(mw,p) = Y |7(i) — p(i)].
que es la suma de las diferencias en las posiciones relativas de cada elemento en las
dos permutaciones. Para cada elemento de la permutacién se puede ver el desfase de
posicion con respecto de la permutacion a comparar. Valores menores en esta distancia
indica que las permutaciones son mds cercanas. También puede formularse en su variante
ds(m,p) =Y, (x(i) — p(i))?, cuyo méximo valor es n*>/2 sinespary (n+1)(n—1)/2

si n es impar.

La distancia Kendall-Tau es la que se utiliza en esta memoria para medir la distancia
entre dos permutaciones. La distancia Kendall-Tau mide el nimero de intercambios de
elementos necesarios, en adelante desérdenes, para convertir una permutacion en otra,

por lo que a mayor distancia mayor serd la diferencia entre dos permutaciones.




Capitulo 1. Preliminares 25

Definicion 4

La distancia Kendall-Tau entre dos permutaciones 7 y p viene dada por:
d(m,p) = [{(i,j) i < j,((=m(@) <7(j) Ap () > p(j) V(7)) > 7(j) Ap (i) <p())))}

donde, n(i) y p(i) es la posicion del elemento i en T y p respectivamente.

Su valor maximo es n(n — 1)/2, que es el nimero maximo de desérdenes para
n elementos. Esta métrica es una de las mads utilizadas para la comparacion de
permutaciones. La distancia Kendall-Tau se ha aplicado en distintos tipos de rankings
(ver Fagin et al. | [2003, 2004], Dwork et al. | [2001], |Aledo et al. | [2016]), donde se
generaliza para rankings completos con o sin empates o para rankings incompletos.
Ejemplo 1

Supongamos un conjunto de permutaciones € S3. La distancia de la permutacion 123
a las permutaciones 132, 231 y 321 serd 1, 2 y 3 respectivamente. La distancia Kendall
Tau entre todas las permutaciones de tres elementos puede verse en Tabla[I.1] De aqui
en adelante, se llamard Ay, = (8ys), con 8,5 Vr,s € S, a la matriz distancia Kendall-Tau

para una permutacion de n elementos.

288 130 I3 ¥ 281 LA 2§33
123 0 1 1 2 2 3
132 1 0 2 3 1 2
213 1 2 0 1 3 2
231 2 3 1 0 2 1
312 2 1 3 2 0 1
321 3 2 2 1 1 0

Tabla 1.1: Matriz de distancia Kendall-Tau, A33.

1.2.3. Triangulo de Mahonian

Si en lugar de querer conocer los valores de la distancia Kendall Tau, entre permutaciones,

queremos solo el nimero de veces que ocurren determinados desdrdenes utilizamos el
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triangulo de Mahonian (Sloane | [1964]]). El triangulo nos proporciona ese numero de
veces que ocurre un desorden. En el tridngulo de Mahonian, las filas representan el
nimero de elementos y las columnas el nimero de valores para los posibles desérdenes.
En la Tabla[I.1|del Ejemplo|I] todas las filas tienen un valor 0, dos valores 1, dos valores
2 y un valor 3. Estos valores son los que nos da el tridngulo de Mahonian. Las primeras 5

filas del tridngulo de Mahonian son presentadas en la Tabla|l.2]

80 81 #2 g3 #4 45 86 §7 #8 79 {10
n=1]|1
n=2|1 1
n=3|1 2 2 1
n=4/1 3 5 6 5 3 1
n=5|1 4 9 15 20 22 20 15 9 4 1

Tabla 1.2: Tridngulo de Mahonian.

Asi, la fila n = 4 nos dice que, considerando todas las permutaciones de 4 nodos,
una tendrd O desérdenes, tres tendran 1 desorden, cinco tendrdn 2 desérdenes y asi
sucesivamente. L.a matriz de desordenes representada en la Tabla corresponderia a
la tercera fila del tridngulo de Mahonian de la Tabla[T.2]

Propiedad 1

El nimero total de desordenes en todas las permutaciones de n elementos, es decir, la
suma de los elementos de la fila enésima del tridngulo de Mahonian ponderado por la

frecuencia es <7/ (n) =nln(n—1) /4.

Por ejemplo &7/ (3) =1-0+2-1+2:-241-3=9=3!-3.2/4y o/ (4) =72.
Propiedad 2

La enésima fila del tridngulo de Mahonian tiene valores positivos desde la columna 0

hasta la columna #(n) =n(n—1)/2.

En otras palabras, %(n) es el maximo nimero de desérdenes que pueden ocurrir en una
permutacion de n elementos, que coincide con el valor médximo de la distancia Kendall

Tau.




CAPITULO 2

Problemas de agregacion de rankings

en la literatura

En este capitulo se hace un recorrido por determinados problemas de optimizacion
combinatoria que se usan para la agregacion de rankings y que se necesitan para los
calculos en esta memoria. Se revisa la literatura relevante relacionada con los problemas
de agregacion de rankings. La Seccion estd dedicada al problema de ordenamiento
lineal, también conocido como problema de triangulacién de matrices de entrada-salida.
Es uno de los problemas de optimizacién combinatoria mds estudiados, junto con el
problema del viajante de comercio. En la Seccién [2.2]se repasa y analiza el problema de
agregacion de rankings, en el caso completo y sin empates. La Seccion [2.3|estd dedicada
al caso particular de ordenamiento con empates y, por ultimo, en la Seccidn [2.4{se repasa
un problema relativamente nuevo en la literatura, el problema de visitas con prioridades,
Target Visitation Problem (TVP), que combina el problema del viajante de comercio y el

problema de ordenamiento lineal.

27
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2.1. El problema de ordenamiento lineal

El problema de ordenamiento lineal, Linear Ordering Problem (LOP), es un problema
muy estudiado en optimizacién combinatoria. Se estudi6 por primera vez en Chenery and
Watanabe | [1958] y poco después se demostré que era un problema NP-duro (Garey and
Johnson |[1979]). Tiene aplicaciones en campos tan diversos como la arqueologia (Glover
et al. |[[1974]), economia (Leontief | [2008]), teoria de grafos (Charon and Hudry | [2010]),
traduccién automadtica (Tromble and Eisner | [2009]), psicologia matemética (Kemeny

[1959]]) o programacién de maquinas (Grotschel et al. | [1984]), por citar algunos.

El LOP se puede resolver como un problema de triangulacién. Dada una matriz C, «, =
(ci j), se trata de encontrar la mejor permutacién 7, de filas y columnas de la matriz C, de
modo que se maximice la suma de valores por encima de la diagonal. Esta representacion
del LOP es conocida como el problema de triangulacién de matrices entrada-salida, muy

utilizada en teoria econOmica.

Otra forma de presentar el LOP es mediante teoria de grafos. Sea G = (V,A) un grafo
completo dirigido y dados los pesos en los arcos w;j, para cada par i,j € V, el LOP
consiste en encontrar un torneo aciclico en G tal que la suma de los pesos de los arcos
sea maxima. Identificando w;; = ¢;;, el problema de triangulacion para C es equivalente

al problema de encontrar el torneo aciclico en G.

Una de las posibles formulaciones de programacion entera del LOP es la siguiente.
Utilizando x;;, para cada (i, j) en A, una variable binaria que tome el valor de 1 si y

solo si el arco (i, j) estd presente en el torneo o no (Marti et al. | [2009]):

(LOP) méx Y cijxij (2.1)
(i.j)eA

sa  xjj+tx;=1 Vi,jeV:ii<j (2.2)

Xij 4 Xk +x <2 Vi,jukeV:i<ji<k,j#k (2.3)

xij€{0,1} Vi,jeV:i]j. (2.4)
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La Restriccion indica que cualquier nodo i se ordena antes o después de j, pero
ambos casos no pueden ocurrir simultdneamente. La Restriccion describe la relacion
de transitividad entre las posiciones de tres nodos; asi, nos dice que si j va antes de k y
k va antes de i, es decir, xj; = x;; = 1, entonces j debe ir antes de i , es decir, xj; = 1
y x;j = 0. Cualquier solucién del sistema (2.2), (2.3)), es una permutacién de los

elementosen V.

Al ser un problema NP-duro de al amplio interés se han desarrollado muchos algoritmos
para encontrar una solucidn, tanto de forma exacta como aproximada. Entre los métodos
exactos mads significativos para resolverlo tendriamos |[Kaas |[1981]], Mitchell and Borchers
[1996], Charon and Hudry |[2006], Mitchell and Borchers | [2000] y entre los algoritmos
metaheuristicos Kernighan and Lin | [1970], Charon and Hudry | [[1998], Laguna et al.

[1999]], Campos et al. |[2001], Chira et al. |[2009], |Ceberio et al. | [2013]]. El libro (Marti
and Reinelt | [2011]]) proporciona un completo estudio del LOP y una discusion de las

diferentes técnicas de resolucion.

El siguiente ejemplo ilustra la solucion del LOP.

Tabla 2.1: Ranking de candidatos: lista de cinco 6rdenes totales

Votante 1: a b c d e f
Votante?2: a c b d f e
Votante 3: a c d b f e
Votante4: d f c a b e
Votante5: c f e d b a

Ejemplo 2

SeaV = {a,b,c,d,e, f} un conjunto de seis candidatos. Supongamos que cinco votantes
los clasifican como muestra la Tabla La tabla corresponde a un ejemplo en |Feng et
al. | [2008]. La matriz cuadrada no negativa C en la Tabla[2.2) representa las preferencias,
siendo c;; la fraccion de las clasificaciones en las que el candidato i aparece en la lista
antes del candidato j. Por ejemplo, c,, = 4/5 porque 4 de cada 5 votantes ordenan a a

antes que a b.
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Tabla 2.2: Matriz C de preferencias.

a b c d e f
a 08 06 06 08 06
b | 02 02 04 08 0,6
c | 04 08 08 1,0 08
d | 04 06 02 0,8 0,8
e 102 02 00 02 0,2
f104 04 02 02 08

La solucion para el LOP, que maximiza las preferencias de los votantes sobre los 6

candidatos, es la ordenacion acdb fe con un valor optimo de 11,2.

Si existiera una permutacion de consenso sin ningtin desacuerdo con respecto a las
permutaciones existentes, el valor optimo de LOP seria 15, la suma de los valores por
encima de la diagonal, por lo tanto 74,6 %(= (11,2/15) x 100) es el porcentaje en que la

solucion del LOP garantiza las preferencias del votante.

2.2. El problema de agregacion de rankings

Si bien el LOP agrega rankings, no es el unico modo de agregacion. Cuando se parte de un
conjunto de rankings otro modo de agregar la informacion es buscar el ranking que esté a
menor distancia de todos ellos. Este problema general de rankings, utilizando la distancia
Kendall-Tau para determinar la similitud entre rankings, es el llamado problema de
agregacion de rankings, Rank Aggregation Problem (RAP) (ver Borda | [[1781]],|Condorcet
[1785], llamado en sus inicios teoria de eleccion social, en inglés Social Choice theory).
El RAP, es una extension de otro problema muy conocido, el problema de rankings
de Kemeny, en inglés Kemeny Rankings Rroblem (KRP) (Kemeny and Snell | [1962]).

La unica diferencia entre ambos es que el RAP puede partir de cualquier conjunto de
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rankings, no teniendo porqué ser unicamente permutaciones, mientras de KRP requiere
rankings completos. En los trabajos de [Dwork er al. | [2001], [Fagin et al. | [2003]],
Andoni et al. | [2008]], Yasutake et al. | [2012] y |Aledo ef al. | [2013]] podemos ver una
descripcion més detallada de la evolucién del RAP, asi como el tratamiento que se da a
los rankings incompletos o a rankings con empates. El RAP tiene multiples aplicaciones,
como problemas de programaciéon de mdquinas en un taller, mapas genéticos, motores de
clasificacion para busquedas en internet, etc (ver Dwork et al. | [2001,b], Jackson et al.

[2008]], Ceberio et al. |[2013]],|Desarkar et al. | [2016], Aledo et al. | [2018]]).

El RAP, por tanto, consiste en obtener la permutacién & mas cercana a todas las demas
utilizando para medir la diferencia entre ellas, la funcién distancia Kendall-Tau. De este

modo, el objetivo consiste en obtener una permutacion que satisfaga
(RAP) arg min Z C(o)d(m,0) (2.5)
mESn cEeS,

donde o son los rankings de un conjunto inicial V, C(r) es la agregacion de los pesos de
la secuencia definida por ¢ y d(7, o) es la distancia Kendall-Tau entre la permutacién 7

y el ranking ©.

Cuando el conjunto inicial sean permutaciones, 7, €l problema quedara como
KRP { C(m)d(m,w 2.6
( )argirtrgsriﬁgn (7)d(r, %) (2.6)

y serd el problema de rankings de Kemeny.

El RAP, al igual que el LOP, es un problema NP-duro (Dwork et al. | [2001],
Hemaspaandra et al. | [[2005]]). Por esta razén ha sido resuelto de forma aproximada, tanto

para el caso de trabajar con permutaciones como para rankings de forma general (ver

Borda | [1781], Schalekamp and van Zuylen |[2009], Emerson |[2013]]) .

2.3. El problema de ordenamiento con empates

En la Secciones y se han presentado dos problemas, el LOP y el RAP,

que permiten obtener agregacion total o parcial de rankings. Podemos tener en
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cuenta todos los elementos del conjunto inicial, de permutaciones o rankings, o solo
determinados elementos. Sin embargo en los problemas de agregacion de rankings
podemos encontrarnos con problemas en los que determinados elementos puedan tener
caracteristicas similares y se agrupen, de manera que el Unico orden interesante es el de
diferentes grupos de elementos. Para el ejemplo de agregacion de clasificacion de equipos
de fitbol, por ejemplo, en el que un grupo de expertos decidan una puntuacién de 1 a 10
para los equipos. Seguramente no tenga sentido que un equipo sea mejor que otro por
tener unas décimas més de puntuacién promedio, sino que seria mds significativo agrupar
por equipos que tenga una puntuacion similar y los que tengan puntuaciones diferentes
en grupos distintos. Asi, en la primera division espafiola, podriamos encontrarnos en un
mismo grupo al Real Madrid C.F. y F.C.Barcelona, en otro grupo al Club Atlético de
Madrid, Valencia C.F. y Athletic Club, etc estando tan solo interesados en el orden de
grupos que puedan dar los expertos. Asi surge la necesidad de un nuevo problema de

agregacion de rankings.

Si se tiene en cuenta los posibles empates, la solucion a este problema seria un orden de
cubos en vez de una permutacion. La nocion de orden de cubos fue formalizada por Fagin
et al. |[2004] como una manera de abordar el problema de agregacion de preferencias con
empates. El problema de ordenamiento con empates, Bucket Ordering Problem (BOP)
(Fagin et al. | [2003], 2004], Feng et al. | [2008], |Gionis et al. | [2006], |Aledo et al.

[2018]]) consiste en, a partir de un conjunto de rankings, calcular un orden de cubos que
mejor los represente. E1 BOP se ha utilizado para descubrir relaciones entre elementos
en muchas aplicaciones. Ha sido usado en el contexto de problemas de seriacién en
disciplinas cientificas como Paleontologia (Fortelius et al. | [2006], Puolamaki e al.

[2006]]), Arqueologia (Halekoh and Vach | [2004]), y Ecologia (Miklos et al. | [2005])
y también en la agregacion de visitantes de un portal web viendo patrones (Feng et al.

[2008]), por poner algunos ejemplos.

La entrada del problema es un conjunto de rankings (completos o parciales) o una
coleccion de preferencias dos a dos, que se representa como una matriz C del conjunto de

rankings V. El orden de cubos b en V, se representa como C” de la siguiente manera
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0,5 siiy jpertenecen al mismo bucket b,
b . .
Gi=y 1 sii€ By, j€ By, s <t,

0 en otro caso.

\
El objetivo es encontrar el orden de cubos tal que la distancia Ly, (ver Seccion |1.2.2)),
entre C y C” sea minima. En otras palabras el valor 6ptimo del BOP para la matriz C se

sigue del cubo b que minimiza

n n
Y ¥ leij—clil.
i=1j=1

Por lo tanto, el BOP tiene una matriz de entrada C'y dos salidas (los conjuntos de particion
y la permutacion de estos conjuntos). Clasifica los elementos del ranking inicial en cubos,
subconjuntos con propiedades homogéneas, y nos proporciona la permutacién de cubos

que mejor los represente.

Siguiendo con el ejemplo de la Seccién [2.1] en el caso del BOP se tendria lo siguiente.

Tabla 2.3: Matriz C” para el orden de cubos ({c,d} |{a,b}|{e, f}).

c | 10O 10 05 05 1,0 1,0

d| 10 10 05 05 10 1,0

Ejemplo 2 (cont)
Si los seis candidatos se agrupan en tres grupos de acuerdo con el partido politico al que
pertenecen, de tal manera que V) = {a,b},V, ={c,d} y V3 = {e, f}, entonces el orden del

cubo b dado por el BOP, restringido a esta particion de V, es b = (V| Vi | V3), la matriz C?
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es la de la Tabla[2.3y el valor ptimo es 9. Dado que estamos limitados a las soluciones
factibles en el BOP cuyos cubos son los cliisteres, el valor optimo es 9 (= ZZ j |cij— cf’j|),

que es la suma del efecto de ordenar los tres clisteres ():?j — cf?j| =7,2) mds una

el 0.5 [cij

constante (Z?j'cb 05 cij — cf?j\ = 1,8). EI mayor valor que podemos obtener ordenando
W jj_ b

estos tres grupos es 24, por lo tanto, 30% = ((7,2/24) x 100) es el porcentaje en el que

la solucion del BOP garantiza las preferencias del votante.

2.4. El problema de visitas con prioridades

El problema de visitas con prioridades, Target Visitation Problem (TVP) es un problema
de optimizacién combinatoria, que combina el problema clasico del viajante de comercio
(TSP) con el problema de ordenamiento lineal (LOP). En concreto, se busca un recorrido
que visite determinados puntos (nodos) y que sea Optimo con respecto a dos objetivos
distintos: por un lado, se da un coste asociado a cada arco entre dos nodos y, por otro
lado, tenemos unos valores que indican la preferencia de visitar un nodo antes que otro.
El objetivo de este problema es maximizar la diferencia de la suma de las preferencias y

los costes totales de la ruta .

La literatura sobre el TVP no es tan extensa como el TSP, ya que es un problema
mas reciente. Este problema fue introducido por Grundel and Jeffcoat | [2004] para
planificar rutas 6ptimas de vehiculos aéreos no tripulados en misiones militares. Entre
las aplicaciones del TVP se incluye la evaluacién ambiental, la bisqueda y rescate en
combate y ayuda en casos de desastre (Grundel and Jetfcoat | [2004]) o aplicaciones para
la entrega de suministros de emergencia (Claiborne |[2009]). En todas las aplicaciones la
bisqueda del 6ptimo se basa, por un lado, en la distancia total recorrida y, por otro, en
la secuencia de visitas de los diferentes puntos. Se presentan algoritmos exactos para el
TVP en|Hildenbrandt |[2015]] y Hungerlander | [2015]]. En el primero se desarrollan varias
formulaciones, utilizando una formulacién Hamiltoniana para el TSP, y en el segundo se

propone una formulacién exacta con la formulacién del ATSP.

El TVP busca una permutacién & = (7 (1), ..., w(n)) de n preferencias con pesos conocidos
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w;;j y distancias d;; i # j, i, j € V que maximice la funcién objetivo:

n—1
Y W) — (Zl dr(i) a(it1) +dn<n>,n<1>>

i,j€n]i<j
Una formulacion de programacion entera del TVP se construye combinando apropiada-
mente las formulaciones del TSP y del LOP, utilizando las variables binarias x;; igual
a 1 siel punto j es visitado inmediatamente después del i y y;; igual a 1 si se visita el
nodo i antes de visitar el j, pudiéndose visitar otros nodos entre ambos. El TVP busca
el equilibrio entre una permutacion del LOP que maximice n prioridades y una ruta con
n+ 1 nodos (las n prioridades y el nodo inicial y final de la ruta) del TSP que minimice

distancias. Una de las posibles formulaciones es la siguiente (ver Hildenbrandt | [2015]]):

n on n o n
(TVP) max Z Z Wi jYij — Z Z di,jxij (27)
i=1j=1 i=1j=1
J#i J#i

sa Y YA =ni 2.8)

i=1 j=1
J#i
Y ) xii<|Ss|-1 VScV,2<|S|<n—1 (2.9)
i€S jes
i
n
Y xij<1 JeV (2.10)
=1
i)
n
Y xij<1 icVv (2.11)
j=1
J#i
Yij+Yjk+ Vi <2 Vi,jkeVi<ji<k,j#k (2.12)
yij+yji =1 Vi,jEV,i# ] (2.13)
xij—yij <0 Vi,jEV,i# ] (2.14)
xij€{071}7yij€{07l} Vi7jev7 17&] (2.15)

Las Restricciones (2.8) - (2.11)) son las restricciones equivalentes a las usuales en el ATSP
(ver Subseccidn [1.1.5). Las Restricciones (2.12)) y (2.13) son las del LOP (ver Seccién
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2.1). La Restriccion (2.14) conecta los dos problemas LOP y TSP con la definicién de

variables x;; e y;;, es decir si x;; = 1, entonces y;; = 1 pero no en caso contrario.

Al igual que LOP y TSP, el TVP también es NP-duro, por lo que hay bastantes trabajos
previos para resolver el TVP centrados en algoritmos heuristicos. Entre ellos, /Arulselvan
et al. | [2008]] propone un algoritmo genético hibrido, en el que se implementa un
procedimiento de busqueda local. Blazik et al. |[2006] también propone algunos métodos
heuristicos hibridos, basados en GRASP, y que mejoran la solucién con un procedimiento

de busqueda local.




CAPITULO 3

Agregacion de rankings ciclicos

En el capitulo anterior se han presentado problemas combinatorios, que pueden
encontrarse en la literatura, que buscan la mejor permutacién de un conjunto de elementos
asumiendo determinados criterios. Recordemos que si se busca un orden de elementos
tal que la suma de los pesos de sus arcos sea maxima hablamos del LOP y cuando la
permutacion 6ptima es la mds cercana a un conjunto dado de rankings y las distancias
entre éstos se mide con la métrica de Kendall Tau, el problema al que nos enfrentamos es
el RAP. En este capitulo se proponen dos nuevos problemas combinatorios, relacionados
con los expuestos en el Capitulo [2| que consideran que el conjunto de elementos se ha
de ordenar de forma ciclica. La Seccién presenta una formulacién compacta para
este nuevo problema, al que se ha denominado problema de agregacion de rankings
ciclicos, Rank Aggregation Problem in Cyclic sequences (RAPC). El RAPC trata de
encontrar el ranking ciclico que esté a una distancia minima de todos los posibles rankings
ciclicos, suponiendo que la métrica utilizada es la distancia Kendall Tau. Se busca, por
tanto, el ranking ciclico que mejor las represente. En la Seccion [3.2] se presenta una
variacion del problema anterior al que se ha denominado el problema del viajante de

comercio asimétrico con permutaciones, Permutated Asymmetric Traveling Salesman

37
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Problem (p ATSP). Este problema trata de encontrar un ranking ciclico, de minimo coste
esperado, con respecto a una determinada probabilidad. Se demostrara que el pATSP es
una variante del RAPC. En esta seccién (ver [3.2.1)) se presenta un estudio computacional
que refuerza la bondad del p ATSP. Los nuevos problemas formulados en este capitulo
son de gran interés ya que, las aplicaciones del TVP, como por ejemplo la evaluacion
del entorno, busqueda de combate, rescate y socorro (Grundel and Jeffcoat | [2004]) y las
aplicaciones para la entrega de suministros de emergencia (Claiborne | [2009]]) también
se pueden considerar como ejemplos de aplicacién del RAPC y p ATSP. Por ultimo, en
la Seccidn se prueba la equivalencia entre los nuevos problemas propuestos con el
LOP y el RAP, con lo que se presentan dos nuevas aplicaciones del LOP dedicadas a la

agregacion de preferencias y robustez en rankings ciclicos.

3.1. Agregacion de rankings ciclicos

En secciones anteriores se ha presentado el concepto de rankings y agregacion de
rankings, asi como el problema de agregacion de rankings. En este apartado se presenta
y formula un nuevo modelo de agregacion de rankings. Se considera que partimos de un

conjunto inicial V = {1,2,...,n} y se busca el ranking ciclico que mejor los represente.

Partiendo de la idea dada en la Seccion del Capitulo || sobre permutaciones ciclicas
(ciclos), se presenta el denominado ranking ciclico. Para n = 4, por ejemplo, el conjunto
de permutaciones de Ss es w € {1234,1243,1324,1342,1423,1432,...,4312,4321}. Si
solo tenemos en cuenta las permutaciones que comienzan por un mismo elemento fijo i,
coni=1,2,3,4, tendriamos un nuevo conjunto R formado a partir de S4. R = {Rl, ...,R4}
contiene todas las permutaciones de Sy, separadas en subconjuntos cuyo primer elemento
es i. Por ejemplo, R! € {(1234),(1243),(1324),(1342),(1423),(1432)}. Asi para cada
conjunto de permutaciones de S, tendremos un nuevo conjunto R = {R',...,R"}. Cada R’
contiene (n— 1)! elementos y son los denominados rankings ciclicos. En esta memoria se
utilizara solo el conjunto R!' cuyo primer elemento es el 1, pero se podria hacer de forma

equivalente con cualquier R’. En adelante los rankings ciclicos de R' se denominan &.

Recordando la definicion de S, dada en el Capitulo |1} se denota al conjunto de todos los
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rankings ciclicos por S, que serdn permutaciones (n — 1)! elementos ya que se fija el
primero. Se denota S, para diferenciar los rankings ciclicos de las permutaciones ciclicas
S.

Definicion 5

Se define un ranking ciclico, de un conjunto finitoV, como ¢ € S, formado de Ia siguiente
forma: El primer elemento se representa siempre por 1 y es fijo. Los siguientes (n — 1)
elementos del ranking ciclico son las permutaciones 7 del conjunto V =V \ {1} =

{2,3,...,n}. Su representacion serd la misma que la de una permutacion ciclica.

Una vez tenemos definido el concepto de ranking ciclico necesitamos una medida de
comparacién entre éstos. La Definicion [0] es similar a la Definicién 4] presentada en la

Seccién[1.2.2]del Capitulo [T}

Definicion 6
La distancia Kendall-Tau entre dos rankings ciclicos se define como la distancia Kendall-
Tau entre las permutaciones de (n— 1)! elementos de R'. Sea &,r € R', se representa la

distancia Kendall-Tau como d(o,r).

Denotando por C(r) al coste del ranking ciclico » € R', se define el problema de
Agregacion de rankings ciclicos, Rank Aggregation Problem in Cyclic sequences (RAPC)
como el problema de encontrar el ranking ciclico mds cercano a todos los rankings ciclicos

en el grafo completo dirigido G = (V,A) :

(RAPC) argmc;’n Y, crC(r)d(o,r). 3.1

Para resolver de forma exacta el RAPC, se propone una formulacién compacta que se

presenta a continuacion. Se define una familia de variables binarias:

1 sij se visita antes i
Zij =
0 en otro caso

paratodoi,j €V i# j.

Por ejemplo, si V = {1,2,3,4}, los rankings ciclicos (1234) y (1342) estan asociados a
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las soluciones

— 0 0 O — 0 0 O

1 — 0 0 1 — 1 1
(zij) = y (zij) =

1 1 — 0 1 0 — 0

1 1 1 — 1 0 1 —

respectivamente.

A continuacién se presenta la expresion desarrollada de la funcién objetivo de RAPC,
que mads adelante serd simplificada sustancialmente mediante el uso de propiedades de las

variables binarias z;;.

Para construir la funcion objetivo se debe calcular el nimero de veces que cada coste ¢;;
aparece en la misma. Por ejemplo, consideremos un problema con n =5 en el cual el
ranking ciclico que minimiza la distancia es (12345). El coste c¢s3 aparece en los rankings
ciclicos (12453), (12534), (14253), (14532), (15324) y (15342), que tienen desordenes
2,2,3,5, 4y 5 respectivamente. Por lo tanto, el coeficiente de cs53 en la funcién objetivo
es21=2 +2+3+5+4+5). Y también 21 = 6z53 + 3(232 + 242 + 250 + 243 + 254), €5
decir, seis veces se agrega el desorden de visitar el nodo 5 antes del nodo 3, tres veces se
agrega el desorden de visitar el nodo 3 antes del nodo 2 y asi sucesivamente.
Proposicion 1

La funcion objetivo del RAPC es

—2)!
Y e (<n—2>!zz-j+ Y " Phiw
i,jeV—{1}:i#j kpeV—{i,j1} k<t
—2)!
+ (n 5 ) (Zki—l—Zik—l-ij-i-ij))
keV:ik#£i,j,1
—2)!
+ Y cy ((”—2)! Y it ) (n2 ) (Zkt‘|‘Ztk)>
jev—{1} kev—{1,j} kteV—{j1}k<t
—-2)!
+ ) < <(n—2)! Y wit ) <n2 ) (Zkr+sz)> (3.2)
jev—{1} kev—{1,j} kpeV—{j,1}:k<t

DEMOSTRACION |I| Dado que todos los rankings ciclicos comienzan y terminan en

el nodo 1 se distinguen tres tipos de costes: los costes representados como c;; con
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i,j € V\{l1}, i # j, que son los costes entre nodos que no son el primer elemento del

ranking ciclico, los costes representados como ¢y, que son los costes del primer nodo

al resto y, por ultimo, los costes representados por cji, que son los costes del dltimo al

primer nodo. Decimos que un conjunto ordenado de dos nodos {i, j} incurre en desorden

si se visita j antes que i en la solucion.

En funcidn a los distintos tipos de costes se distinguen tres situaciones:

w i,je€V\{1},i# j.Elcoste ¢;; se afiade a la funcién objetivo cuando el arco (i, j)

pertenece al ranking ciclico y, ademds, {i, j} incurre en un desorden o cualquiera

de los conjuntos {k,i},{i,k},{k,j},{j,k} parak € V—{1,i,j} o {k,t},{t,k} para

k,t € V—{1,i, j}, k #t incurren en un desorden. Por lo tanto, necesitamos calcular:

(i) el nimero de permutaciones en las que aparece el arco (i, j); (ii) cuantas de éstas

visitan k antes y después de i y antes y después de j para todo k € V —{1,i, j}; (iii)

cudntas visitan k antes que ¢ y viceversa con k,t € V —{1,i,j}, k #¢.

)

(ii)

(1i1)

El arco (i, j) aparece en (n— 2)! permutaciones que comienzan en 1: hay n—2
posiciones en las que i debe de ir seguido de j. Una vez iy j han sido asignados
las otras n — 3 posiciones se pueden ordenar, asi (n —2) x (n—3)! = (n—2)!.

El primer sumando del coeficiente de c;; es (n —2)!z;;.

Por simetria, en la mitad de las (n — 2)! permutaciones con arco (i,j), k
es visitado antes que ¢ y en la otra mitad k es visitado después de ¢ para

k,t € V—{L,i,j}, k #t. El segundo sumando del coeficiente c;; es

(n—2)!
T(Zkt‘f‘ztk)-
kpeV—{i,j1}:k<t
Por simetria, en la mitad de las (n — 2)! permutaciones con arco (i,j), k
es visitado antes que i y en la otra mitad k es visitado después de i for

keV —{l1,i, j}. Andlogamente, para el nimero de veces que se visita k antes

y después de j. El tercer sumando del coeficiente de c;; es

n—2)!
u(zki + Zik + Zji + 2kj) -
keV:k#£ij,1 2
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» j € V\{l}. El coste c;; es afiadido a la funcién objetivo cuando el arco (1, /)
pertenece al ranking ciclico y cualquiera de los conjuntos {j,k} parak € V — {1, j}
o{k,t},{t,k} parak,t €V —{1,j}, k#t incurren en un desorden. Es similar al caso
de c;j con i > 1 pero con dos diferencias: (i) Dado que 1 es siempre el primer nodo,
el conjunto {1, j} nunca incurrird en un desorden; (ii) el nimero de permutaciones
entre los elementos con el arco (1, j) tal que k € V —{1, j} es visitado antes que j
es cero. Por lo tanto, necesitamos calcular el nimero de permutaciones a las cuales
el arco (1, ) pertenece y cudntos de ellos visitan k antes que ¢ y viceversa con
k,t € V—{1,i,j}, k #t. Es facil ver que el nimero de permutaciones con el arco

(1,j) es (n—2)!y la mitad de ellos visita k antes de 7.

= j€V\{1}. Elcoste cj; es afladido a la funci6n objetivo cuando el arco (j,1) per-
tenece al ranking ciclico y cualquiera de los conjuntos {j,k} parak € V —{1,j} o
{k,t},{t,k} para k,t € V —{1,j}, k # t incurren en un desorden. La demostracién

es andloga al caso anterior. U

Asi, con la Proposicion (1}, podemos formular el RAPC como:

(n—2)!
2

(RAPC) min Y <(n —2)1z;;+
i,jeV—{1}:i#j

(2 + sz)) +

kreV—{i j1} k<t

(n—2)!
Z (Zki—f—Zik—l—ij-i—ij) +
keVikti,j,1 2

n—2)!
Z Clj <(n—2)! Z Zjk+ Z ( > ) (kaLsz))—F
jev—{1} kevV—{1,;} kpev—{j1}:k<t
n—2)!
Z Cjl <(n—2)! Z Zkj+ Z ( 5 ) (Zkz+sz>>
jev—{1} kev—{1,j} kpeV—{j,1}:k<t
s.a Zij‘|‘Zji:1 Vi,jeV:ii<j 3.3)
Zjit itz > 1 Vi,j,keV:ii#jjEkiFk (3.4)

zj1=1 vVjeVv—{1} 3.5)
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zij €{0,1} Vi,jeV:ii#]j. (3.6)

La Restriccion (3.3) indica que cualquier elemento i se clasifica antes o después de j
pero ambos casos no pueden ocurrir simultineamente. Por ejemplo, los valores z;; =0y
zijj = 1 representan que el elemento j se clasifica antes que el elemento i. La Restriccion
(3.4) describe la relacion transitiva entre la posicion de tres elementos en la permutacion.
Por ejemplo, si j va después de k'y k va después de i, (es decir, zjx = zx; =00z, =z = 1)
entonces j debe ir después de i, es decir, z;; = 1y z;; = 0. Cualquier solucion del sistema
(3.3)- (3.6)), es una permutacién de elementos de V en la que el primer elemento se fija a
1: todos los nodos son ordenados y se cumple la transitividad. De hecho, el conjunto de
Restricciones (3.3)), (3.4)), (3.6) forman el conjunto de restricciones para el LOP o el RAP,
que podemos encontrar en las formulaciones propuestas en la literatura (Conitzer et al.

[2006]). La Restriccion obliga al nodo 1 a ser el primer nodo de cualquier ranking

ciclico.

Teniendo en cuenta la Restriccién (3.3)), se puede simplificar la funcién objetivo anterior

(3.2). En particular, se reduce a la siguiente expresion

1 1
(n—2)!< Z Cij (Z,‘j-i- Z e E-Z)-l—
i,jeV—{1}:i#j kpeV—{i,j1} k<t keV:k#£i,j,1
1
Y i Y ozt ) o L
jev—{1} keV—{1,j} kpteV—{j,1}k<t

| =

Z Cj1 ( Z Zkj+ Z 1))
jev—{1} kevV—{1,;j} kpeV—{j,1}k<t

Ignorando el factor (n —2)! y la constante, nos queda

( Y c,-j< Y 05+ ) 1>+ Y a X 05+ Y i ) 0,5),
i,jeV—{1}i#j kpeV—{i,j1} k<t keV:ik#i,j,1 jev—{1} keeV—{j,1} k<t jev—{1} kpeV—{j1}:k<t

asi pues, los rankings ciclicos que minimizan la expresion anterior son los mismos que
minimizan
) Y, (cijtciitcp)z (3.8)
ieV—{1} jeV—{1}:j#i
Por lo tanto, es suficiente considerar la funcion objetivo dada en para obtener la

solucion 6ptima del RAPC.
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Una vez resuelto el problema con la funcién objetivo simplificada (3.8)), para recuperar
el valor de la funcién objetivo original (3.2), se ha de tener en cuenta el factor
(n—2)! y la constante. Se observa, en (3.7), que en el primer sumando de constantes,

1
Ykrev—{ij1}k<t 5 1, hay que elegir 2 nodos (k y ¢) entre (n — 3) posibilidades (no pueden

1 1
ser los nodos 1, i o j), con lo que tendriamos que 3 “Xkpev—{ij k<t 1 = 3 ("73).

2
Realizando el célculo para cada uno de los sumandos de la constante, obtenemos que

se recupera la funcién objetivo original sustituyendo v*(RAPC*) en la siguiente expresion

v*(RAPC) = @ <2v*(RAPC*)+ (("23) —|—2(n—3)> Y e+ (”22> Y (e +c1,~)> 3.9)

ijev—{1}:i#] jev—{1}

donde v*(RAPC™) es el valor 6ptimo de

(RAPC*) min Y Y (cjtciitei)u)
ieV—{1} jeV—{1}:j#i
s.a. Zijtzji=1 Vi,jeV:ii<j
Ziitajtw=>1 Vi,j,keV:ii#tj jFkitk
zi=1 Vjev-{1}

zi; €40, 1} AV jle Vi i .

Dado que resolver el RAPC* implica resolver el LOP y éste es NP-duro, el RAPC*
también es un problema NP-duro. El RAPC* es una nueva aplicacion del LOP teniendo
en cuenta la agregacion de preferencias en rankings ciclicos. Las aplicaciones del TVP se
pueden considerar como ejemplos de aplicacion del RAPC y tiene ventajas frente al TVP.
La primera desventaja del modelo TVP radica en la consideracién de dos objetivos que
tienen porqué ir en la misma direccion. Por una parte maximizar la utilidad en la secuencia
de visita y por otra minimizar la distancia recorrida. La segunda consideracion que puede
hacerse es la no incorporacion de preferencias de visita desde el nodo inicial, normalmente
éste puede estar situado en una preferencia y por lo tanto tener una preferencias de visita
respecto al resto. Por dltimo se ha visto que el RAPC* es similar al LOP, pero se destaca
el hecho de encontrar una funcion objetivo, que utiliza la distancia Kendall-Tau para

agregacion de rankings ciclicos, que estd dada exactamente por (3.9).
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3.2. Problema del viajante de comercio asimétrico con

permutaciones

Se present6 en el Capitulo |I| el problema del viajante de comercio, que busca la ruta
minima que empezando y terminando por el mismo nodo, recorre todos los nodos una
unica vez. En esta seccion se presenta y formula un nuevo problema basado en el viajante
de comercio para el caso asimétrico. Se considera una nueva situacion en la que se desea
tener en cuenta la posibilidad de permutacion de nodos. Se quiere encontrar la ruta que
visite todos los nodos una vez, empezando y terminando por el mismo, y que tenga un
coste esperado minimo cuando los nodos tienen una cierta probabilidad de permutar su
posicion. Esta posibilidad de permutacién de la ruta se calcula bajo ciertas premisas. Se
asume que no hay posibilidad de que todos los nodos permuten y que lo mds probable
es que no permute ninguno. Ademads, existe mds posibilidad de permutacion de un tinico
nodo que de permutacion de dos o mas. Se formula un problema que calcula una ruta
Optima, contemplando esta posibilidad de permutacién, obteniendo un criterio alternativo

robusto al ATSP para el caso en que se contemplen permutaciones entre nodos.

En esta seccion los rankings ciclicos dados por la Definicién [5] serdn las posibles rutas,
representadas como p. La notacidon de ruta es la misma que ranking ciclico pero sin
representar los paréntesis, es decir (1234) es un ranking ciclico y 1234 es el mismo
ranking representado como ruta. El nodo 1 es donde comienza y termina la ruta. Se definen
la probabilidad de permutacion de una ruta de la siguiente forma:

Definicion 7

Se define la probabilidad de permutacion de la ruta r en la ruta p, como

plp.n) = =0

Vp,reR (3.10)

donde <7 (n— 1) es el nimero total de desérdenes en todas las permutaciones de n — 1
elementos, #(n — 1) es el nimero mdximo de desérdenes que puede ocurrir a partir de
cualquier par de permutaciones de n — 1 elementos y d(p,r) es la distancia Kendall-Tau

entre dos permutaciones p y r.
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En el numerador de la probabilidad se representa el numero de desérdenes que pueden
ocurrir entre cualquier par de permutaciones de n — 1 elementos (#A(n—1) = (n —
1)(n—2)/2) penalizando aquellas permutaciones con mayores desérdenes (0 < d(p,r) <
%(n—1)) y en el denominador se representa el nimero total de desérdenes en todas las

permutaciones de n — 1 elementos (/' (n—1) = (n—1)!(n—1)(n—2)/4).

Efectivamente, la férmula dada en (3.10) es una probabilidad. En primer lugar, 0 <
p(p,r) < 1. Ademds como la méaxima distancia de Kendall Tau es %, tenemos que

p(p,r) >0y si calculamos las suma de probabilidades en R se observa que

B(n—1 dp,r Bn—1
Lo =L o S~

reR reR reR

Ejemplo 1 (cont)

Partiendo del conjunto de permutaciones T € S3 y su respectiva matriz de distancias
Kendall Tau, vistas en el Capitulo [I, pero renombrando 1 — 2,2 —3 y 3 — 4, ya
que ahora partimos de una ruta con el primer elemento fijado a 1. Calculamos las
probabilidades asociadas a Ss, que resultan de aplicar la férmula (3 — &;;)/9 a los

desérdenes de la Tabla[l. 1l

Las probabilidades vienen representadas en la Tabla[3.1] en la que las filas representan
las posibles permutaciones de cada una de las columnas dadas. Fijdndonos en la primera
columna, por ejemplo, podemos apreciar que si tenemos un orden predefinido de visita
dado por 1234 tenemos una probabilidad de 3/9 de que no se produzca ninguna
permutacion, una probabilidad de 2/9 de que permute un tinico nodo, una probabilidad

de 1/9 de que permuten dos nodos y probabilidad 0 de que permuten todos los nodos.

Asi, el nuevo problema que se propone del viajante de comercio asimétrico con
permutaciones (p ATSP) consiste en encontrar la ruta 6ptima p en R para la siguiente

funcion
(PATSP) argmin - %, C(r)p(p.7). (3.11)

De acuerdo con la probabilidad definida anteriormente, p ATSP es equivalente a RAPC,

cambiando maximizacién por minimizacion en la definicion de los problemas.

(RAPCmax) arg I‘IlE.X ZreRC(r)d(p7 I’).
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1234 1243 1324 1342 1423 1432

pr=1234| 3/9 2/9 2/9 1/9 1/9 0
pr=1243| 2/9 3/9 1/9 0 2/9 1/9
p3=1324| 2/9 1/9 3/9 2/9 0 1/9
ps=1342| 1/9 0 2/9 3/9 1/9 2/9

ps=1423| 1/9 2/9 0 1/9 3/9 2/9

Pe=14321 0 1/9 1/9 2/9 2/9 3/9

Tabla 3.1: Matriz de probabilidad; las columnas son las visitas potenciales y las filas son

las posibles permutaciones

0131
Ruta | 1234 1243 1324 1342 1423 1432

202 3
vATSP) | 5 6 8 9 7 5

1101
v(pATSP) | 6,56 6,11 7 7,22 6,33 6,78

1310

Tabla 3.2: Izquierda: Matriz coste asimétrica. Derecha: v(AT'SP) y v(pAT SP) coste de las
rutas en ATSP y p ATSP

De hecho, si denotamos por v*(pAT SP) el valor 6ptimo de la funcién objetivo de p ATSP,

V' (pPATSP) =2) C(r)/(n—1)! —v*(RAPCpax) /< (n—1). (3.12)

rerR

Ejemplo ont)
La Tabla|3.2) muestra el valor de la funcion objetivo del ATSP y del p ATSP del conjunto

Sy para la matriz de coste dada.

Se representa como v(AT SP) el coste de cada una de las rutas en el ATSP. Para la ruta
1234, por ejemplo, el coste en el ATSP es 1 +2+ 1+ 1 = 5. Ademds, v(pATSP) =
Y,crC(r)p(p,r), es el coste de las rutas para p ATSP. Para la ruta anterior, el coste seria

3/9-54+2/9-6+2/9-841/9-9+1/9-7+0-5=6,56.
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Ruta 1234 1243 1324 1342 1423 1432

V(RAPCpay) | 60,96 65 57 55,02 63,03 58,98

v(RAPC) | 61,02 64,98 56,97 54,99 63 59,04

Tabla 3.3: v(RAPCyax) y V(RAPC): valores de la funcion objetivo de RAPC,,, y RAPC

En este caso, v*(ATSP) = 5, para las rutas 1234 y 1432 y v*(pATSP) = 6,11 para la
ruta 1243, no coincidiendo el optimo para la misma ruta. Existe, por tanto, diferencia
entre ambos problemas. Como Y.,z C(r) = 40, a partir del valor de v*(pAT SP) podemos

calcular el valor v (RAPC,,q,) = 65 a partir de la expresion (3.1

Calculando los valores de la funcion objetivo de RAPC,,,, y RAPC podemos observar que
V¥(RAPCy,4x) = 65, para la ruta 1243, y el 6ptimo para RAPC es v (RAPC) = 54,99, para
la ruta 1342. Se observa que la ruta 6ptima del RAPC,,,, es una ruta optima invertida para

RAPC (hay que recordar que el elemento 1 es fijo, por lo que el inverso de 243 es 342).

Sea Apyxn1 = (Ors), la matriz de Kendall Tau para una permutacion de n elementos. Dado

un tour ¥ € Ry el recorrido en la direccidn inversa 7 siempre se satisface

5rs+67s = @(”l_ 1)»

es decir coincide con el valor mdximo de la distancia Kendall-Tau, lo que significa que son
rutas de recorrido opuesto. En la Tabla del Ejemplo(l| se puede observar que 01234 5+
O1432,s = 3 para todo s € {1234,1243,1324,1342,1423, 1432}, andlogamente 012435 +
O1342,s = 3y O1324,5 + 81423 s = 3 para todo s € {1234,1243,1324,1342,1423,1432}. Por
lo tanto, el recorrido opuesto de la ruta del 6ptimo del RAPC,,,, es una ruta ptima para
RAPC y viceversa, como se habia visto en el ejemplo. Finalmente se puede comprobar
que v¥(RAPC) /<7 (n—1) = v*(pATSP). En el Ejemplo (1| se puede ver que, por ejemplo
para la ruta 1243 tenemos que 54,99/9 = 6,11 (ver Tablas 3.1]y 3.2).
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3.2.1. Estudio computacional

Como se ha visto en el ejemplo, la ruta 6ptima obtenida con el ATSP no coincide con ruta
optima del p ATSP (ver Tabla[3.2)). Es decir, si en lugar de proponer una formulacién para
el nuevo problema presentamos como solucién del mismo la solucién 6ptima del ATSP,
podemos estar lejos del 6ptimo de nuestro problema. Para poder ilustrar esta diferencia,
se han resuelto 22 de las 27 instancias del mundo real que podemos encontrar en TSPLIB
(Reinelt | [1991])) para el caso del ATSP, y que son recomendadas en |Reinelt | [1994]. Las
instancias utilizadas del TSPLIB son las siguientes: 17 instancias denominadas ftv que
provienen de un problema de entrega farmacedtica en el centro de Bolonia (Fischetti ef
al. | [1994], Fischetti and Toth | [[1997]), en particular la instancia f7v170 se ha resuelto
en todos los tamafios resueltos en [Reinelt | [[1991]]. Las instancias ft53 y ft70 surgen
para encontrar el Optimo en las tareas de secuenciacién en una planta de coloracion
de un departamento de produccion de resina (Fischetti and Toth | [[1992]). La instancia
p43 proviene de un problema de programaciéon en el campo de ingenieria quimica.
La instancia ry48p es una matriz de distancias conseguida a partir de perturbaciones
aleatorias de la original (Fischetti and Toth | [1992]]). Por ultimo, la instancia br17 es de
fuente desconocida. También se han generado nuevas instancias a partir de las anteriores.
En concreto, de las f1v33 — f1v60 se han creado submatrices con menor nimero de nodos.
Por ejemplo, para f1v33, que tiene 34 nodos, se han creado las submatrices con 10, 24
y 26 nodos (comenzando la submatriz desde la esquina superior izquierda de la matriz
original). No se han utilizado las instancias rbg ni kro124 porque tienen mas nodos y no
se han podido resolver en un tiempo limite. Se ha usado para la resolucion CPLEX v11.0.
Para la resolucion de las instancias, se ha establecido un tiempo maximo de computacién

de 3 horas por instancia (aunque solo se ha alcanzado en un caso).

Los resultados se muestran en las Tablas[3.4]y La primera columna indica la instancia
utilizada y la segunda representa el niimero de nodos de dicha instancia, |V |. En la tercera
columna se refleja el tiempo que ha tardado en resolverse el ATSP y en la cuarta el tiempo
de resolucion del p ATSP. La dltima columna muestra la desviacion de la solucion 6ptima

ofrecida por el ATSP con respecto a la dada por el p ATSP, viene expresada como %dif f,
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que se representa como

%dif f = 100(v(ATSP) — v* (pATSP)) /v* (pATSP),

donde v*(ATSP) se ha calculado sustituyendo en la funcién objetivo del pATSP la ruta
Gptima obtenida con el ATSP y v*(pATSP) es el valor objetivo de la ruta 6ptima del
pATSP. En todas las instancias se ha resuelto el ATSP y p ATSP.

Aunque no se ha realizado el estudio computacional con la finalidad de analizar los
tiempos de resolucion del pATSP ni del ATSP, se puede ver en las Tablas [3.4] y [3.5| que
son tiempos de resolucion por debajo de las tres horas, puestas como tiempo maximo para

el ATSP.

Para las 22 instancias, el porcentaje de diferencia va de 0,11 % al 19,46 % (excluyendo
una instancia corresponde a un caso especial, br17 que es una matriz simétrica, en que
ambas soluciones pATSP y ATSP coinciden), con un promedio del 6,98%. Se puede
observar que para las instancias frv44 — f1v70, en todos sus casos, la diferencia entre
ambos problemas en promedio es del 14,24 %. Conforme aumenta el tamano de la ruta a
recorrer %dif f disminuye con respecto a |V |. Por ejemplo, para el caso f1v70, si cogemos
la submatriz de 10 nodos tenemos una diferencia del 19,46 % pero esta diferencia va
disminuyendo conforme aumentamos el nimero de nodos, por la propia probabilidad
definida en el problema. Las diferencias que se aprecian en las tablas indican que las
soluciones proporcionadas por el modelo ATSP no son adecuadas como soluciones al
pATSP. Con el estudio computacional se han comprobado las diferencias ya vistas en
el Ejemplo (1, que se ha desarrollado anteriormente. Los resultados obtenidos refuerzan
el interés del modelo p ATSP que tiene en cuenta la permutacién de nodos. Este nuevo
problema asume que no hay posibilidad de que permuten todos los nodos y que lo mas
probable es que no permute ninguno, pero existe la posibilidad de que permuten algunos

nodos.
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3.3. Relacion entre problemas de la literatura y los

nuevos presentados

En esta seccion, se demuestra que podemos obtener la solucion 6ptima del RAPC a partir
de la solucién 6ptima del LOP o de la solucién 6ptima del pATSP y viceversa. Como
LOP y RAP también se ha demostrado que son equivalentes (Charon and Hudry | [2007]),
tendremos que LOP, RAP, RAPC y p ATSP son equivalentes.

Teorema 1

LOP, RAPC y p ATSP son equivalentes.

DEMOSTRACION . Sea G = (V,A) un grafo dirigido completo con pesos en los arcos
w;j para cada par i, j € V. Sea x; ; una variable binaria que toma el valor 1 siy solo si i va

antes que j paratodoi,j€ V.

= LOP y RAPC son equivalentes:

i) 7 es una permutacién éptima para el LOP en el grafo completo G con nodos
V = {i1,...,in} y pesos w;; si y solo si la ruta ¢ = (1,7) es una ruta 6ptima
en el RAPC en el grafo completo con nodos {1} UV y pesos ¢;j =w;; Vj € V.
Como se demostré en la Seccion [3.1, RAPC y RAPC* tienen el mismo
conjunto de soluciones Optimas y por definicion x;; = 1 —z;; (andlogamente
x;j = zji). Por ello, las soluciones 6ptimas del RAPC en el grafo completo con
nodos {1} UV y pesos ¢ ; son soluciones del problema

min Y (wi+0+0)(1—x;))
(i,J)eV:j#i

sa  xjtxi=1 Vije{ljuV:i<j
Xjit+xg+xu <2 Vi jke{1YUV:i#j j#kitk
x;j=1 Vjev

xi; €{0,1} Vi,je{1}uV:i#j

cuando las rutas Optimas comienzan en 1 y son seguidas por permutaciones

6ptimas del LOP en G.
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ii) 0 = (1,7) es una solucién éptima para el RAPC en el grafo completo G con
nodos V = {1,...,n} y pesos ¢ j 81y solo si 7 es una solucion 6ptima del LOP
en el grafo completo con nodos {2,...,n} y pesos w;;j = c;j +cijt+en Vi, je

{2,...,n}. Reemplazando x;; por 1 —z;; y los pesos por su valor, el LOP es

max Z (cij+crj+cin)(1—zij)
(i.)€{2, .. n}iji
sa  zijtzi=1 Vije{2,..,n}:i<j

Zij+ij+Zki <2 Vijke {2,...,71} :i7£j7j7£k7i7£k

zij€{0,1} Vi,je{2,...n}:i#j

Como z;; no estd en la funcion objetivo, podemos afiadir z;; = 1 al conjunto de
restricciones y extender el resto de las restricciones a V: zj; +z1; =1+0=1
yajtzxtz =1+zp>1 Vjke {2,...,n}: j # k. Que da las soluciones
6ptimas del RAP en G.

» RAPC y pATSP son equivalentes: de la discusion en la Seccién[3.2]se sigue que la
solucién optima p* del pATSP es el mismo ranking ciclico que la solucién optima

del RAPC pero en direccion inversa.

Bn—1)—d(p,r)

*

p" =argminy ) ,gC(r)p(p,r) =argmin ) C(r
o e C(r)p(p,7) Y =0
= argmin ¥,cp C(r) 1y =argmin Y. C(r)d(p,)
rer

= argmfnp ZrER C(”)d(pa r)

La tercera igualdad viene de la Ecuacién (3.2).

OJ
El Teorema|I]implica que RAPC y p ATSP heredan todas las propiedades del LOP, por lo
que ambos problemas serdn NP-duros. Dado que RAP es equivalente al LOP (ver Charon

and Hudry | [2007]), se cumple el siguiente Corolario.

Corolario 1

LOP, RAP, RAPC y p ATSP son equivalentes.
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Del Corolario [l] se sigue que los problemas que hemos introducido son nuevas
aplicaciones del LOP para la agregacion de rankings ciclicos. Una consecuencia del
Teorema [I] y el Corolario [I] es que el conjunto de Restricciones (2.2)-(2.4)), vistas en el
Capitulo [2] son apropiadas para formular los nuevos problemas RAPC y pATSP ya que
representan una buena formulacion para el LOP. En las respectivas secciones se ha visto
como ambos problemas han de ser considerados, ya que resuelven nuevos problemas
que no han sido considerados antes y amplian las aplicaciones dadas a problemas de

ordenamiento.

Este articulo ha sido publicado en Optimization Letters y se adjunta en el Anexo 1.
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Instancia V| Tiempo Tiempo, %Diff
ftv33 34 2 1 7,36
10 0 0 5,86

24 0 0 7,77

26 1 0 8,80

ftv35 36 15 2 6,50
10 0 0 9,02

20 0 0 6,21

30 2 0 7,58

ftv38 39 8 3 6,17
10 0 0 6,50

20 0 1 6,50

30 7 1 8,24

ftv44 45 10 6 5,94
10 0 0 14,18

25 1 0 5,77

35 6 1 8,29

ftv47 43 48 6 9,82
10 0 0 11,46

25 1 0 10,66

35 27 1 6,57

ftv55 56 40 15 6,39
10 0 0 16,15

25 3 0 9,39

40 9 2 11,50

Tabla 3.4: Instancias ftv33-ftv55 de TSPLIB
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Instancia V| Tiempo Tiempo, %Diff
ftvo4 65 463 8 3,87
10 0 0 9,96

20 1 0 4,26

40 12 3 4,28

ftv70 71 388 10 4,55
10 0 0 19,46

30 4 1 3,73

50 24 11 7,18

ftv170 171 7280 778 5,84
91 247 25 5,17

101 357 22 4,61

111 1663 76 421

121 4829 81 4,00

131 10 800 162 6,08

141 759 162 5,93

151 2487 122 5,75

161 54 132 6,41

brl7 17 4 0 0,00
t53 53 1163 10 8,41
ft70 70 4815 8 3,24
p43 43 4838 10 0,11
ry48p 48 639 13 1,30
Promedio 6,98

Tabla 3.5: Instancias ftv64-ftv170 y 5 instancias mas de TSPLIB
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CAPITULO 4

Agregacion de rankings con clisteres

En este capitulo se proponen y formulan dos nuevos problemas de agregacion de rankings
parciales, que representan nuevas situaciones no consideradas hasta el momento. Se
considera que los datos de partida estan distribuidos en distintos subgrupos homogéneos,
clisteres, y el objetivo es encontrar la mejor permutacion de clisteres. Por ejemplo, si
partimos de representantes politicos, los clisteres pueden ser los partidos; si partimos
de atletas, los clusteres serian los equipos, etc. Se proponen dos enfoques que son ttiles
cuando los clusteres son conocidos: el problema de ordenamiento lineal de clisteres y el

problema de ordenamiento lineal generalizado.

En el problema de ordenamiento lineal de clusteres se propone utilizar una métrica para
medir distancias entre dos clisteres y encontrar la permutacion de cldsteres que maximice
las preferencias. Este nuevo problema de clasificaciéon de rankings, que es similar al
BOP pero partiendo de distinta informacion inicial, es ttil cuando la pertenencia a un
determinado clister no es parte de la solucion, sino que es conocido a priori. Este enfoque
es apropiado cuando todos los elementos de un cldster son igualmente validos para decidir
la clasificacion del cluster. Un ejemplo de aplicacion de este nuevo problema es para el

caso de tener que encontrar un ranking de equipos de deporte para el que todos los atletas
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son valiosos o para analizar la interdependencia de industrias en una economia a traves
de los diferentes sectores con las matrices input-output, para las diferentes actividades de

cada sector.

En el problema de ordenamiento lineal generalizado se propone el problema de tener que
elegir un representante de cada cldster, el mejor representante con respecto a los demas
clusteres, y encontrar la mejor permutacién de éstos. Este enfoque es apropiado cuando,
por ejemplo en planificacion de tareas, solo una de las tareas de cada claster se requiere
o cuando se requiere ordenar clasificaciones para un premio o beca para cada clister.
Por ejemplo, algunas Universidades Espafiolas ofrecen un conjunto de premios, uno para
cada departamento, entre todos los profesores que se inscriben en el Programa Nacional
de Evaluacion Docente llamado Docentia (https://programadocentia.umh.es/) y
después, los Departamentos se pueden clasificar de acuerdo a las puntuaciones de sus

profesores.

En la primera seccion se propone un modelo para el problema de ordenamiento lineal
de clasteres y se demuestra que bajo ciertas condiciones es equivalente al problema
de ordenamiento con empates, BOP. En la segunda seccion se formula el problema de
ordenamiento lineal generalizado. Para ambos casos se utilizard el Ejemplo[2]del Capitulo
donde se ilustra la diferencia de clasificacion de rankings asi como los diferentes
porcentajes de preferencias de los votantes que se pueden lograr. En la tercera seccion,
se propone un algoritmo metaheuristico hibrido para el problema de ordenamiento
lineal generalizado, seguido por un extenso andlisis computacional, que muestra el buen
rendimiento del modelo y del algoritmo. Los nuevos ordenamientos de rankings que se

introducen y desarrollan en este capitulo generalizan tanto el LOP como el RAP.

En las siguientes secciones utilizamos el conjunto V particionado en subconjuntos
disjuntos (cldsteres): V.=V UV,---V,, y V,NV; = 0 para todo r,s € {1,...,m} r #s
y definimos M = {1,...,m}. Al igual que se ha hecho en el resto de la memoria, a los

elementos, en este caso de cada cluster, se les llamara nodos.
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4.1. Ordenamiento lineal de clasteres

En el problema que presenta en esta seccion se pretenden ordenar los clusteres de tal
forma que si la distancia entre ellos se mide como la suma de todas las distancias entre
los elementos de los mismos, el orden de éstos es el Optimo para el LOP. Llamaremos a
este problema, problema de ordenamiento lineal de cldsteres, Linear Ordering problem

of Clusters (LOC).

Para todo r,s € M, sea y,s una variable binaria que toma el valor uno si y solo si el indice

r va antes del indice s. La formulacién que proponemos es la siguiente:

(LoC)max Y. Y Y cijyrs

rsEM:r#£si€V, jeVs

Srafitl yeelove — 1 nseEM:r<s “4.1)
Vrs T Vst TYir <2 r,s,t C M : todos disjuntos 4.2)
yrs €{0,1} nsEM:r#s (4.3)

Basicamente, es la formulacion del LOP presentada en el Capitulo [2|donde los nodos son
los clusteres. La Restriccion (4.1) indica que cualquier nodo r se clasifica antes o después
de s, pero ambos casos no pueden ocurrir simultdneamente. La Restriccion (4.2) describe
la relacidn transitiva entre la posicion de tres nodos en la permutacion: si s va antes de ¢
y t va antes de r, (es decir, ys; = y;» = 1), entonces s debe ir antes de r, es decir, y;, =1y
vrs = 0. Cualquier solucién del sistema (4.1)), (4.2), es una permutacién de nodos en
M.

La siguiente proposicion demuestra que la solucién con este enfoque coincide con el
orden dado por el BOP, si el conjunto de posibles soluciones estd restringido al conjunto

de la solucién para la cual el conjunto de cubos es el conjunto de clusteres.

Proposicion 2
Sea C una matriz con 0 < ¢;; < 1. EI LOC es equivalente al BOP cuando los cubos

factibles son todas las permutaciones de Vy,--- ,V,,.
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Demostracion:

La demostracion consiste en comprobar que minimizar ;' ; ¥ [cij — cf’j|, que es la
funcién objetivo del BOP, es equivalente a maximizar Y., scps.r-4s Yicv, L jev, CijYrs, qUe €8

la funcién objetivo del LOC.

Dado que los buckets dados son los cldsteres, la matriz asociada C? de cualquier solucién
factible del BOP tiene los valores 0,5 en las mismas posiciones. Entonces, minimizar

i1 X leij— cﬁ?j| es equivalente a minimizar Y., scps.-£s Yiev, X jev, |Cij — cf?j|. Sea A =
{(i,j)) eV xV:iieV,,jeVgrseM,r#s}ya=|A|. Paratodo (i, ) € A, sea x;; una
variable binaria que toma el valor uno si i va antes de j en el ordenamiento b. Si x;; =1,
entonces cf?j =1y |cij —cf?j| =[cjj— 1| = 1—c;j. Ademds, si x;; = 1, entonces cl;.i =0y

|cji —Clj’-i| = |c¢ji| = ¢ji. Por lo tanto,

Y, lej—cil= Y (I—cijtex= Y, (uj—cijxij+cji(l —x;i) =

(i,j)eA (i,j)€A (i,j)€A
a/2+ Z c,-j—2 Z CijXij-
(i,j)eA (i,/)€A

La igualdad Y jjeaXij = a/2 se cumple porque si (i,j) pertenece a A, también
(j,i) pertenece y x;; +xj; = 1. Ignorando las constantes, esto implica que minimizar

. b . . . e .
Y.(i,j)ea |cij — ¢;] es equivalente a maximizar Y ; jcq ¢ijXi;- Finalmente,

Z CijXij = Z ZZCinrs

(i,j)eA rseEM:r#si€Vy jeV
que es el final de la prueba.

Se ha de tener en cuenta que si ¢;j +cj; = 1, entonces a/2 = Y.; jyea Cij» ¥ L(i,j)ea |Cij —

clil =2X i jeacij — 2L jyea Cijij- -
Ejemplo 2 (cont)

Como se vio en el Capitulo|2, comenzamos el ejemplo con un conjunto de seis candidatos,
V ={a,b,c,d,e,f} y un ranking de candidatos para explicar la solucién del LOP.
Continuamos con el ejemplo agrupando a los seis candidatos en tres grupos de acuerdo

con el partido politico al que pertenecian para explicar el BOP restringido a los clusteres:
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Tabla 4.1: Matriz de agregacion de preferencias.

{a,b}  {cd} Hef}
{a,b} 1.8 2.8

{c,d} | 22 3.4

{e.f} | 12 0.6

Vi ={a,b},Vo ={c,d} y V3 = {e, f}. Con este mismo conjunto de clisteres la solucion
optima del LOC es el optimo ordenamiento lineal de la matriz de agregacion dada por la
Tabla[4.1} De hecho, es el ordenamiento (c,d |a,b|e, f) con valor dptimo 8,4. El mayor
valor que se puede obtener teniendo en cuenta todas las preferencias es 12 (cada entrada
en la matriz de agregacion de preferencias es 4), entonces el 70% ((=8,4/12)x100) es
el porcentaje en que la solucion del LOC garantiza las preferencias del votante. Este
porcentaje es igual al obtenido con el BOP restringido a los clusteres, que también fue el
70% (=100 —30). No olvidar que en este ejemplo c;; +cj; = 1, entonces Z(,-J-)eA CijXij =

(2Z(i,j)€A Cij —Z(i,j)eA |Cij _C?j )/2=(24-1,2)/2=38,4.

En esta seccion se ha presentado un nuevo problema de ordenamiento lineal para el caso
en que los elementos, sobre los que se busca un orden, tengan caracteristicas similares
y formen distintos subgrupos homogéneos. Este problema busca un orden parcial de
elementos. El1 LOC considera que todos los elementos de cada clister son igualmente
relevantes para la obtencion de un ranking final. Este problema ha demostrado ser un caso

particular del BOP, sabiendo a priori el conjunto de cubos.

4.2. Ordenamiento lineal generalizado

El nuevo problema propuesto, el problema de ordenamiento lineal generalizado,
Generalized Linear Ordering Problem (GLOP), consiste en encontrar el mejor orden

lineal para Vi,...,V,, cuando se considera que solo un representante de cada clister puede
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ser seleccionado.

Para todo i € V,, j € Vj con r # s, sea x;; una variable binaria que toma el valor uno si y
solo si el nodo i pertenece a un clister que va antes del cluster al que pertenece el nodo j.
Para todo i € V, sea z; una variable binaria que toma el valor uno si y solo si el nodo i es

el representante de su clister. La formulacién del GLOP que se propone es la siguiente:

(GLOP) méx Z Z cijx,-j (44)
rseEM:r#s i€V,
JEV;
s.a Z(xij+xji):l nseEM:r<s 4.5)
i€V,
JEVs
Z Xij+ Z X+ Z X <2 r,s,t € M : disjuntos 4.6)
keV; i€V, keV,
JEVs JEVs i€V;
Y (j+x)—z <0 reM,i¢V, 4.7)
JEV:
371 reM (4.8)
i€V,
e oy ieV.,jeVgr#s 4.9
zi €{0,1} ieV (4.10)

Las Restricciones (4.3),(4.6), (4.7) y (4.9) garantizan que la solucién es una permutacién
de los cldsteres. Las Restricciones y (@.10) obligan a seleccionar solo un nodo de

cada cluster.

Cualquier solucion factible del GLOP induce una permutacion de m elementos en V, uno
en cada clister y, por lo tanto, una permutacion de cldsteres.

Ejemplo 2 (cont)

La solucion optima para el GLOPes (c,b,e) = (¢,d|a,b e, f) y el valor 6ptimo 2,6. Si se
eliminan las preferencias de los candidatos no seleccionados, la lista de preferencias seria
la lista presentada en Tabla[4.2y una permutacion de consenso sin ningtin desorden daria
un valor objetivo de 3. Por tanto, la solucion 6ptima (c, b, e) garantiza el 86,6 %((2,6/3) x

100) de las preferencias de los votantes.
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Tabla 4.2: Preferencias de los votantes sobre los candidatos seleccionados.

Voter1: b c e
Voter?2: c b e
Voter3: c b e
Voter4: c b e
Voter5: c e b

La solucion 6ptima del LOP no conduce a la solucién del GLOP. La solucién optima del
LOPes (a|c|d|b|f|e), como se vio en el Capitulo[2, luego los primeros tres elementos
de diferentes clusteres son (a,c, f) = (a,b|c,d|e,f), que no es la solucion del GLOP. De
hecho, el valor de la funcion objetivo de la solucion (a,c, f) en el GLOP es 2, que solo

garantiza el 66,6 %((2/3) x 100) de las preferencias de los votantes.

En términos de los porcentajes de preferencias de los votantes garantizados por el BOP o
LOC y GLOP, observamos que GLOP es la mejor opcion. GLOP responde en este ejemplo
al problema de seleccionar al mejor candidato de cada partido politico para maximizar las

preferencias de los votantes.

El GLOP es el LOP cuando todos los clisteres tienen un solo elemento. Dado que el LOP
es NP-duro, el GLOP también lo es y la formulacién compacta falla al resolver casos
de tamafio mediano, de ahi que necesitemos de algoritmos metaheuristicos para poder

resolver instancias grandes.

En esta seccion se ha presentado un segundo problema de ordenamiento lineal para el
caso en que los elementos estén agrupados en distintos clasteres. Se busca un orden
parcial de elementos, eligiendo un elemento de cada claster. El GLOP considera, a
diferencia del LOC, que los elementos de cada cldster no son igualmente relevantes para
la obtencién de un ranking clasificacién final. El problema ha sido modelizado a través de
una formulacion lineal binaria y, como se ha visto en el Ejemplo |2} garantiza un porcentaje

mucho mayor de preferencias de los votantes que los problemas de la literatura.
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4.3. Un algoritmo metaheuristico para el problema de

ordenamiento lineal generalizado

En esta seccion se presenta MH_GLOP, el algoritmo metaheuristico que se ha disehado
e implementado para resolver el nuevo problema que se ha introducido en la Seccion
H4.2]de este capitulo, el problema de ordenamiento lineal generalizado. La idea bésica del
algoritmo consiste en manejar, a lo largo del proceso iterativo, un conjunto de referencia,
tal y como se hace en el algoritmo Scatter Search, de manera que dicho conjunto sea
una buena representacion de soluciones diversas y de calidad. Los mecanismos que se
han diseflado para conseguir mantener estas caracteristicas en dicho conjunto hacen uso
del conocimiento especifico del problema y se basan en ideas utilizadas en otros tipos de
algoritmos metaheuristicos, lo que convierte el algoritmo propuesto en una herramienta

metaheuristica hibrida que resuelve de forma eficiente el problema.

El algoritmo comienza generando aleatoriamente una poblacion inicial (Poblni) de un
tamano dado de soluciones factibles al problema. Luego, se selecciona un conjunto de
referencia (RefSet) de soluciones de la poblacion inicial, con un buen nivel de calidad
y diversidad. Después comienza el proceso evolutivo y se repite hasta que se cumple un
criterio de parada. En primer lugar, se aplica un procedimiento basado en Path relinking
(PR) sobre dos soluciones de RefSet, creando una nueva solucién que puede reemplazar a
una de las originales. Luego, se elige aleatoriamente una nueva solucion de este conjunto
y se somete a tres operaciones diferentes: mutacion, intercambio e insercion. El orden
en que estos operadores se aplican sobre la soluciéon depende del tipo de mutacién, que
se selecciona al azar entre dos tipos diferentes: uno afecta a los nodos y otro modifica
los clusteres. Ademads, cada tipo tiene dos versiones diferentes, dependiendo de si afecta
solo a uno o todos los nodos/clusteres de la solucion, y la version que se aplica también
se elige al azar. Después de llevar a cabo estas operaciones, RefSet se actualiza y la
nueva solucién reemplaza a la original en RefSet, si es mejor. Una vez que finaliza el
proceso de evolucion, se lleva a cabo un procedimiento de mejora final para aumentar la
calidad de las soluciones en RefSet, que consiste en aplicar a cada solucion en RefSet

técnicas de intercambio e insercion de forma sucesiva pero en orden aleatorio. Una vez
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mas, la solucién modificada reemplaza a la original si se ha mejorado. El resultado
del algoritmo es la mejor solucién del conjunto de referencia. El funcionamiento del
algoritmo metaheuristico hibrido que proponemos para el problema de ordenamiento

lineal generalizado se describe en el Algoritmo|[I]

Algoritmo 1 . Metaheuristico hibrido para el GLOP: MH_GLOP

Paso 0: (Inicializacion)

Generar_Poblacion_Inicial(Tam_Poplni);
Generar_Con juntodere ferencia(Tam_Re fSet);
Paso 1: (Iteraciones)

while no (criterio de parada) do
Path_relinking_adaptado();
V= Seleccionar_RefSet _Aleatorio();
switch (entero_aleatorio(1,4))
case 1:

nt! := Intercambio(Insercion(MutacionUnNodo(n°)));

case 2:

n! = Intercambio(Insercion(MutacionTodosNodos(n°)));

case 3:

n! .= Insercion(Intercambio(MutacionUnCluster(n°)));
case 4:

n!' := Insercion(Intercambio(MutacionTodosCluster(n°)));
end switch

Actualizar RefSet(n°, nt');
end while
Paso 2: (Mejora final)
Mejora_RefSet();

En las siguientes subsecciones se describen en detalle los principales operadores y
procedimientos llevados a cabo por el algoritmo metaheuristico. En dicha descripcion
se hard uso de la funcién p : V — M que indica la posicion que ocupa el nodo de

un determinado clister: p(i) = r si y solo si i € V.. Abusando de la notacién, p ()
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representard el vector (p(7(1)),...,p(mw(m))). Ademds, nos referiremos al valor objetivo

en GLOP de una solucién factible & como v(7).

Se continua en esta seccion con el Ejemplo 2 para ilustrar alguno de los operadores

implementados en el algoritmo que proponemos.

Ejemplo 2 (cont)
Sea V = {a,b,c,d,e,f},V) = {a,b},Vo = {c,d} y V3 = {e, f}. La solucién optima
del GLOP es la permutacion de nodos n* = (c,b,e) = (¢,d|a,b|e, f), asociada a la

permutacion de clisteres p(n*) = (2,1,3).

4.3.1. Poblacion inicial y conjunto de referencia

En general, la poblacidn inicial utilizada en un algoritmo metaheuristico es un conjunto
de soluciones factibles que pueden obtenerse aleatoriamente o mediante un algoritmo
especifico. El primer mecanismo es mas rapido, pero la calidad de las soluciones suele ser
baja y el segundo tiene la ventaja de crear buenas soluciones pero requiere mas esfuerzo

computacional.

En el algoritmo propuesto se ha empleado un mecanismo aleatorio puro para generar una
poblacién inicial de soluciones factibles, Poblni, con tamafio Tam_PoblIni. Cada solucién
es una clasificacion parcial de V dada por una permutacion 7 de longitud m. Después
de crear Poblni, se elige de Poblni un conjunto de tamafio Tam_Re fSet con soluciones

buenas y diversas que serd el Conjunto de Referencia (RefSet).

La construcciéon del conjunto de referencia inicial comienza con la seleccion de las
Tam_RefSet /2 mejores soluciones de la poblacidn inicial, es decir las de mejor valor de
la funcién objetivo dado en (#.4). Las soluciones que faltan hasta completar Tam_Re f Set
se incluyen para aumentar el nivel de diversidad en él. La distancia entre dos soluciones

n¥ perteneciente al conjunto de referencia y ! de la poblacién inicial es:

m v(70)

p(r’,x) =< <d(”(”0)’_”<”1)) +i> I (V(ﬂl)) : @.11)

donde « es un valor en (0,1), d(p(n°),p(n')) es la distancia Kendall-Tau, s es el
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nimero de clisteres con diferentes representantes y m(m — 1)/2 es el valor maximo de
una distancia Kendall-Tau entre dos permutaciones de tamafio m. El primer sumando,
ponderado a o/2, se descompone en dos términos. El primero de ellos tiene en cuenta el
ndmero de desérdenes entre las dos soluciones a comparar con respecto al valor maximo
de la distancia Kendall-Tau para dos permutaciones de tamafio m y el segundo tiene en
cuenta el numero de clusteres con nodos diferentes entre las dos soluciones a comparar
con respecto al valor maximo de nodos diferentes entre ambas. El segundo sumando,
ponderado a (1 — o) compara el valor de las funciones objetivo de ambas soluciones.
Asi, obtenemos una funcidn distancia que tiene en cuenta la posicion de los clusteres, los
nodos incluidos en la solucion y el valor de la funcion objetivo. Obsérvese que la funcion
de distancia D estd limitada por 1 cuando « € (0, 1). El primer sumando a lo sumo puede
valer 2, ya que la distancia d(p(7°), p(n')) < %(n) y s < m (como mucho pueden ser m
representantes distintos, uno por cada claster). El segundo sumando como mucho puede

ser 1, si coinciden los valores de la funcidn objetivo.

Para seleccionar las soluciones diversas que van a entrar a formar parte de RefSet, se
calcula la distancia minima desde cada solucion en Poblni a las soluciones en RefSet.
Luego, la solucién con el maximo de estas distancias minimas se afiade a RefSet.
Este proceso se repite Tam_RefSet /2 veces. El conjunto de referencia resultante tiene

Tam_RefSet /2 soluciones de alta calidad y Tam_Re fSet /2 soluciones diversas.
Ejemplo 2 (cont.)
Sean®:=(d|a|e) = (c,d|a,b|e,f) y ' = (f|a|c) = (e,f|a,b|c,d). La distancia entre

0yl es

o _1y_ %[ 3 2 (=)
D(7r,7r)_2 @J% +(1 a)(v(no)).

4.3.2. Path relinking adaptado

Como se introdujo en el Capitulo|l} Path relinking (PR) es un proceso de combinacion de
soluciones iniciales con el se obtienen nuevas soluciones, combinacidon de las anteriores,

que comparten determinadas caracteristicas. Este proceso se utiliza con el objetivo de
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obtener mejores soluciones que las iniciales.

Se necesitan dos soluciones iniciales para construir el camino entre ellas. A partir de una
de ellas, la origen, se genera un camino que atravesando otras soluciones intermedias llega
a la segunda solucidn, la destino. Como resultado del proceso se tomara la mejor solucién

de todo el camino realizado, que serd la candidata a ingresar en RefSet.

En Scatter Search, generalmente el proceso de PR se aplica a todas las posibles parejas
que pueden formarse en el conjunto de referencia. En nuestro caso se ha disefiado un path
relinking adaptado que, en cada iteracion solo se aplica a un par de soluciones de entre las
mejores del conjunto de referencia, es decir, aquellas que tienen mejor valor de la funcién
objetivo y se realiza bidireccionalmente, es decir, nos movemos desde la solucién origen a
la solucién destino y después desde la solucién destino hasta la origen. El proceso evalda
todas las soluciones vecinas generadas en ambas rutas, devolviendo la mejor solucion.

Esta solucion reemplazard a la peor de las iniciales en el conjunto de referencia.

Dadas dos soluciones de RefSet, 7 y 7!, la forma de generar las soluciones intermedias

entre ambas se representa en el Algoritmo [2]

4.3.3. Insercion

En el algoritmo hacemos usa de una técnica de insercién que permite quitar un nodo de
su posicion e incorporarlo en cualquier otra posicion. Dicha técnica ha sido utilizada
en otros algoritmos metaheutisticos con éxito, sobre todo cuando las soluciones son
representadas por permutaciones. En estos casos la técnica de inserciéon ha demostrado
ser probablemente el método mds directo y eficiente para modificar una solucién (ver
Laguna et al. | [1999], donde es utilizado para el LOP). Dada una solucion 7 y las
respectivas posiciones de dos clisteres r,s € M, se define la insercion del elemento 7(r)
en la posicion de s como el resultado de insertar en la posicion de s el elemento 7(r),
desplazando todos los elementos posteriores una posicion. Dada una solucion, el operador
de Insercion evalda todas las inserciones posibles en esa solucion comprobando la funcién
objetivo para cada una. El resultado del operador de insercion es la mejor de las soluciones

evaluadas. Para evaluar de forma eficiente el valor de la funcion objetivo, es ttil hacer la
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Algoritmo 2 . Path-relinking-adaptado

Paso 0: (Inicializacion)

if v(7°) >=v(r')) then

= n0;
else

=l
end if
n?:=n’;
r=1;

Paso 1: (Algoritmo)
while 72 # 7' do

if (p(n*(r)) = p(x'(r))) then

if (72(r) = ' (r)) then
r=r+1;
else

72 (r) :=wl(r);
if v(7?) >=v(7*)) then
Tt =t
end if
end if
else
t=r;
repeat
t=t+1;
until p(72(1)) = p (7' (r))
Mg = T3
w2 (r) = Taux(t);
fors=1totr—rdo
72 (r+s) = Tuu(r+s—1);
end for
if (v(7?) >=v(7*)) then
Tt =1
end if
end if

end while
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siguiente observacion.

Observacion 1

0

Sea m” una solucion del GLOP y dos clusteres r,s en M. Sea 7 el resultado de insertar el

elemento ©¥(r) en la posicion de s entonces,

N

sir<s V(TL') = V(TL'O) + Z (CTCO(t)TL'O(r) _CTL'O(r)TCO(t)> (4.12)
t=r+1
r—1

Sir>s V(?‘L’) = V(n’o) + Z (cﬂo(r)HO(t) - C,L-O(,)EO(,,)) (413)
t=s

La Observacion |1|facilita la evaluacion de las nuevas soluciones. Mientras que el calculo
de la funcién objetivo por (4.4) requiere m(m — 1)/2 operaciones, el cdlculo a través de
las férmulas y requiere entre 2 y 2(m — 1) operaciones, dependiendo de
las posiciones que se consideren, lo que en muchos casos reduce mucho el nimero de

operaciones a realizar para evaluar la nueva solucion.

4.3.4. Mutacion

La mutacién se usa como uno de los principales operadores en los algoritmos genéticos,
imitando la mutacion del material genético de las especies que a veces ocurre en la natura-
leza, cambiando las caracteristicas de un individuo (ver Holland |[[1975]]). Se ha disefiado
una estrategia de mutacion que, haciendo uso del conocimiento del problema, permite
introducir diversidad en el conjunto de referencia. Se presentan dos tipos diferentes de
mutacién: mutacién de nodos y mutacion de clisteres. Para cada una de las mutaciones
existen dos versiones diferentes, dependiendo de si solo uno o todos los nodos/clasteres
mutan. Dada una solucién 7 del RefSet: MutacionUnNodo( ), MutacionTodosNodos(7),
MutacionUnCluster(7) y MutacionTodosCluster(7) se pueden aplicar a la solucién. Los
dos primeros procedimientos mutan los nodos mientras que los otros producen la muta-

cion de los clusteres.

A continuaciéon se describen los cuatro tipos de mutaciéon que pueden aplicarse a
una solucién cualquiera 7 perteneciente a RefSet. MutacionUnNodo(7) elige un nodo
aleatorio i € V, tal que i es un nodo de la solucién 7, i = 7(r), y se reemplaza por un

nodo aleatorio j € V, con una probabilidad de mutacion, B, ;. MutacionTodosNodos ()
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selecciona cada nodo i € V, de modo que i es un nodo de la solucién 7, que es
i = n(r), y se reemplaza por un nodo aleatorio j € V, con una probabilidad de
mutacion, P,,,;2. MutacionUnCluster(7) elige dos cldsteres aleatorios r,s € M e inserta
el elemento 7(r) en la posicion del clister s con una probabilidad dada P, . Finalmente,
MutacionTodosCluster(7), aplica MutacionUnCluster(7) para todos los cldsteres r € M,
pero con probabilidad P,,;» para cada cluster. El resultado de este procedimiento podria
ser la solucion original si no se llega a aplicar la mutacién que haya sido elegida, o una
solucién diferente dada por la aplicacién de la mutacién seleccionada. El resultado tras
aplicar la mutacion siempre sustituird la solucion original, tenga o no mejor valor objetivo,

ya que este mecanismo se utiliza para crear diversidad.

Ejemplo 2 (cont.)

Dado 7n° = (a|d|e) = (a,b|c,d|e,f). El resultado de aplicar el procedimiento
MutacionUnNodo(n®) con i = ¢ es (a|c|e) = (a,b|c,d|e, f) que reemplazaria en Ia
solucion original ¢ por cualquier otro nodo, al azar, del mismo cluster. En este ca-
so como el clister solo tiene dos elementos lo reemplazaria por d. La salida de
MutacionTodosNodos(n®) con valores aleatorios b,d, e es (b|d|e) = (a,b|c,d|e, f). La
salida de MutacionUnCluster(n°) conr =3 ys =1 es (e|a|d) = (e, f, |a,b|c,d). Final-
mente, la salida de MutacionTodosCluster(n") cuando el primer cliister es seleccionado
para moverse a la tercera posicion, el segundo clister es seleccionado para moverse a la
tercera posicion y el tercer clister es seleccionado pra moverse a la primera posicion es
(e|d|a) = (e, f]|c,d,|a,b). En todos los casos, la solucion mutada reemplaza a la solu-

cion original.

4.3.5. Intercambio

El mecanismo de intercambio se ha usado con €xito en diferentes algoritmos metaheuristi-
cos para mejorar la calidad de las soluciones. Basandonos en el algoritmo de intercambio,
definido en [Teitz and Bart | [1968]], se utiliza un m-intercambio particular que incorpora
conocimiento especifico del problema. Este ha sido utilizado previamente como operador
de un algoritmo metaheuristico para resolver un problema de localizacién (Alcaraz ef al.

[2012]). Dada una solucion 7, este operador reemplaza cada elemento i en 7 por el mejor
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elemento i* € V,(;). El mejor elemento i* es aquel cuyo intercambio conduce al mejor

valor objetivo posible.

Para evaluar el valor de la funcién objetivo de la solucion para un determinado

intercambio j € V), (;), es util hacer la siguiente observacion.

Observacion 2
Sean 7’ y 1 dos soluciones del GLOP tales que p(n°(r)) = p(n(r)), para todo r € M,

and 7°(s) # m(s) para exactamente un s € M. Entonces,

r—1 m
(1) = (1) + Y (cro(20) = Cron0) + Y (Caindis) — Caono)  (4e14)
s=1 s=r+1

(4.15)

La Observacion |2 también facilita la evaluacion de las nuevas soluciones. De nuevo, el
célculo de la funcion objetivo por ({.4) requiere m(m — 1) /2 operaciones mientras que los

cdlculos por la formula (4.14) requieren 2(m — 1).

4.4. Estudio computacional

En esta seccion se comprueba la bondad del modelo de programacion lineal binaria
propuesto para resolver el problema de ordenamiento lineal generalizado asi como del
algoritmo metaheuristico propuesto MH_GLOP, y descrito en la Seccién[d.3] Con respecto
al modelo GLOP, el interés estd en el tamano del problema que se puede resolver dentro
de un limite de tiempo mientras que con respecto a la metaheuristica, el interés esta en
la eficiencia del método, es decir, la calidad de las soluciones que el método es capaz de

generar en un tiempo de cdlculo dado.

Para realizar el estudio se ha utilizado un conjunto de instancias que se encuentra
disponible en http://www.optsicom.es/lolib/| para el LOP. En particular, el
conjunto comprende las 25 instancias de tamafio 100 en el grupo de problemas llamados
instancias aleatorias de tipo Al que se generan a partir de una distribucion uniforme de

[0,100] y fue propuesta en Reinelt | [1985] y generado en [Campos ez al. |[2001]. Cada
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instancia de tamafio n = 100 se ha dividido en m = 4,10, 20, 50 clusteres de igual tamafo.
Por lo tanto, hemos resuelto 100 problemas diferentes que forman 4 grupos, en funcion

del nimero de cldsteres que presentan.

Todas las pruebas han sido realizadas en un equipo con un procesador dual core Intel Xeon
de 2,33 GHz, 8,5 GB de RAM y el sistema operativo LINUX Debian 4.0. Se ha utilizado
un motor de optimizacion CPLEX v.11.0 para resolver el modelo GLOP mientras que

MH_GLOP se ha implementado en C.

Primero, se ha resuelto el modelo GLOP para cada una de las instancias de cada grupo,
m = 4,10,20,50. Se ha medido el tiempo de resolucion promedio que CPLEX ha

necesitado para resolver las instancias en ese grupo con un limite de tiempo de

> t;rom,m
tres horas. Después se ha resuelto cada instancia con MH_GLOP tres veces. El limite de
tiempo impuesto en cada una de esas ejecuciones depende del tamafio del problema y se
ha establecido en base a la expresion
s * n\m
mln{tpmmm,log (—) }.
m
El término log ( %)m se ha establecido en base a que el tiempo aumenta de forma
exponencial con la complejidad del problema, que depende tanto del nimero de nodos, 7,

como del nimero de clisteres, m.

Estudios preliminares han indicado algunos valores apropiados para los pardmetros
del algoritmo metaheuristico, y esos son los empleados en todas las ejecuciones de
MH_GLOP: Tam_PobIni = 100, Tam_Re fSet = 10, alpha =0,5, P,,;1 =0,1. El valor de
P2 no puede ser fijo ya que cldster a cldster, si estamos en MutacionTodosCluster(7),
o nodo a nodo, si estamos en MutacionTodosNodos(7), comprueba si hace la mutacidn.
Esta probabilidad depende de m y se ha calculado para que la probabilidad conjunta no
sea mucho mayor a P,,,;1. En particular tendriamos que P,,;» = 0,05 para instancias con
4 clasteres, P20 = 0,025 para las instancias con m = 10, P,,,;o = 0,0125 para instancias

donde el nimero de clusteres es 25 y Py,;» = 0,00625 para 50 clusteres.

Las Tablas [.3] a 4.6) muestran los resultados de las instancias con m = 4,10,20,50
respectivamente. La primera columna indica el nimero de la instancia. El segundo

bloque tiene dos columnas. La primera columna, v*, muestra el valor objetivo de la
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mejor solucion lograda por CPLEX (si CPLEX termina antes del limite de tiempo, es la
solucion 6ptima) y la segunda, ¢*, el tiempo de CPU (segundos) que necesita CPLEX para
llegar a esa solucidn al resolver el modelo GLOP. El tercer bloque de columnas, llamado
mejor solucién, muestra los resultados de la mejor de las tres ejecuciones realizadas por
MH_GLOP. Este bloque estd dividido en cuatro columnas: vy, muestra el valor objetivo
de la mejor solucién lograda, ¢y, muestra el tiempo de CPU (segundos) para encontrar
esta solucion, #iter muestra el nimero de iteraciones realizadas por el algoritmo y %
diff muestra la desviacion de la solucion encontrada por MH_GLOP con respecto a la

encontrada por CPLEX, es decir

Vo

Podiff = IOOMSV—* (4.16)
La columna #OPT en las Tablas y indica el numero total de veces, contando las
tres ejecuciones, que MH_GLOP encuentra el 6ptimo y la columna #BST en las Tablas
4.5] y 4.6 muestra el nimero de veces que la metaheuristica encuentra, en el limite de
tiempo establecido, una solucion que es mejor que la dada por CPLEX. El ultimo bloque
de columnas, Promedio, muestra los valores promedios de las tres ejecuciones llevadas a
cabo por el algoritmo metaheuristico: valor 6ptimo promedio (v4), tiempo promedio (#4),

nimero promedio de iteraciones (#iter) y desviacion promedio de la solucién informada

por CPLEX ( %diff).

La Tabla 4.3] muestra los resultados para las 25 instancias con m = 4, en el que todos
los clusteres tienen 25 elementos. En este caso, el limite de tiempo impuesto a la

metaheuristica, t*

prom 4> €8 el tiempo promedio empleado por CPLEX para resolver las

instancias con 4 clisteres por ser un tiempo bastante reducido. Los resultados muestran
que ambos métodos obtienen la solucidén 6ptima en las 25 instancias de este grupo. El
tiempo promedio empleado por CPLEX es de 2 segundos y el tiempo promedio en que
MH_GLOP encuentra el 6ptimo, en la mejor de las tres ejecuciones, es 0,03 segundos.
Ademads, en todos los casos, el metaheuristico encuentra la soluciéon 6ptima en menos
de un cuarto de segundo, en promedio. La columna #OPT, que indica el nimero de
ejecuciones donde MH_GLOP logra la solucion 6ptima, muestra que la metaheuristica

alcanza el nivel 6ptimo en las 3 ejecuciones realizadas, lo que demuestra su robustez y
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estabilidad. El nimero promedio de iteraciones realizadas por MH_GLOP es alrededor de

90 000, lo que significa que realiza mas de un millon de iteraciones por segundo.

La Tabla muestra los resultados para el caso m = 10, es decir, las instancias tienen
10 clusteres con 10 nodos por claster en cada una. El tiempo promedio de cdlculo para
resolver GLOP con CPLEX es de 320,12 segundos. El limite de tiempo impuesto, en
este caso, a la metaheuristica es 10 segundos, (log(n/m)™) por ejecucién, que es muy
inferior al utilizado por CPLEX. Sin embargo, MH_GLOP emplea solo 2,31 segundos en
promedio para resolver las instancias en este grupo y, si consideramos solo la mejor de
las tres ejecuciones, menos de un segundo en promedio. MH_GLOP encuentra la solucién
Optima en las 25 instancias y en 71 de las 75 ejecuciones realizadas. Solo en tres de las
25 instancias, no logra la solucion 6ptima en las 3 ejecuciones. La desviacion promedio
de las soluciones encontradas por MH_GLOP con respecto a la solucion 6ptima dada por
CPLEX es siempre menor que 0,53 %, empleando un tiempo de CPU 140 veces menor.
La desviacion varia desde -1,9 % hasta -6,53 % en un tiempo de cédlculo promedio que
es 2245 veces mas pequeno. En este caso, el algoritmo realiza, en promedio, alrededor de
80 000 iteraciones para encontrar el 6ptimo, mas de 35 000 iteraciones por segundo.
Loégicamente el nimero de iteraciones por segundo ha disminuido con respecto a las

instancias con 4 clusteres, por ser €stas ultimas mas faciles de resolver.

La Tabla[4.5|resume los resultados para las instancias con m = 20. En este caso, CPLEX
no puede encontrar la solucion Optima en ninguna de las 25 instancias en 3 horas y la
columna v* indica el valor objetivo de las mejores soluciones logradas en ese tiempo. El
limite de tiempo para MH_GLOP es entonces de 14 segundos, segiin la expresion utilizada
calcular dicho tiempo. La metaheuristica necesita, en promedio, 4,81 segundos para llegar
a la mejor solucion y solo 1,43 segundos en promedio si se considera tinicamente la mejor
ejecucion. Los valores negativos en la columna % diff indican que la solucién dada por la
metaheuristica es mejor que la dada por CPLEX. Ademads, la columna #BST indica que
MH_GLOP siempre encuentra una solucién que es mejor que la reportada por CPLEX,
en todas las instancias y todas las ejecuciones realizadas por instancia. Aunque en todos
los casos MH_GLOP encuentra la mejor solucion en menos de 4 segundos, algunas veces

los promedios son de casi 14 segundos. Por ejemplo, el tiempo que necesita el algoritmo
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metaheuristico para alcanzar la mejor solucion en la instancia 22 es de 1,13, 13,98 y 5,89
segundos respectivamente, lo que lleva a un tiempo de célculo promedio de 7 segundos.

En este grupo de instancias, las iteraciones por segundo son 45874 /4,81 = 9537.

Finalmente, la Tabla 4.6| muestra los resultados para las instancias con m = 50 clusteres
y todos los clasteres de tamafio dos. CPLEX no puede encontrar la solucién 6ptima en
ningun caso y emplea las 3 horas impuestas como limite en el proceso de solucion. El
tiempo limite para MH_GLOP es de 15 segundos. La mejor solucion de cada trio de
ejecuciones siempre se obtiene en menos de 14 segundos y en alrededor de 8 segundos
en promedio. Como en la tabla anterior, los valores en la columna %diff son negativos,
y la columna #BST muestra que MH_GLOP encuentra mejores soluciones que CPLEX
en todas las instancias y todas las ejecuciones. En la mejor ejecucion, por ejemplo para
la instancia 20, MH_GLOP supera a CPLEX en aproximadamente un 23,73 %. En este
grupo de instancias, las diferencias promedio varian entre -5,68 % y -23,09 % en solo
10,66 segundos, en contraste con los 10 800 segundos empleados por CPLEX. Ahora, el

numero de iteraciones por segundo ha disminuido hasta 900.

Los resultados en las Tablas 4.6 ilustran que la dificultad del problema aumenta a
medida que se incrementa m. Con respecto a CPLEX, de alguna manera, se debe a
la cantidad de variables binarias que tiene el modelo. Si todos los clusteres son del
tamafio n/m, el modelo GLOP tiene n?(m — 1)/m + n variables binarias. En particular,
el nimero de variables binarias es 7600, 9100, 9600 y 9900 para m = 4, 10, 20,
50 respectivamente. En el caso de la metaheuristica, el nimero de iteraciones por
segundo disminuye de alrededor de un millén a menos de mil, lo que implica que
el problema es computacionalmente mds dificil a medida que el nimero de clisteres
aumenta, manteniéndose constante el nimero de nodos. Sin embargo, aunque 4 aumenta
considerablemente con m, %diff disminuye de cero a casi -12%. En la columna %diff
no se aprecian diferencias para los casos con 4 y 10 clusteres, pero estas diferencias
se convierten en valores negativos en las instancias mas dificiles, donde el nimero de
clusteres es 20 y 50. Por lo tanto, la superioridad del metaheuristico frente al modelo
se acentda cuando la dificultad del problema aumenta. La Figura 4.1| representa la

evolucion en el tiempo promedio necesitado por MH_GLOP y la desviacion de la solucion
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Figura 4.1: Variacion de %diff y ¢ promedios para MH_GLOP en funcién del nimero de

clusteres.
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encontrada por MH_GLOP con respecto a la encontrada por CPLEX ( %diff) para los
diferentes tamafos considerados en el estudio computacional. La linea azul representa
el tiempo promedio calculado para los distintos tamafios de clisteres y la linea roja
representa el %diff promedio para los mismos casos. Graficamente es muy fécil apreciar
que conforme aumenta el nimero de clusteres el tiempo de resolucion aumenta desde 0 a 8
segundos, al aumentar la dificultad del problema. Paralelamente se puede ver que el %diff
disminuye conforme aumenta el tamafio de los cldsteres y el tiempo de resolucion. Esto
se debe a que para los casos mds sencillos de 4 y 10 cludsteres, tanto CPLEX como el
metaheuristico resolvian de forma exacta el problema, por lo que %diff valia 0; pero
para el caso de 20 y 50 clusteres encontraba una solucion peor que la alcanzada con

el algoritmo MH_GLOP llegando a un %diff de —11,58.

Para las instancias mas sencillas, con 4 o 10 cldsteres, ambos métodos de resolucién son
efectivos porque se alcanza la solucidén 6ptima en todas las instancias, pero MH_GLOP
es mucho mads eficiente porque este Optimo se alcanza en un tiempo de cdlculo
considerablemente menor. Cuando la dificultad del problema aumenta, por ejemplo con
20 o 50 clusteres, CPLEX tarda 3 horas en alcanzar soluciones que estan muy lejos, en
términos de calidad, de las soluciones alcanzadas por la metaheuristica en solo unos pocos

segundos.

Esta seccion ilustra la bondad del modelo GLOP y la metaheuristica hibrida propuesta.
La formulacion del problema permite la solucion de problemas con hasta 9100 variables
binarias y el algoritmo metaheuristico propuesto alcanza la solucién Optima en las
instancias mds féciles propuestas en la mayoria de los casos. Ademds, la metaheuristica
hibrida creada mejora el valor de la funcién objetivo dada por la resolucion del problema
exacto para los casos mas dificiles de las instancias propuestas. En apenas unos segundos
ha encontrado mejor soluciéon que en las tres horas dadas como tiempo limite para
la resolucién exacta. Esto demuestra la solidez y la estabilidad de la metaheuristica
propuesta. El estudio computacional también ilustra la complejidad que el nimero de
clusteres agrega al problema. Cuando la misma cantidad de nodos se divide en un mayor
nimero de clasteres, la dificultad del problema, en términos de tiempo computacional

para resolverlo, aumenta.
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Tabla 4.4: m = 10. Tiempo limite: CPLEX 3 horas, MH_GLOP 10 segundos

CPLEX MH_GLOP
Solucién Mejor solucién Promedio
Instance v* t* Vs tys  Hiter  %diff #OPT VA ty  #Hiter % diff
1 2253 391,21 2253 2,96 83354 0,00 3 2253,00 4,13 83105 0,00
2 2243 370,91 2243 0,13 80224 0,00 3 2243,00 0,50 81703 0,00
3 2238 419,62 2238 1,31 80794 0,00 3 2238,00 2,24 82079 0,00
4 2271 405,44 2271 0,19 82900 0,00 3 2271,00 4,40 84062 0,00
5 2262 55,10 2262 0,79 82726 0,00 3 2262,00 3,85 82009 0,00
6 2223 381,90 2223 0,58 79467 0,00 3 2223,00 2,01 80471 0,00
7 2237 409,46 2237 1,64 76937 0,00 1 2228,33 2,12 78 832 0,39
8 2266 384,29 2266 0,11 82763 0,00 3 2266,00 0,27 77 820 0,00
9 2280 398,43 2280 5,20 79392 0,00 3 2280,00 6,49 80279 0,00
10 2277 339,18 2277 0,59 80453 0,00 3 2277,00 3,11 79316 0,00
11 2275 46,37 2275 0,30 80 162 0,00 3 2275,00 0,32 80461 0,00
12 2278 350,45 2278 0,52 79965 0,00 3 2278,00 1,28 80233 0,00
13 2246 366,01 2246 0,61 80590 0,00 3 2246,00 2,84 78762 0,00
14 2190 391,32 2190 0,05 81858 0,00 3 2190,00 2,86 80857 0,00
15 2204 426,02 2204 0,63 80 104 0,00 2 2199,00 1,43 81451 0,23
16 2162 441,76 2162 1,78 82505 0,00 3 2162,00 4,13 81982 0,00
17 2280 36,91 2280 0,14 80928 0,00 3 2280,00 2,88 81531 0,00
18 2292 70,32 2292 1,25 80959 0,00 3 2292,00 5,73 82310 0,00
19 2332 369,05 2332 0,20 83062 0,00 3 2332,00 1,65 83881 0,00
20 2332 388,85 2332 0,19 83980 0,00 2 2319,67 0,18 84002 0,53
21 2229 377,29 2229 0,22 76985 0,00 3 2229,00 0,83 78 153 0,00
22 2315 386,10 2315 0,28 82719 0,00 3 2315,00 2,22 83413 0,00
23 2239 377,21 2239 0,30 82033 0,00 3 2239,00 0,87 83179 0,00
24 2256 378,08 2256 0,36 81757 0,00 3 2256,00 1,10 83848 0,00
25 2252 51,03 2252 0,05 83265 0,00 3 2252,00 0,27 84260 0,00
Promedio 320,12 0,77 81195 0,00 2,31 81520 0,05
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Tabla 4.6: m = 50. Tiempo limite: CPLEX 3 horas, MH_GLOP 15 segundos

Instance

Pt
SN SRS =NEN-J-CIEN o NV R UV SR

[N NC T N R O R O R e e
WO = O 0 0 9N N B

25

Promedio

CPLEX MH_GLOP
Solucién Mejor solucién Promedio

v* t* Vs tys  Hiter  %diff  #OPT VA ty  #iter % diff
28 958 10800,00 31884 3,88 8593 -10,10 3 31744,00 9,07 8672 -9,62
29 800 10800,00 31932 841 8419 -7.39 3 31944,00 9,77 8793 -7,19
29 643 10800,00 32781 9,23 9860 -11,35 3 32780,33 11,53 9300 -10,58
29 100 10800,00 32343 8,80 8816 -12,14 3 32471,00 9,12 9344 -11,58
28497 10800,00 32417 7,16 9966 -13,76 3 32166,00 11,58 9835 -12,88
28 884 10800,00 31606 10,75 9471 -11,28 3 31 823,33 13,38 9533 -10,18
29 247 10800,00 32235 9,75 9067 -10,24 3 32 114,00 10,33 9531 -9,80
27 839 10800,00 31831 8,09 9449 -17,05 3 32299,67 11,08 9469 -16,02
29303 10800,00 33005 3,64 9539 -12,63 3 32720,33 8,70 9534 -11,66
29559 10 800,00 32837 10,00 10238 -11,16 3 32 835,00 12,55 9955 -11,08
28 883 10 800,00 32247 12,50 10 125 -11,65 3 32 141,00 12,90 9917 -11,28
29 146 10800,00 32503 9,93 10265 -13,18 3 32 810,33 12,55 10245 -12,57
29209 10800,00 32530 6,83 9912 -11,37 3 32 442,67 10,53 10122 -11,07
29 842 10800,00 31437 8,49 9877 -6,10 3 31 535,67 10,18 9967 -5,68
28 348 10800,00 32089 6,60 10030 -13,20 3 31 850,67 10,91 10002 -12,36
29 533 10800,00 31866 10,61 9710 -9.,40 3 32 140,33 11,20 9743 -8,83
28260 10800,00 31928 6,51 9816 -12,98 3 31772,67 9,31 9703 -12,43
28 343 10 800,00 32364 5,85 10194 -16,83 3 32 604,33 9,83 10205 -15,03
27993 10800,00 31858 4,43 10018 -14,22 3 31753,33 5,63 10097 -13,43
27 348 10800,00 33677 4,68 9858 -23,73 3 33661,33 7,55 9997 -23,09
28 648 10800,00 31862 7,35 9499 -11,22 3 31790,67 11,56 9646 -10,97
29783 10800,00 32559 12,07 9551 -9,32 3 32201,67 13,00 9819 -8,12
28 530 10800,00 32160 13,44 8817 -12,72 3 31980,00 14,01 8876 -12,09
29255 10800,00 32626 8,39 9181 -11,84 3 32 669,67 11,79 9499 -11,67
28912 10800,00 32029 6,44 9149 -10,78 3 31859,67 8,57 9544 -10,20
10800,00 8,15 9577 -12,22 10,66 9654 -11,58




CAPITULO 5

Agregacion de rankings ciclicos con

clusteres

Se presentan en este capitulo dos nuevos problemas de agregacion de rankings el
problema de agregacion de rankings ciclicos con clisteres y el problema del viajante
de comercio asimétrico generalizado con permutaciones que engloban (derivan de)
problemas propuestos en los Capitulos 3|y {4 Estos nuevos problemas son los mismos que
RAPC y p ATSP pero partiendo de un conjunto de clusteres y teniendo que elegir solo un
elemento de cada claster. El problema de agregacion de rankings ciclicos con clasteres
busca un ordenamiento ciclico parcial. Se parte de un ranking ciclico de elementos
agrupados en clusteres y se busca el ranking que maximice las preferencias, eligiendo
a un unico elemento de cada cluster. Este nuevo problema es similar al RAPC pero
generalizado a clasteres. Es posible utilizarlo para cualquier aplicaciéon del RAPC o
p ATSP considerando que solo tenemos que elegir un elemento de cada cldster. Si todos
los clusteres tienen tamafio 1 ambos problemas con el mismo. En el segundo problema, el
problema del viajante de comercio asimétrico generalizado con permutaciones, se quiere

obtener la ruta de coste minimo, eligiendo un tnico nodo de cada cldster, cuando existe

83
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una probabilidad de que haya permutacion entre los nodos de la ruta, tal y como se ha
introducido en el Capitulo 3|de permutacién de nodos. Este problema es similar al p ATSP
pero extendido al caso de cldsteres. Al igual que en el caso anterior, si todos los clisteres

tienen tamaiio 1 y se empieza por el elemento 1, estariamos ante el mismo problema.

5.1. Agregacion de rankings ciclicos con clasteres

En el Capitulo [3] se presentd y formul6 un nuevo problema de agregacion de rankings,
RAPC, que encontraba el ranking ciclico que mejor representase a todos los posibles
rankings ciclicos. Por otro lado, en el Capitulo 4| se presenté un nuevo problema, GLOP,
considerando como conjunto de partida unos determinados clusteres para, eligiendo un
unico representante de cada cldster, encontrar la mejor permutacién que los represente.
Se presenta en esta seccion un nuevo problema de agregacion de rankings que es una
extension del RAPC, presentado en la Seccion del Capitulo [3] Asi, partiendo de una
definicién similar a ranking ciclico (ver Definicion[5|del Capitulo[3), y teniendo en cuenta
que cada ranking ciclico parcial presenta un determinado coste, se define el problema de
Agregacion de rankings ciclicos con clusteres, Rank Aggregation Problem in Generalized
Cyclic sequences (RAPGC) como el problema de encontrar el ranking ciclico parcial mas

cercano a todos los rankings ciclicos.

Para resolver este problema de forma exacta necesitamos dos familias de variables. La
familia de variables z;;, ya utilizada en el Capitulo [3| variables binarias que toman el
valor 1 si el nodo j es visitado antes que el nodo i y se define la familia de variables y;,
como variables continuas que toman el valor 1 si el nodo i pertenece a la permutacion

solucion.

Sea el conjunto V' particionado en subconjuntos disjuntos (clasteres): V =V UV;,---V,
yV,NVy=0paratodor,s € {1,....m} r#syM=/{1,...,m} el conjunto de clisteres.
Para la formulacién de la funcién objetivo partimos de las mismas premisas que en el
Capitulo @ se debe calcular el nimero de veces que cada coste c¢;; aparece en la misma
teniendo en cuenta que ahora tenemos un conjunto de clusteres y solo se elige un nodo de

cada cluster. Por ejemplo, consideremos un problema con n = 10 y m = 5, teniendo como
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premisa que 1 es el unico elemento del primer cluster, Vi, y los otros 4 clusteres contienen
los 9 elementos restantes de la siguiente forma: V, = {2,3},V3 = {4,5},V4s = {6,7} y
Vs = {8,9,10}. Se computa, al igual que en la Seccién del Capitulo |3} a partir de
una matriz de costes, el nimero de veces que aparecen cada uno de los costes c;; en los
posibles rankings parciales para afiadirlo a la funcion objetivo, pero teniendo en cuenta
que solo puede aparecer un elemento de cada cluster en la misma. La funcién objetivo en

este problema se formula como sigue:

RAPGC:(|Vi| = 1)

min (n, —2)! Y, ) (cijtecitci)zj
rseCV(1} i€V,
r#s  JEVs

1 ne—3
v (( : ) +2(nc—3)) Y ) cijlaitzi)
rseC\(1} i€V,
r£s  JEVs

+% (ncz— 2) Y D (eners) (z; +Zj1)->

seC\{1} jEVs

(5.1)

En este caso cada uno de los sumandos tienen que estar multiplicados por la variable z
correspondiente. Recordemos que z;; tenia un valor 1 si el elemento j se visita antes que
i. De este modo, solo se sumaran los costes correspondientes a los nodos de cada clister

que aparezcan en el ranking.

Al igual que la funcién objetivo, las restricciones son similares a las del RAPC pero

extendiéndolas a clasteres.

s.a szj— ZZij_ sziSO Vr,s,t € C:disjuntos (5.2)
keV, i€V, keV;
JEVs JEVs i€V,

Y (zij+zji) —yi=0 VieV,rnseC:ig¢V (5.3)
JEV;
Y yi=1 VrecC (54)

i€V,

Y Ya=1 VreC\ {1} (5.5)

kev,ieV,

zij €{0,1} VieV,jeVgrseCir#s (5.6)




86 Nuevos problemas de agregacion de rankings: modelos y algoritmos

{vitiev, € SOS1 VrecC (5.7)

Las Restricciones (9.2)-(5.4) son las equivalentes a las Restricciones (4.5)-(4.7) para

el GLOP anadiendo que solo puede aparecer en el ranking un nodo de cada clister, la
Restriccion (5.5)) fuerza a que el elemento 1 sea el primer clister de todas los rankings
ciclicos y la Restriccion define el conjunto de variables SOS1, variables tales que
como méximo una de ellas puede tomar un valor estrictamente positivo y el resto toma

valor 0.

La solucion al problema incluye el elemento de cada clister que mejor representa a su
clister frente a los demds, teniendo en cuenta la restriccion de que el primer cludster tiene

tamano 1.

Se formula, ahora, RAPGC para el caso general, es decir el primer clister puede tener
cualquier nimero de nodos. Esta formulacién es algo méas compleja ya que, cuando el
primer clister no tiene un dnico nodo se hace dificil calcular para cada z;; los costes a
afiadir c1; y c;i, primer sumando de la funcion objetivo (5.1). Por ello, estos costes han
de afadirse a la funcioén objetivo de forma diferente a la formulacion anterior. Para ello,
ademas de las variables z;; y y; definidas para el RAPGC y el pAGTSP, se define una
nueva variable x, variable continua que recoge en la funcion objetivo los costes a imputar
(filas y columnas de la matriz coste) del primer nodo &, k € V1, para la solucién dada por

{zij} con i, j ¢ V;. Estos costes dependerdn del nodo k seleccionado en el primer clister.

(RAPGC) min (n.—2)! [ Y. ¥ cijzij+ Y (p+x0)
r,seC\{1} i€V; kevy
r#£s JEVs

1 ne—3
+§(< 5 )+2(nc—3)) Z Zcij(Zij+Zji)
rseC\(1}icV,
r#s JEVs

1 (/n.—2
+§( Y ) Y ) (ciitei)zj+z)
seC\{1} i€V,
r=1 ]6‘/5
como se puede deducir de la funcién objetivo (5.1)). En este caso el primer sumando se

descompone en dos y esto se debe a que si el primer cldster tiene més de un nodo, no se
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sabe cudl sera el primer elemento de la secuencia ciclica. El primer sumando corresponde

a la suma de los costes de todos los elementos que aparecen en el ranking y no son

ni el primero ni el dltimo y el segundo sumando suma los costes correspondientes al

primer cldster de la secuencia ciclica. También en el tercer término hay una variacion, se

generaliza al caso de que el primer elemento de la secuencia ciclica puede ser cualquiera

del primer cluster.

Por tanto, el RAPGC se formula de la siguiente forma:

(RAPGC) min (n.—2)!| )
rseC\{1} i€V,

r#£s

1 ne—3
+§(( 2 >+2(flc—3)> Z A
rseC\{1} i€Vr

ne—2
(“2°).L..
seC\{1} i€V,

JEVs

sa Y zi— Y, Zj— ), %<0

ke, i€V, ke,
JEVs JEVs i€V,

) (zij+zi) —yi=0
=

Y yi=1

i€V,

2 Y =1

keVyieV,

Y ) (ck)zij—x =0
r,s€C\{1} i€V,
r#s  JEVs

Y ) (cw)zj—x =0
r,seC\{1} i€V;
r#£s JEVs

X+ x;—My, <=0
zij €{0,1}

Vi € {0, 1}

Y cijzii+ Y (g +x5)

keVy

Y cijaij+2i)

r#s  JEVs

Y (cjiteip)@i+zii)

Vrs,t €C:disjuntos

VieV,rnseC:i¢Vs
VreC
VreC\ {1}

VkeV

Vk eV

VkeV
VieV,jeVgrseC:r#s

VieV,reC

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
(5.16)

(5.17)
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{xi}rev, € SOS1 (5.18)

{x} ey, € SOS1 (5.19)

Las Restricciones (5.9)-(5.12)) con las mismas que para el caso particular de |V | = 1, las
Restricciones (5.13))-(5.15) calculan a través de la variable x; (coste de fila k) y x{ (coste de
columna k), el coste del elemento k en el primer cluster para sumar en los nodos restantes,
si el elemento k es seleccionado en la solucidén 6ptima del modelo. Las Restricciones

(5.18) y (5.19) definen el conjunto de variables SOS1, ya utilizadas antes.

5.2. Problema del viajante de comercio asimétrico gene-

ralizado con permutaciones

En el Capitulo [3| se presentd y formuld un nuevo problema, p ATSP, basado en el del
viajante de comercio para el caso asimétrico pero teniendo en cuenta la posibilidad de
permutacion de nodos. La solucién al mismo representa la ruta de coste minimo que
visite todos los nodos una vez, empezando y terminando por el mismo, y nos proteja de
la incertidumbre de no saber si los nodos permutardn o no su posicion. En el Capitulo 4]
se presentd un nuevo problema, GLOP, en el que los elementos pertenecian diferentes
clisteres. Se plantea ahora un nuevo problema que obtenga la ruta de coste minimo,
eligiendo un unico nodo de cada cluster, con la probabilidad de permutacién de nodos
descrita en el Capitulo 3] que puede considerarse una nueva variacion del problema del
viajante de comercio generalizado, Generalized Traveling Salesman Problem (GTSP),
para el caso asimétrico. E1 GTSP, o AGTSP para el caso asimétrico, es una extension
del TSP. El GTSP se define con un conjunto de nodos agrupados en un nimero dado
de clusteres y se calcula la ruta de minimo coste teniendo que visitar un nodo de cada
clister, empezando y terminando en el mismo nodo (ver Laporte et al. | [1996]], Fischetti
et al. | [2002] y Ben-Arieh et al. | [2003], entre otros). Las aplicaciones del GTSP
incluyen preparacién de pedidos en almacenes, planificacién de procesos para piezas o
problemas de rutas, entre otros. El GTSP es NP-duro, ya que es un caso especial del TSP

obtenido mediante una particion en subconjuntos. Hay una gran cantidad de problemas
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combinatorios que buscan la mejor permutacion de un conjunto de elementos suponiendo
que Unicamente queremos un ranking parcial de entre los elementos iniciales. El nuevo
problema que se presenta, el problema del viajante de comercio asimétrico generalizado
con permutaciones, Permutated Asymmetric Generalized Traveling Salesman Problem
(pAGTSP), en este capitulo parte de esta misma situacion pero considerando que los

nodos tienen una determinada probabilidad de permutacién (ver |3.2)).

Este nuevo problema sera equivalente a RAPC partiendo de un conjunto de clusteres,
cambiando maximizacién por minimizacion. El p AGTSP que formulamos a continuacién
parte de un conjunto de nodos V particionado en subconjuntos disjuntos (clisteres):
V=ViuV,---V,, y V,NVy, =0 para todo r,s € {1,....m} r £sy M ={1,...,m} el
conjunto de cldsteres. En esta seccion los rankings ciclicos dados por la Definicién 3]

serdn las posibles rutas, al igual que se hizo en el Capitulo

Asi, para el caso particular en que el V; = {1} se fije como primer clister, el nuevo
problema que se propone consiste en encontrar la ruta éptima p en R (definido en [3.1)

para la siguiente funcidén objetivo:

pAGTSP:
vi|=1
) 2 1
min (n, —2)! ] Z Z cij(zij+zji) — - Z (cij+critcji)zij
(I’lc - ) rscC i€V, ne—1 r,seC\{1} i€V,

r#s JEV; r#s JEVs

1 n.—3
) (( ) > +2(nc—3)) Y ) cijaitzi)
r,seC\{1} i€V,
r#s JEVs

+%<n62_2) Y Y (cite)zj+zn)

SEC\{I} i.EVr
r=1 J€EVs

(5.20)
La funcién objetivo (5.20) se deduce de la relacion entre RAPC y p ATSP (ver[3.12)), pero
en vez utilizar el ndmero de nodos n, en este caso se utiliza el nimero de clusters, n,.

Los términos negativos representan la funcion objetivo del RAPGC y el primer término

es la suma de los costes de cada posible ranking ciclico ya que cada arco (i, j) aparece en
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(ne —2)! rankings ciclicos. Las Restricciones (5.2)-(5.7) son las mismas que para RAPGC

explicadas en la Seccion [S.1|para el caso |V;| = 1) por lo que el modelo completo seria:

pAGTSP:
Vil=1
) ' 2 1
min (n, —2)! =11 Z Z Cij(Zij‘f‘Zji)_d— Z Z(Cij+61i+cj1)2ij
¢ *rseC l:GVr ne—1 V,SGC\{I} l:GVr
r#s JEVs r#s  JEVs

1 ne—3
+§(( ’ >+2(nc—3)) Z ZCij(Zij+Zji)
r,seC\{1} i€V,
r#s  JEVs

1/n.—2
+§< C2 ) Y, Y (ciite)(zij+zn)
seC\{1} i€V,
r=1 J€EVs
s.a Zij_ ZZU— sziSO Vr,s,t €C:disjuntos
keVy i€V, keV,
JEVs JEVs i€V,
Z(Zij+Zji)—yi:0 VieV,rnseC:ig¢V;
JEVs
Z)’izl VreC
i€V,
ZZZilzl VreC\ {1}
keV, i€V,
zij €{0,1} VieV,jeVarseC:r#s
{yi}tiev, € SOS1 VreC

Se formula, ahora, p AGTSP para el caso general, es decir el primer cluster puede tener

cualquier nimero de nodos. Esta formulacién es como la funcién objetivo de RAPGC,
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aplicando de nuevo la relacion existente entre el RAPC y el p ATSP.

) 2 1
(pAGTSP)min (n, —2)! o Y Y cl-j(z,-j+zj,~)—d— Y Y cijzj
¢ " rseCicV, ne—1 rs€C\{1} i€Vr
r#s JEVs r#£s JEVs

+ Y O +x0)
keVvy

1 ne—3
+§(< 5 )+2(nc—3)) Z Zcij(Zij+Zji>
rseC\(1} icV,
rs  J€Vs

ne—2

( 5 ) Y Y (cjiteip)j+z)

seC\[1} i€V,
r=1"J€Vs

(5.21)

Las restricciones son las mismas que para RAPGC, (5.9)-(5.19), explicadas en la Seccién

5.1\ para el caso |V;| > 1. El modelo completo seria:

) D 1
(pAGTSP)min (n, —2)! o Y Z cij(zij+zji) — — Z CijZij
¢ " rseCicV, ne=l | rseC\{1} i€V,
r#s JEVs r#s JEVs

+ ) (g +x5)
keVy

1 ne—73
+5 (< 5 ) +2(nc—3)) Y Y cijzij+z)
rscC\{1} i€V,
r#£s JEVs

1 /n.—2
+§( ) ) Y ) (cjite)(ai+z)
seC\{1} i€V,
r=1 J€Vs
s.a Z Zkj— Z Zij— Z 2% <0 Vr,s,t € C:disjuntos
= i€V, =
JEVs J€Vs i€V,
Y (zij+2zji) —yi=0 VieV,rnseC:i¢Vy
JEVs
Z)’izl VreC
iV,
Y Y w=1 Vrec\{1}

keVy i€V,
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Y ) (cki)zij—x>0 VkeV,
r,seC\{1} i€V,
r#s  JEVs
Y ) (cw)zj—x>0 Vkev
r,seC\{1} i€V:
r#s JEV;
XX —Myp <=0 Vk eV,
zij €{0,1} VieV,jeVyrseC:r#s
yi €10,1} VieV,, reC

{*t }kev, € SOS1

{x} tkev, € SOS1

5.2.1. Estudio computacional

Como se pudo comprobar en el estudio computacional del Capitulo[3]la solucién del ATSP
no es la adecuada en caso de existir la posibilidad de permutacion de nodos. En el estudio
computacional que presentamos se pretende comprobar si existen también diferencias

entre el AGTSP y el nuevo problema presentado p AGTSP.

Se realizan dos pequefias experiencias computacionales. La primera es para comprobar si
existe diferencia entre el AGTSP y el pAGTSP, como ocurria en el caso sin cldsteres
(ver Capitulo [3). Para ello se han resuelto para el pAGTSP las instancias que se
encuentran resueltas en http://www.cs.nott.ac.uk/~pszdk/gtsp.html (Gutin and
Karapetyan | [2009] y Karapetyan and Gutin | [2009bis|]), y que ademds son comunes a
las instancias de GTSPLIB. Las instancias del GTSPLIB se pueden encontrar en http:
//www.cs.rhul.ac.uk/home/zvero/GTSPLIB/. La diferencia entre estas instancias y
las del TSPLIB, utilizadas en el estudio computacional del Capitulo [3|se reduce a que las
instancias originales se particionan en clusteres. El nombre que se asigna a cada instancia
estd formado por un primer ndmero, que es el nimero de clasteres, seguido del nombre
de la instancia original del TSPLIB. Ambas librerias tienen en comun 8 instancias. Las
instancias que se resuelven van desde 4 clusteres para el caso mas pequenio, 4br17 hasta

89 clisteres para la instancia 89rbg443. Se ha usado para la resoluciéon CPLEX v11.0.



http://www.cs.nott.ac.uk/~pszdk/gtsp.html
http://www.cs.rhul.ac.uk/home/zvero/GTSPLIB/
http://www.cs.rhul.ac.uk/home/zvero/GTSPLIB/
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Los resultados de la primera experiencia se muestran en la Tabla[S.1] La primera columna
indica la instancia utilizada y la segunda representa el nimero de nodos de dicha instancia,
|V|. En la tercera columna se refleja el tiempo que ha tardado en resolverse el AGTSP y en
la cuarta el tiempo de resolucién del p AGTSP. La dltima columna muestra la desviacién
de la solucion optima ofrecida por el AGTSP con respecto a la dada por el p AGTSP, viene

expresada como %dif f, que se representa como
%diff = 100(v* (AGTSP) —v*(pAGTSP)) /v*(p AGTSP),

donde v*(AGTSP) se ha calculado sustituyendo en la funcién objetivo del p AGTSP la
ruta 6ptima obtenida con el AGTSP y v*(pAGTSP) es el valor objetivo de la ruta 6ptima
del pAGTSP. En todas las instancias se ha resuelto el AGTSP y pAGTSP.

Instancia V| Tiempo Tiempo, %Diff
4brl7 17 0,11 0 0
7ftv33 34 3,89 0 0
8ftv35 36 2,52 1 7,97
8ftv38 39 11,23 1 0

Tabla 5.1: Instancias elegidas con solucién conocida de GTSPLIB

Relacionando los valores en la Tabla[5.1] con los valores que se presentaron en las Tablas
3.4y [3.5] del Capitulo [3] se puede apreciar lo siguiente: en la instancia br17 no existia
diferencia entre ATSP y pATSP por lo que aqui tampoco la habrd en 4br17, ya que en
vez de tener una ruta de 17 nodos tan solo tenemos 4 nodos. En las instancias 7f1v33 y
8 ftv38 no existe diferencias entre ambos problemas aunque si lo habia sin tener cldsteres
7,36y 6,17 ya que, de nuevo, pasamos de tener 33 y 38 nodos a tan solo tener 7 y 8. Pero
si podemos apreciar que en la instancia 8 f7v35 existe una diferencia de 7,97, al igual que
habia diferencia en el Capitulo [3| lo que nos indica que si es un problema a abordar con
diferencias entre ambos problemas pero menos notorias que en el caso sin cldsteres por

tener muy pocos nodos en las instancias elegidas.

Dado que el pAGTSP es una variacién del LOP y que del LOP se sabe que el valor
6ptimo del modelo relajado es similar al valor 6ptimo del entero, la segunda experiencia
computacional se realiza para ver las diferencias existentes entre el pAGTSP y su

problema relajado. En este caso se han utilizado las 19 instancias del GTSPLIB. Una
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vez resueltas las instancias se han utilizado dos medidas de comparacion de los modelos.
Primero se ha calculado el gap de linealidad para medir la diferencia entre el problema

original pAGTSP y el relajado. El gap de linealidad viene dado por la expresion,
gap = 100((v*(pAGTSP) —v*(pAGTSP,))/v*(pPAGTSP,)),

donde v*(pAGTSP) es el valor objetivo de la ruta 6ptima del pAGTSP y v*(pAGT SP,)
es el valor objetivo para el problema relajado. En segundo lugar se ha medido el gap
utilizado en Marti and Reinelt | [2011]], que cuantifica cudnto mds pequefia o grande es la
funcidén objetivo de un problema con respecto al otro. Este gap, denotado por gap; viene

dado por la expresion,

gap, = (v'(pAGTSP) /v* (pAGTSP,)).

Los resultados de la segunda experiencia se muestran en la Tabla[5.2] La primera columna
indica la instancia utilizada y la segunda representa el nimero de nodos de dicha instancia,
|V|. En la tercera columna se refleja el gap y en la cuarta el gap utilizado en Marti and

Reinelt | [2011]].

Instancia V| gap gap|
4brl7 17 50,57 2,02
7ftv33 34 77,59 4,46
8ftv35 36 64,43 2,81
8ftv38 39 68,46 3,17
9p43 43 27,51 1,38
oftv44 45 31,97 1,47
10ftv47 48 12,16 1,14
10ry48p 48 5,58 1,06
11£t53 53 90,45 10,48
12ftv55 56 19,79 1,25
13ftv6e4 65 9,93 1,11
14£t70 71 26,80 1,37
15ftv70 71 10,34 1,12
20kro124p 124 7,19 1,08
35ftv170 171 4,90 1,05

Tabla 5.2: Instancias de GTSPLIB

Podemos apreciar en la Tabla[5.2]que el gap es muy diferente dependiendo de la instancia

resuelta. La instancia 10ry48p, por ejemplo, tiene un gap del 5,58 % pero instancias como
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11253 llega a alcanzar un 90 % lo que indica que pAGTSP funciona bastante mal para

determinadas instancias.

Para comparar la columna gap; de la Tabla[5.2)con la tabla 7,3 de la pagina 148 de Marti
and Reinelt | [2011] se tiene en cuenta lo siguiente. En esa tabla se registra lo que los
autores llaman grado de linealidad, que es el inverso del gap;. Por lo tanto los valores de
dicha tabla serdn recalculados para comparar los gaps. El grado de libertad promedio en
Marti and Reinelt | [2011]] para problemas con n = 14 es de 0, 87, por lo que comparamos
con un gap; de 1,15. En nuestro problema la instancia con 11 clisteres tiene un gap de
10,48 que es bastante superior. En promedio, el gap; del LOP que se da en Marti and
Reinelt | [2011] es menor que nuestro gap; promedio que es 2,42. Estos valores de gap

mayores en nuestro problema indican mayor dificultad potencial de resolucion.
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Conclusiones

En esta memoria se han propuesto nuevos problemas de agregacion de rankings y diversas

técnicas para resolverlos.

En el Capitulo [3] se han presentado dos nuevos problemas combinatorios basados en la
agregacion de rankings considerando que el conjunto de elementos se ha de ordenar de
forma ciclica. El primero de ellos, RAPC, trata de encontrar el ranking ciclico que esté
a una distancia minima de todos los posibles rankings ciclicos utilizando la distancia
Kendall-Tau y el segundo, pATSP, trata de encontrar un ranking ciclico de minimo
coste esperado con respecto a una determinada probabilidad. Se da una formulacién de
ambos problemas y se demuestra la relacion existente entre ambos. Se prueba con una
experiencia computacional que el p ATSP utiliza un criterio alternativo robusto al ATSP
contemplando la posibilidad de permutacién de nodos. También se prueba la equivalencia
entre estos nuevos problemas con un problema cldsico de la literatura, el LOP. Como

resolver RAPC y p ATSP implica resolver el LOP ambos problemas son NP-duros.

En el Capitulo f] se han presentado dos nuevos problemas de agregacion de rankings
parciales. Se considera que los datos de partida se agrupan en cldsteres y el objetivo
es encontrar el ranking de cldsteres que mejor represente todos los rankings parciales
iniciales. El primero de ellos, LOC, propone utilizar una métrica para medir distancias
entre dos clusteres y encontrar la permutacion de clusteres que maximice las preferencias.
El segundo, GLOP, elige el mejor representante de cada clister frente a los demds y
encuentra la mejor permutacion de éstos. El GLOP considera, a diferencia del LOC,

que los elementos de cada cluster no son igualmente relevantes para la obtencion de un
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ranking clasificacion final. Se da una formulacion para ambos problemas y se presenta
un algoritmo metaheuristico para el GLOP. Se ilustra la bondad del modelo GLOP y
la metaheuristica hibrida propuesta. La formulacién del problema permite la solucion
de problemas con bastantes variables binarias y el algoritmo metaheuristico propuesto
alcanza la solucion Optima en las instancias mas faciles propuestas en la mayoria de
los casos. Ademads, la metaheuristica mejora el valor de la funcién objetivo dada por
la resolucién del problema exacto para los casos mas dificiles. El estudio computacional

también ilustra la complejidad que el nimero de clusteres agrega al problema.

En el Capitulo |5 se han presentado dos nuevos problemas basados en la agregacién de
rankings considerando que el conjunto de elementos inicial estd dividido en clusteres
y se ha de ordenar de forma ciclica elegiendo un tnico elemento de cada cluster. El
primer problema, RAPGC, partiendo de un ranking ciclico, y teniendo en cuenta que cada
ranking ciclico parcial presenta un determinado coste, busca el ranking ciclico parcial mas
cercano a todos los rankings ciclicos. El segundo problema, p AGTSP, partiendo de un
conjunto de nodos agrupados en un nimero dado de clusteres, calcula la ruta de minimo
coste teniendo que visitar un nodo de cada clister, empezando y terminando en el mismo
nodo, considerando que los nodos tienen una determinada probabilidad de permutacion.
Se da la formulacién de ambos problemas y se demuestra la relacién existente entre
amos. Se prueba con dos experiencias computacionales, por un lado, que el pAGTSP
y el AGTSP muestran diferencias, aiin en casos muy pequefios, y por otro, se resuelven
los problemas relajados, con el fin de disminuir la complejidad computacional, y abordar

el estudio del gap.
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Anexo 1

Se adjunta en este anexo el articulo publicado en Optimization letters en marzo de 2017, sobre el que se ha

basado y desarrollado el Capitulo[3]
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Abstract

In this paper we propose the problem of finding the cyclic sequence which best represents
a set of cyclic sequences. Given a set of elements and a precedence cost matrix we look
for the cyclic sequence of the elements which is at minimum distance from all the ranks
when the permutation metric distance is the Kendall Tau distance. In other words, the
problem consists of finding a robust cyclic rank with respect to a set of elements. This
problem originates from the Rank Aggregation Problem for combining different linear ranks
of elements. Next, we also introduce the problem of finding the cyclic sequence with minimum
expected cost with respect to a probability measure based on dissimilarity between cyclic
sequences on the Kendall Tau metric. Finally, we establish certain relationships among some
classical problems and the new problems that we have proposed.

Keywords: Linear Ordering Problem, Rank Aggregation Problem.

1 Introduction

There is a vast number of combinatorial problems which look for the best permutation of a set
of elements assuming a certain criterion. If the optimal permutation is the one which minimizes
the cost of the path induced by the permutation we have the Linear Ordering Problem (LOP)
([17], [18], [20]) and when the optimal permutation is the closest to a given set of permutations
and the distances among permutations are measured with the Kendall Tau distance, the problem
results in the Rank Aggregation Problem (RAP), also known as the Kemeny problem. The RAP
is a classic problem in combinatorial optimization: some papers in the literature concentrate on
giving good algorithms for solving it ([1],[3],[10], [11], [21] and [22]), some concentrate on giving
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properties of the solution ([4],[9]) and some others compare different strategies for ranking ([2],
[12]). LOP and RAP are closely related and it can be shown that the RAP reduces to the
LOP under a suitable transformation. In this paper we propose a variation of these problems
when the set of elements must be ranked in a cyclic way. First of all, we start by pointing
out three applications of this novel rank aggregation in cyclic sequences. In the same way that
scheduling with preferences is an application of the RAP [20], cyclic scheduling with preferences
is an application of rank aggregation in cyclic sequences. The cyclic scheduling problem is
the scheduling problem that appears when the set of tasks is to be repeated formally speaking
infinity many times. A second application of this problem is the position of the slices in a pie
chart when there exists a matrix of preferences, even if any permutation represents the same
fractions, only some of them respect the aggregation of preferences [8]. The third application is
to aggregate preferences in routing problems. This application is related to the so-called Target
Visitation Problem which consists of finding a tour which maximizes the difference of the sum
of the met preferences and the total travel costs [15]. Therefore, all the applications of the
Target Visitation Problem, as for example environment assessment, combat search, rescue and
disaster relief [14] and applications to the delivery of emergency supplies [7] can also be shown
as examples of application of the Rank Aggregation Problem in cyclic sequences.

In this paper we introduce the Rank Aggregation Problem in Cyclic sequences (RAPC) and
a variant of it, that we call the Permutated Asymmetric Traveling Salesman Problem (pATSP).
On the one hand, the Rank Aggregation Problem in Cyclic sequences consists in finding the
cyclic sequence that is at minimum distance from a given set of cyclic sequences assuming that
distances are measured with the Kendall Tau metric. On the other hand, the Permutated
Asymmetric Traveling Salesman Problem consists in finding the cyclic sequence with smallest
expected cost with respect to a pre-specified probability distribution. In this paper we also show
that an optimal solution of the pATSP is an optimal solution of RAPC considered in reverse
order.

The main contribution of this paper is to provide a compact formulation for the Rank
Aggregation Problem in cyclic sequences and the proof of equivalence of the Rank Aggregation
Problem in cyclic sequences and the Linear Ordering Problem. The paper is organized as follows.
In Sections 2 and 3 we introduce the RAPC and the pATSP respectively and we propose compact
formulations for them. Section 5 is devoted to establish the relationships among the LOP, RAP,
RAPC and pATSP.

2 The Rank aggregation problem in cyclic sequences

Let G = (V, A) be a complete directed graph with arc weight ¢;; for each pair ¢,j € V' and
V ={1,...,n} with n > 3. Let S be the full set of permutations in V' and o a permutation.
We can define the distance d(o7, 02) like the number or pairwise disagreements between the two
permutations o1 and os. This distance is known as Kendall Tau distance.

Definition 1
The Kendall Tau distance between two permutations o1 and o9 is given by:



123 132 213 231 312 321
123 0 1 1 2 2 3
132 1 0 2 3 1 2
213 1 2 0 1 3 2
231 2 3 1 0 2 1
312 2 1 3 2 0 1
321 3 2 2 1 1 0

Table 1: Kendall Tau distance matrix, Agixsi.

d(o1,02) = [{(i,5) : 1 <3, ((01(7) < 01(j) No2(i) > 02(4)) V (01 () > 01(j) A o2(i) < o2(4))}H

where, 01(i) and o2(i) are the positions of the element i in o and oy respectively.

The Kendall Tau distance is a permutations metric that counts the number of pairwise
disagreements between two ranking lists. The larger the distance is, the more different the
permutations are. For instance, if we had three elements, the distance to the permutation 123
from 132, 231 and 321 will be 1, 2 and 3 respectively. Kendall Tau distances between all the
permutations of three elements are shown in Table 1. In the following, we call Apixpn = (rs)
with d,5 = d(r, s) Vr,s € S the Kendall Tau distance matrix for the permutations of n elements.

We can define a cyclic ordering of a finite set V to be a permutation o € S with exactly
one orbit. Cyclic orderings split the set of linear orderings S into a set of equivalence classes.
Similar to Definition 1, we can define the Kendall Tau distance between two cyclic sequences as
the Kendall Tau distance between the representative cyclic sequences of each equivalent class.
We denote by R the set of equivalence class induced by S, when S is the set of all permutations
in V (any p € R represents a hamiltonian tour in V). We denote by C(r) the aggregation
weights of the cyclic sequence r € R and we denote by p € R one element in R.

Based on the above elements, we define the Rank Aggregation problem in cyclic sequences as
the problem of finding the cyclic sequence closest to all cyclic sequences in the complete directed
graph G = (V, A) :

(RAPC) argmin ) _pC(r)d(p,r). (1)
P
In order to exactly solve the RAPC we propose a compact formulation. Let us introduce the

following set of binary variables, called z-family:

. 1 if j is visited before i
Y10 otherwise

foralli,j e Vi #j.



If V.={1,2,3,4}, the cyclic sequences 1234 and 1342 will be associated to the solutions

— 0 0 0 — 0 0 0
1 — 0 0 1 — 1 1
= _ g | ®™mdzm=| 1 g _
11 1 — 1 0 1 —

respectively.
The first contribution of this paper gives an explicit expression for the objective function of
RAPC. Later, we shall substantially simplify it by using properties of the z-variables.

Proposition 1
The objective function of RAPC is

Z Cij (n — 2)'2” + Z (n ; 2)' (Zkt + Ztk)+

i€V —{1}ii£j kteV—{ijl}:k<t

(n—2)!
Z 5 (zki + zik + Zjk + ij) +

keV ki1
n —2)!
Z c1j (n—2)! Z Zjk + Z ( 5 )(Zkt—FZtk) +
jev—{1} keV—{1,} kteV—{j1}:k<t
n—2)!
Yoo |m=2t Y oyt > ( 2 ) (ke + 21k (2)
jev—{1} keV—{1,5} kteV—{j1}:k<t

The idea of the proof is to compute the number of times that each cost c¢;; appears in the
objective function. For instance, consider a problem with n = 5 in which the cheapest cyclic
sequence is 12345. Cost cs3 appears in permutations 12453, 12534, 14253, 14532, 15324 and
15342 which have disorders 2, 2, 3, 5, 4, 5. Thus, the coefficient of c53 in the objective function
is 21 (24243+5+4+5). And also 21 = 6253 + 3(232 + 242 + 252 + 243 + 254), 1.€., six times we add
the disorder of visiting node 5 before node 3, three times we add the disorder of visiting node 3
before node 2 and so on.

PROOF OF PROPOSITION 1. Since all the cyclic sequences start at node 1, we distinguish
between ¢;; with 4,5 € V' \ {1}, i # j and ¢ or ¢j1. We say that an ordered set of two nodes
{4,7} incurs in disorder if j is visited before ¢ in the solution. Recall that the number of nodes
is be greater than 2, i.e., n > 3.

We distinguish three cases:

e i,j € V\{1}, i # j. ¢y is added to the objective function when the arc (i,j) be-
longs to the cyclic sequence and either {i,7} incurs itself in disorder or any of the sets

{k,i},{i,k},{k,5},{j, k} for k € V —{1,4,j} or {k,t},{t,k} for k,t € V —{1,4,j}, k#t



incurs in disorder. Therefore, we need to compute: (i) the number of permutations to
which the arc (4, j) belongs to; (ii) how many permutations among them visit k£ before and
after ¢ and before and after j for all k € V —{1,4, j}; (iii) how many permutations among
them visit k before ¢ and viceversa with k,t € V. — {1,4,5}, k # t.

— The arc (4, j) belongs to {n —2}! permutations starting at 1: there are n —2 positions
for ¢ if it must be followed by j. Once ¢ and j are assigned the other n — 3 positions
can be sorted anyhow, thus {n — 2} x {n — 3}! = {n — 2}!. The first addend of the
coefficient of ¢;; is (n — 2)!z;;.

— By symmetry, in half of the {n — 2}! permutations having arc (¢, j) k is visited before
t and in half of the permutations ¢ is visited after k for k,t € V —{1,4,5}, k # t. The
second addend of the coefficient of ¢;; is

kteV—{ij1}:k<t

— By symmetry, in half of the {n —2}! permutations having arc (i, j), k is visited before
i and in half of the permutations k is visited after i for k € V' —{1,4, j}. Analogously,
for the number of times that k is visited before and after j. The third addend of the
coefficient of ¢;; is

(n—2)!
Z T(Zm + Zik + 2jk + ij).
keV :k#£i,j,1

e j € V\{1}. ¢1; is added to the objective function when the arc (1, j) belongs to the cyclic
sequence and any of the sets {j,k} for k € V. —{1,j} or {k,t},{t,k} for k,t € V —{1,},
k # t incur in disorder. It is similar to the case for ¢;; with ¢ > 1 but with two differences:
(i) Since 1 is always the first node, the set {1,j} never incurs itself in disorder; (ii) the
number of permutations among those with the arc (1, j) such that k € V — {1, j} is visited
before j is zero. Therefore, we need to compute the number of permutations to which
the arc (1,j) belongs and how many among them visit k before ¢ and viceversa with
kit €V —{1,i,j}, k # t. It is easy to observe that the number of permutations with the
arc (1,7) is (n — 2)! and that half of them visit k before ¢.

e c;i for 7 > 1. Analogous to the previous case. O

Applying Proposition 1, we can formulate the RAPC as:



(RAPC) min  (2)
s.t. zijtzii=1 Vi,jeV:ii<j
Zjitagg i >1 Vi keVii#Ejj#kiFk
zii=1 YjeV {1}
zij; €{0,1} Vi,jeV:ii#j

w
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U
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Constraint (3) translates the fact that any element ¢ is ranked before or after j but both
cases cannot occur simultaneously. It implies that both values z;; = 0 and z;; = 1 represent
that element j is ranked before element i. Constraint (4) describes the transitive relationship
between the position of three elements in the permutation. The message is that if j goes after
k and k goes after i, (i.e., zx; = z;; = 0) then j must go after 4, i.e., zj; = 1. Any solution of
the system (3), (4),(6) is a permutation of the elements in V: all the nodes are relativily sorted
and transitivity holds. (5) forces node 1 to be the first node of any cyclic sequence. Indeed, the
set of constraints (3), (4),(6) is the set of constraints for the RAP in the literature ([1],[9]).

Since any solution of the RAPC satisfies (3), we can simplify the objective function. In
particular, it reduces to the following expression:

(n = 2)! Z Cij | ?ij + Z 0.5 + Z 1|+

i,jEV—{1}:i#] kteV—{i,j,1}:k<t keV:k#i,5,1
ol X owm+ > os)+
jeV—{1} keV—{1,5} kteV—{j1}:k<t
> B laa2eg Fisy A2 05
jeV—{1} keV—{1,5} kteV—{j,1}:k<t

Ignoring the factor (n — 2)! and the constant, those cyclic sequences which minimize the
above expression are the same cyclic sequences which minimize

(RAPC*) min Z (Cl'j +c1; + le)Zij. (7)
i eV —{1}:ji

5.t (3),(4), (6), (5)
Therefore, it is sufficient to consider the objective function given in (7) to obtain the optimal
solution of the RAPC.

In order to recover the optimal value of the RAPC, (1), the constant and the factor should
also be computed:



o (RAPC) = " - D (20" (RAPCH)+

("3%)20-9) £ wr(")?) T wire .

i,jeV—{1}1ijy jev—{1}

where v*(RAPC*) is the optimal value of (7).

Even if RAPC is strongly similar to LOP, one of the contributions of this paper is to prove
that the optimal value of RAPC is exactly given by (8). Moreover, since solving the RAPC
implies solving the LOP, the RAPC is NP-hard.

3 The Permutated Asymmetric Traveling Salesman Problem

Let us consider the situation in which the optimal tour given when solving the Asymmetric
Traveling Salesman Problem (ATSP) needs to be modified because of unexpected events. We
allow the ATSP to admit a source of uncertainty and we wish to hedge against it assuming a
robust alternative criterion. If our aim is that tours with large disagreements are less likely to
occur than tours with small disagreements we can define accordingly a probability that a tour
occurs as

B(n—1) — d(p,r)
A(n —1)
where A(n) is the total number of disagreements in all the permutations of n and B(n) is the

maximum number of disagreements that may occur from any permutation pair of n elements
and both values are known to be

p(p,7) = Vp,r€R

A(n) = nln(n —1)/4, B(n) =n(n—1)/2.

All the above defined probabilities are non-negative because B(n) is the maximum number
of possible disagreements, and the addition of any row of the probability matrix is 1:

_yBe-bY 5~ dler) g Bl=D)
%p(p,r)—;mn_l) T%; gy = (e D 1=

In our example, probabilities are those in Table 2, which follow from applying formula
(3 —6i5)/9 to disagreements in Table 1.

Now, we can define the Permutated Asymmetric Salesman Problem as the problem of finding
the optimal tour p in R for the following aggregation function:

(pATSP) argmin 5., cp C(r)p(p,7). (9)



1234 1243 1324 1342 1423 1432
p1=1234| 3/9 2/9 2/9 1/9 1/9 0
p2=1243| 2/9 3/9 1/9 0 2/9 1/9
ps=1324| 2/9 1/9 3/9 2/9 0 1/9
pa=1342| 1/9 0 2/9 3/9 1/9 2/9
ps=1423| 1/9 2/9 0 1/9 3/9 2/9
ps=1432| 0 1/9 1/9 2/9 2/9 3/9

Table 2: Probability matrix; columns are the potential tours which start at 1 and rows are all
the possible permutations.

g (1) 3 :1)) Route | 1234 1243 1324 1342 1423 1432
101 c0) 5 6 8 9 7 5
L3 10 C"()[ 656 611 7 722 633 6.78

Table 3: Left: Asymmetric cost matrix. Right: Route costs and expected tour costs

According to the definition of the probabilities, pATSP is equivalent to RAPC, changing
maximization by minimization in the definition of the problems.

(RAPCaz) argmg,x Y rer Clr)d(p,r) (10)

In fact, if we denote by v*(pATSP) the optimal objective value of pATSP, v*(pATSP) =
2> ,.crC(r)/(n—1)! —v*(RAPC o)/ A(n — 1).

Table 3 shows the objective value of ATSP and pATSP for all the possible tours for the given
cost matrix. In our example, v*(pATSP) = 6.11, > . C(r) = 40 and v*(RAPCaz) = 65.

It is easy to see that an optimal tour for RAPC is an optimal tour for RAPC,,,; in the
reverse direction. Given a tour r € R and the tour in the reverse direction 7 it is always satisfied
that

5rs+5fs :B(TL— 1) (11)

From Table 1 we can observe that d1234 s+01432,s = 3 for all s € {1234,1243, 1324, 1342, 1423, 1432},
analogously 01243 s+01342,s = 3 and 1324 s+01423,s = 3forall s € {1234, 1243,1324,1342, 1423, 1432}.
Thus, the reverse tour to an optimal tour for RAPC,,4; is an optimal tour for RAPC and vicev-
ersa. Moreover, v*(RAPC) =B(n—1)3, .pC(r) —v*(RAPC4z) and v*(RAPC)/A(n —1) =
v*(pATSP).

On the other hand, we would like to emphasize that optimal solutions to the ATSP are not
related with optimal solutions to pATSP (see Table 3 where v*(AT'SP) =5 and v*(pATSP) =
6.11). If we compute the objective value of pATSP for the optimal value of the ATSP it might
strongly differ from the optimal value of pATSP. In order to illustrate this fact, we have solved



some of the ATSP instances in TSPLIB [19] and the results are shown in Table 4: v(ATSP) is
the objective value in pATSP for the optimal solution of the ATSP and %diff stands for

%diff = 100(v(ATSP) — v*(pATSP))/v* (pATSP).

For the 22 instances presented in the table, the percentage of difference goes from 0% to
9.82% (the 0% corresponds to a special case in which both solutions, the one for the pATSP
and the one for the ATSP coincide). The average difference for the ftv instances is around 6%
and for all the instances presented in the table it is of a 4.8%. These differences indicate that
the solutions provided by the ATSP model are not adequate as solutions to the pATSP.

Instance V] %diff
ftv33 34 7.36
ftv3s 36 6.50
ftv38 39 6.17
ftvd4 45 5.94
ftv47 48 9.82
ftvbh 56 6.39
ftve4 65 3.87
ftv70 71 4.55
ftv90 91 5.17
ftv100 101 4.61
ftv110 111 4.21
ftv120 121 4.00
ftv130 131 6.08
ftv140 141 5.93
ftv150 151 5.75
ftv160 161 6.41
ftv170 171 5.84
brl7 147§ 0.00
ft53 53 8.41
ft70 70 3.24
p43 43 0.11
ry48p 48 1.30

Table 4: Percentage of deviation for the 22 ATSP instances in the TSPLIB. [19]

4 Relationships among the different problems

In this section we prove that we can obtain the optimal solution of the RAPC from the
optimal solution of the LOP or from the optimal solution of the pATSP and viceversa. Since
LOP and RAP were also proved to be equivalents in [6], we state that LOP, RAP, RAPC and
pATSP are equivalent.

Theorem 1
LOP, RAPC and pATSP are equivalent.



PROOF OF THEOREM 1. Let G = (V, fl) be a completed directed graph with arc weight w;; for
each pair i, j € V. Let x;; be a binary variable which takes the value of 1 iff ¢ goes before j for
all 4,5 € V. The IP formulation of the LOP [20] is:

(LOP) max Z Wi Tij
(1,5)€A
s.t. Tij + x5 =1 Vi,jeV:i<j
Tij+ Tk + T <2 VijkeVii#tjjEkitk
2 €{0,1} Vi,jeV i

e LOP and RAPC are equivalents:

(i) o is an optimal permutation for the LOP in the complete graph G with nodes V =
{i1,...,4,} and weights wj; iff the tour p = (1,0) is an optimal tour for the RAPC
in the complete graph with nodes {1} UV and weights cij = wyj for all 4,5 € V and
cj1 =c1; =0forall j € V. As proved in Section 2, RAPC and RAPC* have the same
set of optimal solutions and because of definition x;; = 1 —z;; (analogously x;; = zj;).
Then, optimal solutions for the RAPC in the complete graph with nodes {1} UV and
weights ¢;; are the solutions of the problem

min Z (wij +040)(1 — )
i,jeVij#i
st.  wtai=1 Vije{ljuV:i<j
Tji+ g+ <2 Vig ke {LIUV i#jj#kitk
;=1 VjeV
zi; €{0,1} Vi,j e {1}UV:i#j

which optimal routes start by 1 and are followed by optimal permutations of the LOP
in G.

(ii) p = (1,0) is an optimal solution for the RAPC in the complete graph G with nodes
V= {1,...,n} and weights ¢;; iff o is an optimal solution for the LOP in the complete
graph with nodes {2,...,n} and weights w;; = ¢;; + c1; + ¢ for all i,j € {2,...,n}.
Replacing x;; by 1 — 2;; and the weights by its value, the LOP is

max Z (cij + c1j +cin) (1 — z5)
(4.9)€42,...,n}ri#]
s.t. Zij + 2z =1 Vi,je{2,...,n}:i<j

ZZ]+ij+2k7,21 VZ,],]{ZG{2,,T’L}17§],]7§]{Z,Z7§I{I
ZijE{O,l} Vi,jE{Q,...,n}:Z‘%j.
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Since z;1 is not in the objective function, we can add zj; = 1 to the set of constraints
and also extend the rest of constraints to V' : zj1+z1; = 14+0=1and 21+ zjp + 251 =
1+ 2z, > 1forall j,ke{2,...,n}:j# k. Which gives the optimal solutions of the
RAP in G.

e RAPC and pATSP are equivalent: From the discussion in Section 3, the optimal solution
p* of pATSP is the same cyclic sequence as the optimal solution of RAPC but in the
reverse direction:

; : : B(n—1) —d(p,r)
p’ = argmin Z C(r)p(p,r) = arg min Z C(r) A=) =

reR reR

| apr) S
arg mplnz C(r)m = arg mméC(r)d(p,r) = arg mpméC(r)d(p, T).

The third equality follows from equation (11).
]

Theorem 1 implies that the RAPC and the pATSP inherit all the properties of the LOP. For
instance, for symmetric weight matrices all the solutions are optimal, among many others.
Since RAP is equivalent to LOP (see [6]), the following Corollary holds.

Corollary 1
LOP, RAP, RAPC and pATSP are equivalents.

From Corollary 1 it follows that we have introduced two new applications of the LOP devoted
to aggregation of preferences and robustness of cyclic sequences.

One consequence of Theorem 1 and Corollary 1 is that the set of constraints (3), (4),(6) are
appropriate for formulating the new problems RAPC and pATSP because they represent a good
formulation for the LOP. From the polyhedral analysis of the LOP in the literature follows that:
(3) is a minimal equation system [13], (4) is a facet [13] and there are other facets ([13] , [16]
,[5]) that can be considerer in a branch and cut algorithm.
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