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Prologo

El origen de los codigos correctores de errores se remonta a finales de 1940 cuando
los trabajos germinales de Shannon sobre la teoria de la informacién dieron paso a
numerosos estudios cuyas implementaciones en el ambito de las comunicaciones son
considerables. De hecho, se suele tomar como fecha de nacimiento de la teoria de la
codificacion de la informacioén la de la publicacion, en 1948, del articulo A mathematical
Theory of Communication 98], con el que se abrié una importante linea de investiga-
cion en la construccion de codigos y algoritmos de decodificacion. En estos comienzos,
la teoria de los codigos tenia un enfoque esencialmente probabilistico. Sin embargo,
paso posteriormente a un enfoque méas algebraico, surgiendo entonces muchos ejemplos
practicos (atn en uso hoy en dia) como los codigos de Golay y de Hamming, los codigos

ciclicos y BCH, o los codigos de Reed-Solomon y de Reed-Muller.

Hamming introdujo en el ano 1950 el primer c6digo de correcciéon de errores, cono-
cido porsteriormente como el coédigo de Hamming, aplicado atn en la actualidad. Su
método permite identificar y corregir un bit erréneo en una palabra codificada. Este
codigo habia sido ya descubierto de forma independiente por Golay, en el ano 1949. Los
c6digos de Hamming son utilizados actualmente, por ejemplo, en el proceso de lectura
y escritura de la memoria RAM de un ordenador. Ademés, Golay diseno los codigos que
llevan su nombre, que permiten corregir hasta tres errores. Elias introdujo en 1955 los
codigos convolucionales [39], que presentan en la actualidad multitud de aplicaciones:
comunicaciones wireless (GSM, IMT-2000), comunicacion digital terrestre y satélite,

ete.

En 1960, Bose y Chaudhuri propusieron una clase de cdédigos correctores de errores
multiples que curiosamente fueron descubiertos independientemente por Hocqenghem
en 1959. Estos codigos correctores son conocidos como codigos BCH (por la iniciales de
los autores). También en 1960, Reed y Solomon publicaron un esquema de codificacion

que usa todo el potencial de los codigos bloque [84]. Los codigos Reed-Solomon han

XV
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sido muy utilizados por la NASA, para transmision de informacién en las misiones al
espacio Galileo, Magellan y Ulisses, y en la actualidad se usan muy frecuentemente,
desde los lectores de CD hasta los discos duros de los ordenadores. En 1966, Forney
[41] discutié por primera vez la posibilidad de usar codigos concatenados (combinacion
de dos codigos) para incrementar la eficiencia, evitando hacer los dispositivos y compo-
nentes demasiado complejos. En 1967, Viterbi [113] diseni6 un algoritmo decodificador
utilizando el principio de méxima verosimilitud para c6édigos convolucionales y lidera,
por su gran eficiencia en el consumo de recursos, el desarrollo actual de los esquemas

para codigos correctores de errores en comunicaciones digitales.

El caracter innovador de estas investigaciones sobre los codigos correctores supe-
raban las posibilidades técnicas de la época y, por ello, no fue posible una aplicacion
practica inmediata. El desarrollo de los dispositivos para la correcciéon de errores sola-
mente se dio hasta mediados de los afios 70. En 1974, Blokh y Zyablov [14] y Zinov’ev
[119] introdujeron una importante clase de codigos concatenados, que eran capaces de
corregir tanto errores aleatorios como rafagas de errores. La introduccion, también en
los anos 70, por parte de Goppa [46] de una nueva construccion de codigos lineales
a partir de curvas algebraicas lisas (llamados codigos geométricos de Goppa o codi-
gos algebraico-geométricos) cambié por completo el panorama de investigacion en el
terreno de la teoria de codigos correctores de errores; por un lado, la codificaciéon de
dichos c6digos parecia sencilla, y por otro sus parametros podian ser facilmente contro-
lables a partir de formulas cléasicas de la geometria algebraica (tales como el teorema
de Riemann-Roch). Ademés, dicha teoria permiti6 la construccion explicita de familias
de codigos cuyos parametros sobrepasan asintoticamente la cota de Varshamov-Gilbert
y, en consecuencia, dar una solucion efectiva (y con complejidad polinémica) al pro-
blema principal de la teoria de cédigos, que fue considerado por Shannon en términos
puramente probabilisticos pero sin ninguna idea constructiva. Sin embargo, a pesar del
interés que suscito el estudio de los codigos geométricos de Goppa desde su origen,
no pudieron encontrarse algoritmos eficientes para su decodificacion hasta finales de
los anos 80 del siglo pasado, gracias a sucesivos trabajos de Justesen, Larsen, Jensen,
Havemose y Hoholdt [67], Skorobogatov y Vladut [99] y Porter [83].

Se puede considerar que hasta mediados de los anos 90, los codigos concatenados
eran la mejor opcion para la correccion de errores. Sin embargo, éstos fueron mejorados
por la aparicion de los denominados turbo codigos, que tratan de alcanzar las méaximas
tasas de transmision posibles derivadas de la teoria de Shannon. Estos codigos fueron

introducidos por Berrou, Glavieux y Thitimajshima [13| y la primera descripcion, uti-
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lizando argumentos probabilisticos, fue presentada en 1993. Estos co6digos estén siendo
utilizados actualmente en canales de comunicacion digital y en la telefonia de tercera

generacion.

Los codigos detectores y correctores de errores se dividen en dos categorias: los
codigos bloque y los codigos convolucionales. Los codigos bloque han sido ampliamen-
te estudiados y se ha demostrado que tienen muy buenas propiedades para corregir
errores. Ademaés, su estructura algebraica ha dado lugar al desarrollo de algoritmos de
decodificacion algebraicos que son faciles de implementar. Los codigos convolucionales
generalizan los codigos bloque de manera natural y han sido muy empleados desde su
descubrimiento, por ejemplo, en comunicaciones via satélite, discos de lectura optica
(CD-ROM), sistemas de audio y video (sonido digital, CD, video digital, DVD). Sin
embargo, la teoria algebraica de los c6digos convolucionales no ha avanzado tanto como
la teoria algebraica de los codigos bloque. De hecho, en un principio, la mayor parte de
los codigos convolucionales implementados fueron descubiertos por medio de calculos
computacionales. Posteriormente, se introdujeron construcciones basadas en la relacion
de las matrices generadoras de un codigo convolucional con las matrices generadoras
de ciertos codigos bloque ciclicos o quasi-ciclicos [68, 75, 77, 107]. Abdel-Ghaffar [1] y
Justesen [69] proponen técnicas efectivas para la construccion de codigos convolucio-
nales de tasa 1/n. Otra forma de construir codigos convolucionales con distancia libre
elevada es restringirnos a la subclase de codigos convolucionales que tienen un grupo
de automorfimos no trivial [82]. Rosenthal, Smarandache y Gluesing-Luerssen [101]
proponen una construccién de coédigos convolucionales MDS; esto es, cuya distancia

libre es la mayor posible, basada en la construccion introducida por Justesen [69].

Los codigos convolucionales pueden considerarse como sistemas lineales discretos e
invariantes en el tiempo sobre un cuerpo finito. En los tultimos anos ha aumentado el
interés entre esta conexion. Rosenthal, York y Schumacher introducen la descripcion
de un coédigo convolucional en teoria de sistemas mediante la llamada representacion
entrada-estado-salida [91]. Empleando herramientas bésicas de sistemas, construyen co-
digos convolucionales de tipo Reed-Solomon y de tipo BCH. Posteriormente, Rosenthal
y York [95] demuestran que la estructura algebraica de estos codigos puede emplearse
para su decodificacion algebraica. Ademas, Rosenthal y Smarandache [92] construyen
codigos convolucionales de tipo alternante y también codigos convolucionales con dis-
tancia libre excelente empleando representaciones de primer orden. Con respecto a la
decodificacion, Rosenthal [88] introduce un algoritmo iterativo de decodificacion que

se aplica para decodificar codigos convolucionales con cierta estructura algebraica.
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Otro tipo de construcciones de codigos convolucionales son las algebraico-geométri-
cas. Dominguez, Munoz, Iglesias y Serrano [36, 37| definen los codigos convolucionales
Goppa sobre curvas algebraicas y construyen también los codigos duales correspon-
dientes. Ademas, obtienen codigos convolucionales MDS. Como comentabamos ante-
riormente, Forney introdujo la construccion de codigos convolucionales basada en la
técnica de concatenacion. Esta técnica ha sido muy explotada, sobre todo desde la apa-
ricién de los turbo codigos. Otra técnica de construccion de codigos convolucionales
es la técnica de perforacion, aplicada con la finalidad de obtener codigos potentes de

manera que la decodificacion de Viterbi se simplifica considerablemente.

En esta memoria empleamos la técnica de perforacion para construir codigos convo-
lucionales obtenidos a partir de codigos bloque Reed-Solomon, asi como la técnica de la
concatenacion para construir nuevos cédigos convolucionales a partir de la concatena-
cion en serie o en paralelo de codigos convolucionales y a patir de la concatenacion en
serie de un codigo bloque y un cédigo convolucional. En el capitulo 1 introducimos los
conceptos y resultados basicos sobre codigos bloque, codigos convolucionales y sistemas

lineales, necesarios para un completo entendimiento de la memoria.

Los restantes capitulos corresponden a la parte fundamental de la memoria. En el
capitulo 2, proporcionamos una clasificacion que describe los c6digos convolucionales
basados en la construccion de Justesen. Ademas, aplicamos la técnica de perforacion a
estos codigos, obteniendo condiciones para que la matriz generadora del codigo perfora-
do sea minimal. En los capitulos 3 y 4, caracterizamos diferentes tipos de concatenacion
en serie de dos cddigos convolucionales asi como de concatenacion en serie de un codigo
bloque con un cédigo convolucional empleando la teoria de sistemas lineales. Propor-
cionamos condiciones para que la representacion entrada-estado-salida que describe la
concatenacion sea minimal y de manera que el codigo concatenado sea no catastrofica.
Asimismo, obtenemos cotas inferiores de las distancias libres de los c6digos concatena-
dos en funcion de las distancias de los codigos constituyentes. Finalmente, en el capitulo
5, estudiamos diferentes tipos de concatenacion en paralelo de cédigos convolucionales

empleando la descripcién de un cédigo convolucional como un sistema lineal.

La memoria termina con un apéndice, en el que se recogen las las lineas futuras
de trabajo dentro de los problemas planteados, y con las referencias bibliograficas

utilizadas para su elaboracion.
Este trabajo ha sido parcialmente subvencionado por los siguientes proyectos:

e Construccion de codigos convolucionales. Algoritmos secuenciales y paralelos de
decodificacion (MTM2005-05759). Subvencionado por el Ministerio de Educacion
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y Ciencia.

e Construcccion geométrica de codigos convolucionales sobre curvas algebraicas
(SA028A05). Subvencionado por la Junta de Castilla y Leon.

e Estudio y construccion de coédigos convolucionales concatenados y paralelos
(EGV06/078). Subvencionado por la Generalitat Valenciana.
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Capitulo 1

Preliminares

I was confident I was correct, not only in an intuitive way but in a rigorous way.

I knew exactly was I was doing, and it all came out exactly right.

—Claude Shannon

Information is the resolution of uncertainty.

—(Claude Shannon

1.1 Introduccidén

En el proceso de comunicacion de la informacion es frecuente la utilizacion de cana-
les con perturbaciones, en los que la informacion (expresada correctamente en origen)
puede sufrir alteraciones durante la transmision, debido al ruido. Se hace, por tan-
to, necesario el uso de herramientas que garanticen la detecciéon y correcciéon de los
errores que se puedan generar en la comunicacion. Los cédigos detectores y correc-
tores de errores se perfilan como el instrumento més apropiado para este fin; estos
codigos anaden informacion redundante a la informacion, de modo que dos mensajes
codificados cualesquiera son substancialmente diferentes; de esta manera, un nimero
relativamente pequeno de errores no puede transformar un mensaje codificado en otro

y, en consecuencia, se pueden detectar los errores e incluso corregirlos en algunos casos.

Los codigos detectores y correctores de errores utilizados en la préactica pueden cla-
sificarse, con muy pocas excepciones, en dos grandes grupos. Los codigos bloque, que
dividen los datos en bloques de longitud fija y transforman cada uno de ellos de forma
independiente mediante un algoritmo de codificacion fijo y los c6digos convolucionales,

que tratan los datos como un flujo y trabajan sobre bloques de longitud fija, pero hay
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solapamiento entre los bloques. La mayoria de los cédigos en bloque utilizados en la
practica en los ultimos anos son los cédigos Reed-Solomon, o cédigos estrechamente
relacionados con ellos, utilizando generalmente el algoritmo de Berlekamp-Massey para
la decodificacion [61, 80]. En contraste con los codigos bloque cuya estructura algebrai-
ca ha sido estudiada con profundidad utilizando distintas herramientas, se sabe muy
poco de la estructura algebraica de los codigos convolucionales. Los codigos convolu-
cionales se utilizan en la transmision de datos mediante lineas telefénicas, en sistemas
de comunicacién por radio o telefonia moévil y en la transmision de imagenes desde
sondas espaciales y satélites. La codificacion convolucional es la técnica dominante en
la correcciéon de errores en aplicaciones de transmision de datos debido a la facilidad

de implementacion y a un rendimiento excepcional en canales de error aleatorios [105].

Desde finales de los anos sesenta se sabe que los cddigos convolucionales y los sis-
temas lineales discretos e invariantes con coeficientes en un cuerpo finito, son esencial-
mente los mismos objetos |78]. Recientemente ha aumentado el interés por la conexion
entre la teoria de sistemas lineales y la teoria de codigos convolucionales. Concreta-
mente, Rosenthal, Schumacher y York [91] introducen la representacion entrada-estado-
salida y establecen condiciones necesarias y suficientes para que dichas representaciones
den lugar a buenos codigos. Posteriormente, Rosenthal y Smarandache [93| introducen
construcciones de codigos 6ptimos a partir de la representacion entrada-estado-salida,
probando que para cualquier tasa de transmision k/n y cualquier grado existen codigos
convolucionales MDS para cuerpos de tamano suficientemente grande. Se trata de un
resultado de existencia obtenido a partir de condiciones algebraico-geométricas, pero

no se dispone de un algoritmo para su construccion.

Mas recientemente, con el proposito de obtener codigos con gran capacidad correc-
tora de errores, Host, Johannesson y Zyablov [59] introducen nuevos codigos convo-
lucionales obtenidos como una concatenacioén en serie en la que el codigo interno, o
el externo, o ambos son a su vez obtenidos mediante una particular combinaciéon en
paralelo de varios codigos convolucionales. Dichos codigos son conocidos como co6digos

convolucionales woven debido a que recuerda la estructura entrelazada de un tejido.

En este capitulo presentamos, de la forma més clara y escueta posible, los conceptos
y resultados necesarios para el completo entendimiento del desarrollo de esta memoria.
Haremos uso de los resultados més generales y elementales, en muchas ocasiones, sin
mencion explicita de ellos. A lo largo de la memoria, consideramos ¢ = p®, con p un

niamero primo y F = GF(q) el cuerpo de Galois de ¢ elementos, de manera que:

e Si ¢ = 2% entonces a denota un elemento primitivo de F = GF(4), con
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a?+a+1=0.

e Si ¢ = 23 entonces a denota un elemento primitivo de F = GF(8), con
o +a+1=0.

e Si ¢ = 3% entonces a denota un elemento primitivo de F = GF(9), con
a?+a+2=0.

1.2 Cdédigos bloque

Nos referimos a € como un [N, K]-codigo bloque, o simplemente [N, K]-codigo. Si

la matriz generadora G del [N, K]-codigo € viene dada como

decimos que G es una matriz generadora sistematica. Decimos que u es el vector

de informacion y v es el correspondiente vector codigo o palabra coédigo. El codigo
dual de €, denotado por €+, es el [N, N — K]-codigo dado por

et ={veF"|G" =0}.

Llamamos matriz de control de paridad de € a una matriz generadora de C*.

Los codigos bloque lineales son importantes porque su estructura algebraica ha-

ce sencilla su implementacion. Ejemplos de cédigos bloque se pueden encontrar, por
ejemplo, en [61, 76, 87].

El parametro mas importante de un codigo bloque € es la distancia minima,
denotada por d,,;»(C), ya que determina la capacidad del codigo de detectar y corregir
errores. Si definimos el peso de Hamming de un vector v € F, denotado por wt(v),

como el numero de sus componentes no nulas, la distancia minima de C se define
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entonces como
Amin(C) = min{wt(v) | v € € con v # 0}.

Un codigo bloque € con distancia minima d,;,;,(C) puede detectar hasta d;,(C) — 1

. dmin(€)—1 1
errores y puede corregir hasta {%J errores. Un buen codigo debe ser capaz de
corregir el mayor niimero de errores como sea posible, por tanto, el objetivo principal

en teoria de cddigos bloque es la construccion de codigos con distancia minima elevada.

Singleton establece la siguiente cota superior para la distancia minima del c6digo bloque

C.

Si un codigo bloque € de tasa K/N alcanza esta cota, tiene la capacidad maxima
de corregir errores, de entre todos los codigos bloque de tasa K/N. Decimos entonces
que € es un c6digo MDS (Mazimum Distance Separable), que viene caracterizado, en

términos de su matriz generadora sisteméatica, como vemos en el resultado siguiente.

Un ejemplo de codigo bloque MDS es el codigo Reed-Solomon, introducido por

Reed y Solomon (de ahi su nombre) en el ano 1960. Los codigos Reed-Solomon son
codigos ciclicos no binarios y son, de hecho, un caso particular de otros codigos més
generales, los codigos BCH, descubiertos paralelamente y de modo independiente por
Hocquenghem en 1959 y Bose y Chaudhuri conjuntamente en 1960, como comentamos
en el prologo. Los codigos Reed-Solomon pueden ser descritos, como cualquier codigo
ciclico, por un polinomio generador g(z), de manera que todas las palabras codigo
son multiplos de dicho polinomio generador. Sea o € F un elemento primitivo de F y

N = g — 1; entonces un [N, K|-codigo Reed-Solomon, esta generado por la matriz de
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tamano N x K cuyas primeras filas y columnas son

Yo 0 0
g1 90 0
92 g1 90
G =

gN-K YN-K-1 YN-K-2
0 gN-K  gN-K-1
0 0 IN-K

donde gg, g1, ..., gn_xk son los coeficientes del polinomio generador de C, cuyas raices

son potencias consecutivas de «, es decir,

N

g(w) = go —I—glx+ Ce +9N—Kl’ -K _ (:E _ ab)(x o Ozb+1) . (:E . ab+N—K—1)

con b un entero no negativo.

Los codigos Reed-Solomon son codigos bloque muy buenos debido a su estructura
ciclica y a su capacidad correctora de errores; ademas, tienen un algoritmo algebraico
de decodificacion eficiente. Son coédigos MDS y encuentran actualmente aplicacion en
areas como la grabacion de CD, telefonia movil y sondas espaciales (la sonda Galileo
a Jupiter en 1989, la sonda Magallanes a Venus ese mismo ano o la sonda Ulises al
Sol en 1990, por citar algunos ejemplos). La NASA utiliza una concatenaciéon de un
255, 223]-codigo Reed-Solomon externo con un codigo convolucional interno de tasa
1/2 y un entralazado de grado 4 entre los codigos externo e interno [105]. También
es de destacar el empleo del codigo Reed-Solomon en las comunicaciones por satélite
Digital Video Broadcasting (DVB), asi como en los sistemas xDSL de comunicacion
por cable [85, 105]. Este tipo de codigo pertenece a la categoria FEC (Forward Error
Correction), es decir, corrige los datos alterados en el receptor y para ello utiliza unos

bits adicionales que permiten esta recuperacion a posteriori.

1.3 Coédigos convolucionales

En esta seccion, introducimos en primer lugar el concepto de codigo convolucional

y sus principales propiedades relacionadas con su matriz generadora, que empleamos
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tnicamente en el capitulo 2, ya que el resto de la memoria se centra en la construccion
de codigos convolucionales empleando herramientas de la teoria de sistemas. También
describimos en esta seccion la constuccion de codigos convolucionales introducida por
Justesen [68], asi como la técnica de perforacion de codigos convolucionales que em-
pleamos en el capitulo 2. A lo largo de la memoria, denotamos por deg g(z) el grado

del polinomio g(z).

1.3.1 Propiedades estructurales

Si en vez de considerar matrices generadoras con elementos en F, permitimos que
éstos sean elementos de F[z], entonces obtenemos el concepto de codigo convolucional.
Un coédigo convolucional € de tasa k/n es un submodulo de F”[z] (véase |91, 95,
118]). Como F[z] es un dominio de ideales principales y € es un submoédulo del modulo
libre F"[z], el codigo € es libre. Sea k el rango de Cy {g:1(2),...,9x(2)} C F"[z] una
base del modulo libre €. Entonces, una matriz G(z) de tamano n x k cuya i-ésima
columna es el vector polinémico g;(z), parai = 1,2,...,k, es una matriz generadora

o codificador de C. El codigo convolucional € esté descrito entonces por
C = {v(2) €F"[2] | v(z) = G(2)u(z) con u(z) € F¥[2]},

siendo u(z) el vector informacion y v(z) el vector codigo o palabra céodigo.
Siv(z) = vo+viz+- - -+v2t € F[2] (con | > 0), definimos el peso de v(z), denotado
por wt(v(z)), como la suma de los pesos de Hamming de todos sus coeficientes, es decir,

l

wt(v(2)) = > wt(v;).

1=0

Si € es un coddigo convolucional de tasa k/n generado por la matriz

gn(2) gi2(z) -+ gu(2)
G(z) = gm:(Z) gm:(z) gzk:(z) : (1.2)
dnl (Z) gnQ(Z) T gnk(z)

entonces los grados de las columnas (que abreviaremos como grados columna) de la

matriz generadora G(z) son los ntumeros naturales vy, vy, . . ., 1, siendo

v; = max{deg(g;;(z)) | 1 <i<n}, paraj=12... k. (1.3)
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Tras permutar las columnas de G(z) si es necesario, asumimos que

v <y < ...< .
La memoria de la matriz generadora G(z) es 4. El grado, complejidad o bien
longitud restrictiva (en inglés, constraint lenght [32]) de G(z), denotado por d¢(.),

viene dado por
k
5(;(2) = Z v;.
i=1

Dos matrices G1(z) v Ga(z) generan el mismo codigo convolucional € si y sélo si
existe una matriz unimodular U(z) € F***[2] (es decir, el determinante de U(2) es un
elemento no nulo de F) tal que G1(z) = Go(2)U(z), y decimos que G1(z) y Ga(z) son
matrices generadoras equivalentes. Notemos que si trabajamos con moéodulos, la
equivalencia entre matrices generadoras de un cédigo convolucional es mas restrictiva
que si trabajamos en el marco de los espacios vectoriales, en los que dos matrices
generadoras son equivalentes cuando estan relacionadas por una matriz no singular
[89].

La equivalencia en el marco de médulos entre dos matrices generadoras del cédigo
convolucional €, permite definir la complejidad o grado de €, denotado por ¢, como
el grado maximo de todos los menores de tamano k x k de una matriz generadora G(z).

Notemos que, dado que trabajamos en modulos, este concepto es independiente de la
eleccion de G(z).

Para codigos convolucionales, la eleccion de la matriz generadora es de suma impor-
tancia. Una matriz generadora de un codigo convolucional es catastroéfica [64] si existe
un vector de informacion u(z) con infinitas componentes no nulas, wt(u(z)) = oo, tal
que proporciona una palabra codigo v(z) con un nimero finito de componentes no nu-
las, wt(v(z)) < oo. Es decir, si G(z) es una matriz generadora no catastrofica, entonces
las palabras codigo de peso finito s6lo pueden ser obtenidas a partir de vectores de

informacién con peso finito.

En el marco de espacios vectoriales, hay muchos tipos de matrices generadoras de un
codigo convolucional, tales como matriz basica (es decir, matriz generadora polindémica
que tiene inversa polindmica), matriz minimal y matriz minimal-basica. Ahora bien,
si trabajamos en moédulos, como es nuestro caso, el concepto de matriz basica carece
de sentido. Unicamente tenemos el concepto de matriz generadora minimal (pueden
encontrarse mas detalles en [45, 63, 64, 79, 90]).
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Los indices de Forney [79] del codigo convolucional € son los grados columna de
cualquier matriz generadora minimal de €. Notemos que los indices de Forney de un
codigo son tnicos, ya que si G(z) y Ga(z) son dos matrices generadoras minimales de

C, entonces tienen los mismos grados columnas (véase, por ejemplo, [118]).

Forney introdujo una caracterizacion muy util de matriz generadora minimal. Con
objeto de presentar dicha caracterizacion, introducimos la siguiente notacion. Sea G(z)
la matriz generadora del coédigo convolucional € dada por la expresion (1.2), sea
deg(gij) = sij, parai=1,2,...,ny j=1,2,...,n y consideremos

i5(2) = a8 4 a2 1 a2 4o g o)

Sij

Entonces, denotamos por [G(z)], = (gfjh)) la matriz de tamafio n x k, siendo

(h) ol sisy =,
9 =\ @ )
As;j S1 S;5 < Vj
parai = 1,2,...,n, 7 = 1,2,...,k, con v; el nimero definido por la expresion (1.3).
La matriz [G(z)], se conoce como la matriz de coeficientes principales (en inglés,

leading coefficient matriz). Tenemos entonces la siguiente caracterizacion de matriz
minimal, obtenida al considerar el teorema 6 de [64] en el marco de médulos.

Decimos que el codigo C es observable si una matriz generadora, y por tanto
cualquier otra matriz generadora, es prima por la derecha (en inglés, right-prime),
es decir, sus menores de tamano k£ X k£ son no nulos y tienen factores comunes no
triviales (considerando los factores de la forma z*; con s € N como triviales). Si G(z)
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es una matriz generadora de un codigo convolucional observable, entonces G(z) es no

catastrofica.

A lo largo de la memoria, adoptaremos la notacion introducida por McElliece |79
y nos referiremos a un codigo convolucional de tasa k/n y grado  como un (n, k,d)-
c6ddigo. Observemos que un codigo bloque es, en particular, un cédigo convolucional

con grado 0 = 0.

También emplearemos, en el capitulo 2, el concepto de codigo compacto (véase [79]).

Definiciéon 1.3: Un (n, k, §)-codigo € es compacto si tiene 6 mod k indices de For-

ney iguales a |—%-| y k — (6 mod k) indices de Forney iguales a L%J

Definimos la distancia libre del codigo convolucional €, denotada por dj,..(C),

como

dfree(C) = min{wt(v(2)) | v(z) € € con v(z) # 0}. (1.4)

Rosenthal y Smarandache [93] generalizaron la cota Singleton para cédigos convo-

lucionales. Si € es un (n, k, §)-codigo sobre un cuerpo cualquiera [F, entonces

diree(©) < (n — k) (EJ £ 1) o0

Dicha cota se conoce como cota Singleton generalizada. Observemos que si € es
un codigo bloque, es decir, 6 = 0, la cota Singleton generalizada no es mas que la cota
Singleton existente para codigos bloque (véase la expresion (1.1)). De forma anéloga
a como definiamos un codigo bloque MDS; decimos que un (n, k, d)-codigo es MDS
si su distancia libre alcanza la cota Singleton generalizada. Notemos que un codigo

convolucional MDS es, en particular, un cédigo compacto.

A continuacion, analizamos la relacion entre la distancia libre y el concepto de

distancia columna conocido en la teorfa de codigos [63]. Supongamos que
G(2) = Gy + Grz + G2 + - + G, 2™

es una matriz generadora de € con grados columna v; < vy < ... < 1. Denotamos
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entonces por

( Go O O \
G, Go O

Go G, Go

le Glll —1 le —2
G = Gl/l +1 Glll Glll—l

Gyk Gyk —1 Gl/k -2
O G, Gy
O 0 G,

/

la llamada matriz generadora semi-infinita corrediza (en inglés, semi-infinite

sliding generator matriz). En tal caso, podemos definir el codigo convolucional € como
€ = {G(ug,u,...) | u; € F¥ para j =0,1,...}.

Siguiendo [63, 65], definimos la j-ésima distancia columna de €, denotada por d(C),

como

d;(€) = min wt(Gjup.;)),

siendo (7§ la submatriz formada por las n(j + 1) primeras filas y las k(j + 1) primeras
columnas de la matriz semi-infinita G. Ademaés, se verifica que
df'ree(e) = hm d;(e) (15)
j—00
Gluesing-Luerssen, Rosenthal y Smarandache [44] prueban que la menor distancia

columna del codigo € que puede alcanzar la cota Singleton generalizada es dS,, siendo

M = PJ + (%-‘, e introducen las definiciones siguientes.

k —k
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Observacion 1.1: Notemos que si n — k divide a d, entonces un (n, k, 0)-codigo tiene
perfil de distancia maxima si y solo si es fuertemente MDS, ya que en este caso, tenemos
que M = L. |

El teorema siguiente proporciona la caracterizacion de codigos con perfil de distancia

méxima en funcién de la matriz generadora.

1.3.2 Cédigos convolucionales basados en la construc-

cion de Justesen

Justesen [68] muestra que los polinomios generadores de ciertos codigos ciclicos de-
finen codigos convolucionales no catastroficos cuyas distancias libres estan acotadas
inferiormente por las distancias minimas de los cédigos ciclicos. Empleando este resul-
tado, construye codigos convolucionales con buena distancia libre a partir de codigos
Reed-Solomon.
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Sea N = p* — 1 la longitud de un codigo Reed-Solomon sobre F = GF(p®) y

supongamos que v divide N y x divide K. Sea también
9(2) = go(2") + 291(2") + 22ga(2") + - + 2" g1 (2Y)

el polinomio generador del codigo bloque Reed-Solomon de tasa K/N = k/v. Entonces,
decimos que un cédigo convolucional € esta generado por el polinomio g(z) (véase

[68]) si su matriz generadora es de la forma

90(2) zgl/—l(z) cee Z0v—k+1 (Z)
G(z) = glfz) 9052) e Zgu—n:Jrz(Z) ' (1.7)
gr-1(2)  gv—2(2) . gus(2)

Obtenemos entonces que G(z) es una matriz minimal (véase por ejemplo [68, 101]).
La distancia libre del codigo convolucional obtenido de esta construccion es N — K + 1,

como prueba Justesen [68] en el teorema siguiente, que utilizaremos posteriormente en

el capitulo 2.

1.3.3 Cdédigos convolucionales perforados

En esta memoria, emplearemos la técnica de perforacion de codigos convolucionales
introducido por McElliece [79]. Segun esta técnica, un paso previo a la obtencion de
dicho c6digo es la construccion del codigo original por bloques de profundidad M,
obteniendo entonces un (vM, kM, §)-codigo. Por tanto, comenzamos describiendo este

paso intermedio necesario para la perforacion de un cédigo convolucional.
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Las componentes de la M-ésima descomposicion polifasica se emplean para cons-
truir la llamada M-ésima matriz policiclica pseudocirculante (o abreviadamente, PCPC)

asociada a f(z).

El teorema siguiente proporciona una descripcion algebraica de la matriz generadora
GMI(2) del codigo de tasa kM /vM obtenida de la descomposicion del (v, x, §)-codigo

(con matriz generadora G(z)) en bloques de profundidad M.

Una consecuencia importante del teorema anterior es el resultado siguiente.



14 1.3 Cédigos convolucionales

La matriz generadora G™(2) obtenida de la descomposicién por bloques de pro-
fundidad M de la matriz generadora minimal G(z), es también minimal, como pone

de manifiesto el resultado siguiente.

Observemos que no sélo el grado es el mismo para los codigos C y CMI: el codigo
original C y todos los cédigos por bloques obtenidos de él, tienen la misma distancia
libre, ya que el conjunto de palabras codigo es el mismo para todos los valores de M.

Teniendo en cuenta ahora esta observacion, junto con el teorema 1.6 y el corola-
rio 1.1, tenemos una relaciéon entre los indices de Forney del codigo CM y del codigo

C, como muestra el resultado siguiente.
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La técnica de perforacion de codigos convolucionales que empleamos en la memoria
se describe entonces como sigue. Comenzamos con un (v, k,d)-coédigo y lo descompo-
nemos en bloques de profunidad M, es decir, agrupamos la sucesion de entradas en
bloques de M componentes cada una. El resultado es un (vM, kM, d)-codigo con la
misma distancia libre que el coédigo patréon. A continuacion, consideramos la matriz de
perforacion P, es decir, una matriz de tamano v x M cuyos elementos son 0 y 1 de
manera que el niimero de unos es N y el nimero de ceros es vM — N (con N < vM y
N > kM). Entonces, si borramos o perforamos vM — N componentes de cada salida
empleando la matriz P como patron, el resultado es un (N kM, g)—cédigo convolucional

que llamamos codigo convolucional perforado, verificandose que 5 <.

Definicion 1.7 (Definiciéon 8.9 de [79]): Si G(z) es una matriz polinémica de ta-
mafio ¥ X k y P es una matriz de tamafio v x M compuesta por ceros y unos, las
vM filas de la matriz GIM(2) estan en correspondencia biunivoca con las vM entradas
de P y la matriz Gp(2) es la matriz obtenida de GI™l(z) al borrar aquellas filas que
corresponden con las entradas 0 en P. El codigo definido por la matriz generadora

Gp(2) se llama codigo convolucional perforado obtenido de € segun P.

1.4 Sistemas lineales invariantes en el tiem-

po

Con objeto de estudiar los codigos convolucionales desde el punto de vista de siste-
mas lineales, describimos en esta seccion los conceptos y resultados de teoria de sistemas
discretos invariantes en el tiempo necesarios para dicho estudio. Las demostraciones de

los teoremas que se presentan en esta seccion pueden encontrarse en [30, 70].

Consideremos las matrices A € F**9 B € F** @ € F**° y D € F™**. Estas ma-
trices definen un sistema lineal invariante en el tiempo a través de las ecuaciones

siguientes:

T = Axy + Buy, w9 =0, (1.8)
Vg = G’xt -+ 'Dut.

Decimos entonces que la cuadrupla de matrices (A, B, C, D) es una realizacidon para

el sistema lineal (1.8), siendo x; € F el vector de estados, u; € F* el vector
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informacioén o vector de entradas y v, € F"~* el vector de salidas. En sistemas

lineales, la representacion anterior se conoce como la representacion espacio-estado.

Esta representacion, tiene asociada una matriz racional, llamada funcién de trans-

ferencia, que relaciona la salida del sistema y la entrada y viene dada por
T(z)=C(zI —A)'B+D. (1.9)

Recordemos que una funcion racional f]% € F(z) es propia si degq(z) > degp(z).
De este modo, una matriz R(z) con entradas en F(z) es una funcién de transferencia

propia si cada entrada de R(z) es una funcion racional propia.

Kalman [71] introdujo los conceptos de controlabilidad (con una eleccion adecuada
de entradas, se puede llevar un vector de estados dado a cualquier otro vector de estados
en tiempo finito). y de observabilidad (si se observan las entrada y salidas de un sistema
en un periodo suficiente de tiempo, entonces se puede determinar exactamente el estado
interno del sistema). Consideremos una realizacion (A, B, C, D) para un sistema lineal
dado en representacion espacio-estado. Para cada un entero positivo j consideremos

las matrices

C
CA
(A, B)= (B AB -~ A2B AB) y 04,0 =| ca?

\Gfl:j‘l )

Ahora bien, por el llamado test de Popov-Belevitch-Hautus, test PBH, (véase [53],
o [70, Teorema 6.2-6]), el par (A, B) es controlable si y s6lo si

rg (zI—.A B) =4, paratodo z € F.
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Observemos ademés, por ser la matriz A de tamano ¢ X §, que
g (zI—.A B) =§ paratodoz €T

si y s6lo si
rg (z[ —A B) =0 para todo z valor propio de A.

De manera similar, definimos el concepto de par observable.

De nuevo, por el llamado test PBH, el par (A, C) es observable si y solo si

zl — A _
rg =0, paratodoz €T,
¢

siendo esta condicion equivalente, a su vez, a

z2I — A
rg =0 para todo z valor propio de A.
¢

Hay multiples realizaciones (A, B, C, D) para un sistema lineal dado. En particular,
0, el tamano de la matriz A no es constante en el conjunto de todas las realizaciones.
Como 0 siempre es un entero positivo, debe alcanzar un valor minimo para cierta
realizacion. Dicho valor minimo de ¢ se llama el grado de McMillan del sistema.
Una realizacion (A, B, €, D) para la cual ¢ es igual al grado de McMillan, decimos que es

una representacion minimal. La propiedad de minimalidad de una realizacion esté

relacionada con los conceptos de controlabilidad y observabilidad (véase por ejemplo,
[18, 70]).
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Dada una realizacion (A, B, €, D) no minimal de un sistema lineal, Kalman [71]

establece que dicho sistema contiene un “subsistema’” controlable. De forma mas precisa,

tenemos el resultado siguiente.

1.5 Sistemas lineales y cédigos convolucio-
nales

A lo largo de esta memoria consideramos basicamente, excepto en el capitulo 2,
una representacion de codigos convolucionales en teoria de sistemas lineales, conocida
como la representacion entrada-estado-salida o representacion (A, B, C, D), introducida
por Rosenthal, Schumacher y York [91]. Dicha representacion ha sido empleada en
los tdltimos anos en el analisis y construccion de cédigos convolucionales; véase, por
ejemplo, [3, 62, 89, 91, 92, 94, 95, 102, 118]. Asi pues, describimos a continuacion
los codigos convolucionales desde el punto de vista de la teorfa de sistemas lineales.
En la seccion anterior hemos analizado la representacion espacio-estado de un sistema
lineal invariante en el tiempo. Sin embargo, aunque muchos autores emplean dicha
representacion, ésta no es la mejor para la construccion de cédigos convolucionales,
como veremos posteriormente. Consideremos ahora las matrices A € FO*9 B e Foxk,
C € Fn=k)xd v D ¢ F=R*k Un codigo convolucional € de tasa k/n y grado § puede
ser descrito por el sistema lineal gobernado por las ecuaciones
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Ty = Axy + Buy,

Y = Cl’t + Dut,
(1.11)
Uy = v ) To = 07
Ut

siendo x; € F? el vector de estados, u; € F* el vector informacién, y, € F" % el
vector de paridad y v; € F" el vector cédigo o palabra cédigo. Esta representa-
cion es conocida como la representacion entrada-estado-salida. Precisamente, el
grado ¢ del cddigo convolucional coincide con el grado de McMillan del sistema lineal

(1.11). El grado de McMillan es igual a la dimensién del espacio de estados [F°.

Ahora bien, dicha representacion es diferente a la representacion espacio-estado,

Tiy1 = .A.I't + But
(1.12)
Yu = el’t =+ @ut

La representacion (1.12) fue usada por Massey y Sain |78, Teorema 1| y se convirti6 en
la manera estandar en la que los codigos convolucionales eran presentados en términos
de sistemas lineales (véase [79]). Observemos que en la representacion entrada-estado-
salida, la palabra c6digo se particiona, estando compuesta por el vector de paridad y el
vector informacion. De hecho, la diferencia entre (1.11) y (1.12) se ve claramente en el
caso particular cuando 6 = 0, caso en el que el codigo convolucional no tiene memoria
(es un codigo bloque). Para ello, denotemos por I, la matriz identidad de tamano

(n — k) x (n — k). Las ecuaciones (1.11) se reducen entonces a la ecuacion de paridad

<1n_k —D) ol 2o (1.13)

Uy

Sin embargo, la expresion (1.12) se reduce a

Yt

Uy

= UVt = @ut.

Como vemos en esta seccidn, la representacion entrada-estado-salida es la més ade-
cuada para la construccion de codigos convolucionales. Los conceptos de controlabilidad

y observabilidad empleados en la teoria de sistemas lineales, siguen siendo validos para
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esta representacion, asi como el teorema 1.9. Es importante senialar que mientras que
en la teorfa de sistemas lineales, una realizacion es minimal si y solo si el par (A, B) es
controlable y el par (A, C) es observable (véase el teorema 1.8), para la representacion
entrada-estado-salida no tenemos el mismo resultado. De hecho, basta con que el par
(A, B) sea controlable para que dicha representacion sea minimal.

En términos de la representacion entrada-estado-salida, tenemos la siguiente carac-

terizacion de la distancia libre

dfree(C) = min {Z wt(ug) + Zwt(yt)} , (1.14)

t=0 t=0

en donde el minimo se considera sobre todas las palabras codigo no nulas.

Debido a razones algebraicas, asumimos a lo largo de la memoria que las palabras

c6digo son de peso finito.

La definicién anterior implica, en particular, que 3, = 0, parat > v+ 1 y, por tanto,
la sucesion de palabras codigo (1.15) tiene peso finito. Entonces, para una palabra
codigo de peso finito, se requiere que tanto la sucesion de entradas como la sucesion de

estados (y por consiguiente, la sucesion de salidas) tengan peso finito.

El conjunto de palabras c6digo de peso finito puede ser caracterizada a través de una
matriz de paridad, empleada en [95| para la construccion de codigos convolucionales.
En este teorema, y en todo lo que sigue, denotamos por O la matriz nula del tamano

apropiado.
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El conjunto de palabras de peso finito tiene una estructura de modulo sobre el

anillo de polinomios F[z] (véase [95]). Haciendo un abuso de notacion, denotamos este
modulo por C(A, B, C, D), que denominamos cédigo convolucional de peso finito

generado por las matrices A, B, C, D.

En la teoria de codigos, es costumbre definir un cédigo convolucional como un J-
subespacio lineal de F”, en donde F denota el cuerpo de las funciones racionales F(z)
o bien el cuerpo de las series de Laurent F((2)) (véase [42, 64, 63, 79, 82]). Si G(z)
es una matriz generadora del codigo C(A, B, C, D), entonces G(z) induce un codigo
convolucional @(A, B,C, D) C F™ definido como el F-espacio generado por las columnas
de G(z). Notemos que esta definicion es independiente de la matriz generadora G(z) de
C(A, B,C, D). La distancia libre del codigo convolucional € se define por la expresion
(1.14), donde el minimo se considera sobre todas las posibles palabras c6digo no nulas

de € (véase |63, 82]). El lema siguiente pone de manifiesto que para construcciones
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de codigos convolucionales es suficiente con considerar el coédigo convolucional de peso
finito C(A, B,C, D).

Si el par (A, C') no es observable, entonces la minimizacion sobre las palabras codigo
no nulas de C(A, B,C, D) es, en general, mas pequena que la minimizacion sobre las
palabras codigo no nulas de C(A, B,C, D). A lo largo de la memoria, suponemos que

C(A, B,C, D) es un codigo convolucional de peso finito.

A continuacion, presentamos la conexion entre la teoria de sistemas y las repre-
sentaciones con matrices polindémicas de coédigos convolucionales. El lema siguiente

proporciona cémo obtener una matriz generadora polinomica de C(A, B, C, D).

Como vimos en la seccion 1.3, la eleccion de la matriz generadora es de suma

importancia. A continuacion, estamos interesados en establecer condiciones para las
matrices A, B, C'y D que garanticen que la matriz generadora polinémica G(z) que

inducen sea no catastrofica. El resultado siguiente caracteriza los codigos observables.
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Teorema 1.11 (Lema 2.11 de [95]): Supongamos que el par (A, B) es controlable.
El codigo convolucional C(A, B,C, D) definido por (1.11) representa un cédigo obser-

vable si y solo si el par (A,C) es observable.

Es importante recalcar que un resultado analogo al teorema 1.11 para la represen-

tacion espacio-estado no existe, como ponemos de manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.1 (Ejemplo 2.12 de [95]): Sea € el codigo convolucional de tasa 1/2

sobre F = GF(2) con matriz generadora catastrofica

241
z+1

G(z) =

La representacion espacio-estado para este sistema viene dada por

00 1
Ti41 = T+ Ut,
il @0 0
Oy 1 1
Y = Ty + U
il T () 1

Aunque la matriz G(z) es catastrofica, tenemos que el par

00\ (1
10/ \o

es controlable y el par

es observable. [ |

Es mas, podemos demostrar que cualquier matriz generadora polinémica catastrofi-
ca G(z) tiene una representacion espacio-estado (A, B, €, D) dada por (1.12) de manera
que (A, B) y (A, C) son controlables y observables, respectivamente. Asi pues, la repre-
sentacion espacio-estado no es buena para la construccion de cédigos convolucionales.
Hay otra peculiaridad de la representacion espacio-estado. Si GG(z) es una matriz ge-

neradora polindmica, entonces la matriz A de (1.12) necesariamente es nilpotente. Por



24 1.5 Sistemas lineales y cédigos convolucionales

todas estas razones, es preferible trabajar con la representacion entrada-estado-salida
(1.11) de un codigo.

Podemos obtener una matriz de transferencia del codigo @(A, B, C, D) apartir de las
matrices A, B, C'y D que lo describen, como pone de manifiesto el resultado siguiente
(notemos que la matriz de transferencia puede ser una matriz racional, por lo que

debemos considerar el codigo @(A, B,C, D), definido sobre F. Véanse los comentarios

anteriores al lema 1.1).

Observacién 1.2: Si las matrices polinémicas U(z) y Y(2) son tales que Y (2)U(z)™!
es una funciéon de transferencia propia, entonces siempre existen matrices A, B, C'y
D satisfaciendo (1.18). El sistema dindmico (1.11) se llama entonces una realizacion
espacio-estado de la matriz de transferencia Y (2)U(z)~!. Si U(z) no es invertible o
bien Y (2)U(z)~! no es propia, entonces se necesita una descripcion espacio-estado més
general, como la descripcion (K, L, M) que podemos ver en |91, Teorema 3.1]. [ |

Podemos ver la funcién de transferencia Y (2)U(z)™' de dos maneras. En la teorfa
de codigos es costumbre considerar el codigo @(A, B,C, D) C F™, como el F-subespacio
vectorial generado por las columnas de G(z). Como matriz generadora sobre F, G(z)
es equivalente a la matriz generadora sistemética

Y(2)U(2)™!
Iy
y podemos entonces considerar la codificacién como una aplicaciéon lineal
6 . FF o gk
w(z) — y(z) =Y (2)U(2) u(z)
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Bajo este punto de vista, no hay restricciones sobre u(z) € F*. De manera alternativa,
Y (2)U(z)~" describe un homomorfismo de médulos entre el modulo generado por las
columnas de U(z) y el modulo generado por las columnas de Y(z). Desde este punto
de vista, consideramos que el vector informacion u(z) pertenece al modulo generado
por las columnas de U(z). Esta restriccién nos garantiza que la sucesion de vectores de

estados xg, T1, x,... alcanza el estado cero en un tiempo finito.

En términos de la representacion entrada-estado-salida, tenemos la siguiente carac-
terizacion de la j-ésima distancia columna del c6digo convolucional €

J

d;(€) = min {Z wt(ug) + Zwt(yt)} , paraj=0,1,2,... (1.19)

0
uoF# 0

Finalmente, tenemos la siguiente caracterizacion de codigo convolucional con perfil

de distancia maxima, en términos de la representacion entrada-estado-salida.

1.6 Cdédigos woven

En esta seccion, presentamos la construccion de los codigos convolucionales lla-
mados woven, que modelizamos desde el punto de vista de sistemas en el capitulo 5.
Comenzamos en primer lugar describiendo las propiedades del producto de Kronecker
de dos matrices, herramienta utilizada para la obtenciéon de la matriz generadora asi

como para la representacion entrada-estado-salida de un codigo woven.

Host, Johannesson y Zyablov [59] desarrollaron la concatenacion de codigos convo-
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Figura 1.1: Cédigo convolucional woven con warp externo

lucionales llamados cédigos convolucionales woven (codigos convolucionales “en-
trelazados”), ya que recuerdan la estructura de un tejido. Consisten en la combinacion
de varios codigos convolucionales de manera que el codigo final es también un codigo
convolucional. En la concatenaciéon en serie usual de codigos, se serializa un cédigo
externo seguido de un codigo interno, a diferencia de los codigos woven, en los que se
considera un conjunto de cédigos convolucionales en paralelo en vez del codigo externo
y el codigo interno. En esta seccion describimos los tres tipos de codigos woven: codigos
woven con warp externo (formados por varios codigos convolucionales externos), co-
digos woven con warp interno (formados por varios codigos convolucionales internos)
y los codigos woven con twill (formado por varios codigos convolucionales externos
e internos). Comenzamos describiendo la matriz generadora del warp, asi como sus

propiedades estructurales.

Consideramos en primer lugar [, codigos convolucionales externos de tasas k,/n,
con matrices generadoras G%(z) en paralelo (véase la figura 1.1). El vector informacion
se subdivide en subbloques de [,k, simbolos de informacion cada uno. Estos subbloques
son entonces multiplexados a los [, codigos externos en paralelo. Las n, palabras de
cada codigo se serializan y se escriben a trozos en filas en un buffer compuesto por [,
filas. Estos [, cddigos constituyen el warp. La sucesion codigo del warp es entonces
leida a trozos por columnas desde el buffer y empleada como entrada para un codigo
convolucional interno de tasa k;/n; con matriz generadora G'(z) (el weft). Esta cons-
truccion se denomina cédigo convolucional woven con warp externo, que tiene
tasa Kow/Now, siendo ko, = Kowloko ¥ Now = Kowlonon;/k;, donde K,, es el menor

entero tal que n,,, es un entero.

La segunda construccion es inversa comparada con la anterior. Empleamos un co-
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Figura 1.2: Cédigo convolucional woven con warp interno
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Figura 1.3: Coédigo convolucional woven con twill

digo convolucional externo con matriz generadora G°(z) como el weft. La sucesion
codigo se escribe a trozos en columnas en un buffer con [; filas, considerando los sim-
bolos de las filas como entradas para los I[; codigos convolucionales interno en paralelo
con matrices generadoras G%(z) (el warp de la construccion, véase la figura 1.2). Ob-
tenemos entonces el llamado c6digo convolucional woven con warp interno, que
tiene tasa ki /Ny, siendo ki, = Kiplikiko/no v i = Kiwlik;, donde K, es el menor
entero tal que k;,, es un entero.

Ambas construcciones pueden considerarse como casos especiales del twill, que
tiene tanto warp externo como interno (véase la figura 1.3). El warp externo consiste
en [, codigos convolucionales externos de tasas k,/n, con matrices generadoras G%(z),
para j = 1,2,...,1,; el warp interno consiste en [; codigos convolucionales internos
de tasas k;/n; de tasas k;/n; con matrices generadoras G;'-(z), para j = 1,2,...,1;. El

vector informacion se divide en subbloques de k;,, = [,/;k, simbolos de informacién cada
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uno. Estos subbloques se introducen en paralelo en los [, codigos paralelos. Después de
codificar y serializar, estas [, sucesiones cddigo constituyen el warp externo. Entonces,
las [; palabras codigo de cada sucesion del warp externo se leen a trozos por columnas y
se emplean como entradas para los [; codigos convolucionales internos. La tasa del twill
es entonces ki, /Ny, siendo ny, = Kplolinen;/k;, en donde Ky, es el menor entero
tal que ny, es un entero. Observemos que un codigo convolucional woven con warp

externo, respectivamente, interno, es un twill con [; = 1, respectivaemente, [, = 1.

1.6.1 Producto de Kronecker

La reordenacion de las entradas y salidas que se efectiia en el warp, hace que la
matriz generadora de este codigo esté descrita en términos de las matrices generadoras
de los codigos constituyentes mediante el producto de Kronecker, como vemos a con-
tinuacion. En esta subseccion nos centramos en las propiedades fundamentales de esta
operacion.

El producto de Kronecker es una operacion entre dos matrices de tamanos arbitra-

rios que da lugar a una matriz por bloques. Se trata de un caso especial del producto

tensorial.

Las principales propiedades del producto de Kronecker [47, 104, 112] que emplea-

remos en la memoria son las que se enuncian a continuacién

(a) Asociatividad:
E®(FoH)=(E®F)® H.

(b) Distributividad respecto de la suma ordinaria de matrices:

(E+F) 9 H=E®H+F®H y E®(F+H) =ERF+E®H
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(c) Compatibilidad con la multiplicacion ordinaria de matrices
(E®F)H®J)=(EH)® (FJ).
(d) Compatibilidad con la traspuesta ordinaria de matrices
(Eo )Y =E"® FT.
(e) Compatibilidad con la inversa ordinaria de matrices
(E@F)'=E'eF "
(f) Compatibilidad con el producto ordinario de un escalar por una matriz

a®F =F®a=alF, siendo a un escalar.

(g) Rango
rg(E @ F) = rg(E) rg(F)

(h) Para matrices por bloques,

£ E,®F
(E17E2)®F:(E1®F,E2®F) y ®F:
E, Ey® F
pero E & (Fl, Fg) 7£ (E & Fl, E & Fg)
De las propiedades anteriores, asi como de la definiciéon del producto de Kronecker,

se deducen las siguientes propiedades adicionales. Sea [, un ntimero natural.

(i) Si denotamos por ¢; el vector de l,, componentes que tiene un uno en la [-ésima

componente y ceros en el resto de las componentes, entonces

lw

L b
<Z P ® diag(61)> (Z Q® diag(ﬁ)) = (PQ) ® diag(e)
=1 =1

=1

siendo P, y ); matrices de tamanos p X s y s X ¢, respectivamente.

(j) Si P, una matriz invertible, entonces

lo -1,
<Z P ® diag(eﬂ) = Z P @ diag(e;).

=1 =1
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(k) Para matrices por bloques,

lw

lw lw
(Z Py ® diag(e;), Z Q@ diag(e;) | = Z (P, ® diag(e;), @ ® diag(e;)) ,
=1 =1

=1

lw

P, ® diag(e;) )

Ii Q, @ diag(e;) =1\ Qi@ diag(e)

=1

(1) rg (i P® diag(ez)> = Xw:rg(Pz)-

=1 =1

1.6.2 Propiedades estructurales del warp

El warp es el componente principal de los codigos woven. Consideramos [,, codi-
gos convolucionales €7, para j = 1,2,...,1,, de tasas k/n en paralelo, con matrices

generadoras G(z). Estos [, codigos constituyen el warp.

El vector informacién u*(z) se subdivide en bloques de [,k simbolos de informacion

cada uno, esto es, se considera
T
u(z) = <u(1)(z)7u(2)(z)’ o ,u(’f)(z)> (1.21)

. . ) ) T
siendo u(J)(z) — <ugj)(z),u§])(z), o ,ul(i)(z)> , para 7 = 1,2,..., k. Estos subbloques

se multiplexan a los [,, c6digos externos paralelos, siendo entonces

1 2 k T
u)’(2) = <ul()(z),ul()(z),...,ul()(z)> , paral=1,2,...,1,

el vector informacion para el [-ésimo codigo.
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W@ [ g, WO,
2@ [ gy | @,

u"(2) v'(2)
U|W(Z) . G(Z) VIV\X/(Z) .

Figura 1.4: Warp formado por l,, cédigos idénticos

Warp con cédigos constituyentes idénticos.

Supongamos en primer lugar que todos los codigos que forman el warp son idénticos

(véase la figura 1.4), con matriz generadora

gi1(2) g12(2) -+ gu(2) g1(2)
Gz) = 921'( ) 922'( ) 92k:'( ) i 92F )
9n1(2) gn2(2) -+ gnk(2) gn(2)
siendo g;(z) la i-ésima fila de G(z), para i = 1,2,...,n. La palabra del [-ésimo codigo,
paral=1,2,...,1,, viene entonces dada por
a(@up\  (u()
w (2)
w w 92(2)u; v (2)
vl (2) = G(2)uf(z) = : = : : (1.22)
w (n)
gn(2)uj v (2)

Cada una de estas [,, sucesiones codigo se serializan y se escriben a trozos en filas en

un buffer compuesto por [, filas. La palabra codigo v"(z) del warp es leida a trozos
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por columnas desde el buffer, obteniendo entonces

v(l)(z)
. V@ (2)
IE I R (1.23)
fu(n) (Z)
siendo '
v} (2) gi(z)u (2)
(@) w
A vy (2 J(2)u¥(z
U(Z)(Z): 2() = g(>‘2 , parai=1,2,....,n.

v (2) gi(z)up (2)

Empleando el producto de Kronecker y teniendo en cuenta la expresion (1.22), la
relacion (1.23) se puede escribir como

gn(@u () + -+ gu(u (2)
gn(@uY(2) + - + gu(2u (2)

g (2)uV (2) + -+ gar(2)ul? (2)

k
gnl(z)ul(i)(z) +--- 4+ gnk(Z)ul(w)(Z)

e e u&?(z)
g1 (2) RZC u?if(z)
_ g (2) me ut?(z)
g1 (2) e uli’j;(z)
= (G(z) ® I;,))u”(z) (1.24)

siendo u"(z) el vector dado por la relacion (1.21). Asi, de la expresion (1.24), obtenemos

que la matriz generadora G (z) (de tamano nl, x kl,) para un warp con l, codigos
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Figura 1.5: Warp formado por l,, cédigos diferentes

constituyentes idénticos con matriz generadora G(z), es

GY(z) =G(2)®1,. (1.25)

El resultado siguiente muestra que la matriz generadora del warp con c6digos con-
volucionales constituyentes idénticos, hereda muchas de las propiedades de las matrices

generadoras de dichos codigos.

Warp con cédigos constituyentes diferentes.

Supongamos ahora que los [, codigos del warp pueden ser diferentes pero con la
misma tasa k/n y denotemos por Gy(z) la matriz generadora de C;, paral = 1,2,...,1,
(véase la figura 1.5). Entonces, repitiendo los calculos realizados para obtener la matriz

generadora del warp formado por codigos idénticos, obtenemos que
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1 1
9 (2) 93 (2)
lw lw
g (2) g5 ()

1 1
g (z) 9 (2)

ot (2) o (%)
lw

= Gi(2) @ diag(e)), (1.26)
=1

en donde e; denota el vector que tiene un 1 en la [-ésima componente y 0 en el resto

de las componentes, y diag(e;) es una matriz diagonal con el vector ¢; en su diagonal.

1.6.3 Propiedades estructurales del twill

Si el twill estéa formado por un warp externo con [, c6digos y un warp interno con

l; codigos, entonces la matriz generadora viene dada por (véase [60])
G™(2) = (G°(2) ® I,)(G'(2) ® I,). (1.27)

La matriz generadora de un c6digo convolucional woven con warp externo formado por

l, codigos puede expresarse como
G™(2) = (G°(2) ® ,,)G'(2), (1.28)

y la matriz generadora de un codigo convolucional woven con warp interno formado
por [; codigos, como

G (2) = G°(2)(Gi(2) ® I,). (1.29)

En las relaciones (1.27), (1.28) y (1.29), hemos supuesto que el producto de matrices
estd definido. Ahora bien, el producto de las matrices generadoras de los warps no
siempre esta definido; si éste es el caso, entonces se consideran submatrices de tamanos
més grandes (véase [60]).

Host, Johannesson y Zyablov [60] introducen el concepto de codigo woven traba-

jando en espacios vectoriales. Asi, demuestran que si partimos de matrices generadoras
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bésicas del warp externo y del warp interno, la matriz generadora del twill es también
bésica. Ahora bien, no tienen un resultado similar para la matrices minimales, que
son aquellas cuyo grado coincide con la complejidad del codigo. Host, Johannesson,
Sidorenko, Zingangirov y Zyablov [58] muestran que si consideramos dos matrices ge-
neradoras minimales para el warp externo e interno, la matriz generadora del codigo
twill no es necesariamente minimal. Esto significa, en particular, que desconocemos el
grado del codigo woven.

Notemos que, debido a la estructura del warp, este cédigo nunca puede ser MDS,
ya que su distancia libre es el minimo de las distancias libres de los codigos que lo

forman.
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Capitulo 2

Cdédigos perforados basados en la

construccion de Justesen

Mathematics possesses not only truth, but also supreme beauty.

—Bertrand Russell

Omnia apud me mathematica fiunt. With me everything turns into mathematics.

—René Descartes

2.1 Introduccién

Para aplicaciones con alta exigencia en la velocidad de transferencia de datos, se
requieren codigos potentes de tasas elevadas. Ahora bien, la complejidad de decodifi-
cacion de codigos convolucionales con tasa elevada empleando una decodificacion de
méaxima verosimilitud (en inglés, Mazimum Likehood Decoding, MLD), o un algoritmo
de decodificacion (como por ejemplo, el algoritmo de Viterbi) o bien una decodificacion
a posteriori (en inglés, Mazimum A-Posteriori Probability, MAP), crece exponencial-
mente con la tasa del codigo. La técnica de perforacion de un codigo convolucional
introducida por Cain, Clark y Geist [15] en 1979, soluciona este problema. Ellos ob-
tuvieron codigos de tasas 2/3 y 3/4 a partir de la perforacion de codigos de tasa 1/2.
Los codigos perforados obtenidos fueron casi tan buenos como el resto de los codigos
conocidos de las mismas tasas, con la ventaja de que son mas sencillos de decodificar.
Posteriormente, Yasuda, Hirata, Nakamura y Otani [116] y Yasuda, Kashiki e Hirata
[117], encontraron una familia de codigos de tasa (N — 1)/N, para N < 14 obtenidos
de la perforacion de codigos de tasa 1/2, y construyeron decodificadores de Viterbi

empleando decodificaciéon de decision dura.

37
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Este método ha sido muy empleado, ya que los mejores codigos construidos por
perforacién son més potentes que otros cddigos con los mismos parametros, y son
considerablemente mas faciles de implementar que los c6digos no perforados. Ademas,
la decodificacion de Viterbi de codigos convolucionales de tasas grandes se simplifica
considerablemente empleando codigos perforados. De hecho, los codigos convolucionales
perforados son empleados generalmente en comunicaciones por satélite, por ejemplo,
en el sistema INTELSAT y en la difusion de video digital (digital video broadcasting)
[31].

En general, la técnica de perforacion consiste en eliminar periddicamente digitos
codificados de las palabras codigo. De este modo, se consigue reducir el niimero de di-
gitos codificados correspondientes a digitos de entrada, es decir, se aumenta la tasa del
codigo. Existen varias técnicas de perforacion de un codigo convolucional tales como
las descritas por Hole [54, 55, 56, 57]. Hagenauer [50] define una clase de codigos con-
volucionales perforados compatibles en tasa (rate-compatible punctured convolutional
codes, RCPC) obtenidos al anadir la restriccion de compatibilidad en tasa a la regla
de perforacion. Estos codigos han sido empleados en un mecanismo hibrido de repeti-
cion automatica (hybrid Automatic Repeat Request, hybrid-ARQ) [48, 49|, asi como en
codigos obtenidos por concatenacion paralela de codigos convolucionales [66, 96, 97| y

en codigos obtenidos por concatenacion en serie de codigos convolucionales [5, 17, 72].

En este capitulo, empleamos la técnica de perforacion presentada por McEliece |79
y establecemos la clasificacion de codigos convolucionales basados en la construccion
de Justesen dada por Smarandache, Gluesing-Luerssen y Rosenthal [100] desde otro
punto de vista. Partiendo de un c6digo Reed-Solomon fijo de tasa K /N, analizamos en
la seccion 2.2 de qué tipo es el codigo convolucional de Justesen a partir de la relacion
entre los parametros de ambos codigos. Una vez obtenida dicha clasificacion, pasamos a
analizar en la seccién 2.3 cuando un codigo de Justesen puede tener perfil de distancia
maxima y cuando puede ser fuertemente MDS. En la secciéon 2.4 damos los resultados
principales de este capitulo, relacionados con codigos obtenidos de la perforacion de
codigos basados en la construccion de Justesen. Comenzamos con propiedades que he-
reda el codigo CIM! obtenido por la descomposicion en bloques de profundidad M de
un codigo convolucional arbitrario, para pasar posteriormente a la descripcion de las
matrices policiclicas pseudocirculantes asociadas a los polinomios que forman la matriz
generadora del cédigo obtenido por la descomposicion en bloques de un cédigo convolu-
cional de Justesen. Este sera un paso previo a la perforacion de codigos convolucionales

de Justesen segin la técnica descrita en la seccion 1.3.3.
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2.2 Clasificacién de cédigos convolucionales

basados en la construccidn de Justesen

Como hemos comentado en la introduccion, Smarandache, Gluesing-Luerssen y Ro-
senthal [101] proporcionan una construccion de un (v, k, §)-codigo MDS para cada tasa
k/v y cada grado §. En esta seccion consideramos un [N, K]-codigo Reed-Solomon y
proporcionamos una clasificacion basada en los parametros del codigo bloque Reed-

Solomon y del codigo convolucional de Justesen obtenido a partir de él.

Para evitar confusiones entre los pardmetros del codigo bloque y del codigo con-
volucional de Justesen, denotamos por K y N las dimensiones de la entrada y salida,

respectivamente del codigo bloque Reed-Solomon.

Sea ¢(z Z a;z" (con ay_x = 1) el polinomio generador de un cédigo Reed-

Solomon de tasa K /N = k/v. Sea r el resto de la division de N — K por v, entonces

N - K
N—K:{ Jl/—f—r, con 0 <r<w. (2.1)
v
Asi,
v—1
9(z) = ) 2'9:(2")
=0
siendo

N-—K
Qi + Ay 2"+t A e, 20
parat=0,1,...,r

g:(=") = y (1255 1)
a; + aypi2” e+ a’(Lqul)zﬂriz v )

\ parai=r—+1,...,v—1
Observemos que de la relacion (2.1), se deduce que el sumando z"g,(z") alcanza el

grado N — K del polinomio g(z).

Tal y como indicamos en la secciéon 1.3.2, podemos construir la matriz generadora
polinémica G(z) del codigo convolucional de Justesen € dada por la relacion (1.7) a

partir de los polinomios

a; + ayyiz + -+ CLLMJ,,JriZLN;KJ,

parat=0,1,...,r
ai+a,,+l-z+---+a(LMJ_1)V+Z.z v s

parati=r+1,...,v—1
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Ademaés, G(z) es una matriz minimal de € (véase la seccién 1.3.2). De este modo,

obtenemos la clasificacion siguiente de € basada en el parametro r.

DEMOSTRACION: (a) En este caso, la matriz G(D) es exactamente la matriz genera-
dora del codigo Reed-Solomon original de tasa K /N que, de forma trivial, es un codigo
bloque MDS.

(b) Del teorema 1.5 y de la definicion de codigo convolucional MDS dada en la

seccién 1.3.1 tenemos que € es un cédigo convolucional MDS si y soélo si
o
N-K+1=(v-k) " +1)+0+1. (2.3)

Para el caso (1), todos los grados columna tienen el mismo valor, v; = | ¥=K | para
j=1,2,... k. Teniendo en cuenta que G(z) es una matriz minimal, el grado de € es
0= /ﬁ[%] y, por tanto, tenemos la igualdad (2.3) si y solo si r = v — k.

Para el caso (2), obtenemos que

N-K
\‘ J, para j=1,2,...,v—r

1%

LN—K

vy =

J—}—l, paraj=v—r+lv—r+2 ... K
v

y, por tanto, el grado de C es

5§ = (v—r) {N_KJ +(n—y+r)qN_KJ +1>

14 14
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\‘N—K
K

J+m—y+r
v

Ahora bien, como v — k + 1 < r < v, entonces 0 < % < ’"*”T’” <1y asi,

-1

de donde obtenemos la igualdad (2.3).

Como consecuencia del teorema anterior, tenemos que si K/N = g/v y v divide
a N — K, entonces r = 0 y, por tanto, el cédigo convolucional € de Justesen es un
codigo convolucional no MDS. Ademas, si la fraccion N/K es irreducible, aplicando
el apartado (a), deducimos que el codigo convolucional de Justesen es precisamente
el codigo Reed-Solomon original. Por tanto, el minimo valor del parametro N para
obtener un c6digo convolucional propio (es decir, que no sea un cédigo bloque) basado

en la construccion de Justesen, es N = 32 — 1.

Hay otro caso en el que el codigo convolucional obtenido de la construccion de Jus-
tesen es en realidad el codigo bloque Reed-Solomon original, como muestra el resultado

siguiente.

Teorema 2.2: Sean B un [N, K]-cddigo Reed-Solomon con polinomio generador g(z) y
C el codigo convolucional de Justesen generado por el polinomio g(z). Sear el pardmetro
definido en (2.1) y supongamos que 0 < r < v —k yv > K. Entonces C es el cidigo

Reed-Solomon original.
DEMOSTRACION: Como 0 < r < v — k, aplicando el teorema 2.1, el grado de C es
0=k L%J Ademas, por ser v > K, entonces 0 < % < 1y, por tanto,
K
A—1T<A—— <)\,
v
de donde \_z\—%J =A—1y

R S R RS

Pero, de nuevo, por ser v > K,

) N-K K — —
0< _ K L J: K (A= 1) = K_V—K_
vV—K UV—K v vV—K vV—K V—K
con lo que necesariamente K = k, N = vy § = 0. Asi, por el apartado (a) del

teorema 2.1, € es el codigo Reed-Solomon original. U
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Como consecuencia del teorema 2.1 y de los corolarios anteriores, obtenemos que

el codigo convolucional obtenido de la construccion de Justesen es un codigo MDS si

y s6lo si v — k < r < v, como muestra el resultado siguiente.

DEMOSTRACION: Si € un c6digo convolucional propio (es decir, A\ > 1), entonces,
aplicando el teorema 2.1, tenemos el resultado. Si € es un codigo bloque (es decir,
A =1), entonces K = k, N = v, y por tanto

Rt

Ademas, de la expresion (2.1), tenemos que

N - K
v

v—k=N-K=r y /4{ J+/<c—1/+r:0:6

por tanto, aplicando teorema 2.1, obtenemos que € es un codigo bloque MDS, con
complejidad § = 0. O

Aplicando el teorema 2.1 y el corolario 2.1, tenemos que el codigo convolucional

C obtenido de la construcciéon de Justesen es un codigo compacto, como ponemos de

manifiesto en el resultado siguiente.

DEMOSTRACION: Si v — k < r < v — 1, aplicando el corolario 2.1, € es un cédigo

convolucional MDS y, en particular, € es un cédigo compacto.

Si0<r<v-—k,por el teorema 2.1, todos los indices de Forney tienen el mismo
valor, LN;VKJ = % Por tanto, € tiene exactamente k indices de Forney iguales a % Y,

en consecuencia, C es un cdédigo compacto. U
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N K v s r 0

15 3 5 1 2 2
155 3 1 1 3
5 9 5 3 1 3

Tabla 2.1: Parametros de los cédigos convolucionales del ejemplo 2.1 correspon-

dientes al caso (1) del teorema 2.1

N K v kg r ¢
5 6 5 2 4 3
15 10 3 2 2 3
15 12 5 4 3 2

Tabla 2.2: Parametros de los cédigos convolucionales del ejemplo 2.1 correspon-

dientes al caso (2) del teorema 2.1

2.3 Propiedades de los cédigos convolucio-

nales de Justesen

Una vez obtenida la clasificacion de los codigos convolucionales de Justesen en
funciéon del parametro r dada en el teorema 2.1, nos planteamos las condiciones para

que estos codigos puedan tener perfil de distancia maxima.

Los ejemplos siguientes, obtenidos aplicando el teorema 1.4 mediante un software
de célculo algebraico, sugieren que los c6digos convolucionales de Juestesen no tienen

perfil de distancia méxima.

Ejemplo 2.1: Sitrabajamos en el cuerpo F = GF(2%), obtenemos los resultados mos-
trados en las tablas 2.1 y 2.2, que corresponden a los casos (1) y (2), respectivamente,
del teorema 2.1. Por tanto, los c6digos cuyos parametros aparecen en la tabla 2.1 no
son MDS mientras que los de la tabla 2.2 si lo son. Estos codigos no tienen perfil de

distancia maxima. [ |

Ejemplo 2.2: Para los cuerpos F = GF(2°) y F = GF(2%), esto es, para N = 63
y N = 255, obtenemos que los c6digos cuyos parametros aparecen en la tabla 2.3

tampoco tienen perfil de distancia méxima. [ |
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N K v sk r 6 |MDS
63 35 9 5 1 15| No
63 42 3 2 0 14| No
63 45 7 5 4 12| Si
255 51 5 1 4 40| Si

Tabla 2.3: Parametros de los cédigos convolucionales del ejemplo 2.2

Ahora bien, veremos que en ciertos casos, el codigo convolucional € obtenido de la
construccion de Justesen si puede tener perfil de distancia maxima. Es mas, veremos que

en ciertos casos, en caso de tener perfil de distancia méaxima, entonces sera fuertemente
MDS.

Tal y como vimos en la seccion 1.5, un c6digo convolucional tiene perfil de distancia

maxima si se verifica la condicidén
C=w-r)(L+1)+1

siendo L = HJ + [LJ Asi pues, un paso previo al analisis de la propiedad de perfil

K V—Kk

de distancia maxima del cédigo convolucional de Justesen, es el calculo del valor del

parametro L. Comenzamos con un lema técnico.

DEMOSTRACION: (a) Supongamos que N = \v y K = Ax. Entonces,

el Bl B 2 B ES FRCE

N—Kz)\

v

Ahora, si v = K, entonces — 1y, por tanto, tenemos el resultado. Si v > K,
entonces 0 < % < 1, y por tanto, siguiendo un razonamiento similar al empleado para

obtener la expresion (2.5),

>\—1<>\—5<)\,
14
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de donde p\ — %J = A — 1y de la expresion (2.6),

{N_KJ:)\—L (2.7)

14

(b) Teniendo en cuenta las expresiones (2.1) y (2.7), el parametro r verifica

N—-K
v

r—N—K—{ JV—)\(V—K)—()\—l)I/—I/—K.

(c) Al ser v > K y k < K, en particular obtenemos que 0 <r=v — K <v — r.[

En lo que sigue, analizamos el valor del parametro L en funcién de los valores de
r; en concreto, obtenemos L para 0 < r < v—ky v < K yen los casos r = 0 y
v—kr+1<r <v-—1, independientemente de la relacion entre v y K, ya que por
el teorema 2.2, si 0 < r < v —kywv > K, el codigo convolucional € obtenido de la
construccion de Justesen es, de hecho, el codigo Reed-Solomon original.

El resultado siguiente proporciona el valor del parametro L definido por la relacion
(1.6), para el caso en que v divide a N — K.

Lema 2.2: Sean B un [N, K|-cddigo Reed-Solomon con polinomio generador g(z) y C

el (v, k,0)-cddigo de Justesen generado por el polinomio g(z). Seanr y L los parametros

definidos por las expresiones (2.1) y (1.6), respectivamente. Si r = 0, entonces L = \.

DEMOSTRACION: Como r = 0, v divide a N — K y, por tanto, aplicando el teorema 2.1,

5:,«U(N;K).

Observemos que en este caso v también divide a K, de donde

b= [l = s ()

N—K_i_{ﬁJ N-K N
v

el grado de € viene dado por

=\ 0

14 v v 14

Observacion 2.1: Notemos que si r = 0, entonces del lema 2.2, obtenemos que v — k

divide a 9. [ |
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Observemos que si v = K, entonces aplicando el lema 2.1 obtenemos, en particular,

que r = 0. Por tanto, como consecuencia del lema anterior, deducimos que si v = K,

entonces L = A. Tenemos asi el resultado siguiente.

El resultado siguiente proporciona el valor de L paraelcaso 0 <r <v—ryrv < K.

DEMOSTRACION: Como 0 < r < v — k, aplicando el teorema 2.1, € tiene grado

0=k LN;IJKJ Ahora bien, la condiciéon v < K, implica que

P )

Asi pues, para obtener la igualdad L + 1 = A, debemos probar que

18]

Definamos s; mediante la siguiente relacion

5= FJ (= k) + 51.

14

Entonces, para obtener (2.9), es suficiente con tener
0<s <Vv—&k.

Ahora bien, teniendo en cuenta la expresion (2.8), obtenemos

e R

14 14 14

5] (o5 e
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e (k2R

=v—Kk—12>0 (2.10)

vaquer < v — K.

Ademés, al ser v # K, para obtener s; < v — k, basta con probar que

5<(y—ﬁ)[ﬂ,

v

pero aplicando la expresion (2.8) y teniendo en cuenta que

er—K—V{N;KJ >0,
tenemos
v-oft] - eonfo- |55
= N—-K—(-=r) [N;KJ
3 TH[N;KJM{N;KJ:& (2.11)

Concluimos entonces, de las expresiones (2.10) y (2.11), que

-]

de donde tenemos la relacion (2.9) y, por tanto, que L+ 1 = \. O

Observacion 2.2: Notemos que si 0 < r < v —k y v < K, entonces de la relacion

(2.10) tenemos que v — k divide a § si y sélo si r = v — k. [

El resultado siguiente proporciona el valor del parametro L en el caso en que
v—r+1<r<v-—1.
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DEMOSTRACION: Como v—k+1 <r <v—1, aplicando el teorema 2.1, € tiene grado

5:/<U[N_KJ+/£—I/+T. (2.12)
v

Ademas, de la expresion (2.4), obtenemos que

R

Ahora bien, al ser v — k < r, aplicando el lema 2.1, K > v y, por tanto,

=8

-] e

Asi pues, para tener L + 1 = A, es suficiente con probar, ya que v no divide a K,

ORGRC

De hecho, probaremos que - = L

de donde

que

%J En efecto, teniendo en cuenta el valor de r, asi
),

como las expresiones (2.12) y (2 13

5:(A—1—LN_KD(V—K):(V—R)FJ. (2.15)

v v

Por tanto, obtenemos la expresion (2.14) y, en consecuencia, que L+ 1 = \. O

Una vez obtenido el valor del pardmetro L, estamos en condiciones de estudiar si los
codigos convolucionales obtenidos de la construcciéon de Justesen pueden tener perfil

de distancia maxima y, en caso de tenerlo, si son fuertemente MDS.

En primer lugar, y como consecuencia de los lemas 2.2 y 2.3, tenemos que el codigo
convolucional de Justesen € no puede tener perfil de distancia méxima en los casos en
quev=K,r=00bien 0 <r <v-—krywv < K, como ponemos de manifiesto en el

resultado siguiente.

Corolario 2.4: Sean B un [N, K]-cddigo Reed-Solomon con polinomio generador g(z),
C el (v, k,0)-codigo de Justesen generado por el polinomio g(z) y r el pardmetro definido

por la expresion (2.1). Si se satisface una de las condiciones siguientes
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DEMOSTRACION: Sabemos, por la definicion 1.4, que C tiene perfil de distancia maxima

si la L-ésima distancia columna d (C) satisface la igualdad
d;(C)=(v—r)(L+1)+1.

Si v = K, en particular, del corolario 2.3, obtenemos que r = 0, en cuyo caso, por
el lema 2.2, L = X, de donde

E@) =W —r)A+1)+1>N - K +1=dje.(C),

es decir, la distancia columna d(€) debe ser mayor que la distancia libre del codigo.
Pero esto no es posible ya que la primera distancia columna en la que la distancia libre
se puede alcanzar es d5;(C), y en este caso, teniendo en cuenta la observacion 2.1, v — k

divide a § y por tanto, de la observacion 1.1, M = L.

Si0<r<v—kryv <K, entonces por el lema 2.3, L +1 = )\, de donde
CIRGIE [ 1) ) 1 LI AR T CT

Por tanto, la distancia columna d$(C) debe ser igual a la distancia libre del codigo;
pero esta igualdad no es posible porque al ser r < v — k y v < K, de la observacion
2.2, obtenemos que v — k no divide a J y, por tanto, M = L + 1, de donde

dy(€) > di(€) = dyree(C). O

Sir=v—ryv<Kobienv—-—rx+1<r7r <wv-—1, como consecuencia de los

lemas 2.3 y 2.4, obtenemos que si € tiene perfil de distancia maxima, entonces C es un

codigo fuertemente MDS.
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b)) v—rk+1<r<v-1.

Si el codigo C tiene perfil de distancia mdxima, entonces € es un codigo fuertemente
MDS.

DEMOSTRACION: Sea A > 1 tal que K = Ax y N = Av (si A = 1, entonces C es un
codigo bloque). Como € tiene perfil de distancia maxima, entonces
d;(C)=w—r)(L+1)+1,
y aplicando los lemas 2.3 y 2.4, L +1 = A, de donde
di(C) =W —r)A+1=N—-K+1=ds.(C).
Ahora bien, para que C sea fuertemente MDS, segiin la observacion 1.1, tenemos que

probar que v — k divide a 4.

Sir=v—kryr < K, de la observaciéon 2.2 obtenemos que v — k divide a § y € es

un cédigo convolucional fuertemente MDS.

Siv—k+1<r <v-—1, entonces de la expresion (2.15) obtenemos que S = LKJ

V—K v

En particular, v — k divide a ¢ y, por tanto, € es un cédigo convolucional fuertemente

MDS. UJ

2.4 Cdédigos convolucionales de Justesen per-

forados

En esta seccion establecemos condiciones para que el codigo obtenido de la perfo-
racion de un codigo convolucional de Justesen tenga buenas propiedades relacionadas
con la compacidad y con la distancia libre. Tal y como vimos en la seccién 1.3.3, el
(Kf K, g)—cédigo perforado verifica 5 <4

2.4.1 Estudio de la compacidad del cédigo obtenido
por descomposicion en bloques de un cédigo

convolucional arbitrario

Tal y como vimos en la subseccion 1.3.3, el codigo CM! obtenido de la descomposi-

cion en bloques de un codigo convolucional C es la base del codigo perforado. Recor-
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demos que tanto el grado como la distancia libre de los codigos € y CM coinciden.
Es mas, como vemos en los resultados siguientes, si el coédigo original € es compacto,
entonces el codigo obtenido de € por la descomposicion en bloques de profundidad
M también es compacto. Es importante resaltar que éste es un resultado general, es
decir, € no es necesariamente un cédigo convolucional obtenido de la construccion de
Justesen.

El teorema siguiente proporciona condiciones necesarias y suficientes para que, sien-

do el codigo original compacto, el codigo convolucional €M sea también compacto.

DEMOSTRACION: Supongamos que € es un c6digo compacto, entonces C tiene d —x [%J
5

K

PJ 1. V%JJ M+r, con 0<r <M

indices de Forney iguales a || +1y & — (6 — £ |2]) indices de Forney iguales a [2].

Supongamos que

K M

Sl 41
{QJ—I—lz\‘L"J; M+1ry con 0<ry< M.
K M

De las relaciones entre los indices de Forney de € y €™ dadas en los corolarios 1.1
y 1.2, tenemos que cada indice de Forney |2| de € da lugar a ry indices de Forney

5 s
iguales a L—A}JJ + 1y M — rq indices de Forney iguales a M—&JJ en CIMI,

Anélogamente, cada indice de Forney |2 + 1 de € da lugar a r, indices de Forney

5 s
iguales a #J + 1y M — ry indices de Forney iguales a {#J en CM],

Ahora, teniendo en cuenta que

-5
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K

)
asi como las consideraciones anteriores, obtenemos que C™! tiene §— LMJ kM indices

2]

M

3
de Forney iguales a M’“JJ +1yrM — ((5 — L

M
B
7 |-
Finalmente, de la definicion 1.3, sabemos que CM es compacto si y solo si CIM! tiene

0 — L&J rkM indices de Forney iguales a Lﬁj +1y &M — (5 — L&J /{M) indices de

Forney iguales a [HLMJ Concluimos por tanto que C™M es un codigo compacto si y sélo

J kM ) indices de Forney iguales a

si se verifica la relacion (2.16). O

Para el caso en que x divide a 4, entonces todos los c6digos obtenidos por la des-

composicion en bloques de un cédigo compacto, son compactos.

Teorema 2.4: Sea C un (v, k,0)-cddigo y supongamos que k divide a §. Sea CM el
(vM, kM, 0)-cddigo obtenido de la descomposicion por bloques de profundidad M de C.

Si @ es compacto, entonces CM es también compacto.

DEMOSTRACION: Si € es un cédigo convolucional compacto y x divide a d, entonces
C tiene k indices de Forney iguales a PJ = 9 Sea 7, el resto de la division de £ por
K K K

M, es decir,

) 0
_:{—JM—krl con 0<r <M.
K kM

De las relaciones entre los indices de Forney de € y €™ dadas en los corolarios 1.1 y
1.2, tenemos que cada indice de Forney % de € da lugar a ry indices de Forney iguales
a Lﬁj + 1y M — ry indices de Forney iguales a Lﬁj en CIMI,

Ahora, teniendo en cuenta las observaciones anteriores, obtenemos que G tiene
0 — [HLMJ kM indices de Forney iguales a L@LMJ +1yrM — (5 — L;LMJ /<;M) indices de
Forney iguales a [HLMJ Por tanto, €M es compacto. (]

2.4.2 Coédigo obtenido por descomposicién en bloques
de un cédigo convolucional de Justesen

En lo que sigue, nos centramos en el c6digo convolucional obtendido de la descom-
posiciéon por bloques de un codigo de Justesen €. En la técnica que empleamos para

obtener el codigo perforado, el primer paso consiste en obtener la matriz generadora
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del codigo obtenido de la descomposiciéon de € por bloques de profundidad M. Segun
el teorema 1.6, esta matriz se obtiene a partir de la matriz generadora G(z) de € reem-
plazando cada entrada g¢;;(z) de G(z) por su M-ésima matriz PCPC correspondiente
(véase la seccion 1.3.3). Dado que la matriz generadora del codigo de Justesen es (véase

la seccion 1.3.2)

gO(Z) ZgV—l(z) cor ZQu—k+1 (Z)
Gz) = g1 (z) ggfz) . zgl,_,iJrz(z) |
9v-1(2)  Gu-2(2) .. Guk(?)

nuestro objetivo en lo que sigue es obtener la expresion algebraica de las matrices

PCPC de los polinomios siguientes:

gi(2), con 0 <i<r,

e gi(z),conr+1<i<v-—1,
e 2g;(2),conr+1<i<v-—1,
o zgi(2),conv—rKk+1<i<r.

El lema siguiente proporciona la M-ésima matriz PCPC para el polinomio g;(z),
con 0 < <r.
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DEMOSTRACION: Consideremos ¢ fijo, con 1 < ¢ < r; entonces, para obtener la

M-ésima matriz PCPC asociada a

gz(Z) =a; +aypiz + -+ aL#JV_HZLN;KJ

debemos agrupar en potencias de M. Como

M

1%

N-K Nk
L J = \‘AJ M + «, para cierto a con 0 < o < M (2.18)

tenemos que la M-ésima descomposicion polifasica de g;(z) es

(gi,O(Z)a gi,l(z); . ;gi,M—l(z))

en donde g;,(z), para | = 0,1,...,M — 1, estd dado por la expresion (2.17), luego
tenemos el resultado. ]

En el lema siguiente, obtenemos la M-ésima matriz PCPC del polinomio g;(z), con
r+1<i<v-—1.
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DEMOSTRACION: Consideremos i fijo, con r+1 < ¢ < v—1. Debemos entonces agrupar

el polinomio
n—k|_
gz(z) =a; + ay4iz + .'.+a(|_N;KJ—1)V+iz|_ 1

en potencias de M para obtener la M-ésima matriz PCPC asociada a g;(z). Como

{N_KJ—lz{&JMJFﬁ, (2.20)

v M

para cierto # con 0 < 3 < M, entonces la M-ésima descomposicion polifasica de g;(z)

(gi,O(Z)a gi,l(z); e ;gi,M—l(z))

siendo los polinomios g;;(2), los definidos en (2.19), para [ = 0,1,..., M — 1, luego
tenemos el resultado. ]

El siguiente lema proporciona la M-ésima matriz PCPC del polinomio zg;(z), con
r+1<:<v-—1.
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DEMOSTRACION: Sea ¢ fijo, con r +1 < 7 < v — 1. De forma analoga a los lemas

anteriores, debemos agrupar

Zgz(z) = a;z + au+122 +o T+ a(LMJ—l)y+izLN;K

en potencias de M. Si tomamos el parametro a como el definido por (2.18), obtenemos
la M-ésima descomposicion polifasica de zg;(z),
(fi,o(z), fi,l(z), R fi,M—l(z))

siendo f;;(2) los polinomios dados en (2.21), paral =0,1,..., M — 1, luego obtenemos
el resultado. ([

Finalmente, obtenemos la M-ésima matriz PCPC para el polinomio zg;(z), con
v—rk+1<1<r.

DEMOSTRACION: Sea ¢ fijo, con v — k + 1 < ¢ < r. Nuestro objetivo es calcular la
M-ésima matriz PCPC asociada a

20i(2) = @iz + ay 2+ -+ aLuJVHzLN;KHl.
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Por tanto, tenemos que agrupar zg;(z) en potencias de M. Como

{N;KJ L {#J Mot (2.23)

para cierto v con 0 <~ < M, entonces la M-ésima descomposicion polifasica asociada
a zg;(z) es

(h,-,o(z), hi,l(z), cee ahi,M—l(z)),
siendo los polinomios h;(z) los definidos por la relacion (2.22), paral =0,1,..., M —1,

luego tenemos el resultado.

2.4.3 Coédigos convolucionales de Justesen perforados

El resultado principal de este capitulo viene dado por los teoremas siguientes, que
refuerzan las propiedades del codigo convolucional de Justesen perforado al requerir que
la matriz generadora G(z) del codigo original € sea minimal. El objetivo es mantener

los grados fila de G(z) después de eliminar las correspondientes columnas segtn la

matriz de perforacion.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta que 7 = v — K y la expresion (1.7), la matriz

generadora G(z) de € viene dada por

90(z)  2g-1(2) ... zgri(2)
Gz) = glgz) QOFZ) Zgr+‘2(z)
gv-1(2)  go—2(2) ... g:(2)

siendo g¢;(z) los polinomios definidos por la expresion (2.2). Aplicando entonces la
definicién 1.6 y el teorema 1.6, el primer paso es considerar la M-ésima matriz PCPC
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asociada a cada una de las entradas de G(z) para obtener la matriz generadora G1"(z)
del (vM, kM, d)-codigo por bloques. Ahora bien, en el caso que nos ocupa, r = v — K
y, por tanto, tenemos tres tipos de polinomios g;(z) cuya M-ésima matriz PCPC es
diferente,

e gi(z),con0<i<r,

o gi(2),conr+1<i<wv-—1,

e zgi(z),conr+1<i<v-—1.
Los lemas 2.5, 2.6 y 2.7 nos proporcionan la expresion de la M-ésima matriz PCPC

asociada a cada uno de estos polinomios.

Analicemos ahora las filas de G[M}(z) que pueden ser eliminadas para mantener el
grado original de cada columna, ya que aplicando entonces el teorema 1.3, obtendremos

el resultado.

e Si M no divide a | 2=£ |, el grado de la columna M —a+1, viene dado tinicamente
por los polinomios situados en las posiciones ((i — 1)M + 1, M — o + 1), para
i=1,2,...,7+1, de la matriz GIM!(z). Ademas, el resto de polinomios situados
en las mismas filas (i —1)M + 1, parai = 1,2, ...,7+ 1, dan también el grado de
la correspondiente columna. Por tanto, si no eliminamos la primera fila de alguno
de los bloques de entre los r 4+ 1 primeros bloques de M filas, los grados columna
se mantienen.

e Si M divide a [N;VKJ, entonces el grado de la primera columna viene dado tni-
camente por los polinomios situados en las posiciones ((¢ — 1)M + 1,1), para
i =1,2,...,7 4+ 1, de la matriz G™)(z). Ademas, el resto de polinomios de las
filas (i — 1)M + 1, para ¢ = 1,2,...,r + 1, proporcionan también el grado de la
columna correspondiente. Por tanto, si mantenemos la primera fila de alguno de

los 7 + 1 primeros bloques de M filas, los grados columna se mantienen. O

Teorema 2.6: Sean B un [N, K]-cddigo Reed-Solomon con polinomio generador g(z),
C el (v, k,d)-cddigo de Justesen generado por el polinomio g(z) yr el resto de la division
de N — K entre v, dado por la expresion (2.1). Supongamos que v—rk+1<r <wv—1
y sea P la matriz de perforacion y Gp(z) la matriz generadora del cédigo convolucional
perforado. Entonces Gp(z) es también minimal si la primera fila de la matriz GIM(z)

no se encuentra entre las filas eliminadas.
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DEMOSTRACION: La matriz generadora de € viene dada por

go(2) 2g-1(2) .. z2g.(2) ... Z2Qu—wi1(2)
g1 (Z) gO(Z> te Zngrl(Z) te ZgzlfnJrQ(Z)
G(z) = ,
( ) gT’+f€—V—1(z) gr+n—y—2(z) cee cee Zgr(z)
9v-1(2) gra(2) o gea(2) o guk(2)

siendo ¢;(z) los polinomios definidos en (2.2).

Para obtener la matriz generadora de GIM!(z) para el (vM, kM, §)-codigo obtenido
por descomposiciéon en bloques, de acuerdo con el teorema 1.6, debemos obtener la
M-ésima matriz PCPC asociada a cada una de las entradas de G(z). En este caso,
tenemos cuatro tipos de polinomios cuya M-ésima matriz PCPC es diferente,

e gi(z),con0<i<r,

o gi(z),conr+1<i<wv-—1,

e zgi(z),conr+1<i<v-—1,

e zgi(z),conv—kKk+1<i<r.

Los lemas 2.5, 2.6, 2.7 y 2.8 nos proporcionan la expresion de la M-ésima matriz

PCPC asociada a cada uno de estos polinomios.

Nuestro objetivo por tanto, es analizar qué filas de GI™l(z) pueden ser eliminadas
para mantener el grado original de cada columna, esto es, tenemos que determinar
las filas que proporcionan el grado de cada columna, ya que aplicando entonces el
teorema 1.3, obtenemos el resultado.

e Si M no divide a L#J +1, entonces inicamente el polinomio situado en la posi-

cion (1,(v — r)M + M — a) de GM(z) da el grado de la columna
(v —r)M + M — «, y los polinomios de la primera fila de esta matriz tam-
bién dan el grado de la columna a la que pertenecen. Asi pues, es suficiente con
mantener esta primera fila para tener los mismos grados columna que en G ](z)
después de la perforacion.

e Si M divide a |“=% | +1, entonces el grado de la columna (v —7)M +1 viene dado

14

tnicamente por el polinomio situado en la posicion (1, (v —r)M + 1). Ademas,
los restantes polinomios de la primera fila de G!")(z) también dan el grado de
la columna a la que pertenecen. Por tanto, debemos mantener la primera fila de

GMI(%) para que G'p(z) pueda ser una matriz generadora minimal con el mismo
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grado que GMl(z). O

Como consecuencia de los teoremas anteriores, obtenemos el resultado siguiente.

DEMOSTRACION: Aplicando los teoremas 2.5 y 2.6, sabemos que la matriz generadora
Gp(z) es también minimal; ademas, los indices de Forney son los mismos que los
indices de Forney del codigo por bloques CM!. Observemos que el nimero de cada
indice de Forney, se mantiene también después de la perforacion, ya que no eliminamos
ninguna columna. Asi pues, si €M es compacto, concluimos que el codigo Cp también

es compacto. ]

Como consecuencia directa de los teoremas 2.3, 2.4 y 2.7, asi como del corolario 2.2,

tenemos el resultado siguiente.

El teorema siguiente proporciona cotas para las columnas que debemos eliminar

para que el codigo perforado Cp pueda ser un codigo convolucional MDS.
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Cp puede ser un codigo convolucional MDS si C satisface la relacion

—N+K
o
Eks

DEMOSTRACION: Sabemos que la matriz generadora del cédigo perforado se obtie-

(v — k)M + <C<(v—rkK)M. (2.24)

ne eliminando ciertas filas de la matriz generadora GI™(z) del codigo CIM! obtenido
por descomposiciéon en bloques, usando la matriz P como patréon. Entonces, el codigo
perforado es un (vM — C, kM, §)-cddigo cuya distancia libre es menor o igual que la

distancia libre del codigo de Justesen original, de donde tenemos que

dfree(eP) S dfree(e) =N-K + 1. (225)

Sabemos que Cp es un codigo MDS si y sélo si su distancia libre es igual a la cota

Singleton generalizada, esto es,

dfree(Cp) = (WM — C — kM) Q%J - 1) +6+1.

Ahora, de la expresion (2.25), obtenemos que la relacién anterior puede darse si C

verifica la desigualdad

(VM—C—HM)<{LJ+1>+5+1§N—K+1,
kM

esto es, si

~N+K
(v — k)M + 0ZNTE o (2.26)

5 <
— 1
Ademas, después de hacer la perforacion, la longitud del vector de salidas de Cp debe

ser mayor que la del vector de entradas, es decir,
vM — C > kM. (2.27)

La expresion (2.24) se obtiene entonces de las desigualdades (2.26) y (2.27). O

2.5 Conclusiones

Los resultados de perforacion de codigos convolucionales basados en la construccion

de Justesen introducidos en esta memoria nos permiten elegir la matriz patréon de la
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perforacion de manera que la matriz generadora del codigo perforado obtenido sea
minimal. De este modo, conocemos el grado del codigo y, por tanto, sabemos si su
distancia libre se aproxima a la cota Singleton generalizada. También, proporcionamos
los valores de los parametros del codigo convolucional de Justesen y del codigo bloque
que lo genera para los cuales el codigo de Justesen no puede tener perfil de distancia

maxima.



Capitulo 3

Concatenacién en serie de codigos

convolucionales

Although to penetrate into the intimate mysteries of nature and thence to learn the
true causes of phenomena is not allowed to us, nevertheless it can happen that a

certain fictive hypothesis may suffice for explaining many phenomena.

—Leonhard Euler

Make everything as simple as possible, but not simpler.

—Albert Einstein

3.1 Introduccién

La teoria desarrollada por Shannon [98|, permite asegurar que si la longitud de un
codigo es suficientemente grande, entonces es bueno. Ahora bien, la complejidad de
decodificaciéon aumenta con la longitud del codigo. Una soluciéon a este problema fue
propuesta por Elias [38], que construyé codigos bloque potentes partiendo de codigos
bloque lineales sencillos empleando una construccién conocida como el producto de
Elias. Més tarde, Forney [41], en su bisqueda por encontrar una clase de codigos cuya
probabilidad de error decreciera exponencialmente con la longitud del c6digo mientras
la complejidad de decodificacion aumentara soélo algebraicamente, llegdé a una solucion
consistente en una estructura de cédigo multinivel, conocida como co6digo concatena-
do. Consiste en una cascada de un codigo interno y un coédigo externo, empleando en
ocasiones un intercalado entre los dos codificadores para separar los errores por rafaga
producidos por el codigo interno. En 1974, Blokh y Zyablov [14] y Zinov’ev [119] intro-

63
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dujeron una clase importante de codigos concatenados, que eran capaces de corregir
tanto errores aleatorios como rafagas de errores. Otra construcciéon importante obteni-
da de combinar codigos es debida a Tanner [106], que generalizo los codigos LDPC (en

inglés, Low Density Parity Check) empleando grafos.

Motivados inicialmente por intereses teéricos tinicamente, los codigos concatenados
se han empleado en aplicaciones en el espacio [51], realzado de datos en GSM (EDGE,
en inglés, Enhanced Data rates for GSM Ewvolution) [81], sistemas de comunicacion

inalambricos |73, 74], por citar s6lo algunos ejemplos.

Como ya comentamos en el capitulo 1, Host, Johannesson y Zyablov [59] desarro-
llaron una novedosa construccion de codigos convolucionales, llamados codigos convo-
lucionales woven. Se trata de una concatenacion en serie de codigos convolucionales,
en la que consideran como codigo externo o como codigo interno o bien como ambos,

una concatenacion paralela de codigos convolucionales.

Ahora bien, los cdédigos concatenados siempre han sido estudiados a partir de la ma-
triz generadora. En este capitulo, caracterizaremos cuatro modelos de concatenacion
en serie de codigos convolucionales empleando la representacion entrada-estado-salida
introducida por Rosenthal, Schumacher y York [91]. Host, Johannesson y Zyablov [60]
analizan las propiedades de la matriz generadora de un tipo de concatenacion en serie
de dos codigos convolucionales, en funcion de las matrices generadoras de los codigos
constituyentes. Ahora bien, ademas de trabajar sobre cuerpos binarios, no obtienen
condiciones para asegurar que la matriz generadora de la concatenacion sea minimal-
bésica, aun partiendo de matrices generadoras minimales-bésicas de los codigos que
forman la concatenacion. Por tanto, no disponen de herramientas para obtener el gra-
do del codigo. Es mas, las propiedades que obtienen son propiedades de las matrices
generadoras y no del cédigo, ya que trabajan en espacios vectoriales y no en modu-
los. En este capitulo, empleando la teoria de sistemas, damos condiciones para obte-
ner una representacion entrada-estado-salida minimal para los diferentes modelos de
concatenacion que estudiamos y, en consecuencia, obtenemos el grado de los codigos

concatenados.

Comenzamos describiendo dos modelos de concatenacion en serie en la seccion 3.2,
que llamamos sistematicos ya que la entrada del codigo interno es tinicamente el vector
de paridad del codigo externo. Uno de estos modelos corresponde al empleado en la teo-
ria de control. Proporcionamos la representacion entrada-estado-salida de los modelos,
asi como condiciones para obtener un cédigo concatenado observable con realizacion

minimal. Obtenemos también cotas inferiores de la distancia libre de uno de los mode-
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los de concatenacion en funcion de las distancia libres de los codigos externo e interno.
En la seccién 3.3 estudiamos dos modelos diferentes de concatenacion en serie, uno
de ellos introducido por Forney, en los que la entrada del cédigo interno es toda la
palabra cédigo del codigo externo. De forma analoga a los modelos anteriores, obtene-
mos la representacion entrada-estado-salida, proporcionando condiciones para que ésta
sea minimal, y para que el cédigo concatenado sea observable. Finalizamos obteniendo
cotas inferiores de la distancia libre de uno de los modelos en funciéon de las distancias
libres de los codigos constituyentes. Es importante senalar que trabajamos sobre un

cuerpo de Galois arbitrario F, no necesariamente binario.

Como ya hemos comentado anteriormente, en este capitulo estudiamos y caracteri-
zamos diferentes tipos de concatenacion en serie de coédigos convolucionales. En dicha
concatenacion, los cédigos se ordenan en serie uno tras otro. En el caso de dos codi-

gos constituyentes, se habla de codigo externo y cédigo interno. Denotamos por C, el

codigo externo y por C; el codigo interno. También, denotamos por xgl), ugl), yt(l)

y v,gl) el vector de estados, el vector informacion, el vector de paridad y la palabra

codigo de C,, respectivamente; del mismo modo, denotamos por x§2>, u§2), y§2) y v§2)
el vector de estados, el vector informacion, el vector de paridad y la palabra codigo de
C;, respectivamente. En los diferentes modelos de concatenacion en serie, las palabras

codigo 'Ut(l) y vt@ de G, y C;, respectivamente, vienen dadas por las expresiones

(1) (2)

vt(l) [t . U§2) _ | % ' (3.1)
uD u®
t t

Anéalogamente, x;, uy, y; v vy seran el vector de estados, el vector informacion, el vector
de paridad y la palabra codigo, respectivamente, del correspondiente modelo de codigo

concatenado que estamos tratando.

Finalmente, denotamos por T7(z), T»(2) y T'(2) la funciéon de transferencia del codigo
C,, del codigo C; y del cddigo concatenado correspondiente, considerado como un F-

subespacio vectorial de " (véase la seccion 1.5), respectivamente.

3.2 Concatenacidon en serie sistematica

En esta seccion, estudiamos y caracterizamos dos modelos de concatenacion en se-
rie de codigos convolucionales, uno de ellos utilizado en la teoria clasica de control.
Analizamos la representacion entrada-estado-salida de los modelos, asi como condicio-
nes para obtener la controlabilidad del par (A, B) y la observabilidad del par (A, C).
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1 1 2
uy” Co y" C; v
> = —
(m)kaél) (n+m—2kj,m—k‘,52)
0

Figura 3.1: Cédigo concatenado S€(1)

Finalizamos la seccion con resultados sobre las distancias columnas y distancias libres

de los modelos.

3.2.1 Representacion entrada-estado-salida

Modelo 1

El primer tipo de concatenacion que estudiamos es uno de los modelos clésicos
empleado en la teoria clésica de control en el espacio de estados. El codigo externo C,
y el codigo interno G se serializan, uno tras otro (véase la figura 3.1), de manera que

el vector informacion ugl) es codificado por C, y el vector de paridad y§1) de la palabra

)

PRT . 1 0 o0 P .
codigo obtenida ’Ut( es, a su vez, el vector informaciéon para el codigo interno C;, es

decir,

u? =y, (3.2)

Denotamos por SCM el codigo convolucional obtenido. El estado del sistema es

entonces la union de los estados de los dos codigos constituyentes, es decir,

(2)
(3.3)

Observemos que el vector informacién o entrada u; y el vector de paridad y; de

SCW vienen dados por

w=u e oy =y (3.4)



3 Concatenacion en serie de cédigos convolucionales 67

respectivamente. De este modo, la palabra codigo de SCV resulta ser

Yt yt(2)
Vs = - . (35)

Ut Ugl)
Observacién 3.1: Si queremos obtener un cédigo convolucional SC1) de tasa k/n,
entonces debemos considerar un (m, k, d;)-codigo externo y un (n+m — 2k, m — k, d3)-
codigo interno (véase la figura 3.1). En cambio, si partimos de un codigo externo
Co v un codigo interno C; de tasas k/m y (m — k)/n, respectivamente, entonces el

codigo convolucional 8CM) obtenido de la concatenacion de dichos codigos tiene tasa
k/(n —m+ 2k). [

El teorema siguiente proporciona la representacion entrada-estado-salida para el

codigo concatenado SC(1) en funcion de la representacion entrada-estado-salida de los

c6digos externo e interno.

DEMOSTRACION: De la expresion (1.11) tenemos, para el codigo externo C,,
a:,g_l‘_)l = Alxil) + Bluil),
yt(l) = Clxl(tl) + Dlugl),
y para el codigo interno C;,
2 = Agr? + Byuf?,
yt(Q) = 02x§2) + D2u§2).

Ahora bien, teniendo en cuenta las expresiones (3.2), (3.3) y (3.4), la representacion

entrada-estado-salida del codigo concatenado S€ viene dada por

AQ BQO]_ B2D1
Ty = T+ Ut

O Al Bl O

w=(Co Do)+ (DaDy) e
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Empleando el resultado anterior y el teorema 1.12, obtenemos la funciéon de trans-

. . . . s> . .
ferencia T'(z) asociada al codigo convolucional S€ ~ (véase la seccion 1.5) en términos
de las funciones de transferencia T1(z) y T»(z) asociadas a los codigos C, y C;, respec-

tivamente.

Modelo 2

Como podemos observar en la expresion (3.5), una palabra codigo de SC) esté
formada por el vector de paridad del cédigo interno C; y el vector de informacion del
co6digo externo C,. Por tanto, no tenemos ninguna relacion entre las palabras codigo
del codigo concatenado y las palabras codigo completas de los codigos constituyentes,
hecho que representa un problema a la hora de relacionar la distancia libre de €M)
con las distancias libres de C, y €;, como veremos posteriormente. Esto motiva la
consideracion de una variacién de la concatenacion SC) de manera que la entrada
para el codigo interno u§2) siga siendo el vector de paridad yt(l) del codigo externo C,,

es decir,
2
ug ) = y,gl), (3.7)

pero que a su vez, uf) forme parte de la palabra codigo de la concatenacion (véase la

figura 3.2), esto es,

"
Y
Ve = ! = yt(l) . (38)
Uu
t ugl)

Denotamos por 8€? el codigo concatenado obtenido. Observamos entonces que las
palabras codigo de G, y de C; estan dadas por
(1) (2 (2)
oV = Yt v @ _ Y% _ yil) (3.9)
Uy Uy Yt
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1 1 2
uy) Co y ¢ y?
s > EEEEE—
(m, k) (n—k,m—k)
1
u
uf?

Figura 3.2: Cédigo concatenado SC€2)

y, por tanto, la relacion entre las palabras codigo de SC?) y las de C, y G;, es

(2)

Y 2 2
v= | 0| = ) _ (v
t Yy ’Ut(l) ugl)

)

Es decir, una palabra codigo de SC®) contiene a su vez una palabra codigo de €, y
una palabra codigo de C;. Esto nos permite asegurar que la distancia libre del codigo
concatenado es mayor o igual a las distancias libres de los codigos externo e interno,

tal como vemos en la secciéon 3.2.4.

Al igual que en el codigo concatenado SC™M)| el vector de estados x; v el vector

informacion u; de $€® son
u = ut”, (3.10)

respectivamente. Ahora bien, en este modelo, a diferencia de lo que ocurre con el
modelo 1, el vector de paridad esta formado por los vectores de paridad de los codigos

externo e interno, es decir,

y
w= "] (3.11)

Yt
Observacion 3.2: Del mismo modo a como comentabamos en la observacion 3.1,
si queremos obtener un codigo convolutional S€2 de tasa k/n, entonces debemos
considerar un (m, k, d1)-codigo externo y un (n — k,m — k, dy)-codigo interno (véase

la figura 3.2). En cambio, si partimos de un codigo externo C, y un codigo interno
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G de tasas k/m y (m — k)/n, respectivamente, entonces el codigo convolucional $C(2)

obtenido de la concatenacion de dichos codigos tiene tasa k/(n + k). [

La representacion entrada-estado-salida del codigo concatenado SC€?) viene dada en

funcion de la representacion entrada-estado-salida de los codigos constituyentes, como

vemos en el teorema siguiente.

DEMOSTRACION: Siguiendo los mismos pasos que en la demostracion del teorema 3.1,

tenemos que,
$t+1 = Ay x(l) + Bluil), 331(5-231 == AzxtQ) £ Bgu(Z)
=C .’L' ) + Dlu(l) yt2 = C’zx?) e D2u§2).

Ahora bien, teniendo en cuenta las expresiones (3.7), (3.10) y (3.11), la representacion

entrada-estado-salida del codigo concatenado $C?) viene dada por

Ay ByCy By D,
Ty = T + Ug,
@] Al Bl
Cy DyCy Dy, D,
Y = Ty + U
o ¢ D,

Al igual que en el modelo SCM), a partir del resultado anterior y del teorema 1.12,
obtenemos la funcion de transferencia 7'(z) asociada al codigo convolucional e
términos de las funciones de transferencia T (z) y Ty(z) asociadas a los codigos C, y

~

C;, respectivamente.
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3.2.2 Controlabilidad

Tal y como comentamos en la seccion 1.5, el concepto de controlabilidad del par

(A, B) esté relacionado con el de minimalidad de una representacién entrada-estado-
salida (A, B, C, D). Asi pues, nuestro objetivo para esta seccion, es analizar las con-
diciones que deben cumplir las matrices A;, B;, C; v D;, para | = 1,2 de los cédigos
constituyentes para que el coédigo concatenado tenga una representaciéon minimal. Da-
do que las matrices A y B de los codigos SC1) y € tienen la misma expresion,
los resultados que presentamos, seran validos para ambos tipos de concatenacion. Por
tanto, a lo largo de esta seccién, SCCyys denota el codigo concatenado 8CM descrito
por la expresion (3.6) asi como el codigo SC?) descrito por la expresion (3.12). Con-
sideramos como codigo externo €, un (m, k,d;)-codigo y como codigo interno C;, un
(n, m—k, 62)-codigo. Entonces, teniendo en cuenta las observaciones 3.1 y 3.2, 8CCqys €s
un (n—m+ 2k, k, 6)-codigo si consideramos la concatenacion $C) y es un (n+k, k, §)-
codigo si consideramos la concatenacion SC2).

El ejemplo siguiente pone de manifiesto que no es suficiente con que los pares
(A;, B)), para | = 1,2, de los codigos constituyentes sean controlables, para que el par
(A, B) del codigo concatenado 8CCgys sea controlable.

Ejemplo 3.1: Sea o un elemento primitivo de F = GF(8) y consideremos el (6,4, 2)-
codigo externo C,(A, By, C1, Dy), donde

p o« . 1 a o o
1 — ) 1=
a ot a2 o ot o
1 « o ot o’ ot
C) = y D, =
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Observemos que (Aj, By) es controlable.

Sea C;(As, Bs, Co, Ds) el (5,2,1)-codigo interno descrito por las matrices

0 10
AQZ(Q), BzZ(a3 0), Co=11 y Dy=10 1
0 a 0

Claramente, el par (As, By) es controlable.

Por otro lado, aplicando los teoremas 3.1 y 3.3, las matrices A y B de la represen-

tacion entrada-estado-salida de los codigo concatenados SC1) y €2 son

a o ot a1 o 1
A=10 o* « y B=11 a o o*
0 a ot a2 a® ot ab

Pero el par (A, B) no es controlable, ya que

0 i ed & FEFucS 1L
rg(aI—A B)ng 0 1 a 1 a o o*|=2#3.

0 a a® o?2 a® o* o° -

Asi pues, necesitamos mas condiciones sobre las matrices que describen los codigos
externo e interno para obtener la controlabilidad del par (A, B) del codigo convolu-

cional concatenado. El resultado siguiente introduce condiciones que aseguran dicha

controlabilidad.

DEMOSTRACION: Como rg(B) = d§; + d5, entonces
rg (z] —A B) =6, + 6, para todo z € F.

De este modo, por el test PBH (véase la seccion 1.4), el par (A, B) es controlable y por
tanto, (A, B, C, D) es una representacion minimal de 8CCgys. O
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Observacion 3.3: Notemos que la condicion rg(B) = 07 + d5 del teorema 3.5 implica,
en particular, que rg(B;) = 01 y rg(ByD1) = 9. Por tanto, (Ay, By) es controlable.
Ademas, 0y = rg(BaD1) < 1rg(Bsy) < ds, de donde rg(Bs) = ds, es decir, el par (Ay, By)
es controlable. [

Observacion 3.4: El ejemplo 3.1 muestra también que el reciproco de la observa-
cion 3.3 no es cierto en general, ya que el par (A;, B) es controlable, para | = 1,2, pero
1g(B) =2#2+1=0, + 6. [

Como hemos visto, el ejemplo 3.1 pone de manifiesto que la propiedad de contro-
labilidad de los codigos constituyentes no son necesariamente heredadas por el codigo
concatenado. Asi pues, necesitamos condiciones adicionales a las dadas en el teore-
ma 3.8 para obtener una representaciéon entrada-estado-salida minimal. El resultado
siguiente presenta condiciones suficientes para que el par (A, B) sea controlable en el

caso particular en que el codigo externo tenga tasa 1/2 y complejidad 6; = 1 y la

matriz A, sea diagonal.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta que el codigo externo C,(A;, By, Cy, D) es un

(2,1, 1)-codigo, las matrices que lo describen son escalares. Sean entonces

o) B ) () v o)

Observemos en primer lugar que al tener el codigo interno tasa 1/n, el tamafio de la
matriz By es 0y x 1. Por tanto, al ser (Ay, By) controlable, necesariamente todos los
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valores propios de A, deben ser distintos. Sean entonces

. b22
AQ:dlag(AlaAQw"a)\(SQ) Yy BQ: . 3

b522

con \; # A; si @ # j. Supongamos primero que A es un valor propio de A que no es
de A, es decir, A # a; es un valor propio de Ay;. Podemos suponer, sin pérdida de

generalidad, que A = \;. Entonces,

0 0 e 0 —biaci  biady

0 M —Xy - 0 —bycy  boady
(mi-a B)=|: : : |

0 0 - AM—Xs, —bseci bsads

0 0 e 0 Al —aq by

de manera que al ser todos los valores propios de A, distintos,

rg (diag (A1 — A2, At — As, .., A — Agy)) = 02 — 1

y aplicando las condiciones (¢) y (d),

—bigc1  biady —Ch D,
rg =rg =2
/\1 — aq b1 )\1] - Al Bl

Por tanto,
Tg()\lf—A B) :2+52_1:1+52:51+52

Sea ahora A un valor propio de A que coincide con a;. Si A no es un valor propio

de A, y denotamos por
Ay =diag(A = A, A — X A= Agy)
=diag (a1 — A1, a1 — Mg, ..., a1 — Ag,)
entonces rg(gg) = 0y y, por tanto,

rg()\[—A B):rg(all—A B)zrg iQ —30201 B;Dl =0y + 1,
1
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ya que por la condicion (b), el par (A1, By) es controlable y, en particular, by # 0, por
ser 0, = 1.

Finalmente, si A = a; es también un valor propio de A,, entonces podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que A = A;. Asi, teniendo en cuenta que todos los valores

propios de As son distintos,

0 0 - 0 —biacr  biady

0 M —Xy --- 0 —bycy  baad;
(A -4 B)=1g|: s z I

0 0 o M—As —bssct bsods

0 0 e 0 0 by

ya que por las condiciones (¢) y (d),

—biacy biady —bigcy biad —Ch D,
rg =T1g =1g = 2.
0 bl A — aq b1 N — A1 Bl

Por tanto, tenemos que
rg <z[ — A B) =0, + 0, paratodo z € F,
es decir, el par (A, B) es controlable. O

Observacion 3.5: Con las condiciones dadas en el teorema anterior, A = a; es un

valor propio de la matriz A, y por tanto, en este caso, la condicion (d) se reduce a

—01 D1 _Cl Dl
rg =1g =2

N — Al Bl O Bl

Y

de donde se deduce en particular que el par (A, Cy) es observable por ser 6 = 1. W

Para el caso particular en que la complejidad de los coédigos externo e interno sea

1, es decir, §; = 3 = 1, obtenemos el resultado siguiente.

Teorema 3.7: Supongamos que Co(Ay, By,C1,D1) es un (m,k,1)-cédigo, que
Ci(Az, By, Cs, Ds) es un (n,m—k, 1)-cddigo y que SCC4s(A, B, C, D) es el cidigo conca-
tenado correspondiente. Supongamos que también se verifican las condiciones siguien-
tes:
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DEMOSTRACION: Dado que las matrices A, = (Ch) y Ay = (az) son de tamano 1 x 1,

. . Ay ByCh .
los valores propios de la matriz A = del codigo concatenado SCCqys son
0O A

precisamente a; y as. Supongamos en primer lugar que a; = as = A. Entonces, de la

condicion (b), tenemos que

0 —By(Ci ByD, —B>Cy ByD,
rg()\I—A B):rg =1g = 2.
0 0 By Ay— A B
Por tanto, rg (z] —A B) = 2 = §; + 6, para todo z € F, es decir, el par (A, B) es
controlable.

Supongamos ahora que a; # ay, entonces,

a1 —ay —ByCy ByD a, —as BoD
2ng(a1I—A B>=rg 1 2 201 boly > 18 1 2 Dol _ o,
0 0 B, 0 By

ya que por la condiciéon (a), el par (A;, By) es controlable, y por tanto, alguna compo-
nente de B; debe ser no nula, por ser §; = 1.

Ademas, de la condicion (b), obtenemos que

0 —B,(Ci BsD,
rg(azl—A B)zrg =2.
0 a9 — Ay Bl
En consecuencia, rg (z[ —A B) =2 =6, + 0, para todo z € F, es decir, el par (A, B)
es controlable. O
Observacion 3.6: Notemos que la condicion (b) del teorema anterior implica, en par-
ticular, que el par (Ay, Bs) es controlable, ya que si no lo fuera, al ser d, = 1, necesa-

riamente Bj seria la matriz nula de tamatio 1 x (m — k) y la matriz

—ByCy  ByDq 0 0
AQ—Al Bl A2_A1 Bl
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no podria tener rango 2. |

Como consecuencia del teorema anterior, obtenemos el resultado siguiente para el

caso particular en que A, = A,.

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que la condicion (b) implica, en parti-
cular, al ser 4; = 1, que By # O. Ahora, como A; = A,, de las condiciones (b) y (c)
obtenemos que

—BgOl Bng —BgCl Bng
rg =ig =0,
AQ — Al Bl O Bl

con lo que se verifican las condiciones del teorema 3.7 y por tanto, (A, B) es controla-
ble. OJ

Observacion 3.7: Notemos que la condicion (c) del corolario 3.1 implica, en particu-
lar, que el par (As, By) es controlable y que el par (A;, C}) es observable. En efecto,
al ser la matriz B,C} no nula, necesariamente By, # O y C; # O, de donde al ser
01 = 0o = 1, obtenemos el resultado. [ |

Observemos que si C, y C; tienen complejidad d; = 5 = 1, entonces en el caso
particular en que el codigo externo tenga tasa k/(k+1), By y C1 son matrices escalares.
Asi pues, basta con exigir la controlabilidad del par (A, By) v la observabilidad del
par (A;, Cy) para que la condicion (c) del corolario 3.1 se verifique. Tenemos entonces

el resultado siguiente.
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En el caso particular en que el codigo externo tenga tasa 1/2 y todos valores propios
de Ay sean valores propios de A; (es decir, 0(Ay) C o(A;), siendo o(A;) el espectro
de A;), basta con exigir que el par (A4;, B;) sea controlable, para | = 1,2, que todos
los elementos de la matriz By sean no nulos y que el par (A1, Cy) sea observable, para
tener la controlabilidad del par (A, B) de la concatenacion, como vemos en el resultado

siguiente.

DEMOSTRACION: Por el test PBH (véase la seccion 1.4), el par (A, B) es controlable

si la matriz
21152 - A2 —BgCl B2D1

(ZI_A B): O 25— A B

tiene rango completo por filas, esto es, rg (z[ — A B) =8, + 8, para todo z € F.

Supongamos en primer lugar que 6; = 1. Entonces, por la condicion (d), el par
(A1, Cy) es observable y, por tanto, la matriz Cy, de tamano 1 x 1, debe ser no nula.
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Del mismo modo, por ser (A, By) controlable, la matriz B; de tamano 1 x 1, debe ser
no nula. Ahora, teniendo en cuenta que el par (As, By) es controlable por la condicion

(b), asi como la condicion (a), tenemos que
v (21— A B)=1+6=06+3

para todo z € F.

Sea ahora §; > 1 y supongamos que existe z € I tal que
rg (z[ A B) < 6y + 0y, (3.13)

de manera que de la condicion (a), necesariamente z € o(A) = o(A;). Aplicando la

condicion (b), el par (A, By) es controlable, por tanto,
rg <O Z[51 — A1 Bl) =1Ig <ZL§1 — Al Bl) = 51 (314)

para todo z € F. Por otra parte, teniendo en cuenta que las matrices By v C; son de

tamanos d2 X 1y 1 x 7, asi como las condiciones (c) y (d), obtenemos que
0 > 1g (2152 — Ay —By(y BQD1>
& 5 (z]52 — A —BgCl)
=M (2152 L AR 32) Sy (3.15)
donde la ultima igualdad se deduce de la condicion (b). Por tanto,
g (2ls, — Ay ~BoCy BuDy) =

para todo z € F. Ahora bien, teniendo en cuenta las relaciones (3.13), (3.14) y (3.15),

tenemos que una fila de la matriz < 2I5, — Ay —ByC, ByDy ) es combinacion lineal de
las filas de (O 25, — Ay B1> , 0 bien, una fila de la matriz (O 2l — Ay B1> es

combinacion lineal de las filas de la matriz ( 2l5, — Ay —ByC, By D1> . Pero entonces,

de la condicion (c), tendriamos que

zls, — A
rg o < 01
4

y por tanto, el par (A, Cy) no es observable, en contra de la condicion (d). O
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Notemos que si en el teorema 3.8 no exigimos la condicién de controlabilidad de
alguno de los pares (A;, B;), para [ = 1,2, entonces la representacion del codigo conca-
tenado 8CCqys puede no ser minimal, aunque o(Ay) C (A1) y (A1, C1) sea observable,

como mostramos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.2: Sea o un elemento primitivo del cuerpo de Galois F = GF(8) y consi-
deremos el (2,1, 2)-codigo externo C,(Ay, By, Cy, D1), donde

a 0 1
A= , DB = ) 01=<1 a) y D1=<a5>-
0 « 1

Sea C;(Ag, By, Cy, Dy) un (2,1, 1)-codigo descrito por las matrices

siendo Cy y Dy matrices arbitrarias, de tamanos 1 x 2 y 1 X 1, respectivamente.

Para todo z € F tenemos entonces que

z+a 0 1
rg (Zfal—Al Bl>=rg = 2,

0 z4+a® 1
Z+ « 0

2151—141 5

rg =rg 0 z4+a’ | =2
Cy

1 o

y, por tanto, el par (A;, By) es controlable y el par (A;,C}) es observable. Ahora bien,

a+ ot 1 o o? 1

o
rg(a152—A2 BQ>:rg ) o =rg 2 =1=#£2
(6] (6] (% (6] « (6]

y, en consecuencia, (As, By) no es controlable. Ademas, notemos que
o(Ay) = {a,a’} = o (A)),

luego se verifica la condicion (a) del teorema 3.8.
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Por otro lado, aplicando los teoremas 3.1 y 3.3, las matrices A y B para la repre-

sentacion entrada-estado-salida del codigo concatenado 8CCgys son

ot 1 a o af
o o a o afl
a 0
0 0 0 & 1

a+at 1 o o? ab
o> a+add o« a2 a?
rg(aI—A B) = 1g
0 0 a4+« 0 1
0 0 0 a+a® 1
> 1 a o® af
AN TR =
= rg 3 < B |
0 0
OW/E o1 § i

Del mismo modo, si en el teorema 3.8 no exigimos la condicién de observabilidad del
par (Aj, C}), entonces el par (A, B) del codigo concatenado puede no ser controlable
aunque o(As) C o(A1) v (A, By) sea controlable para [ = 1,2, como mostramos en el

ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.3: Consideremos el (2,1,2)-codigo C,(Ay, By, C1, Dy), siendo las matrices
A1, By y Dy las mismas que describen el codigo externo del ejemplo 3.2 y C = <() 0) .

Entonces, el par (A;, By) es controlable pero el par (A, C}) no es observable, ya que

. 0 O

a{ J—

rg ! =1rg |0 | =1+#2.
@ 0 0

Sea Cj(Ag, By, Cy, D) un (2,1, 2)-codigo descrito por las matrices

ot 1 1
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siendo Cy y Dy matrices arbitrarias de tamanos 1 x 2 y 1 x 1, respectivamente. Teniendo

en cuenta que los valores propios de la matriz A, son a y o®, obtenemos que

a? 1 1

w (ol — 4 By)=re| | =2=0
(% o
11 1

rg <Oé5]52 — A2 BQ) =rg 9 9 =2= 52
« (6% «

y, por tanto, el par (Ay, By) es controlable. Notemos que, ademés, o(Ay) = {a, o’} C
O'(Al) .
Ahora bien, por los teoremas 3.1 y 3.3, las matrices A y B de la representacion

entrada-estado-salida del c6digo concatenado SCCqys son

ot 1 0

0 a
a? a® 0 0 ab
A= y B =
0 a O 1
0 0 o® 1
y como
> 10 0 o
af i J0FI0 p
rg(a]—A B)zrg = Jec e
00 O
0 00 af 1
el par (A, B) no es controlable. [

Cabria preguntarse si el teorema 3.8 sigue siendo vélido para el caso o(As) Z o(A;).

La respuesta es negativa, como mostramos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.4: Sea a un elemento primitivo de F = GF(8). Consideremos el (2,1, 1)-

codigo externo C,(Ay, By, C1, Dy) descrito por las matrices

(), =) a=() v m= (o)

y un (2, 1,2)-codigo interno C;(Az, By, Cy, Dy), donde
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siendo Cy y Dy matrices arbitrarias de tamanos 1 x 2 y 1 x 1, respectivamente. Clara-
mente, el par (A;, B;) es controlable, para [ = 1,2 y el par (A;, C}) es observable, luego

se cumplen las condiciones (b) y (d) del teorema 3.8.

Por otro lado, teniendo en cuenta los teoremas 3.1 y 3.3, las matrices A y B de la

representacion entrada-estado-salida del codigo concatenado SCCgqys son

o 0 «o o
A=11 o 1 y B=]a«a
0 0 o a
Ahora bien,
1 0 a o
rg(oﬁI—A B)zrg 101 al|l=2+#3
00 1 «
con lo que (A, B) no es controlable. |

3.2.3 Observabilidad

En esta seccion, estudiamos las condiciones que deben cumplir las matrices que des-
criben los codigos externo e interno para que el par (A, C) de los codigos concatenados
SCM y 8C® sea observable. En la seccion 1.5 vimos que el concepto de observabilidad
del par (A, C') esté relacionado con el hecho de que la matriz generadora inducida por
la realizacion sea no catastrofica. Si bien las matrices A y B de los codigos $C1) y §C2)
tienen la misma expresion, no tenemos lo mismo para la matriz C' (véanse las expresio-
nes (3.6) y (3.12)). Por tanto, tendremos resultados diferentes para la observabilidad

de cada modelo.

Empezamos la secciéon con resultados relacionados con la observabilidad del par
(A, C) correspondiente al modelo $C™. El ejemplo siguiente pone de manifiesto que
no es suficiente con que el par (A;, C}), para [ = 1,2, de los codigos constituyentes sea

observable, para que el par (A, C) del codigo concatenado SCV) sea observable.

Ejemplo 3.5: Sea a un elemento primitivo de F = GF(8). Consideremos el (6,4, 2)-
C()dlgO @O(Al, Bl, Cl, Dl), con

o« 1 a o «
Alz 5 Blz P

« 0[4 0[2 0[3 044 0[5
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1 « a’ o o’ «
C, = y D, =
a 1 1 1 1 1

Sea C;(Ag, By, Cy, Dy) el (5,2, 1)-codigo descrito por las matrices

0 1 0
A2=(oz>, B2=(a3 0), Co= |1l v D=0 1
0 a 0

Observemos que los codigos C, y C; corresponden a los codigos externo e interno,

respectivamente, del ejemplo 3.1. Tenemos entonces que para todo z € F,

Z—« —a
zI — A —a z—at
rg =1g =2,
01 1 (6%
« 1
y
Z—«
zl — AQ 0
rg =Jg = 1.
Cy ]
0

Por tanto, el par (A;, ;) es observable, para [ = 1, 2.

Por otro lado, aplicando el teorema 3.1, las matrices A y C' de la representacion

entrada-estado-salida del codigo concatenado $C son

a o ot 0 1 «
A=10 o* « y C=11 a 1
0 a ot 0 a o

Tenemos entonces que el par (A, C') no es observable, ya que

0 o ot
0 Q
al — A 0 a o
rg =1g =2+#3.
C 0 1 o
1 o 1
O 2
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Con respecto a la observabilidad del par (A, C) del codigo SC™), tenemos un resul-

tado analogo al teorema 3.5.

DEMOSTRACION: Como la matriz C' tiene rango completo por columnas, entonces

I—-A _
rg - . =01+ 0o paratodoz el

y aplicando el test PBH (véase la seccion 1.4), obtenemos que el par (A, C') es obser-
vable. O

Observacion 3.8: Notemos que la condiciéon sobre el rango de C' = (02 ch’l) del
teorema 3.9 implica, en particular, que rg(Cs) = d2 y que rg(DyCy) = 0;. Por tanto,

9 =rg(DyCh) < rg(Cy) < 6y,

y asi, rg(C) = ¢;. Ahora, mediante un razonamiento similar al utilizado en la demos-

tracion del teorema 3.9, obtenemos que el par (A;, C;) es observable, paral=1,2. B

Observacion 3.9: El ejemplo 3.5 muestra también que el reciproco de la observa-
cion 3.8 no es cierto en general, ya que el par (A;, C}) es observable, para [ = 1,2, y sin
embargo, rg(C) =2 # 2+ 1= §; + ds. |

Ahora, como consecuencia del teorema 1.11, tenemos que las condiciones dadas en

los teoremas 3.5 v 3.9, hacen que el codigo concatenado SCM sea un codigo observable.
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Observacion 3.10: De las condiciones del corolario anterior, tenemos que
2 <61+ 02 < min{k,n —m + k}.

Asi pues, para aplicar el corolario 3.3, debemos considerar codigos para los que k > 2
yn—m-+k>2. [ |

Si el codigo interno tiene complejidad d, = 1 tenemos, del mismo modo que para

la controlabilidad del par (A, B) en el caso 6; = 1, condiciones bastantes restrictivas
para la observabilidad de (A, C) del codigo SC€V (A, B, C, D). En concreto, tenemos un

resultado analogo al teorema 3.6.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta que el codigo interno C;(As, By, Cy, D) es un
(n, 1,1)-codigo, las matrices Ay = (a,2) y By = (bz) son escalares. Observemos que el
codigo externo tiene tasa 1/2 y, por tanto, la matriz Cy tiene tamano 1 x 4y, con lo que
necesariamente todos los valores propios de A; son distintos, ya que el par (A, Cy) es

observable por la condicion (b). Sean entonces

Ay =diag (M, Ao, ..., Asy), con N # N st # g,

g1 dy

Cr=(fifoits), C=| 7| v D= "
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Entonces, las matrices A y C para el codigo SC . son

a2 b2f1 b2f2 b2f61
0 N 0 0
A=10 0 Ao 0 ,
0 0 0 A5,
g1 dy fr dy f2 d1f61
O = 9'2 d2'f 1 dQ.f 2 d2f 51
In—1 dn—lfl dn—1f2 dn—1f51

Supongamos primero que A es un valor propio de A pero que no es de A,, es decir
A # ay es un valor propio de A;. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

A = A\, entonces,

A1 — Qg —b2f1 —b2f2 _b2f61
0 0 0 0
0 0 A — Ay - 0
M — A
= 0 0 0 A —As, |
C
g1 dy fr dy fo d1f61
92 ds f1 da fo d2f61
In—1 dnflfl dn71f2 dnflfle

de manera que al ser todos los valores propios de A; distintos,

rg (dlag()\l — )\2,)\1 — )\3,...,/\1 — /\51)) = 51 —1
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y aplicando las condiciones (¢) y (d),

AL — ag _bel
g1 difi Ml — Ay —Bs
rg =T1g =2
: : Cy Dy
In—1 dn—lfl

Por tanto,
rg()\l—A B) 6 142 =8 41 =0+ 6

Sea ahora A un valor propio de A que coincide con as. Si A no es un valor propio
de A; y denotamos por

A =diag( A= A, A —Xoo ., A= \g,) = diag (a3 — A\, a0 — Ao, .. a0 — s, )

entonces rg(gl) = 01 y, por tanto,

A — A dIVE
rg - =rg| O 111 =01+ 1,
Cz DQCl

ya que por las condiciones (c) y (d), el par (A, C3) es observable y, en particular, al

ser 93 = 1, alguna componente de Cy debe ser no nula.

Finalmente, si A = ay es también valor propio de A;, entonces podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que A = A;. Asi, teniendo en cuenta que todos los valores

propios de A; son distintos, tenemos que

0 —=bafi —bafs -+ —bafs,
0 0 0 0
0 0 A=Ay - 0
rg MC_A —rg| 0 0 0 o A=)y | =641
g1 dif1 difa - difs
92 da f1 dofa -+ dafs,

In—1 dn—lfl dn—1f2 dn—lfél



3 Concatenacion en serie de cédigos convolucionales 89

ya que por la condicion (d),

0 —bfy
[} difr O —-bB, M — Ay, —By
rg =r1g =1g =2
: CQ D2 Cz D2
9n—1 dn—lfl
Por tanto,
2z — A _
rg =01+ 0o paratodoz el
C
es decir, el par (A, C') es observable. O

Observacion 3.11: Notemos que con las condiciones dadas en el teorema anterior,
A = ay es un valor propio de la matriz A, y por tanto, en este caso, la condicion (d) se

reduce a
AN — Ay, —By O —-DB,
rg =1g =2,
02 DQ 02 D2
de donde se deduce, en particular, que alguna componente de By debe ser no nula y,

por tanto, que el par (Ay, Bs) es controlable, por ser d; = 1. [ |

Tenemos el resultado siguiente en el caso en que los codigos externo e interno tengan
tasas cualesquiera y complejidad §; = 0 = 1.

DEMOSTRACION: Dado que las matrices 4, = (a1) y Ay = (a2> son de tamano

. . Ay ByChy .
1 x 1, los valores propios de la matriz A = del codigo concatenado
0o A

8CW(A, B,C, D), son precisamente a; y as.
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Supongamos en primer lugar que a; = as = \. Entonces de la condicion (b), tenemos

O —By,(C;
M — A Al — Ay —ByCy
rg =1g| O O =T1g =2
C Yy D,C
Cy  DyChy
2l — A — )
Asi pues, rg = 2 = 0; + dy para todo z € F, es decir, el par (A,C) es
C

observable.

Si a; # ag, entonces, la condicion (b) permite asegurar que

Ay — Ay —By(y
&1[ —A
rg =1g O 0] = 2.

C

02 DQCl
Ademés, de la condicion (a), obtenemos

O —B,()

(lg[ - A

reg o =121 0 Ay—-A | =2

Ca  DyCy

ya que al ser (Ag, Cy) observable y do = 1, en particular alguna componente de Cy debe

ser no nula.

2zl — A _
Asi pues, rg = 2 = 01 + 69 para todo z € T, es decir, el par (A,C) es
C

observable.

Observacion 3.12: Notemos que por un razonamiento similar al hecho en la obser-
vacion 3.6, la condicion (b) del teorema anterior, implica, en particular, que el par
(A1, Cy) es observable, por ser §; = 1. [ ]

Como consecuencia del teorema 3.11, tenemos el resultado siguiente, para el caso
particular en que A; = A,.

Corolario 3.4: Supongamos que Co(Aj, B1,C1,D1) es un (m,k,1)-cidigo, que
Ci(Ay, By, Cy, Dy) es un (n,m — k, 1)-cédigo y que SCM (A, B, C, D) es el codigo conca-
tenado de tasa k/(n —m + 2k) descrito por las matrices dadas en (3.6). Supongamos

que también se verifican las condiciones siguientes:
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DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que la condicion (b) implica, en parti-
cular, al ser do = 1, que alguna componente de la matriz Cy es no nula. Ahora, dado
que A; = A,, entonces las condiciones (b) y (c¢), permiten asegurar que

Al — A2 —BzCl @] —BzCl
CQ DQCl CQ DzCl

rg =2,

I
=
o

y por tanto, se verifican las condiciones del teorema 3.11, luego el par (A, C') es obser-
vable. O

Observemos que si en el corolario 3.4 el codigo externo tiene tasa k/(k+1), entonces
By y C7 son matrices escalares. Asi pues, basta con exigir la controlabilidad del par
(Ag, By) y la observabilidad del par (A;, C) para que la condicion (c) del corolario 3.4
se verifique. Tenemos entonces el resultado siguiente, analogo al corolario 3.2.

Como consecuencia entonces de los corolarios 3.2 y 3.5 obtenemos el resultado

siguiente, que proporciona la observabilidad del codigo SC) para el caso particular en
que las matrices A y A, sean iguales y los codigos externo e interno tengan complejidad
d1 = 0y = 1 y el codigo externo tenga tasa k/(k + 1).
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Para el caso particular en que el codigo externo tenga tasa 1/2 y todos los valores
propios de la matriz A; sean valores propios de la matriz A, (es decir, 0(A;) C o(Ay)),
basta con exigir que todos los elementos de la matriz C; sean no nulos asi como la
controlabilidad de (Asg, Bs) y la observabilidad de (4, C}), para | = 1,2, para obtener
la observabilidad del par (A4, C) del codigo $C?), como muestra el resultado siguiente.

DEMOSTRACION: Por el test PBH (véase la seccion 1.4), el par (A, C) es observable si

la matriz
Z[5 — A2 —BgCl
2zl — A ’
c = O ZL;l — Al
Cy D,y
) 2l — A _
tiene rango completo por columnas, esto es, rg = 01 + 0y para todo z € F.

Supongamos en primer lugar que d, = 1. Entonces, por la condicién (c), el par
(Ay, C3) es observable y, por tanto, la matriz Cy, debe tener algin elemento no nulo.
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Del mismo modo, por ser (As, By) controlable, la matriz By de tamano 1 x 1, debe
ser no nula. Ahora, teniendo en cuenta que el par (A, C}) es observable, asi como la

condiciéon (a), tenemos que

I-A
rg - :(51+1:51—|—(52
C

para todo z € F.

Sea ahora d, > 1 y supongamos que existe z € I tal que

I1—A
rg - < (51 + 52, (316)
C

de manera que de la condicion (a), necesariamente z € o(A) = o(As). Por la condicion
(c), el par (As, Cs) es observable y, por tanto,
Z[52 — A2
rg O =1g =0y para todo z € F. (3.17)
Cs

Ademés, teniendo en cuenta que las matrices By y C; son de tamanos d, X 1y 1 X 61,

respectivamente, asi como las condiciones (b) y (c), tenemos que

—B,C Cy
rg = g =01,
Z[(sl —_— Al 2151 - Al
de donde
—ByC
201 _B,C,
op>r1g | 205, — A | >1g =01,
Z[51 — Al
D>C,
y por tanto,
—By(C}
rg | zl5, — A | = 01 (3.18)
D,Chy
Ahora bien, teniendo en cuenta las relaciones (3.16), (3.17) y (3.18), tenemos que una
2152 - A2
columna de la matriz O es combinacion lineal de las columnas de la matriz

Cy
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—ByCy —ByCy
zIs, — Ay | , 0 bien, una columna de la matriz | 275, — A; | es combinacion lineal de
Dy Cy Dy Cy
215, — Ay
las columnas de la matriz O . De este modo, de la condicion (d), tendriamos
Cy
que rg <z[ — A, BQ> < 09, en contra de la condicion (b). O

Si en el teorema 3.12 no exigimos la condiciéon de observabilidad de alguno de los
pares (A;, C), para | = 1,2, entonces el par (A, C) del codigo concatenado puede no
ser observable aunque se tenga o(A;) C o(As) y el par (As, By) sea controlable, como

ponemos de manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.6: Sea a un elemento primitivo de F = GF(8) y consideremos el (2,1, 2)-
codigo C, (A1, By, Cy, Dy), siendo las matrices Ay, By y D; las mismas que en el codigo
externo del ejemplo 3.2 y C = (0 0) . Claramente, el par (A, C7) no es observable,
ya que

'l 0 0

a{ —_—

rg - =1g |0 of| =1+#2
& 0 0

Sea Cj(Asg, By, Cy, D) un (2,1, 2)-codigo descrito por la matriz Ay del ejemplo 3.2 y
matrices By, Cy y Dy arbitrarias de tamanos 2 x 1, 1 x 2 y 1 x 1, respectivamente, tales

1
que (Asg, By) es controlable (por ejemplo, basta tomar By = ). Por comodidad,

0
sea Cy = (a b), con a y b escalares arbitrarios.

Ahora, por el teorema 3.1 las matrices A y C' de la representacion entrada-estado-

salida del codigo concatenado S son

o O
o o O

, CZ(a b0 0),

o
o
S Q9
Qc»'\
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con lo que obtenemos que el par (A4, C') no es observable, ya que

a®> 1.0 0
> 1.0 0
rg OJC_A =1g| 0 0 0 0| <3<4d [
0 00 af
a b 0 0

Del mismo modo, si en el teorema 3.12 no exigimos la controlabilidad del par
(Ag, By), el par (A,C) de la concatenacion 8€) puede no ser observable, aunque
(A1) C 0(A2) v (A, C)) sea observable, para [ = 1,2, como vemos en el ejemplo

siguiente.

Ejemplo 3.7: Sea o un elemento primitivo de F = GF(8) y consideremos un (2,1, 1)-
C()dlgO C’O(Al, Bl, Cl, Dl), con

W) (o)
y By y D; matrices arbitrarias de tamano 1 x 1, de manera que (A;, B;) sea controlable

(basta tomar, por ejemplo, By = (1)) Claramente, el par (A;,C}) es observable.
Sea C;(Ag, By, Cy, Dy) €l (3,1,2)-codigo descrito por las matrices

1 0 0 1
iy 44 1
Ay=]la a® 0], Bb=|1|, Co= y Dy =
1 1 o8 1
a? 0 af 1

Entonces, el par (A, Bs) no es controlable, ya que

«
rg <043]3 — A2 BQ) = «Q

Oé2

o O O

0 1
0 1| =2#3.
ot 1

Por otra parte, tenemos que

0

o
o
Q

C(3[3 — AQ,
Cy




96 3.2 Concatenacioén en serie sistematica

y
o> 0 0
a ot 0
066[3—142
rg =1]a%2 0 0 = 3.
Cy

1 0 o

1 o

Por tanto, el par (Ay, Cy) es observable. Ademas, o(A;) = {a®} C {1,a?,a%} C o(Ay).

Por otro lado, aplicando el teorema 3.1 las matrices A y C de la representacion

entrada-estado-salida del codigo concatenado € son

1 0 0 «
a o 0 « 1 0 & «
A= y C = )
o> 0 o «a 11 & «
0 0 0 o

de donde obtenemos que el par (A, C') no es observable, ya que

o OF 0 Fa!
a 0 0 «
a3, — A > 0 ot «
rg =1g =3 <4 [
C 0 0
1 0 o «
1 1 & «

El ejemplo siguiente muestra que el teorema 3.12 no es cierto para el caso en que

O'(Al) g O'(Ag).

Ejemplo 3.8: Sea a un elemento primitivo de F = GF'(8). Consideremos un (2, 1,2)-
codigo C,(Ay, By, Cy, Dy), siendo



3 Concatenacién en serie de cédigos convolucionales 97

y By y D; matrices arbitrarias de tamanos 2 x 1 y 1 x 1, respectivamente, de manera

que el par (A, By) sea controlable (por ejemplo, B; = ). Notemos que el par
1

(A1, C1) es observable.
Sea C;(Ag, By, Cy, Dy) €l (2,1, 1)-codigo interno descrito por las matrices

w=(o). m=(). (o) v D= (a).

Claramente, (As, By) es controlable y (As, Cy) es observable. Asi pues, se verifican las
condiciones (b) y (c) del teorema 3.12. Ahora bien, o(A;) = {a*, a3} Z {a®} = 0(Ay)

Por otro lado, aplicando el teorema 3.1, las matrices A y C de la representacion

entrada-estado-salida de codigo concatenado €M) son

3 a a3

a
A=|[0 ot y C:<a6 o a3)-
0 0 o

Por tanto, el par (A, C') no es observable, ya que

b «
atl — A 0O 0 1
rg =rg =2+#3.
C 0 0 af
ab a o n

Ahora bien, en el modelo $€?) la matriz C' varia respecto a la correspondiente
para $C). Por tanto, tendremos resultados diferentes para obtener la observabilidad
del par (A, C) de 8€2). Asi como en el ejemplo 3.5, mostrdbamos que siendo (A;, Cy)
observables, para [ = 1,2, el par (A4,C) de €M) no era necesariamente observable, en

el modelo $€? no obtenemos el mismo resultado.

Ejemplo 3.9: Sean C, y C; los codigos externo e interno, respectivamente, del ejem-

plo 3.5. Aplicando entonces el teorema 3.3, las matrices A y C' de la representacion
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entrada-estado-salida del codigo concatenado SC® son

a o o 1l o 1
A=10 o® « y C=10 a a2
0 a ot 0 1 «

Observemos que rg(C') = 3, de donde

2l — A _
rg =3 =01 + 09, para todo =z €T,
C

es decir, el par (A, C') es observable. |

Podemos generalizar este resultado para cualesquiera codigos externo e interno tales

que los pares (A;, C}) sean observables, para [ = 1,2, como ponemos de manifiesto en

el resultado siguiente.

DEMOSTRACION: Como (A;, C}) es observable para | = 1,2, tenemos que para todo
zeF

2152 - AQ —BgCl

2zl — A Cy D,Chy
0y + 01 > 1g =1g

O O ZI51 — Al

O C

I, — A Is, — A
>rg e ? +rg o ! = 0y + 07.
Cy C
De este modo,
z2I— A _
rg =01 + 0o paratodo z € F,

C
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es decir, el par (A, C') es observable. O

Como consecuencia del teorema 1.11, tenemos que las condiciones dadas en los

teoremas 3.5 v 3.13, hacen que el codigo concatenado SC?) sea un codigo observable.

3.2.4 Distancias columnas y distancias libres

A continuacion, estudiamos las distancias columnas asi como la distancia libre de
la concatenacion SC?.

Recordemos que para el modelo de concatenacion de la seccion 3.2.1, no era posible
obtener una relacion entre las distancias columnas de € y las de los codigos externo
e interno. En el caso de la concatenacion $€®), el hecho de que las palabras de los
codigos externo e interno sean componentes de la palabra final de la concatenacion,
nos permite obtener una cota inferior de d free(SG(Q)) en funcion de dyree(Co) ¥ dprec(Ci),

bajo ciertas condiciones. Comenzamos con un lema técnico.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta las relaciones entre y;, y§1), yf@; Uy, ugl), uff), y

Uy, ’Ut(l), vt(Q) dadas por las expresiones (3.7)—(3.11), tenemos que:

S wtue) Y wty) = Y wiut) + > wi(y) + Y wi(y?)

=0 =0 t=0 =0
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J J
> wt(u) + ) wi(y).
t=0

t=0

Asi pues, de la expresion de la distancia columna dj(SG(Q)) en términos de la represen-

tacion entrada-estado-salida dada por la expresion (1.19), tenemos que

£(56%) = min {wa + waw}

t=0

ya que ug = u(()l). ]

Ahora bien, hay casos en los que la j-ésima distancia columna del c6digo interno no
es una cota inferior para la j-ésima distancia columna del codigo concatenado SC?,

como vemos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.10: Sea o un elemento primitivo de F = GF(8). Consideremos el (3,2, 1)-
codigo externo C,(Aq, By, C1, D1) y el (2,1, 1)-codigo interno C;(As, By, Csy, Dy), siendo

b @) B ). (). 1 1)
de=(a), B=(1), G=(a?), D2=(1).

Entonces, el par (A;, C}) es observable, para [ = 1,2 y aplicando el teorema 3.13, el par
(A,C) de 8C? es observable. Ademaés, el par (A;, B;) es controlable, para | = 1,2,y

—ByCy  ByD, 1 11
rg =1g =2
A2 - Al Bl 064 11

De este modo, por el teorema 3.7, tenemos que las matrices
1 a* 1
A = s B = s C = y D =
0

constituyen una representacién minimal del codigo observable €3,

Ademés, dfree(Co) = 2, dpree(Ci) = 4y dpree(SC?) = 2. Por tanto,

dfTee(SG’(Q)) Z dfree(eo)
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pero
dfree(se@)) < dfree(ei)

Obervemos que, en este caso, rg(Dy) = rg (1 1) =l=n—-kyk=2 [

Sin embargo, si exigimos que rg(D;) = k, entonces podemos obtener un refinamiento
de esta cota tal y como demostramos a continuacién. Previamente, establecemos el

siguiente lema técnico que nos serd de utilidad para la demostracion del resultado

principal sobre la distancia libre de $€®).

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta las relaciones entre y;, y,g ), yt(Q) Uy, ugl), u§2), y

vy, vt(l), 0,52) dadas por las expresiones (3.7)—(3.11), tenemos que

J J

Zwt(ut) + Zwt(yt) — Z Wt(ugl)) + Zwt(u,?)) + Z Wt(y,?))

t=0 t=0 t=0 t=0 t=0

Ahora como y Dlu y rg(Dq) = k, tenemos que uy = uo) # 0 si y so6lo si

ué ) = 0 75 0. Asi pues, de la desigualdad anterior y de la expresion (1.19), obtenemos

que

d;(SG(Q) 3‘31;1(1) {Zwt ut Z t(yt)}

=1+ dj(C).

Finalmente, de la desigualdad anterior y del lema 3.1, obtenemos la desigualdad (3.20).0]
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Como consecuencia inmediata de la expresion de la distancia libre en términos de

la representacion entrada-estado-salida dada por la relacion (1.5) y del lema anterior,

obtenemos el resultado siguiente.

3.2.5 Ejemplos
A continuacién, presentamos varios ejemplos en los que analizamos las relaciones
entre los modelos de concatenacion SC1) y $C(2).

Sea a un elemento primitivo de GF(8), con a® + a + 1 = 0 (véase la seccion
1.1). Consideramos entonces el (2,1, 1)-codigo C,(A;, B, C;, D), para [ = 1,2,3, y el
(2,1,2)-codigo C4(Ay, By, Cy, Dy) descritos por las matrices

a=(a), Bi=(1) Gi=(a*), Di=(1
w0 (). G=(). 2i=(0)
b= (). (). Bm (o),

Ay = « 0 , By= ! : C4=(a3 a4), D4=(1>

0 o «Q

y consideremos también el (3,1, 1)-codigo C/(A;, By, C), D;), para | = 5,6 descrito por

las matrices

A5=(1), B5=(1>, Cs = z , Ds= 1 ;
A6=(a3), Bﬁ=(a>, Cs = (1) , Dg = Zi

Entonces, el codigo C1(A1, By, C1, D1) corresponde a la construccion introducida por
Smarandache y Rosenthal [102] y, por tanto, es un codigo convolucional fuertemente
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) Codigo Codigo
Modelo Representacion de SCCgys dfree(SCCsys)
externo interno
4 a 1 B 1 1 W
= ’ = ’ ree =4
sem) 0 «? 1 «o ds (SG )
No MDS
C = (1 1), D= (1 1) d$(C10) =3 d5(C2) =4
Fuertemente Fuertemente
1 1 1
A= @ . B= ’ MDS MDS
0 o? 1 « dfrec(SCP)) = 4
se(2)
1 1 1 1 No MDS
C = 5 D =
0 1 1 1

Tabla 3.1: Cédigos del ejemplo 3.11

MDS. Para | = 2,3, C/(A;, By, C}, D;) también es un codigo fuertemente MDS y para
Il = 4,5, C(A;, B,,C), D)) es un codigo convolucional MDS (no fuertemente MDS),
mientras que Cg(Ag, Bs, Cs, Dg) no es MDS.

Finalmente, consideramos como codigos con dimension k£ = 2, el (3,2, 1)-codigo
el(Al, Bl, Cl, Dl)), para =2 7, 8, 97 ]_O, y el (4, 2, ].)—CédlgO 811(1411, Blla Clla Dll) descri-
tos por las matrices

Tenemos entonces que para | = 9, 10, el codigo C;(A;, By, Cy, D;) es un codigo convo-
lucional fuertemente MDS, mientras que para | = 8,11, C;(A4,, By, C;, D;) es un codigo
convolucional no MDS.

Ejemplo 3.11: En la tabla 3.1 hemos considerado como codigos externo e interno los
codigos fuertemente MDS €y y Gy, respectivamente. Aplicando entonces los teoremas

3.1, 3.3, 3.5, 3.11 y 3.13 tenemos que las realizaciones (A, B, C, D) son realizaciones
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) Codigo Codigo
Modelo Representacion de SCCgys dfree(8CCsys)
externo interno
a® o« 0 «
A= 5 B = )
0 « 1 0 dfree(ge(l)) =3
se
1 5 0 5 No MDS
C = @ s D = @ dfTee(GS) =2 dfree(GG) =5
0 a? 0 o?
No MDS No MDS
a® o« 0 «
A= , B = ,
0 « 1 0
dfree(86(2)) =3
se® 1 ab 0 o
No MDS
C=10 a?|, D=0 o?
0 1 0 1

Tabla 3.2: Cédigos del ejemplo 3.11

minimales de los codigos observables SC y 8C®3). Obtenemos que ambos codigos
tienen distancia libre dpee(SCY) = dfee(8€?) = 4, siendo 5 y 7 las cotas Singleton
generalizadas para SC) y €2 respectivamente. Por tanto, estos codigos concatenados
no son MDS.

Del mismo modo, en la tabla 3.2, hemos considerado como codigo externo el cédigo
no MDS Cg y como codigo interno, el codigo no MDS Cg. Aplicando los teoremas 3.1,
3.3, 3.5, 3.11 y 3.13 tenemos que las realizaciones (A, B, C, D) son realizaciones mini-
males de los codigos observables $€™1) y $€2). Ademas, ambos codigos tienen distancia
libre dfree(S(i'(l)) = dfree(SG(Q)) = 3, siendo 7 y 9 las cotas Singleton generalizadas
para $C1) y 8C?) | respectivamente. Por tanto, estos codigos concatenados tampoco
son MDS. |

Ejemplo 3.12: En la tabla 3.3 consideramos como cédigos externo e interno el codigo
fuertemente MDS €;. Aplicando entonces los teoremas 3.1, 3.3 y 3.13, asi como los
corolarios 3.2 y 3.6 tenemos que las realizaciones (A, B,C, D) son realizaciones mi-
nimales de los codigos observables $€1) y §C?. Obtenemos que dje.(SCY) = 4 y
dpree(8CP) =7, siendo 6 y 9 las cotas Singleton generalizadas para SC1) y €| res-
pectivamente. Asi pues, estos codigos no son MDS. Observemos que las distancias libres

de ambos codigos distan 2 unidades de la cota Singleton generalizada correspondiente
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) Codigo Codigo
Modelo Representacion de SCCgys dfree(SCCsys)
externo interno
A a ot B 1 W
= y D= ) dfree(SC =4
Se(l) 0 o 1 f ( )
No MDS
C= (a4 a4>, D= (1) d3(C1) =4 d5(C1) =4
Fuertemente Fuertemente
a ot 1
A= , B = ) MDS MDS
0 « 1 dfree(8CP)) =7
se(2)
ot ot 1 No MDS
C = , D=
0 ot 1

Tabla 3.3: Cédigos del ejemplo 3.12

. Codigo Codigo
Modelo Representacion de SCCqysq dfree(SCCsys)
externo interno
a 1 1 «
A = b B = 9 dfTee(Se(l)) b 3
se) 0 « 10
No MDS .
C= (1 1), e (1 1 dfree(C11) =2|  df(Cy) =3
No MDS Fuertemente
= a 1 B- 1 ’ MDS
0 « 1 0
dfree(8C?) =5
se® 1 1 1 1
No MDS
C=10 1],D=1|1 0
0 0 0 1

Tabla 3.4: Cédigos del ejemplo 3.12

a cada codigo.

Si concatenamos los codigos €11 (no MDS) y Cq (fuertemente MDS), obtenemos
un resultado similar al de la tabla 3.3. Aplicamos los teoremas 3.1, 3.3, 3.5 y 3.13, asi
como el corolario 3.4 y obtenemos que las realizaciones (A, B, C, D) son realizaciones
minimales de los codigos observables SC) y $€2). Ademas, tal y como podemos ver
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) Codigo Codigo
Modelo Representacion de SCCgys dfree(SCCsys)
externo interno
a o ot 1
A=10 o 0[.B=|1], | dpe(s€W)=38
se) )
Che " MDS d () =6 ds(Cs) =4
4) = 3) =
C = (a2 a6 1>’ D = (a3> free 2
MDS Fuertemente
a o ot 1 MDS
A=|0 o 0|, B=|1], .
dtree(8C =11
Se®) 0 0 o? a free( )
No MDS
o2 af 1 o?
C = s D =
0 o ot 1

Tabla 3.5: Cédigos del ejemplo 3.13

en la tabla 3.4, dpee(SCW) = 3y dfo(SC?) = 5, siendo 5 y 7 las cotas Singleton

generalizadas para SC) y 8C®) | respectivamente, es decir, estos codigos no son MDS. Il

Ejemplo 3.13: En la tabla 3.5 consideramos como c6digo externo el codigo MDS €, y
como codigo interno, el codigo fuertemente MDS C3. Aplicando entonces los teoremas
3.1, 3.3, 3.8, 3.10 y 3.13, obtenemos que las representaciones entrada-estado-salida de
los codigos concatenados SC1) y §C2) que mostramos en la tabla 3.5, son representacio-
nes minimales y el par (A, C) del codigo concatenado correspondiente, es observable.
Es mas, dfree(S(i'(l)) = 8, de donde tenemos que 8C™M) es un codigo convolucional
MDS, ya que su distancia libre alcanza la cota Singleton generalizada. Sin embargo,
dpree(8CP = 11, es decir, el codigo SC? no es MDS, ya que la cota Singleton genera-
lizada es 12. |

Ejemplo 3.14: Si intercambiamos los codigos constituyentes de las concatenaciones
del ejemplo 3.13, es decir, si consideramos como codigo externo el codigo Cs (fuerte-
mente MDS) y como codigo interno el codigo €4 (MDS), obtenemos mejores resultados
que en el ejemplo anterior (véase la tabla 3.6). Teniendo en cuenta los teoremas 3.1,
3.3, 3.6, 3.12 y 3.13 las matrices A, B, C'y D de las correspondientes concatenaciones
describen los codigos observables SC1) y §€®?) de forma minimal. Ademas, obtenemos
que dree(SC) = 8y dfree(8CY) = 12, es decir, los codigos concatenados €1 y §€2)
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) Codigo Codigo
Modelo Representacion de SCCgys dfree(SCCys)
externo interno
a 0 o? o?
A=10 o® |, B=|a*], dfree(se(l)) =38
se) )
B MDS ds(Cs) =4 dfree(Cq) =6
3) = free\b4) =
C= (a3 ol az)’ D= (a3) 2
Fuertemente MDS
a 0 o? ol MDS
A=10 o® 3|, B=]a*],
dfree(8CP)) =12
$e®) 0 0 « 1
MDS
a® ot ol o?
C = s D =
0 0 a? o?
Tabla 3.6: Cédigos del ejemplo 3.14
son MDS. (]

3.3 Concatenacidén en serie no sistematica

En la seccion 3.2, hemos estudiado dos tipos de concatenacion, €1 y 8C®?) | en las
que la entrada del codigo interno es tinicamente la parte de paridad del codigo externo.
La concatenacion SC1) es la empleada normalmente en la teorfa de sistemas, pero
no corresponde a la concatenacion en serie introducida por Forney [41] para codigos
convolucionales. Forney considera que la palabra codigo del codigo externo es precisa-
mente la entrada para el codigo interno, no s6lo su parte de paridad. En esta seccién,
estudiamos dos modelos de concatenacion, uno de ellos propuesto por Forney, desde
el punto de vista de sistemas lineales. Comenzamos analizando las representaciones
entrada-estado-salida de dichos modelos y establecemos condiciones para que los pa-
res (A, B) y (A, C) de ambos modelos sean controlable y observable, respectivamente.
Finalizamos la secciéon con resultados relativos a las distancias columnas y distancias

libres de los modelos de concatenacion introducidos.
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1 1 > 2
u;” C ! e v
s > >
(mak) (n—}—m—kj,m)
)

Y

Figura 3.3: Cédigo concatenado $C®)

3.3.1 Representacion entrada-estado-salida

En esta seccion, describimos el modelo de concatenacion propuesto por Forney y
otro modelo derivado de éste. Asimismo, proporcionamos la representacion entrada-

estado-salida de dichos modelos.

Modelo 3

En este tercer modelo, el codigo externo C, y el codigo interno C; se serializan, uno

tras otro, de manera que el vector informacion ugl) es codificado por €, y la palabra

)

PRT . 1 ! - 7. .
codigo obtenida ’Ut( es, a su vez, el vector informacion para el codigo interno C;, es

decir,
u® =, (3.21)

La palabra codigo de la concatenacion esta constituida, tal y como tenfamos para el

codigo SCW) | por el vector informacion del codigo externo ugl) y el vector de paridad

del codigo interno y,?) (véase la figura 3.3),

2
Ye} yt()

Ut Ugl)

(3.22)

Denotamos por 8C® el codigo convolucional obtenido. El estado del sistema es

entonces la union de los estados de los dos codigos constituyentes, es decir,
2
40

)

(3.23)

T =
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Los vectores informacion u; y de paridad y, de $C® vienen dados, de forma analoga a
los vectores de informacion y de paridad de $€™), por

w=u" e oy =y?, (3.24)

respectivamente.

Observacion 3.13: Recordemos que segin la expresion (3.1), las palabras de los co-
digos externo e interno venian dadas por

1 2
an _ yt() 2 yt()

Uy y Uy T =
ugl) u§2)

) y una parte

Sin embargo, una palabra codigo de $C®) esta formada por una parte de vt(l
de vt(z). Esto constituye un problema a la hora de relacionar las distancias columnas

del codigo concatenado con las de los codigos constituyentes. |

El teorema siguiente proporciona la representacion entrada-estado-salida para el
codigo concatenado SCB) en funcion de la representacion entrada-estado-salida de los

c6digos externo e interno.
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DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta la expresion (1.11), tenemos, para el codigo ex-

terno C,,

95821 = Alfﬂgl) + Blu§1)7

yt(l) = Clxl(gl) + Dlu,gl),
y para el codigo interno Cj,

xfi-)l = Azfﬂgz) + Bzuf);

yt(Q) = CQxEZ) + D2u§2).

Ahora, teniendo en cuenta las expresiones (3.21), (3.23) y (3.24), si consideramos la

particion por bloques de la matrices By = ( By; Bgy ) Y D2 = ( Dy Doy | , de acuerdo

con la particion por bloques de u§2) = <u§f),u§§)), siendo ug) €ty ug) € F*,
entonces la representacion entrada-estado-salida del codigo concatenado SC®) viene

dada por

Ay By Chy Ba1 Dy + B
Tyl = Tt Ug,

O Al Bl D

Y, = (02 Dzlol) T+ (1)211)1 + D22) o

Teniendo en cuenta el teorema 1.12, asi como el teorema anterior, obtenemos la

. . : 1 . )
funcion de transferencia asociada al codigo convolucional SC .
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1 1 ~ 2
up Co u > Ci u
> > -
(m) kjaél) (’I’Z,m,ég)
1
u
0

Figura 3.4: Cédigo Concatenado SC¥

Modelo 4

Como hemos visto en la observacion 3.13, una palabra codigo de S€®) esta formada
por una parte de cada una de las palabras cédigo de los codigos externo e interno.
Esto hace que no tengamos una relacion entre las distancias columnas (y por tanto, de
las distancias libres) de §€®) y las de G, y G;, como veremos posteriormente. Por esta
razoén, consideramos una variacion de la concatenacion del modelo 3, similar a la hecha
para obtener el codigo S€?), de manera que la entrada para el codigo interno u§2) siga

siendo la palabra del cédigo externo,
u?) = vil), (3.26)

pero en el modelo que nos ocupa, consideramos que UEQ) forma parte, a su vez, de
la palabra codigo v; del codigo convolucional obtenido de la concatenacion (véase la
figura 3.4),

Yy
Y
w=|"=s"] (3.27)
u
t ugl)

Denotamos por S€™ el codigo convolucional obtenido. Observemos que el vector
de estados z; v el vector informacion u; coinciden con los correspondientes para SC®),
es decir,

(2)
y o ug =y (3.28)

T =
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Ahora bien, el vector de paridad y; viene dado por

u”

Ui

De este modo, teniendo en cuenta la expresion (3.27), la relacion entre la palabra codigo
de la concatenacion y las palabras codigo de los codigos externo e interno, resulta ser
2 2

yt( ) yt( ) O]

v = = = (3.30)
Ut(l) u§2) t

Observacién 3.14: Notemos que una palabra codigo de €™ es una palabra codigo
del coédigo interno C;. Sin embargo, una palabra codigo de C; no tiene por qué ser

necesariamente una palabra codigo de €% (véase la figura 3.4). |

La representacion entrada-estado-salida para el codigo concatenado 8C* viene da-
da, como en los modelos anteriores de concatenacion, en funcion de la representacion
entrada-estado-salida de los c6digos externo e interno, tal y como ponemos de mani-

fiesto en el teorema siguiente.




3 Concatenacion en serie de cédigos convolucionales 113

DEMOSTRACION: Procediendo de manera analoga a la demostracion del teorema 3.15,

tenemos que

a:Sr)l = All'ﬁl) + Bluil), a;gl = A2$§2) + Bg’uﬁ?),
Z/t(l) = Cll‘gl) + D1u§1)> Z/t(z) = 0290752) + D2U§2)-
Ahora, teniendo en cuenta que uff) = v§1), si consideramos la particion por bloques de

la matrices By = ( Boy 322> y Dy = ( Doy D22) , como en el codigo SC), entonces

la representacion entrada-estado-salida del codigo concatenado SC¥ viene dada por

Ay By Chy By Dy + By
Ti41 = Tt Uy,
Ay B
Cy DyCh Dy Dy + Doy
Y = Ty + Ug.
O C D,

. ] . e : @ . :
La funcién de transferencia asociada al codigo convolucional 8€ ~ se obtiene a partir

de las funciones de tranferencia T (z) y T5(z) de los codigos €, v G, respectivamente,

como vemos en el teorema siguiente.

3.3.2 Controlabilidad

En esta seccion, estudiamos las condiciones sobre las matrices que describen los c6-

digos externo e interno para obtener una representacion entrada-estado-salida minimal
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del codigo concatenado. Como ocurria con los dos primeros modelos de concatenacion,
las matrices A y B de los codigos 8CG) v SC™ tienen la misma expresion. Asi pues,
dado que los resultados que presentamos serdn validos para ambos tipos de concate-
nacion, denotaremos por SCC el codigo concatenado SC®) descrito por la expresion
(3.25) asi como el codigo SC™ descrito por la expresion (3.31). Consideramos como
codigo externo C,, un (m, k, 47 )-codigo, y como codigo interno C;, un (n, m, d3)-codigo.
Entonces, SCC es un (n — m + k, k, §)-codigo si consideramos la concatenacion S y

es un (n, k, d)-codigo si consideramos la concatenacién SC™.

El ejemplo siguiente pone de manifiesto que no es suficiente con que el par (4, B;),
para | = 1,2 de los codigos constituyentes sea controlable para que el par (A, B) del

codigo concatenado SCC sea controlable.

Ejemplo 3.15: Sea a un elemento primitivo del cuerpo de Galois F = GF(8). Consi-
deremos el (6,4, 2)-codigo externo C,(Ay, By, Cy, Dy), con

o’ « o> a ot o
A= 3 5] B = 4 3 5 6]’
o« ot o o«
a? 1 1 o 0 1
Cl = y Dl i3
1 « a 0 o o

Observemos que (Aj, By) es controlable, ya que rg(B;) = 2.
Sea C;(Ay, By, Cy, Dy) un (9,6, 1)-codigo descrito por las matrices

A2=(a3>> 32=<a2 1 a2 a aof oz6>,

0 ab ot
Co=1lal, Dyy=a* o* |,
0 1 a

con Doy una matriz arbitraria de tamano 3 x 4. Claramente, el par (As, By) es contro-

lable.

Por otro lado, por los teoremas 3.15 y 3.17, las matrices A y B de la representacion

entrada-estado-salida de los codigos concatenados SC®) y $C¥ | son

o o ot a 1 1 «
A=10 o « y B=|a?> a o* &
0 o o ot o o af
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Pero el par (A, B) no es controlable, ya que

0 a* a 1 1 «
rg(a3I—A B)=rg 0 > a o> a ot | =2#3.

3 2
0 o o o o o’ « B

Por tanto, tal y como teniamos para los codigos SC) y SC?) | necesitamos més
condiciones sobre las matrices que describen los codigos externo e interno para obtener

la controlabilidad del c6digo convolucional concatenado SCC.

El teorema 3.5 sigue siendo valido para estos modelos de concatenacién, como pone-

mos de manifiesto en el resultado siguiente cuya demostracion omitimos por ser similar

a la de dicho teorema.

Recordemos que para los codigos €V y €2 la condicion rg(B) = d§; + dy del
teorema 3.5, implicaba que los pares (A;, B;) eran controlables, para [ = 1,2. En el
caso de los codigos SC®) v §C™ | también se tiene esta implicacion, aunque no es tan

trivial como en los casos anteriores.

DEMOSTRACION: En primer lugar, de la condicion sobre el rango de B y de los tamanos

de las matrices By y By, tenemos que
1g(Bo1 D1 + Bag) = 09, (3.32)
rg(By) = 01. (3.33)
Ahora, de la expresion (3.33), obtenemos que B tiene rango completo por filas. Asi

pues, empleando un argumento similar al de la demostracion del teorema 3.5, el par
(A1, By) es controlable.
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Por otra parte, si el par (A, By) no fuera controlable, entonces existiria una matriz
invertible S de tamano ds X d2 tal que (véase el teorema 1.9)

A, A I
SAzsfl = 02 2{3 , SBQ = O , 02571 = (CQ Cg) )
4

con 112, By y (', matrices de tamafios 7y X To, Ta X My (n —m) X T9, respectivamente
(con 75 < dy) y siendo (Ag, B2) un par controlable.
Asi pues, la matriz By = ( Boy 322> =51 no tiene rango completo. Sea
O
ro = 1g(By) < Ty < 0. Por tanto, B, tiene ry filas linealmente independientes. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que se trata de las ry primeras filas, de
donde la matriz B, tendré la forma

fi g1 G12 ik
2 921 g22 9ok
frg Gro1 Gro2 e Grok
ra 1gp ro 1 ra 1 r2 1
Zj:l ajfj j=1 ;951 j=1%;952 j=1 Y5 9jk
S ol | T e g Sl g o Y, el
j=1%; J j=1%; gj1 j=1%; gj2 j=1%; 9k
con f; y <gi1 Gia - gw) la i-ésima fila de Bs; y Bag, respectivamente, para
1=1,2,...,r9. Del mismo modo,

T2

EZ " i " qlge oo S gl
a;fy y ( j=1 %91 Zj:lajg]2 Zj:1o‘jgjk>

J=1

corresponden a la i-ésima fila de By y B, respectivamente, para i =1, + 1,..., 0s.
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Por tanto, si denotamos por d; la columna i-ésima de la matriz Dy, entonces
fi
f2
Bo1D1 + Byy = fro <d1 do dk;)
2yt
T do—r
Zj2:1 04]'2 1

g11 91k

ga1 92k

+ Gra1 Grok

252:1 ajl-gjl Z;il Oljlgjk
ng do—r2 Zrz do—r2
g=1%;" 95 g=19" "Ik
Jidi + g J1dk + g1k
Jadi + g Jod + gax
= fTle + Gral fmdk + Grak
>y ai(fidi + gj) >y i (fidi + gir)
S AR (fidy + gjn) > AR (fidi + gin)
tiene rango menor o igual que 75 < ds, lo cual contradice la expresion (3.32). U

Observacion 3.15: El ejemplo 3.15 pone de manifiesto también que el reciproco del
teorema 3.20 no es cierto en general. En efecto, si consideramos los codigos del ejem-
plo 3.15, tenemos que el par (A;, B;) es controlable, para | = 1,2, y por tanto, d; = 2
y 09 = 1; sin embargo, rg(B) =2 # 2 + 1.

Por tanto, necesitamos mas condiciones sobre las matrices que describen los codigos

externo e interno para tener la controlabilidad del par (A, B) del cddigo convolucional
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concatenado. El resultado siguiente, cuya demostracion es analoga a la del teorema 3.6
cambiando By por By, proporciona condiciones suficientes para que el par (A, B) de

8CC sea controlable en el caso particular en que el codigo externo tenga tasa 1/2 y

complejidad §; = 1 y la matriz A, sea diagonal.

Observacion 3.16: Con las condiciones dadas en el teorema anterior, tenemos que la
matriz A; = (a1> es escalar y, ademaés, a; es un valor propio de la matriz A; por tanto,

en este caso, la condicion (e) se reduce a

—C, D
rg =2,
O B

de donde se deduce en particular que el par (A, C) es observable por ser 6y =1. W

Ahora bien, de forma analoga a los dos primeros modelos de concatenacién, tenemos
el resultado siguiente para el caso particular en que los codigos externo e interno tengan
complejidad §; = d; = 1y el codigo externo tenga tasa arbitraria k/n. La demostracion
es similar a la demostracion del teorema 3.7, cambiando las matrices BoCY y Bo Dy por

las matrices By1Cy y Boy1 D1 + Bas, respectivamente.
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Recordemos que para el caso de las concatenaciones $C y 8€3) | la condiciéon

—BgCl Bng
rg =2
A — A B

del teorema 3.7, implicaba que el par (Ay, By) era controlable. Sin embargo, en el caso
de los modelos $€®) y 8€™¥ | la condicion

—B91Cy By Dy + By
rg =2
A2 — Al Bl

del teorema 3.22, no implica necesariamente que (A, Byy) sea controlable. De hecho,
so6lo implica la controlabilidad de (A, Ba1) en el caso en que la matriz Bag sea nula. En

el resto de los casos no se tiene este resultado, como mostramos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.16: Sea « un elemento primitivo de F = GF'(8). Consideremos un (4,2, 1)-
codigo C,(Ay, By, C1, Dy), donde C; y Dy son matrices arbitrarias de tamanos 2 x 1y

a=(0). m=(11)

Sea C;(As, By, Cy, Dy) un (5,4, 1)-codigo, siendo Cy y Do matrices arbitrarias de
tamanos 1 X 1 y 1 X 4, respectivamente, y

2 x 2, respectivamente, y

Ay = (a3> ) By = (Bgl Bzg> = (O 0 «o Oé> .
Observemos que el par (Ay, Bsy) no es controlable por ser By = (0 0); sin embargo,

—32101 Bngl + BQQ 0 oo «
rg =1g =2,
Ay — Ay B 1 1 1

por lo que se verifica la condicion (b) del teorema 3.22.
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Observemos que ademés, el par (A, By) claramente es controlable, de modo que
también se verifica la condicion (a) del teorema 3.22. Asi, podemos concluir que el par
(A, B) del codigo 8CC es controlable, siendo

A= y B = .
0 « 1 « u

Observacion 3.17: Si bien la condicion (b) del teorema 3.22 no implica necesariamen-
te que el par (As, Boy) sea controlable, si se deduce que el par (A, Bs) es controlable,
ya que de lo contrario, por ser d, = 1, la matriz By seria nula y no se verificaria la
condicion (b). [ ]

Observacion 3.18: Si en el teorema 3.22 no exigimos la controlabilidad de (A;, By),

entonces la matriz By ha de ser necesariamente nula, de donde

Ay — Ay —ByCy ByuDy+B
rg(All—Ag B):rg 10 ? (2)1 ! 2110 2| <6, <2

y por tanto, el par (A, B) no seria controlable. |

Si en el teorema 3.22 no exigimos la condicién (b), el par (A, B) puede no ser

controlable, como ponemos de manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.17: Sea a un elemento primitivo de F = GF(8) y sea C,(A;, By, C1, Dy)

el (2,1, 1)-codigo descrito por las matrices

w=(). B a=() v a=()

Entonces, el par (A;, By) es controlable.

Consideremos ahora C;j(Asg, By, Cy, Do) un (n, 2, 1)-codigo, con

we(w) v me(oo)

siendo Cy y Do matrices arbitrarias de tamanos (n—2)x 1y (n—2) X2, respectivamente,

tales que (As, Cy) es observable (por ejemplo, basta tomar Cy = (1)).

Aplicando entonces los teoremas 3.15 y 3.17, las matrices A y B para el codigo
concatenado SCC(A, B, C, D) vienen dadas por

o 1
0 1 o?
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Observemos que

—BQICI Bngl + BQQ 1 (6]
A2 — Al Bl « CJé2

I
—
09

I
—_
A
no

rg

luego no se verifica la condicion (b) del teorema 3.22. Ademas,

01 «
I‘g(oﬁ]—A B)ZI“g :1<2:(51+(52
0 a o?
y por tanto, el par (A, B) no es controlable. [ |

Como consecuencia del teorema 3.22, obtenemos el resultado siguiente para el caso

particular en que las matrices A; y A, sean iguales.

Observacion 3.19: Notemos que la condicion (c) del corolario 3.8 implica, en parti-
cular, que (A, Ba1) es controlable (y por tanto, (As, By) también lo es, por ser d; = 1)
y (Ay,C4) es observable, ya que de lo contrario, al ser §; = d; = 1, alguna de las

matrices By o C (o bien ambas), serfa nula y no se verificaria (c). [

Observemos que si en el corolario 3.8 el codigo externo tiene tasa k/(k+1), entonces
las matrices By y C4 son escalares, con lo que By C7 = O si y s6lo si alguna de ellas es
nula. Basta entonces con exigir la controlabilidad de (A, Bsy) y la observabilidad de
(Ay, Cy) para que la condicion (c) del corolario 3.8 se verifique. Obtenemos entonces el

resultado siguiente.
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Aunque tal y como hemos puesto de manifiesto en el ejemplo 3.15, la controlabilidad
de los pares (A, B1) v (Ag, Bs) de los codigos externo e interno, respectivamente,
no implicaba la controlabilidad del par (A, B) de la concatenacion SCC, en el caso
particular en que el codigo externo tenga tasa 1/2 y todos los valores propios de A,
sean valores propios de A; (es decir, o(As) C o(A;)), es suficiente con que (Ay, By) y
(Az, Bay) sean controlables, que todos los elementos de la matriz B, sean no nulos y
(Ay, Cy) sea observable para que (A, B,C, D) sea una representacion entrada-estado-
salida minimal de SCC, como ponemos de manifiesto en el resultado siguiente. La
demostracion es andloga a la del teorema 3.8, cambiando By y Dy por By y Doy,

respectivamente.

Si en el teorema 3.23 no exigimos la controlabilidad del par (A, Byy), entonces la

representacion del codigo concatenado SCC puede no ser minimal aunque (Ag, Bs) sea
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controlable, tal y como vemos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.18: Sea a un elemento primitivo de F = GF(8) y consideremos el (3,2, 2)-

codigo externo C,(A;, By, C1, D) descrito por las matrices

a 0 1 0
A = , By = ; C1=<oz4 043> y D1=<1 a>.
0 o? 0 1

Sea C;(Ag, By, Cy, Dy) un (4, 3,2)-codigo, siendo

ot 1 1 0 o
AQ = ) B2 = )
o 0 a 1 af

y Cs v Dy matrices arbitrarias de tamanos 1 x 2 y 1 x 3, respectivamente.

Para todo z € F tenemos entonces que

Z+ « 0 1 0
rg <Z]51 — Al Bl) =1g — 27
o W 5=t E=hi 1
Z+ « 0
Z](;l - A1
g =1g 0 z+4+a?2| =2,
C
ot a®
z4+4a* 1 1 0 o
rg <Z-752 — A B2> =rg 5 =2
a z a1l af

y, por tanto, los pares (Ay, B1) y (As, B2) son controlables y (A;, C}) es observable.
Ademés, 0(Ay) = {a,a?} = 0(A;) y todos los elementos de la matriz By; son no nulos,

luego se verifican las condiciones (a), (b), (d) y (e) del teorema 3.23. Sin embargo, el

at 1 1
par (Ag, Bay) = , no es controlable, ya que
ad 0 a
at+aot 1 1 a? 1 1
rg<OJ—A2 321>:1"g =1g =1#2.
o a o« ad a «

Por otro lado, aplicando los teoremas 3.15 y 3.17, tenemos que las matrices A y B
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para la representacion entrada-estado-salida del codigo concatenado SCC son

4 3 1 6

a1 o « a
o 0 o ot o 1
0 a 0 1 0

0 0 0 o 0 1

o> 1 o o 1 af
o a a® ot o 1
rg(aI—A B)zrg =3 #4.
0O 0 0 1 0
0 0 0 a* 0 1

Si en el teorema 3.23 no exigimos la observabilidad del par (A, C}), entonces la
representacion del codigo concatenado SCC puede no ser minimal aunque o(Ay) C
o(Ay) y tanto (Ay, By) como (As, Byy) sean controlables y, tal y como ponemos de

manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.19: Sea a un elemento primitivo de F = GF(8) y consideremos el (3,2, 2)-
codigo externo C,(Ay, By, Cy, Dy), siendo Ay, By y D; las matrices del codigo externo
del ejemplo 3.18 y C} = (() 0) . Claramente, el par (A, C}) no es observable, pues

I 0 0

a J—

rg ! =1g |0 o*| =1+#2.
“ 0 0

Sea C;(Asz, By, Cy, Do) un (4, 3, 2)-codigo, siendo A, la matriz del codigo interno del
ejemplo 3.18,
1 0 «

By = (321 B22> -
01 0

y Cy y Dy matrices arbitrarias de tamanos 1 x 2 y 1 x 3, respectivamente. Observemos
que los valores propios de A; son A = a y A = o2, luego o(Ay) C o(A;) y el par
(Asg, Ba1) es controlable, ya que

a? 11
rg <OéI — Ag Bgl> =rg =2= 527

o a0
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a 1 1
l"g<Oz2I—A2 Bm):fg :2:52

Por otro lado, teniendo en cuenta los teoremas 3.15 y 3.17, tenemos que las matrices

Ay B para la representacion entrada-estado-salida del codigo concatenado SCC son

at 1.0 0 10
> 00 0 10
A= y B =
0 0 a O 10
0 0 0 a? 0 1
pero como
> 1.0 0 10
a0 0 10
rg(aI—A B)zrg =3 <4,
0 0 10
DINO) 'O &6 B
el par (A, B) no es controlable. [

El teorema 3.23 no es valido para el caso en que o(Ay) € o(A;), como mostramos

en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.20: Sea o un elemento primitivo de F = GF(8). Consideremos el (2,1, 1)-
codigo C,(A1, By, Cy, Dy) descrito por las matrices

A1:<a2), Blz<a), 01:<1) v Dlz(a>.

Consideremos un (3, 2, 1)-codigo interno C;( Ay, Bs, Cy, Dy), descrito por las matrices

a 0
Ay = , By = <321 322) = )
1 0

1 af

siendo Cy y Dy matrices arbitrarias de tamanos 1 x 2 y 1 x 1, respectivamente. Obser-
vemos que C, (A, By, C1, Dy) es el codigo externo del ejemplo 3.4 y las matrices A y
By son las matrices Ay y By del codigo interno del ejemplo 3.4. Asi pues, (A;, B) es
controlable, para [ = 1,2 y (A, C}) es observable.
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Por otro lado, aplicando los teoremas 3.15 y 3.17, las matrices A y B de la repre-

sentacion entrada-estado-salida del codigo concatenado SCC son

o> 0 « o?
A=11 o 1 y B=1a«
0 0 o «

Dichas matrices coinciden con las matrices correspondientes del coédigo concatenado
8CCqys del ejemplo 3.4, y tal y como vimos en dicho ejemplo, el par (A4, B) no es
controlable. [

3.3.3 Observabilidad

En esta seccion, estudiamos las condiciones que deben cumplir las matrices que
describen los codigos externo e interno para que el par (A,C) de los codigos conca-
tentados SC®) y 8C™ sea observable y, por tanto, que la matriz generadora inducida
por la realizacion (A, B, C, D) sea no catastrofica. Si bien las matrices A y B de los
codigos 8CG) y $CW tienen la misma expresion, no tenemos lo mismo para la matriz
C' (véanse las expresiones (3.25) y (3.31)), por lo que tendremos resultados diferentes

para obtener la observabilidad de cada modelo.

Empezamos la secciéon con resultados correspondientes a la observabilidad del par
(A, C) del modelo §€®). El ejemplo siguiente muestra que no es suficiente con que el
par (A4;,C)), para | = 1,2, de los codigos constituyentes sea observable, para que el par

(A, C) del codigo concatenado SC) sea observable.

Ejemplo 3.21: Sea « un elemento primitivo del cuerpo de Galois F = GF(8). Consi-
deremos el (6,4, 2)-codigo externo C,(Ay, By, C1, Dy), siendo

o’ o« o> a ot o
A= 3 5] B = 4 3 5 6]’
o« ot o o «
o 1 1 o 0 1
Cl — ) Dl =
1 « a 0 o o

Observemos que (Aj, By) es controlable y (A;, C1) es observable.
Sea C;(Agy, By, Cy, Dy) un (9,6, 1)-codigo interno descrito por las matrices

Ay = (oz?’), By = <042 1 o2 a af a6)
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0 aob ot
Co=1|al, Dy =a* ot |,
0 1 o

siendo Dy una matriz arbitraria de tamano 3 x 4.

Observemos que el codigo externo C, y el codigo interno C; son el codigo externo
y el codigo interno, respectivamente, del ejemplo 3.15. Claramente, el par (As, Cs) es

observable.

Por otro lado, aplicando el teorema 3.15, las matrices A y C de la representacion
entrada-estado-salida del codigo concatenado SC®) son

o a® ot 0 &> «
A=10 o «a y C=la o 1
0 o® o 0 a® o

Ly . 0 o o?
rg = 2L

rg

\0 a? o) =

Por tanto, necesitamos mas condiciones sobre las matrices (A;, By, C}, D;), para
Il = 1,2, que describen los codigos externo e interno para obtener la observabilidad
del par (A, C) del codigo SC®). El teorema siguiente muestra que es suficiente con que
la matriz C' tenga rango completo por columnas, para que (A, C') sea observable. La

demostracion es analoga a la del teorema 3.9.
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Observacion 3.20: Notemos que la condicion rg(C') = d;+3; del teorema 3.24 implica
que el par (A;, C}) es observable, para [ = 1,2 (véase la observacion 3.8). |

Observacion 3.21: El ejemplo 3.21 muestra también que el reciproco de la observa-
cion 3.20 no es cierto en general, ya que el par (A;, C)) es observable, para | = 1,2, y
sin embargo, rg(C) =2 # 2+ 1= §; + da. |

Como consecuencia del teorema 1.11, tenemos que las condiciones dadas en los

teoremas 3.19 y 3.24, hacen que el codigo concatenado SC®) sea un codigo observable.

Observacion 3.22: De las condiciones del corolario anterior, tenemos que
2 < 51 + (52 < min{k,n = m}

Asi pues, para aplicar el corolario 3.10, debemos considerar codigos para los que k > 2
yn—m > 2. |

Ahora bien, si el codigo interno tiene complejidad d; = 1, tenemos el siguiente
resultado, cuya demostracion es analoga a la del teorema 3.10, cambiando By por By

y DQ por D21-




3 Concatenacion en serie de cédigos convolucionales 129

Observacion 3.23: Notemos que con las condiciones dadas en el teorema anterior, la
matriz A, = (az) es una matriz escalar y A\ = ay es un valor propio de la matriz A;
por tanto, en este caso, la condicion (d) se reduce a

O -B

g ar) _ )

Cy Dy
de donde se deduce, en particular, que alguna componente de By debe ser no nula y,
por tanto, el par (Asg, Ba;) es controlable, por ser do = 1. En particular, de nuevo por

ser 09 = 1, el par (Ag, By) es también controlable. [ |

El teorema siguiente proporciona condiciones suficientes para que el par (A, C') del
codigo concatenado SC®) sea observable en el caso particular en que §; = &, = 1,

siendo k cualquier nimero natural. La demostracion es similar a la demostracion del

teorema 3.11, cambiando las matrices By y Dy por Bay y Doy, respectivamente.

Observacion 3.24: Notemos que la condicion (b) del teorema anterior, implica en
particular que el par (A;, C}) es observable, por ser d; = 1. |

Como consecuencia del teorema anterior, obtenemos un resultado similar al corola-

rio 3.4 para el caso particular en que las matrices A; y A, sean iguales.
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Observemos que si en el corolario 3.11 el codigo externo tiene tasa k/(k+1), entonces
las matrices Bo; y C7 son escalares, con lo que ByC7 = O si y sblo si alguno de ellas
es nula; basta entonces con exigir la controlabilidad de (A, By;) v la observabilidad de
(Ay, Cy) para que la condicion (c) del corolario 3.11 se verifique. Obtenemos entonces
el resultado siguiente.

Como consecuencia entonces de los corolarios 3.8 y 3.12, obtenemos el resultado
siguiente, que proporciona la observabilidad del codigo S€®) para el caso particular en
que las matrices A; y A, sean iguales, los c6digos externo e interno tengan complejidad
d1 = 0y = 1 y el codigo externo tenga tasa k/(k + 1).
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Si bien la observabilidad de (A, (}), para l = 1,2 no implica la observabilidad del
par (A, C) de 8€®) (véase el ejemplo 3.21), en el caso particular en que el c6digo externo
tenga tasa 1/2 y todos los valores propios de la matriz A; sean valores propios de la
matriz Ay (es decir, 0(A;) C o(Asz)), es suficiente con exigir que todos los elementos
de la matriz C sean no nulos asi como la observabilidad de (A;,C)), paral = 1,2y la
controlabilidad (A, B;) para que (A, C) sea observable, como ponemos de manifiesto

en el resultado siguiente, cuya demostracion es analoga a la del teorema 3.12, cambiando

B2 por le.

Si en el teorema 3.27 no imponemos la condiciéon de observabilidad de alguno de
los pares (A4;,C;), para [ = 1,2, entonces el par (A,C) de la concatenacién puede no
ser observable, aunque o(A;) C 0(As) y (As, B21) sea controlable, como ponemos de

manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.22: Sea a un elemento primitivo de F = GF'(8) y consideremos el (2,1, 2)-
codigo C,(Ay, By, Ch, D) descrito por las matrices

A= Oj 0(4)4 , Bi= 1 ) C1=(0 0) y D1=(a5).

Observemos, que €, es el codigo externo del ejemplo 3.3. Entonces, el par (A4;,C}) no
es observable.

Sea C;i(As, By, Co, Do) un (3,2, 2)-codigo descrito por la matriz

Ay =
o b

y matrices By, Cy y Dy arbitrarias de tamanos 2x2, 1 X2 y 1 X2, respectivamente, tales
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1
que (As, Bop) es controlable (por ejemplo, basta tomar By = ). Por comodidad,

sea Cy = (a b), con a y b escalares arbitrarios. Observemos que
o(Ay) ={a? o'} Co(Ay).

Aplicando el teorema 3.15, las matrices A y C' de la representacion entrada-estado-

salida del codigo concatenado SC®) son

as 1 0 0
o a® 0 0
A v (Jz(a b0 o),
0 0 o 0
0O 0 0 ot

o> 1 0 0
Caik
ot — A
rg =1g| 0 0 a 0| <3<4.
C
O #0=405 40
a b 0 0

Del mismo modo, si en el teorema 3.27 no exigimos la controlabilidad del par
(As, Ba1), entonces la representacion del codigo concatenado CC® puede no ser mi-
nimal aunque o(A;) C o(A2) v (A;, C)) sea observable, para [ = 1,2, tal y como

ponemos de manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.23: Sea a un elemento primitivo de F = GF(8) y consideremos un (2,1, 1)-
codigo C,(Ay, By, Cy, Dy), siendo

A = (&3> y O, = (a)

y By y D; matrices arbitrarias de tamano 1 x 1, de manera que (A;, B;) sea controlable

(basta tomar, por ejemplo, By = (1))
Sea Ci(Ay, By, Cy, Dy) un (3,1, 3)-codigo descrito por las matrices
1 0 0 1 «
Ay=1a o 0], B2:<Bgl ng)z 1 0,

a2 0 af 1 1
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1 0 o3 1
Cy = Dy = )
11 o 1

siendo D99 una matriz arbitraria de tamano 1 x 1.

Observemos que las matrices A; y C} son las mismas que las del codigo externo del
ejemplo 3.7. Del mismo modo, el codigo descrito por las matrices (Asg, By, Co, Do) es
precisamente el codigo interno del ejemplo 3.7. Por tanto, tal y como vimos en dicho
ejemplo, el par (A;, C)) es observable, para [ = 1,2 y el par (Ay, By) no es controlable
(observemos que (As, By) sf es controlable). Ademas, o(A;) = {a®} C {1,a? a’} C
o(As).

Ahora, por el teorema 3.15 las matrices A y C' de la representacion entrada-estado-

salida del codigo concatenado SC®) son

1 0 0 «

a o> 0 « 1 0 & «
A= y C=

o> 0 o « 11 & «

0O 0 0 o

que coinciden con las correspondientes matrices A y C' del codigo SCV del ejemplo 3.7,

de manera que tal y como vimos en dicho ejemplo, el par (A, C) no es observable. W

El ejemplo siguiente muestra que el teorema 3.27 no es cierto para el caso en que
O'(Al) g O'(Ag).

Ejemplo 3.24: Sea o un elemento primitivo de F = GF'(8). Consideremos un (2, 1, 2)-
codigo externo C,(Ay, By, C1, Dy), siendo

a 1
A = ) Ch = <1 a2> ,
0 o

y B1 y Dy matrices arbitrarias de tamanos 2 x 1 y 1 X 1, respectivamente tales que el

0
par (Aj, By) sea controlable (basta tomar, por ejemplo, By = ).

1
Sea C;(Ag, By, Cy, Dy) el (3,2, 1)-codigo interno descrito por las matrices

w(@) ma=(0) o=() v Pa=(o)

siendo Byy v Doy matrices arbitrarias de tamanos 1 x 1. Observemos que las matrices

A1 y O coinciden con las matrices del codigo externo del ejemplo 3.8; del mismo
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modo, el codigo descrito por las matrices (Asg, Bay, Co, Da1) es el codigo interno del
ejemplo 3.8. Tenemos entonces que (A, By) es controlable y (A;,C}) es observable,
para [ = 1,2, luego se cumplen las condiciones (b) y (c¢) del teorema 3.27. Ahora bien,
o(A1) ={a, 0’} Z {a’} = o(4,).

Por otro lado, aplicando el teorema 3.1, las matrices A y C' de la representacion

entrada-estado-salida de codigo concatenado SC)

o a ol
A=10 o* 1 y CZ(aG a cz3>
0 0 o3

coinciden con las matrices A y C del codigo SCM) del ejemplo 3.8. Por tanto, tal y

como mostrabamos en dicho ejemplo, el par (A, C') no es observable. ]

Ahora bien, para la observabilidad del par (A,C) de 8€™| tenemos condiciones
diferentes a las dadas para SC®). De hecho, recordemos que en el ejemplo 3.21 mostra-
bamos que aun siendo el par (A;, C}) observable, para [ = 1,2, las matrices del codigo
8C®) no necesariamente heredaban esta propiedad. Ahora bien, si consideramos la con-
catenacion SC™ con los mismos codigos externo e interno, obtenemos que, en este caso,

el par (A, C) es observable, como ponemos de manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.25: Sea a un elemento primitivo de F = GF(8). Consideremos el (6, 4, 2)-
codigo externo C,(Aj, By,Cy, D) y el (9,6,1)-codigo interno C;i(As, Be, Co, Do) del
ejemplo 3.21. Entonces, el par (A;, C}) es observable, para [ = 1, 2.

Aplicando el teorema 3.17, las matrices A y C' de la representacion entrada-estado-

salida del codigo concatenado SC™¥ son

0 a® «
a® o ot a o 1
A=10 o « y C=10 o® o?
0 o o 0 o?
0 «
y, por tanto, al ser rg(C) = 3, el par (A, C) es observable. [ |

Podemos generalizar el resultado del ejemplo anterior para cualquier cédigo externo

e interno que concatenemos segiin el modelo $C* de conexién en serie. Basta con exigir
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la observabilidad de los pares (A1, Cy) y (Asg, Cy) del codigo externo e interno, respec-

tivamente, para obtener la observabilidad del par (A, C) del codigo SC™, tal y como

mostramos en el teorema siguiente, cuya demostracion es analoga a la demostracion
del teorema 3.13.

Como consecuencia del teorema 1.11, tenemos que las condiciones dadas en los

teoremas 3.19 y 3.28, hacen que el codigo concatenado SC™ sea un codigo observable.

3.3.4 Distancias columnas y distancias libres

En esta seccion, estudiamos las distancias columnas y la distancia libres de la con-
catenacion SCW. En el caso de la concatenacion SC™, el hecho de que las palabras
de los codigos externo e interno sean componentes de la palabra final de la concatena-
cién, nos permitird obtener una cota inferior de d...(SC?) en funcion de dpec(Co) ¥
dfree(C;). Comenzamos con un lema técnico que nos sera de utilidad para el resultado
principal de esta seccion.
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DEMOSTRACION Teniendo en cuenta las relaciones entre 1, yil), yt(2), Uy, ugl), u?), y

Uy, ’U(l), 0@ dadas por las expresiones (3.1 3.26)—(3.29), tenemos que
t t

J J J J J
S wtue) Y wty) =Y wiu) + > w(y)) + Y wi(y?)
t=0 t=0 t=0 t=0 t=0
J . J
> wt(uY) + > wi(y)
t=0 t=0

Asi pues, de la expresion de la distancia columna dj(SG(‘l)) en términos de la represen-

tacion entrada-estado-salida dada por la relacion (1.19), obtenemos que

J
d;(S@M — g)l;% {Z Wt ut Z t(yt)}

-0
J
> min Z wt(u, ) + Z Wt(y,gl))
(1)7&0 p—
= d3(C,) (3.35)

— @
ya que uy = U .

Analogamente, de las expresiones (3.1), (3.26) y (3.28), tenemos que:

J J J J J
1 1 2
> wtue) + > wiy) = D wiur”) + Y wilyr) + D wi(y”)
t=0 t=0 t=0 t=0 =0
! 2 z 2
= > _wiu?) + Y wi(y”)
t=0 t=0
y(l)
Ahora, de uéQ) = ((]1) y teniendo en cuenta la expresion (1.19) tenemos que
Ug

d;(Se(4 - 301;% {Zwt (ug) + Zwt (y) }
J
> min {Zwt +Zwt(y§2))}
=0

<2>¢0

= d4(C). (3.36)

Asi, obtenemos la desigualdad (3.34) de las desigualdades (3.35) y (3.36). O]
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Observacion 3.25: Recordemos que, tal y como vimos en el ejemplo 3.10 y en el
lema 3.2, necesitamos la condiciéon adicional de rango completo por columnas de la
matriz D; para que la j-ésima distancia columna del cédigo interno sea una cota
inferior de la correspondiente distancia columna del codigo concatenado SC?). En el
caso del codigo €Y no necesitamos dicha condicion, ya que €; codifica toda la palabra
del codigo externo C, y, por tanto, al evaluar el minimo de los pesos para Uo 75 0,
(2)

estamos asegurando que la entrada w;~ del coédigo interno C; sea no nula, ya que

@ _ .1 _ yél)
uO - UO - (1) . .
Ug

Ahora bien, si rg(Dy) = m, entonces tenemos un refinamiento de la cota dada en

el lema 3.3, como ponemos de manifiesto en el resultado siguiente.

Lema 3.4: Sea SCW el cidigo dado por el teorema 3.3 al concatenar el cédigo externo

Co y el cadigo interno C;. Sirg(Ds) = m, entonces

d;(8C @) > max {dc )+ 1,d5( (2 s gyl el 12 (3.37)

DEMOSTRACION: Procediendo de forma analoga a la demostracion del lema 3.3, tene-

mos que

J J
> wt(u) + D wi(y) + wt(ys?).
t=0 t=0

(2)

Ahora, como y,” = Dgu@) (por ser xyp = 0) y rg(Dsy) = m, entonces yo V£ 0siy

(1)

@ _ . 0 _ (Y%

solo si uy” = v, ) # 0. Por tanto, de la expresion de la distancia columna
Ug

d§(86(4)) en términos de la representacion entrada-estado-salida dada por la relaciéon
(1.19), obtenemos
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> d5(C,) + 1 (3.38)

_,,@
ya que ug = ug .

Asi, del lema 3.3 y de la desigualdad (3.38), obtenemos la desigualdad (3.37). [

Como consecuencia inmediata de los lemas anteriores y de la expresion de la dis-
tancia libre en términos de la representacion entrada-estado-salida dada por la relacion

(1.5), obtenemos el resultado siguiente.

Teorema 3.29: Sea SCW el cddigo convolucional dado por el teorema 3.17 obtenido
por concatenacion del codigo externo C, y del codigo interno C;. Entonces,

(a) dfree(se(4)) 2 max {dfree(eo)a df'ree(ei)}-
(b) Si ademds, 1g(Ds) = m, entonces dree(SCW) > max {dsree(Co) + 1, dsrec(Ci)}.

3.3.5 Ejemplos

Como en los modelos $CM) v $C?), finalizamos la seccion con ejemplos en los que

analizamos las relaciones entre los modelos de concatenacion SC® y §C4),

Ejemplos en F = GF(4)

Sea « un elemento primitivo de F = GF'(4) (véase la seccion 1.1), y consideremos el
(3,2,1)-codigo C1(Ay, By,C1, Dy) y el (4,3,1)-codigo Cy(Ay, Ba, Cy, Dy) descritos por

las matrices

ve() me(a) as() pie(e )
w=(). m=(law) a=(). m=(111)

Entonces, tanto C;(Ay, By, C1, D1) como Co(Asg, Bs, Co, D) son codigos fuertemente
MDS.

Ejemplo 3.26: En la tabla 3.7 hemos considerado como codigos externo e interno los
codigos fuertemente MDS C; y Gy, respectivamente. Aplicando entonces los teoremas
3.15, 3.17, 3.19, 3.26 y 3.28 tenemos que las realizaciones (A, B, C, D) son realizaciones
minimales de los codigos observables $€®) y $€*. Obtenemos que d free(SG(:s)) =4y
d free(SG(‘l)) = 6, que distan una unidad de las cotas Singleton generalizadas para SC®)

y SC® | respectivamente. Por tanto, estos codigos concatenados no son MDS.
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) Codigo Codigo
Modelo Representacion de SCC dfree(8CCgys)
externo interno
A 1 1 B 1 1 )
= ’ = ’ ree =4
86(3) 0 o? 1 « df (Se )
No MDS
C= (1 1), D = (a a2) di(C1) =3 di(Ce) =3
Fuertemente Fuertemente
1 1 1 1
A B= 7 MDS MDS
0 o? 1 « dfrec(SC®) =6
)
1 1 le% a2 NO MDS
C = , D=
0 1 a? o«

Tabla 3.7: Cédigos del ejemplo 3.26

Ejemplos en F = GF(8)

Sea o un elemento primitivo de F = GF(8). Consideramos entonces el (2,1, 1)-
codigo C3(As, By, Cs, D3), y el (2,1,2)-codigo C4(Ay, By, Cy, Dy) descritos por las ma-

trices . (a> ICr (1> 18 (a4) LB, = (1) ;

a 0 1
A4 - ) B4 = ) C'4 - (O[5 052) ) D4 = (1) ;
0 o? 1
y consideremos también los (3,2, 1)-codigos C;(A;, By, Cy, D;), para | = 5,6 descritos

por las matrices

(). m=(0). e=() m=()
() mm( ) =) =)

Entonces, el codigo C3(As, Bz, C3, D3) corresponde a la construccion introducida por
Smarandache y Rosenthal [102]| y, por tanto, es un codigo convolucional fuertemen-
te MDS. El codigo Cg(Ag, Bs, Cs, Dg) es también fuertemente MDS, mientras que
C4(Ay, By, Cy, Dy) es un codigo convolucional MDS (no fuertemente MDS) 'y
Cs5(As, Bs, Cs, Ds) no es MDS.



140 3.3 Concatenacioén en serie no sistematica

) Codigo Codigo
Modelo Representacion de SCC dfree(8CCgys)
externo interno
A o? ot B 0 @
= ) = s dfree(SC =5
86(3) 0 o 1 f ( )
No MDS
C= (1 a4), D = (0) d5(C3) =4 dfree(C5) = 2
Fuertemente No MDS

A a2 ot B 0 ’ MDS
0 « 1 dfree(8€(4)) =7
1 o 0 No MDS
C= , D=
0 ot 1

Tabla 3.8: Cédigos del ejemplo 3.27

)

Ejemplo 3.27: Si consideramos como coédigo externo el codigo fuertemente MDS Cj
y como c6digo interno el codigo no MDS €5 obtenemos los resultados que mostramos
en la tabla 3.8. Teniendo en cuenta los teoremas 3.15, 3.17, 3.22, 3.26 y 3.28 obtenemos
las representaciones minimales (A, B, C, D) de los codigos observables $C®) y §CW.
Ademas, dfree(SG(?’)) 4 dfree(SG(‘l)) = 7, siendo 6 y 9 las cotas Singleton gene-
ralizadas para SC®) y 8§€™ | respectivamente. Concluimos entonces que estos codigos

concatenados no son MDS.

Ahora, si consideramos como codigo externo el codigo MDS €4 y como codigo
interno el c6digo no MDS €5, obtenemos los resultados que mostramos en la tabla 3.9.
Aplicamos los teoremas 3.15, 3.17, 3.23, 3.25 y 3.28 para obtener representaciones
minimales de los codigos concatenados SC3) y $€™) | de manera que el par (A4,C) de

la concatenacion correspondiente es observable. Ademés,
direc(8CP) =6y dpec(8CW) = 11. -

Notemos que la cota Singleton para $C®) es 8 mientras que la cota Singleton para $C*)
es 12. Por tanto, ninguno de estos codigos es MDS, si bien la distancia libre de S€®

dista tinicamente una unidad de la cota Singleton generalizada.

Ejemplo 3.28: Finalmente, consideramos como c6digo externo e interno los cédigos

fuertemente MDS C3 y Cg, respectivamente. Teniendo en cuenta los teoremas 3.15, 3.17,
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) Codigo Codigo
Modelo Representacion de SCC dfree(8CCgys)
externo interno
o2 o a? 0
A=10 a 0 1 dfree(SC3)) =6
$eB)
v 1 No MDS irec(Ca) = 6| dpree(Cs) =2
ree\“4) = ree\\“5) —
c:(1 of a2>’D:(0) f f
MDS No MDS
o? b 0
A=10 « 11,
dfree(8CW) =11
seH 0 0 1
No MDS
1 ab 0
C = , D=
0 ab a2 1

Tabla 3.9: Cédigos del ejemplo 3.27

y 3.28 asi como los corolarios 3.8 y 3.11, obtenemos las representaciones minimales
(A, B,C, D) de los codigos observables SC©®) y §CY que mostramos en la tabla 3.10.

Ademas, tenemos que
dfree(Se(3)) =4 y dfree(86(4)) 3 77 [ |

siendo en este caso, 6 y 9 las cotas Singleton generalizadas para 8€®) y $€¥ | respec-

tivamente. Concluimos entonces que estos codigos concatenados no son MDS.

3.4 Conclusiones

En este capitulo hemos caracterizado cuatro modelos de concatenacion en serie de
dos codigos convolucionales desde el punto de vista de sistemas, introduciendo condi-
ciones para que el codigo concatenado correspondiente sea no catastrofico, asi como

para tener una representacion entrada-estado-salida minimal de éste.

Como hemos visto en los ejemplos de las subsecciones 3.2.5 y 3.3.5, la concatenacion
en serie de dos codigos fuertemente MDS puede no ser MDS (véanse las tablas 3.3, 3.7
y 3.10). Sin embargo, si consideramos un codigo externo MDS y un codigo interno

fuertemente MDS, el codigo concatenado SCV) puede ser MDS, tal y como ponemos
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) Codigo Codigo
Modelo Representacion de SCC dfree(8CCgys)

externo interno

a ot al

A= , B = ; dfree(8SCH)) =4
$e®) 0 « 1
No MDS
C= (1 a4), D= (0) d5Cs) =4 | d5(Cg) =3

Fuertemente Fuertemente

4 3
A=Y ) B2 (") MDS MDS
0 «a 1 dprec(8CH) =7

1 ot 0 No MDS
C = , D=
0 ot 1

Tabla 3.10: Cédigos del ejemplo 3.28

$eH

de manifiesto en la tabla 3.5. Si bien considerando los c6digos constituyentes de dicha
tabla el codigo 8C®) no es MDS, observamos que su distancia libre estd muy proxima
a la cota Singleton generalizada, por lo que tiene una buena capacidad de corregir
errores. Es mas, la tabla 3.6 muestra que al concatenar un cédigo fuertemente MDS

con un codigo MDS, podemos obtener que los codigos SCM y §€3) son MDS.

Ademas, la tabla 3.9 pone de manifiesto que la concatenacion de un cdédigo MDS
con un codigo no MDS, puede dar lugar a codigos concatenados, segin los modelos

SCG) y 8™, con distancia libre proxima a la cota Singleton.

Finalmente, como consecuencia de los ejemplos de la subseccion 3.2.5, no podemos
asegurar que el codigo € sea mejor (con distancia libre préxima o igual a la cota
Singleton generalizada) que el codigo €™M, Un resultado andlogo tenemos para los
codigos concatenados SC®) y §€™) . Ahora bien, para los codigos SC? y SCW dispone-
mos de cotas inferiores de sus distancias libres (véanse las subsecciones 3.2.4 y 3.3.4),
mientras que para los codigos SCD) y 8€3) no las tenemos, debido a que ni la palabra
codigo completa del codigo externo ni la palabra codigo completa del codigo interno

forman parte de la palabra codigo de la concatenacion.



Capitulo 4

Concatenacién de un cédigo bloque

y un cédigo convolucional

All truths are easy to understand once they are discovered;

the point is to discover them.

~Galileo Galilei

Houston, Tranquillity Base here. The Fagle has landed.

—Neil Armstrong
(transmitting from the moon, 3:18 p.m. Houston time July 20, 1969)

4.1 Introduccién

Es frecuente combinar cdédigos bloque y codigos convolucionales para obtener codi-
gos concatenados en los que el codigo convolucional hace la mayor parte del trabajo
y el codigo bloque (normalmente un cédigo Reed-Solomon) detecta cualquier error
producido en el codigo convolucional. Es decir, la finalidad del c6digo bloque es la
deteccion de errores y la del codigo convolucional es la correccion de errores. Este se
ha convertido en un estdndard de hecho en las comunicaciones espaciales desde que la
sonda espacial Voyager 2 empled por primera vez esta técnica para enviar imagenes
en su encuentro con Urano [51, 61]. Esta técnica de concatenacion se emplea también
en los estandares de television digital adoptados en la actualidad: comité de normas
de television avanzadas (en inglés, Advanced Television Standards Committee, ATSC)
[19], difusion de video digital (Digital Video Broadcasting, DVB) [52, 85| y el estandar
japonés de la television digital (Integrated Services Digital Broadcasting, ISDB) [40].

En la codificacion de canal, los tres sistemas anteriores utilizan una concatenaciéon de

143
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un codigo bloque externo Reed-Solomon y un c6digo convolucional interno. Es mas,
en la codificacion de canal en tecnologia GSM (Global System for Mobile Communica-
tion), se emplea también un codigo obtenido de la concatenacion de un codigo bloque

Reed-Solomon externo y un cédigo convolucional interno.

Varios autores han analizado mateméticamente la concatenacion de codigos blo-
que. Por ejemplo, Uhlemann [108], conjuntamente con Aulin, Rasmussen y Wiberg
[109] concatenan codigos bloque con un mecanismo hibrido de repeticion automética
(Hybrid-ARQ). Ali [2] estudia el rendimiento de concatenaciones de codigos bloque
espacio-temporales con codigos convolucionales, empleando decodificaciéon de Viterbi
con decision dura y decision suave. Benedetto y Montorsi [11], asi como Benedetto,
Montorsi, Divsalar y Pollara [7| analizan el rendimiento en términos de la probabilidad
de error de una alternativa a la concatenacion paralela de codigos bloque desarrolla-
da anteriormente [§8]: la concatenacion en serie de codigos bloque y la concatenacion
en serie de codigos convolucionales, empleando un intercalado en ambos casos. Ahora

bien, no consideran la concatenacion de codigo bloque con cédigo convolucional.

En este capitulo, caracterizamos cuatro modelos de concatenacién en serie de un
c6digo bloque y un cédigo convolucional desde el punto de vista de sistemas lineales,
empleando, al igual que en el capitulo anterior, la representacion entrada-estado-salida
introducida por Rosenthal, Schumacher y York [91]. Comenzamos describiendo di-
chos modelos, proporcionando la representaciéon entrada-estado-salida en la secciéon 4.2.
Posteriormente, en la seccion 4.3, analizamos condiciones para que la representacion
entrada-estado-salida de los diferentes modelos sea minimal de manera que el codigo
inducido sea no catastrofico. En las secciones 4.4 y 4.5, establecemos cotas inferiores
para las distancias columnas y distancias libres de los modelos en términos de la dis-
tancia minima del co6digo bloque externo y de las distancias columnas y distancia libre
del c6digo convolucional interno. Ademas, estudiamos condiciones para que los codi-
gos concatenados tengan perfil de distancia maxima para el caso particular en que la
complejidad de éstos sea 0 = 1. Finalmente, analizamos las relaciones entre los cuatro

modelos mediante una colecciéon de ejemplos en la seccion 4.6.
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) e | c i~
> >
[mak] (n+m_k7mv5)
)

Figura 4.1: Cédigo concatenado BEM)

4.2 Modelos de concatenacién de un cédigo
bloque y un cédigo convolucional

En esta seccioén, introducimos los cuatro modelos de concatenacion en serie de un
codigo bloque y un cédigo convolucional que seran nuestro objeto de estudio en este
capitulo. Estas concatenaciones consisten en una cascada de un codigo bloque C,, que
llamamos c6digo externo y un codigo convolucional C;, que llamamos cédigo in-

terno, que son conceptos anélogos a los definidos en el capitulo 3. Denotamos por ugl)

y por vil) el vector informacion y la palabra codigo, respectivamente, de C,, y por x§2),

u?), yt@) y vt@) el vector de estados, el vector informacion, el vector de paridad y la pala-
bra c6digo, respectivamente, de C;. Asimismo, denotamos por x;, uy, y; v vy, el vector de
estados, el vector informacion, el vector de paridad y la palabra codigo, repectivamente,
del codigo concatenado y por T5(2) v T'(z) las matrices de transferencias asociadas al
codigo convolucional @i y al codigo concatenado correspondiente, considerado como un

F-subespacio vectorial de F" (véase la seccion 1.5), respectivamente.

Modelo 1

En el primer modelo de concatenacién que estudiamos, el cdédigo externo C, y el
codigo interno C; se serializan, uno tras otro (véase la figura 4.1), de manera que
el vector informacion uil) es codificado por el codigo bloque C, y la palabra cédigo

obtenida

vil) = Guil) (4.1)
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es entonces codificada por el codigo convolucional C; de manera que
u® =, (4.2)
De este modo, las palabras codigo vt@) de C; vienen dadas por

2
2 y,f)

)
Denotamos por BCW el correspondiente codigo convolucional concatenado. Observe-
mos que el vector de estados x;, el vector informacion u; y el vector de paridad y; de

BCW vienen dados por

n=a,  w=u" e y=y?. (4.4)

Por tanto, las palabras codigo v, de BC™M) son

Y\ yt(2)
= n

Ut U,E

(4.5)

Ve =

Notemos que en la figura 4.1, hemos considerado un cédigo convolucional interno
de tasa m/(n+m — k), con el objetivo de obtener un codigo concatenado de tasa k/n.
Ahora bien, si concatenamos un codigo bloque de tasa k/m y un codigo convolucional
de tasa m/n, el codigo convolucional BC(M) obtenido de la concatenacion tiene tasa
k/(n—m+k).

El teorema siguiente proporciona la representacion entrada-estado-salida del codigo

concatenado BCW a partir de la matriz generadora del codigo externo y la represen-

tacion entrada-estado-salida del codigo interno.

DEMOSTRACION: De la expresion (1.11) tenemos, para el codigo interno C;,
xﬁ)l = Azfﬂﬁz) + Bzuﬁz);

yt(Q) = 02171(52) + Dzu,@.
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Teniendo en cuenta ahora las expresiones (4.1), (4.2) y (4.4), la representacion entrada-
estado-salida del codigo concatenado BCW viene dada por

T = Aoz + BoGuy,
O

Y = szt + DQGUt.

Empleando el resultado anterior y el teorema 1.12; obtenemos la funciéon de transfe-

. . L . =50 - .
rencia T'(z) asociada al codigo convolucional BC ~ en términos de la matriz generadora

G(z) del codigo externo C, y de la funcion de transferencia T5(z) asociada al codigo e;.

Modelo 2
Si en el primer modelo BC™M consideramos que la matriz generadora G del codigo
I
bloque C, esta dada en forma sistematica, esto es, G = & y consideramos el vector
1=
de paridad Pugl) de la palabra codigo de C,
(1)
u
o= " (4.7)
Pu;
como entrada para C;, esto es,
ugz) = Pugl), (4.8)

entonces obtenemos el codigo concatenado de la figura 4.2. En este modelo, las palabras
codigo vt(2) de C; estan dadas por

(2)

W@ (V) (4.9)
@)
Uy

Denotamos por B(?g% el correspondiente codigo convolucional cocatenado. De manera
analoga al modelo BCW el vector de estados x;, el vector informacion wu,, el vector de
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u C Pu;” e y”
>~ > —
[m, k] (n+m —2k,m —k,0)
0

Figura 4.2: Codigo concatenado 3(?&%

paridad y; y las palabras codigo v, de BGS% estan dadas por las expresiones (4.4) y
(4.5).

De forma anéloga al modelo anterior, en la figura 4.2, hemos considerado un cédigo
interno de tasa (m —k)/(n+m—2k) para obtener un codigo concatenado BGS% de tasa
k/n. Ahora bien, si partimos de un codigo bloque y un cédigo convolucional de tasas

k/my (m—k)/n, respectivamente, entonces el codigo BES) tiene tasa k/(n—m+2k).

La representacion entrada-estado-salida del c6digo concatenado ’B(?g,)s viene dada

por el teorema siguiente, cuya demostraciéon omitimos por ser similar a la del teore-

ma 4.1.

Empleando el resultado anterior y el teorema 1.12, obtenemos la funcion de trans-

—~ (1
ferencia T'(z) asociada al codigo convolucional Beiy) en términos de la submatriz P

S

de la matriz generadora del codigo externo €, y de la funcion de transferencia Ty(z)

asociada al codigo C;.
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) B s ¢ i~
> -
[ma k] (TL - kv m, 6)
ol
)

Figura 4.3: Cédigo concatenado BC3

Modelo 3

Si variamos el codigo BC™M) de manera que la palabra codigo v§1) del codigo externo
sea una parte de la palabra codigo de la concatenacion (véase la figura 4.3), obtenemos
entonces un nuevo codigo convolucional que denotamos por BC? . El vector informa-
cion ugl) y la palabra cédigo vt(l) de G, y el vector informacion u§2) y las palabras codigo
v'? de € son las mismas que en el primer modelo (véase las expresiones (4.1), (4.2) y
(4.3)). Entonces, el vector de estados x4, el vector informacion u, y el vector de paridad
y; de BC®? vienen dados por

(2) (2)

Ty = :c§2), Uy = ugl) e TES v _ [ . (4.11)

’Ut(l) Gugl)

Asi, las palabras codigo v, de BC? son

y?
y
v="]=|cu" . (4.12)
e (1)
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De forma anéloga a los modelos descritos anteriormente, si consideramos un cédigo
bloque y un codigo convolucional de tasas k/m y m/n, respectivamente, entonces el
codigo concatenado BC?) tiene tasa k/(n + k).

El teorema siguiente, cuya demostracion es similar a la del teorema 4.1, proporciona
la representacion entrada-estado-salida del codigo convolucional BC? a partir de la
matriz generadora del codigo externo y la representacion entrada-estado-salida del

c6digo interno. En este teorema, y en el resto del capitulo, denotamos por O la matriz

nula del tamano apropiado.

Del mismo modo a los modelos anteriores, la funcion de transferencia 7'(z) asociada

(2
al codigo convolucional BG( ) viene dada en funcion de la matriz generadora G(z) del
codigo externo C, y de la funcién de transferencia Ty (z) asociada al codigo C;.

Modelo 4

Por tltimo, si aplicamos a BC? una variacion similar a la hecha a BCW para
obtener B(:’g%, obtenemos un c6édigo convolucional concatenado que denotamos por
B (véase la figura 4.4).

En este modelo, los vectores informacion ugl) y u,§2) y las palabras codigo vt(l) y
vt(2) de C, y C;, respectivamente, son las mismas que las del codigo CBCS,)S (véanse las
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ug” Co Pu” G e
> > —
[m, k] (n—Fk,m—k,0)
Puil)
0

Figura 4.4: Codigo concatenado B(?g%

expresiones (4.7), (4.8) y (4.9)). Del mismo modo, el vector de estados z; y el vector
informacion u,; de B(?g,)s son los mismos que los del modelo B(?g,)s (véase la expresion
(4.4)). Ahora bien, en el codigo concatenado B(:’g%, el vector de paridad y,; y la palabra

codigo vy vienen dadas por

(2)
y(2) y Yy
t
w={Yu] v ow={")= [P on
Pu, Uy
e
t

Notemos que el codigo 3e§§)s obtenido de la concatenacion de un codigo bloque y un
codigo convolucional de tasas k/m y (m — k)/n, respectivamente, tiene tasa k/(n+ k).

La representacion entrada-estado-salida del codigo concatenado B@g,)s viene dada

por el teorema siguiente, cuya demostracion es analoga a la de los teoremas anteriores,

por lo que la omitimos.
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El resultado siguiente proporciona la expresion de la funcion de transferencia 7'(z)

(2
asociada al codigo convolucional BG( :

sys*

4.3 Controlabilidad y observabilidad

Una vez obtenidas las representaciones entrada-estado-salida de los diferentes mo-
delos de concatenacion en serie de un co6digo bloque con un cédigo convolucional, esta-
blecemos en esta seccién condiciones sobre la matriz generadora G del codigo bloque
externo y de las matrices (As, Ba, Co, Ds) que describen el codigo convolucional interno
para obtener una “buena”’ representacion de los diferentes modelos de concatenacion,

esto es, una representacion entrada-estado-salida minimal con el par (A, C') observable.

Como algunos resultados de controlabilidad y observabilidad son vélidos para los
cuatro modelos BEW, BCYL, BCA® vy B introducidos anteriormente, adoptamos la
notacion siguiente a lo largo de este capitulo.

e SCBE denota el codigo concatenado BCW, BELL BE® o bien BCE, descrito
por las matrices (4.6), (4.10), (4.13) y (4.15), respectivamente. Tenemos entonces
que (véase los comentarios previos a los teoremas 4.1, 4.3, 4.5 y 4.7)

k/(n—m+k), siSCBC=BCW

k/(n—m+2k), siSCBEC =BCY

SCBC tiene tasa { [(n—m ), si !
k/(n+ k), si SCBEC = BE?)

(k/(n+ k), si SCBEC = BCL)

e C; denota el correspondiente codigo convolucional interno del codigo concatenado
BC.
e (G denota la matriz generadora G asi como la submatriz P de la matriz generadora
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1
sistematica G = [ " | del codigo bloque externo C,. De este modo, si denotamos

por s el numero de filas de é, entonces

m—k, si G=P

Notemos que a la vista de las relaciones entre los pares (Ag, Cy) de los codigos
internos y el par (A4, C') de los codigos concatenados, es obvio que (A, C') es observable

si y solo si (As, Cy) es observable.

Sin embargo, no tenemos el mismo resultado para la controlabilidad del par (A, B).
De hecho, la controlabilidad del c6digo interno no implica necesariamente la controla-

bilidad del cédigo concatenado, como mostramos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.1: Sea « un elemento primitivo de F = GF(8) (véase la seccion 1.1).

Consideremos el [4,2]-codigo €, con matriz generadora

1 0
I Ol L
P ol ab
o = ad

Sea Cj(Asz, By, Cy, Do) un (n,4,2)-codigo, siendo n un nimero natural cualquiera,
descrito por las matrices

o ol 00 a 0

Ay = ) B2:<O Eg)z
a 1 00 o* 1

siendo Cy y Do matrices arbitrarias de tamanos (n—4)x2 y (n—4) x4, respectivamente.
Observemos que el par (As, Bs) es controlable, ya que
z—a* a*> a 0

rg<212—142 §2):rg 1 1 =2
Q z — o

para todo z € F. Por tanto, el par (A, By) es también controlable.
Por otro lado, aplicando los teoremas 4.1, 4.3, 4.5 y 4.7, las matrices A y B de la

representacion entrada-estado-salida de los codigos concatenados SCBEC son

3 2 4 6

« « (0%

(0% ~
A= y B=ByG=BP=

a 1 o’ 1
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Entonces, el par (A, B) no es controlable, ya que

a—ao® a2 ot af
rg(aI—A B>=rg
@ a—1 o 1
1 o o of
=rg =1+#2. |
a o® a1

Por tanto, necesitamos condiciones adicionales para obtener la controlabilidad del
par (A, B) de los diferentes modelos. El resultado siguiente, cuya demostracion es

similar a la del teorema 3.5, muestra que es suficiente con que la matriz B tenga rango

completo por filas para tener la controlabilidad del par (A, B).

Observacion 4.1: Notemos que en el teorema 4.9, la condicion rg(B) = ¢ implica que
rg(Bz) =4, ya que

d =1g(B) =1g8(B2G) < rg(Bs) <.
En particular, tenemos entonces que el par (Ay, By) es controlable. |
Si la matriz A, del codigo convolucional interno es diagonal y la matriz B del codigo

concatenado verifica ciertas condiciones, entonces obtenemos que el par (A, B) de la

concatenacion es controlable, como ponemos de manifiesto en el resultado siguiente.
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DEMOSTRACION: Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
5 % %
A =diag | a1, ai,...a1,a2,a2,...02,...,0p, Cp, . ..,0p

Asi,
O O Bj
(all—A B>= -
O A 312
siendo
B2 Bp
A=diag |y —ag, a1 —ag,...,a1 — g, ..., 01 — Qp, Q1 — Qp, ..., 01 — Q

Entonces, aplicando la condicion (d), rg(By1) = (1 y por tanto, al ser rg(A) = 6 — [,
tenemos que

1g(al~A B) =0

Empleando el mismo argumento para el resto de los elementos de la diagonal de A,
obtenemos que

g (1= A B) =5

para todo z € F, es decir, el par (A, B) es controlable. O

Como consecuencia inmediata del teorema anterior, tenemos el resultado siguiente

para el caso particular en que todos los elementos de la matriz A, sean distintos.
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Como consecuencia del corolario 4.1, obtenemos el siguiente resultado para el caso

particular en que el cédigo bloque externo tenga dimensiéon uno.

4.4 Distancias columnas y distancia libre

Una vez que hemos obtenido condiciones que aseguran la controlabilidad del par
(A, B) del codigo concatenado (y por tanto, sabemos como obtener una representacion
minimal) asi como la observabilidad del par (A,C") del codigo concatenado (y por
tanto, sabemos que la matriz generadora inducida por la realizacion es no catastrofica),
analizamos en esta seccion las propiedades de las distancias columnas y las distancias
libres de los codigos concatenados, ya que nuestro objetivo es la construccion de codigos
6ptimos o bien con distancia libre proxima a la cota Singleton generalizada. Si bien
para los modelos BC™M) y BGS% obtendremos cotas inferiores de sus distancias columnas
en términos tnicamente de las distancias columnas del c6digo convolucional interno,
para los modelos BC® y fBGgf,)s, tendremos un refinamiento de dichas cotas en funcion
de la distancia minima de G, y de las distancias columnas de C;.

4.4.1 Distancias columnas de BCW y B(Bg,)s

Recordemos que, segiin la expresion (4.5), las palabras codigo de los modelos BC™

y Begé venian dadas por

2
Yt yt( )

Ut a Ugl)
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(2)

es decir, estan compuestas por la componente de paridad de la palabra 0,52) = yt@)
Uy

del codigo convolucional interno y por el vector informacion del cédigo bloque externo
ugl). Por tanto, las palabras de los codigos externo e interno no forman parte de la
palabra codigo de la concatenacion. Esto constituye un problema a la hora de relacionar
las distancias columnas de BCW y Beg,)s con las correspondientes distancias columnas
del codigo interno C; y la distancia minima del cédigo externo C,. De hecho, tenemos
que exigir que el cédigo convolucional interno tenga perfil de distancia méxima para

poder obtener una cota inferior de la j-ésima distancia columna de BCY y de BCYS en

términos de la j-ésima distancia columna de C;, como vemos en los resultados siguientes.

T
DEMOSTRACION: Supongamos que (yo,y1, oy lug, g, - ,uj> es una palabra co-
digo de peso finito de BCY con wug # 0; entonces,

r =wt (Gug, Guy, . .., Guj) > wt(Gug) > dpin(Co). (4.18)

Como C; tiene perfil de distancia méxima, aplicando el teorema 1.13, todo menor de
la matriz T, dada por la expresion (1.20) que no es trivialmente nulo, es no nulo.
Como Gu, # 0, esto significa que a lo sumo r — 1 filas de T, son ortogonales a

(Gug, Guy, . ..,Guj)T. Asi, de la expresion (1.16), obtenemos que a lo sumo r — 1

componentes de (yo,y1,-..,y;)" son nulas y, en consecuencia,

Wt (Yo, ..., y;) = (n—k)(j+1) = (r—1). (4.19)
Entonces, teniendo en cuenta que
wt (ug, u, ..., u;) > 1, wt(Gug, Guy, ..., Gu;) < m(j+1).
y las expresiones (4.19) y (4.18), obtenemos que

Wt(yOa Yiyeo ,yj|U0, Upy - 7uj) = Wt(yﬂa Y, - - 7yj) + Wt(uﬂa Upy - auj)
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v

(n—Fk)(7+1)—(r—1)+wt(ug, us, ..., u;)

v

m=—k)(G+1)—(r—-1)+1

v

mn—k)@G+1)—m(+1)+2.

Ahora bien, como C; tiene perfil de distancia méxima, entonces

o

dj(C)=(n—k)(j+1)+1 paraj=0,...,L= {EJ + {nikJ

y por tanto,
wt(Yo, Y1, - - -, Yjluo, ur, .o uy) > (n—k)(G+1) —m(j+1)+2
=d§(C;) —m(j +1)+ 1. (4.20)
Obtenemos entonces la expresion (4.17) de la relacion (4.20) y de la expresion de la

J-ésima distancia columna en términos de la representacion entrada-estado-salida dada
en (1.19). O

Para el co6digo concatenado B@g,)s, obtenemos una cota inferior de la j-ésima dis-

tancia columna, similar a la obtenida en el teorema anterior.

T
DEMOSTRACION: Supongamos que (yo, Yty - Yjluos g, - .. ,uj> es una palabra co-

digo con peso finito de BGS,)S con uy # 0. Como rg(P) = k, en particular, Pug # 0y
wt(Pug) > 1, de donde

r = wt (Pug, Puy, ..., Puj) > wt(Pug) > 1. (4.22)

Empleando un argumento similar al de la demostracion del teorema 4.11, tenemos que
a lo sumo r — 1 filas de la matriz T, son ortogonales al vector (Pug, Puy, ..., Puj)T,
y por tanto, a lo sumo r — 1 componentes de (o, y1,--.,y;)" son nulas, de donde

wt(yo, ..., y;) > (n—k)(j+1)— (r—1). (4.23)
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Entonces, teniendo en cuenta que
wt(ug, us, ..., uj) > 1, wt(Pug, Puy, ..., Puj) < (m—k)(j+1), (4.24)
as{ como las expresiones (4.22) y (4.23), obtenemos que

Wt(yOa Yiyeo 7yj|uO> Upy - 7uj) = Wt(yOa Y, - - 7yj) + Wt(an Upy - auj)

n—k)(Gj+1)—(r—1)+ wt(ug,ui, ..., u;)

n—m)(j+1)+2. (4.25)

Asi, de la desigualdad anterior y de la expresion de la j-ésima distancia columna
en términos de la representacion entrada-estado-salida dada por la expresion (1.19),
obtenemos la desigualdad (4.21). O

Observemos que si en el teorema anterior, €, es un codigo bloque MDS y k < m—k,

entonces por el teorema 1.2, podemos asegurar, en particular, que rg(P) = k vy, por

tanto, obtenemos el resultado siguiente.

4.4.2 Distancias columnas y distancia libre de BC? y
BCG

Observemos que, segun la expresion (4.12), la relacion entre una palabra codigo

v; de BC®? y las palabras codigo Ufl) y vt(2) del codigo externo y del codigo interno,
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respectivamente, es

(2) (2)

y Yy Yy ’0(2)
¢
vy = =G| =[] = t(l)
u u
Sl ) )\

Del mismo modo, la relacién entre una palabra cédigo v; de Beéié y la palabras codigo

vt(l) y 0,52) del codigo externo y del codigo interno, respectivamente, es (véase la relacion

(4.14))

2
w”

2 2
o Y . (1) yt( ) - Ulg )
U= = Pu ol = o
Ut (1) Uy Uy
Uy

Es decir, tanto la palabra codigo U,fl) de €, como la palabra codigo 0,52) de C; forman
parte de la palabra codigo de v, de BC® y Begé. Este hecho, nos permitira obtener
una cota inferior de la j-ésima distancia columna de estas concatenaciones en funcion
de la distancia minima del c6digo bloque externo y la j-ésima distancia columna del

cddigo convolucional interno.

Comenzamos con un lema técnico sobre las distancias columnas de BC® que nos

permitird obtener la cota inferior de la distancia libre de esta concatenacion.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta las relaciones entre y;, yg); Uy, ugl), ul(f) v U,

v(l), v dadas por las expresiones (4.2), (4.3 4.11), tenemos
t t y
J J J . J ) J )
Zwt(ut) + Zwt(yt) = Zwt(ug )) + Zwt(y( )) + Zwt(v( ))
t=0 =0 t=0 t=0 =0
J J
= Z wt(uM) + Z wi () + Zwt(Guﬁl))
t=0 t=0 t=0



4 Concatenaciéon de un codigo bloque y un cédigo convolucional 161

> wh(ul) + wt(Gui). (4.27)

De este modo, de la definicion de d,,;,(C,), asi como de la expresion de la j-ésima
distancia columna en términos de la representacion entrada-estado-salida dada por la

relacion (1.19), y teniendo en cuenta que ug = uél), obtenemos

J
dj('Be(Q — QI}OH#% {Zwt ut Z t(yt)}

=0

> min {Wt(u(ol)) + Wt(Gu(()l))}
u81)7£0

> dpnin(Co) + 1. (4.28)

Analogamente, de las expresiones (4.2), (4.3) y (4.11), obtenemos

j j j j j
S wtu) Y wi(y) =Y wiu) + > wi(y?) + Y wi(vf”)
t=0 t=0 t=0 t=0 t=0
j 1 j ) j
= wt(u) + > w(y?) + > wh(u?)
t=0 t=0 t=0

j j
> wi(ul”) + Y wt(y?) + > wi(u?).

t=0 t=0

Como Uo Guo y 1g(G) = k, tenemos que uy = Uo ) £ 0 si solo si Uo Guol) # 0.
Por tanto, de la desigualdad anterior y de la expresion de la j-ésima distancia columna

dada por la relacion (1.19), obtenemos
d5(BE®) = t( t
06 =i 3wt 4 3 w100 |
J
Z mln {Wt () + Zwt )+ Zwt(u?))}
§#0 t=0 t=0
> d5(C;) + 1. (4.29)
Finalmente, de las desigualdades (4.28) y (4.29), obtenemos la desigualdad (4.26). O

Como consecuencia inmediata del lema 4.1 y de la expresion de la distancia li-
bre en términos de la representacion entrada-estado-salida dada por la relacion (1.5),
obtenemos el resultado siguiente.
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La distancia libre del c6digo concatenado Begé esta siempre acotada por la distan-

cia minima del codigo bloque externo, como en el caso del codigo BC?). Sin embargo,
no podemos asegurar que la distancia libre del cdédigo convolucional interno, sea tam-
bién una cota inferior para dfree(fBCg)s), como ponemos de manifiesto en el ejemplo
siguiente.

Ejemplo 4.2: Sea C, un [5, 2]-codigo con matriz generadora sistematica

(1 0

0 1
I
P

a o?

\0 0

Observemos que la parte no sisteméatica P de G tiene rg(P) = 1 < 2, por tanto, segin
el teorema 1.2, C, no es un cédigo MDS. De hecho, d,,;»(C,) = 2 < 4, que es la cota
Singleton.

Sea C;(As, By, Co, Do) un (6,3, 1)-codigo interno descrito por las matrices

1 1 a o?
A2=(a>, Bz—(a 0 1), Cy= | a? y Da=1a®> 1 a1,
a? a ot af

que tiene perfil de distancia maxima y distancia libre dy,..(C;) = 4.
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Por otro lado, por los teoremas 4.7 y 4.9, tenemos que las matrices

G

014 015
a=(o). B=(o ). o= || v 0= |
o

0 o}
\0) \0 0}
forman una representacion minimal del c6digo observable Begé. Ademas,

Aree(BCE) = 2 < 4 = djf,ee(@). n

sys

Tal y como mostramos en un resultado posterior, el hecho de que la matriz P tenga

rango completo por columnas, asegura que la distancia libre de C; sea una cota inferior

2 . : — . :
de d free(ﬂaeéyé). Previamente, proporcionamos un lema técnico acerca de las distancias

columnas de Begé.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta las relaciones entre y, y,fl), y,fQ), Uy, uﬁl), uﬁz) y

v, Uﬁl), UP) dadas por las expresiones (4.7), (4.8), (4.9) y (4.14) (véanse también los
comentarios previos al teorema 4.7), y empleando un argumento similar al usado para
obtener la desigualdad (4.27) de la demostracion del lema 4.1, obtenemos
J J
Zwt(ut) + Zwt(yt) > Wt(uél)) + Wt(Pu(()l)) = Wt(GU(()l)).

t=0 t=0

Por tanto, de la expresion de la j-ésima distancia columna en términos de la repre-
sentacion entrada-estado-salida dada por la relacion (1.19) y teniendo en cuenta que

Uy = ugl), obtenemos la desigualdad de la parte (a).

De manera similar, de las expresiones (4.8), (4.9) y (4.14) (véanse también los
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comentarios previos al teorema 4.7), obtenemos

Ahora, como u,@ = Puil) y rg(P) = k, tenemos que uy = uél) # 0 si y solo
si USQ) = Puél) # 0. Por tanto, de la desigualdad anterior y de la expresion (1.19),

tenemos que

J J
di(BEY)) = 75101;% {;Wt(ut) + Zwt(yt)}

t=0

> min {Wt(uél)) + i Wt(yt@)) + i Wt(UEZ))}

uél)yéO

> do(C) + 1, (4.30)

ya que ug = uél). UJ

Como consecuencia inmediata del lema anterior y de la expresion de la distancia

libre en términos de la representacion entrada-estado-salida dada por la relacion (1.5),

tenemos el resultado siguiente.
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4.5 Cédigos concatenados con perfil de dis-
tancia maxima y fuertemente MDS

En la seccion anterior, hemos obtenido cotas inferiores para las distancias columnas
de los diferentes modelos de concatenacion de un codigo bloque con un cédigo convo-
lucional. Ahora bien, jcémo podemos obtener un coédigo concatenado 6ptimo, es decir,
que sea fuertemente MDS? Es logico pensar que si los codigos constituyentes de la
concatenacion son los mejores posibles, esto es, el cédigo externo es un cédigo bloque
MDS y el codigo interno es un codigo convolucional fuertemente MDS, entonces, el
c6digo concatenado tendré la mayor distancia libre posible. Ahora bien, en general,
este resultado no es valido para los codigos concatenados BCH y Begl, como pode-
mos comprobar en los ejemplos siguientes. A lo largo de esta seccién, suponemos que
los codigos concatenados estan descritos por una representacion entrada-estado-salida
minimal de manera que el par (A, C') es observable, por lo que, en particular, dichos

cHdigos seran no catastroficos.

Ejemplo 4.3: Sea o un elemento primitvo de F = GF(8) y consideremos el [3,2]-

codigo MDS €, con matriz generadora

a® ab
G=|a o?
1 1

Sea Cj(Ag, By, Cy, Ds) el (4,3,1)-codigo descrito por las matrices

= () =0 o) am() v p=(11)

Notemos que el par (As, Cy) es observable. Es més, por el teorema 1.13, tenemos que C;

es un codigo convolucional fuertemente MDS con distancia libre dy,..(C;) = df(C;) = 3.

Por otro lado, aplicando los teoremas 4.1 y 4.9, una representacion minimal para el

(3,2, 1)-codigo observable BCY viene dada por las matrices

A:(l), B:(a3 a), C:<1> y Dz(o 0).

Pero BCM no es un codigo convolucional MDS ya que dfree(BG(l)) =2<3, queesla

cota Singleton generalizada. [ |
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Ejemplo 4.4: Sea a un elemento primtivo de F = GF(8) y consideremos el [4,1]-

coddigo MDS €, con matriz generadora dada en forma sistemética por

1

a=| %= h
1 P
a3

Sea Cj(Ag, By, Cy, Ds) el (4,3, 1)-codigo fuertemente MDS del ejemplo 4.3.

Aplicando los teoremas 4.3 y 4.9, una representacion minimal del (2,1, 1)-codigo
observable BG’S)S viene dada por las matrices

A:<1), B:<a5>, 0:(1) y D:(o).

Pero d fTee(Begl) = 3 < 4, que es la cota Singleton generalizada. Por tanto, el codigo

concatenado BGS/)S no es un codigo covolucional MDS. |

Como consecuencia de los ejemplos anteriores, tenemos que el hecho de que los
codigos constituyentes sean codigos 6ptimos, no garantiza que los codigos concatena-
dos BCW y BGS)S tengan la mayor distancia libre posible. Es més, puede ocurrir que
los codigos externo e interno tengan distancia minima no buena y distancia libre no
buena, respectivamente, y sin embargo, los codigos concatenados BCH y BGS& sean

fuertemente MDS, como podemos ver en los ejemplos siguientes.

Ejemplo 4.5: Sea « un elemento primitivo de GF(8) y sea €, el [2,1]-codigo con

matriz generadora

G:

Como dp,in(Cy) = 1 < 2, tenemos que €, no es MDS.

Consideremos ahora el (3,2, 1)-codigo C;(Asg, Bs, Co, Do) descrito por las matrices

= (). B=(10). c=() v D=1 0).

Entonces, el par (As, Cs) es observable. Es mas, obtenemos que dj,..(C;) =1 < 3, que

es la cota Singleton generalizada, luego C; no es un cédigo convolucional MDS.

Por otro lado, aplicando los teoremas 4.1 y 4.9, una representacion minimal para el

(2,1, 1)-codigo observable BCW viene dada por las matrices

A=(0): 2= () =() v D= ()
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Es mas, d§(BCM) = 4, que es la cota Singleton generalizada, luego el codigo concate-

nado BCW es un codigo convolucional fuertemente MDS. |

Ejemplo 4.6: Sea o un elemento primitivo de F = GF(8) y sea C, el [3, 1]-codigo con
matriz generadora en forma sistematica dada por

1
G=|a
0
Obtenemos entonces que d,,i,(C,) = 2 < 3, que es la cota Singleton. Por tanto, C, es
un c6digo bloque no MDS.

Consideremos ahora el (3,2, 1)-codigo C;(Asy, By, Ca, Do) descrito por las matrices

AQZ(@), BQ=(1 0), CQ=(a6) y D2=(1 o).

Notemos que el par (As,Cy) es observable. Es mas, obtenemos que dy..(C;) = 1 < 3,
que es la cota Singleton generalizada, luego C; es un cédigo convolucional no MDS.

Por otro lado, aplicando los teoremas 4.3 y 4.9, una representacion minimal para el
(2,1, 1)-cédigo observable BEL) viene dada por las matrices

A=(), B= (). 0= () v D= ()

Es maés, dg(B(?g}l%) = 4, que es la cota Singleton generalizada. Por tanto, BGS% es un

codigo convolucional fuertemente MDS. |

Observando los ejemplos anteriores, podemos concluir que los c6digos concatenados
BCM y Beg,)s no heredan necesariamente las propiedades de las distancias libres de los

c6digos constituyentes. En el teorema siguiente proporcionamos condiciones suficientes

para que los codigos concatenados sean fuertemente MDS.
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DEMOSTRACION: Denotemos por BC el codigo BCM asi como el codigo B(“Ig% y sea

G la matriz generadora (G o bien la parte no sistematica de GG. Observemos que al ser
BC un (k+ 1,k,1)-codigo y k > 1, el valor del parametro L definido por la relacion

(1.6), en este caso es L = L%J + HJ = 1. Ahora, teniendo en cuenta que

Iy,
DyG

CyBG

es la matriz generadora sistematica de un [k + 2, k]-codigo MDS, obtenemos, aplicando
el teorema 1.2, que cada menor de la matriz
DETI
CQBQ@ DQé

que es no trivialmente nulo, es no nulo. Por tanto, aplicando el teorema 1.13, BC es un
codigo convolucional con perfil de distancia méxima. ]

Como consecuencia del teorema anterior y teniendo en cuenta la observacion 1.1,

obtenemos el resultado siguiente.
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Si el codigo bloque externo tiene dimension k£ = 1, obtenemos un resultado similar

al teorema 4.15.

DEMOSTRACION: Las condiciones del teorema y la definicion del cédigo dual de C,

permiten asegurar que la matriz

D O O DyG O O
72 = CB D O — C2B2G DQG O
CAB CB D C5A3BsG C3B,G DG

tiene la propiedad de que todo menor que no es trivialmente nulo, es no nulo (obser-

1
1

obtenemos que BCW es un codigo con perfil de distancia maxima. ]

vemos que en este caso, L = |_ J + HJ = 2). De este modo, aplicando el teorema 1.13,

Las condiciones del teorema anterior, permiten asegurar que BCM es un (2,1,1)-
c6digo con perfil de distancia méaxima. Es mas, con las condiciones de dicho teorema,
n—k=2—1divide a 6 = 1, y teniendo en cuenta la observaciéon 1.1, obtenemos el

corolario siguiente.
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Para el codigo concatenado B(z’g}l%, obtenemos un resultado similar al del teore-
ma 4.16 para el caso particular en que el codigo externo tenga dimension k£ = 1. La

demostracion es andloga a la del teorema anterior.

Como consecuencia del teorema anterior y de la observacion 1.1, obtenemos el

corolario siguiente.
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Finalmente, para los codigos concatenados BC? y Beéié, no es posible obtener
condiciones para que estas concatenaciones tengan perfil de distancia maxima. De
hecho, tal y como mostramos en el teorema siguiente, estos cédigos nunca pueden
tener perfil de distancia méxima. La demostracion es consecuencia del teorema 1.13 y
Cy

@)

del hecho de que la matriz C de los codigos BC?) y Begl es C'=

Teorema 4.18: Sean BC®? y Begf,)s los cddigos concatenados descritos por las expre-
siones (4.13) y (4.15), respectivamente, obtenidos de la concatenacion del codigo bloque
externo C, y del cidigo convolucional interno C;. Supongamos que el par (A, C) es ob-

servable. Entonces, BC? y B(:’g?,l no pueden tener perfil de distancia mdxima.

Observacion 4.2: Como consecuencia del teorema 4.18 y de la observacion 1.1, ob-
tenemos que en el caso en que (n — k) divida a 4, los codigos BC?) y Begl no pueden
ser fuertemente MDS. |

4.6 Relaciones entre los diferentes modelos

Finalizamos el capitulo analizando las relaciones entre los diferentes modelos de
concatenacion estudiados en las secciones anteriores. Analizamos diferentes ejemplos
de concatenacion, asi como las propiedades relacionadas con la distancia libre de los

codigos concatenados.

4.6.1 Ejemplos en F = GF(4)

Sea « un elemento primitivo de F = GF(4) (véase la seccion 1.1). Consideramos

entonces el [3, 1]-codigo By, sobre F generado por la matriz Py, para k = 1,2, 3, siendo
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y consideramos también el [3,2]-codigo By, sobre F generado por la matriz Py, para
k=4,5,...,9, siendo

1 « 1 a? 1 1
Pi=1a?> 0|, B=|a al, B=|a® al,
a 1 a? 1 a? 1
1 « 0 o? 1 a?
Pr=|a o®|, B=|1 al|, PBh=1]a* o
a? 0 a o? a o«

Entonces, para k = 1,4,5,6, B, es un cédigo bloque MDS mientras que para k =

2,3,7,8,9, B, es un codigo bloque no MDS. Asimismo, consideramos los c6digos bloque

I
B, para k = 1,2, 3 generados por las matrices sistematicas G, = ' y los codigos
Py
: . : Iy
bloque Bj, para k = 4,5,...,9 generados por las matrices sistematicas G, =
By

Entonces, B}, es un coédigo bloque MDS para k = 1,5,6 y es un cédigo bloque no MDS
para k=2,3,4,7,8,9.
Consideremos ahora el (4,3, 1)-codigo Ci(Ax, Bi, Ck, D), para k = 1,2,3 descrito

por las matrices Ay, By, Ci v Dy, siendo

A=) =10 @) a=(). 2i=(1 1),
(). B=(1 o ). G=(1). Da=(1 1 a),
= (1), Bo=(1 a ). a=(1), Di=(1 1 0).

Entonces, para k = 1, C;(Ag, By, Ck, Dy) es un codigo convolucional fuertemente MDS,

Ay

mientras que para k = 2,3, Ci(Ax, Bk, Ck, D) es un cddigo convolucional no MDS.

Con objeto de relacionar los distintos modelos de concatenacion, denotaremos por
By, tanto el codigo bloque By, (si consideramos los modelos BCY y BC®) como el

codigo bloque B; (si consideramos los modelos B@g;)s y Beéii)

Ejemplo 4.7: En la tabla 4.1 hemos considerado como cédigo externo los coédigos blo-
que no MDS Bj (para las concatenaciones BC) y BC?)) y B (para las concatenaciones

B@g;)s y Beéii) y como codigo interno, el codigo convolucional no MDS Cs.
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) Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC diree(BC)
bloque convolucional
Bew = (1) = (a) dpree(BC) =3
el c=(1),p=(a) No MDS dyin (B3) = 1
’ No MDS
dfree(GZ) =2
A= () ()
Be®
1 o dfrec(BC) =5 Apin (B3) = 2 No MDS
o- |0 o No MDS No MDS
BCLE) 0 0
0 0

Tabla 4.1: Cédigos del ejemplo 4.7

. Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC dfree(BC)
bloque convolucional
BEM a=(1),B=(0 ), dfree(BC) = 2
B C = (1) [ (a2 1) No MDS (Br)
Y No MDS
dfree(e?;) =2
= — 2
BEQ) A (1> B (0 @ )
1 012 1 dfree(Be) =5 dmm(gﬁ) =3 No MDS
c- |l p=|! . No MDS No MDS
B@gg 0 a o«
0 a? 0

Tabla 4.2: Cédigos del ejemplo 4.7

Del mismo modo, en la tabla 4.2, hemos considerado como codigo externo, los

codigos bloque no MDS B7 y Bf y como coddigo interno, el codigo convolucional no MDS

C3. En ambos casos, obtenemos que los diferentes modelos de codigos concatenados son

no MDS.

Ejemplo 4.8: En la tabla 4.3 hemos considerado como codigo externo los codigos
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) Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC diree(BC)
bloque convolucional
BeM) = (1>’ = (a2> dfrec(BC) =3
Bel) = (1), = (a2> No MDS Amin(B1) =3
’ No MDS
df'r‘ee(e2) =2
A= (1), B = a2>
BER)
1 o? dfree(BC) =9 Ain (BS) = 4 No MDS
O = 0 No MDS No MDS
BeZ) 0
0

Tabla 4.3: Cédigos del ejemplo 4.8

) Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC dfree(BC)
bloque convolucional
BEM) A= (1) 21! (0 a2), dfree(BC) = 2
sell) c=(1),D=(a2 1) No MDS dmin(Bs)
Y MDS
dfree(e?;) =2
A= ()50 )
BE®)
| a2 1 Afree(BE) =5 | din(BE) =4 No MDS
c- | o]t @ No MDS MDS
Beéié 0 a o«
0 o 1

Tabla 4.4: Cédigos del ejemplo 4.8

bloque MDS B, (para las concatenaciones BC() y BC?)) y B# (para las concatenaciones

Besys y ‘B@sys) y como codigo interno, el cédigo convolucional no MDS Cs.

Anélogamente, en la tabla 4.4, hemos considerado como c6digo externo, los codigos
bloque MDS B; (para las concatenaciones BC™!) y BC?)) y B (para las concatenaciones

Besys y Besys) y como c6digo interno, el codigo convolucional no MDS €3. En ambos
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) Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC diree(BC)
bloque convolucional
Be(l) A - (1)7 B = (Oé)7 dfTee(Be) - 3
= = dmm Biz) =1
Bt c=(1),0=(a) No MDS (Bs)
Y No MDS
di(€) =3
A= ()5 (o)
BE(2) Fuertemente
]_ o df,«ee(BG) = 5 dmln (Bg) = 2 MDS
2
BeL 0 0
0 0

Tabla 4.5: Cédigos del ejemplo 4.9

casos, a pesar de ser el codigo externo un cédigo bloque MDS, obtenemos que los
diferentes modelos de c6digos concatenados no son MDS.

Ejemplo 4.9: En la tabla 4.5 hemos considerado como codigo externo los codigos
bloque no MDS Bj (para las concatenaciones BC™!) y BC?)) y B (para las concatena-
ciones BCS,)S y B(?g%) y como c6digo interno, el codigo convolucional fuertemente MDS
C;. Obtenemos entonces que los diferentes modelos de codigos concatenados, son codi-

gos convolucionales no MDS, aunque el c6digo convolucional interno sea fuertemente

MDS.

Ejemplo 4.10: La tabla 4.6 muestra que la concatenaciéon de un cédigo bloque MDS
con un coédigo convolucional fuertemente MDS no es necesariamente MDS. Hemos
considerado como codigo externo, los codigos bloque MDS B, (para las concatenaciones
BCW y BC®@) y BS (para las concatenaciones Beg,% y Beéi)s) y como codigo interno, el
cddigo convolucional fuertemente MDS €;. Ninguno de los modelos de concatenacion
es MDS.

Ejemplo 4.11: Si concatenamos un cédigo bloque no MDS y un cédigo convolucional
no MDS, podemos obtener un co6digo convolucional MDS, como muestra la tabla 4.7,
en la que hemos considerado como codigo externo los codigos bloque no MDS By (para

las concatenaciones BC! y BC?)) y Bs (para las concatenaciones 13(35,;2 y Beg,)s) y
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) Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC diree(BC)
bloque convolucional
Be® | A=(1).B=(a2), | dpe(BE)=3
= = dmin Bi)=3
Bt c=(1),0= (o) No MDS (B)
v MDS
di(€) =3
A= (1) 5 ()
BER) Fuertemente
1 0 df»,»ee(Be) =9 dmin (B‘{) =4 MDS
e oo | No MDS MDS
BEZ 0 o
0 1

Tabla 4.6: Cédigos del ejemplo 4.10

. Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC dfree(BC)
bloque convolucional
B a=(1).B=(1 ), diree(BC) = 3
Bl c=(1).0=(a o) MDS (Bo)
Y No MDS
dfree(e?;) =2
A=) -1 ).
Be®
1 a 0 djree(BC) =5 | dpin(B) =3 No MDS
c- | p- 12 az No MDS No MDS
2
B@gy)s 0 ot o
0 a o«

Tabla 4.7: Cédigos del ejemplo 4.11

como codigo interno, el coédigo convolucional no MDS €C3. Observamos entonces que
los codigos concatenados BCW y Begg son codigos convolucionales MDS, pero BE(?)

y Begg son codigos convolucionales no MDS.

Ejemplo 4.12: En la tabla 4.8, hemos considerado como cédigo externo el codigo blo-
que MDS B, (para las concatenaciones BC! y BC?)) y el codigo bloque no MDS B
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) Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC direc(BC)
bloque convolucional
Be) a=(1),B=(1 1), dfrec(BC) =3
Begg C= (1), D= (0 a2) MDS min(Ba) = 2
Y MDS
di(€) =3
()1 )
BE(2) Fuertemente
1 0 o dfree(BC) =6 dmin(B3) =3 MDS
36(2) ©= 0 P= a®? 0
Sys
0 a 1

Tabla 4.8: Cédigos del ejemplo 4.12

(para las concatenaciones B(?g,)s y Beg)s) y como coddigo interno, el codigo convolucio-
nal fuertemente MDS C;. Obtenemos entonces que los diferentes modelos de codigos

concatenados, son codigos convolucionales MDS.

Ejemplo 4.13: En la tabla 4.9, hemos considerado como codigo externo los codigos
bloque no MDS B, (para las concatenaciones BCY y BC®)) y Bj (para las concate-
naciones Beg; y Beé?s) y como codigo interno, el coédigo convolucional fuertemente
MDS €;. Obtenemos entonces que los codigos concatenados BCW y %egg verifican las
condiciones de los corolarios 4.5 y 4.6, y por tanto son fuertemente MDS. Ahora bien,
los codigos BCP y B(i’g%, son codigos convolucionales no MDS.

Ejemplo 4.14: La tabla 4.10 muestra que la concatenacion segiin los modelos BC™M)
y %egg puede dar lugar a un c6digo convolucional fuertemente MDS, aunque el codigo
interno sea un coédigo convolucional no MDS. Hemos considerado como codigo externo
los codigos bloque MDS By (para las concatenaciones BCY y BCP) y Bs (para las
concatenaciones BGS,)S y 1%(3&) y como codigo interno, el cédigo convolucional no MDS
C3. Entonces, los codigos BCWY y %egg verifican las condiciones del corolario 4.4 y por
tanto, son codigos convolucionales fuertemente MDS. Sin embargo, los codigos BC? y
B(?g% no son MDS.
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) Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC diree(BC)
bloque convolucional
Be) a=(1),8=(1). d5(BE) = 4
o) C— <1>’ _ (a2> Fuertemente Aymin (B2) = 2
e MDS No MDS
d§(C1) =3
A:(1>,B:(1>, 7(C1)
BC@ Fuertemente
1 O[2 dfree (BG) =3 dmin (B;) =3 MDS
o 0 D= o No MDS No MDS
0 0
Be2)
0 1

Tabla 4.9: Cédigos del ejemplo 4.13

: Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC dfree(BC)
bloque convolucional
BeM) A=(1),B=(a 1), d§(BC) =
5 0 _ (1>’ r (a ozz) Fuertemente dimin(Bg) = 2
Covs MDS MDS
d ree C3) =2
A:(l,B:(a 1 free(Ca)
BE(R)
1 a? dfree(BG) =5 dmm(Bé) — 4 No MDS
o 0 1 No MDS MDS
0 o?  «
BeZ)
0 a? 1

Tabla 4.10: Cédigos del ejemplo 4.14

Ejemplo 4.15: La tabla 4.11 muestra que la concatenacion segin los modelos 1 y 2
(codigos BCW y BGSyS, respectivamente), puede dar lugar a codigos convolucionales
fuertemente MDS aunque tanto el codigo externo como el codido interno no sean MDS.
Hemos considerado como codigo externo los codigos bloque no MDS Bg (para las
concatenaciones BC y BC?)) y Bf (para las concatenaciones ‘B(:’Sys y Besys) y como

codigo interno, el codigo convolucional no MDS €3. Entonces, los codigos BCWY y
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) Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC dfree(BC)
bloque convolucional
se® | 4a=(1),B=(a® a), ds(BC) =3
o) C— (1)’ D— (1 1) Fuertemente Apmin(Bg) = 1
e MDS No MDS
dfree(€3) =2
= = 2
36(2) 4 (1), B (a a)’
1 1 1 dfree(BC) =6 Aoin (BS) = 3 No MDS
o 0 D= 0 o? MDS No MDS
0 1
Be2) «
0 a o?

Tabla 4.11: Cédigos del ejemplo 4.15

B(i’g% verifican las condiciones del corolario 4.4 y por tanto, son fuertemente MDS.
Ahora bien, no obtenemos el mismo resultado para los codigos BC®? y 3e§§;‘ Estos

son codigos convolucionales MDS pero no fuertemente MDS.

4.6.2 Ejemplos en F = GF(8)

Sea « un elemento primitivo de F = GF(8) (véase la seccion 1.1). Considera-
mos entonces el [2,1]-codigo bloque By sobre F generado por la matriz Py, para
k =10,11,12,13, siendo

o «
PlO: ’ P11: 1 ) P12: ) P13:

y consideramos también el [3,2]-codigo By, sobre F generado por la matriz Py, para
k =14,15,16,17, 18, siendo

Py = 1 a?], Ps=1a o?]|, P = 1 o,



180 4.6 Relaciones entre los diferentes modelos

o? ot o 1
Pr=11 «al, Pg=11 o*
ob o ab a?

Entonces, para k = 10,11, 12, 14, 15, By es un cédigo bloque MDS mientras que para

k =13,16,17,18, By es un codigo bloque no MDS. Asimismo, consideramos los [3, 1]-
I
Py

y los [5, 2]-codigos Bj, para k = 14, 15, 16, 17, 18 generados por las matrices sisteméaticas

I
G = 2. Entonces, B}, es un cédigo bloque MDS para k£ = 10,11,12,14,15 y es
Py

un codigo bloque no MDS para k£ = 13,16, 17, 18.
Consideremos el (3,2, 1)-codigo C;(Ag, Bk, Ck, D), para k = 4,5, 6 descrito por las
matrices Ay, By, Cy v Dy, siendo
1) ) D4 <1 1) 9

() B ) an
(), B=(1a), G=(), De=(10),
a-(). =)

45=(a), Bs=(10),

y consideremos el (4, 3, 1)-codigo C;i( Az, By, Cr, D7) descrito por las matrices

Ar=(1), Bi=(1a a?), CG=(1) v Di=(11 1)

Entonces, para k = 4,7, Ci(Ay, By, Ck, Dy) es un codigo convolucional fuertemente
MDS; para k =5, C;(Ag, B, Ck, D) es un codigo convolucional MDS (no fuertemente
MDS) y para k = 6, C;(Ag, Bk, Ck, Dy) es un codigo convolucional no MDS.

codigos B, para k = 10, 11,12, 13, generados por las matrices sistematicas G, =

N

i

S
I

Ejemplo 4.16: En la tabla 4.12, hemos considerado como c6digo externo los codigos
bloque MDS B, (para las concatenaciones BC) y BC?)) y B3, (para las concatenacio-
nes B@g;)s y Beéii) y como codigo interno, el codigo convolucional MDS (no fuertemente
MDS) €s5. Obtenemos entonces que todos los codigos concatenados son codigos convo-

lucionales no MDS, aunque los co6digos constituyentes sean MDS.

Ejemplo 4.17: Las tablas 4.13, 4.14 y 4.15 muestran que la concatenaciéon de un
codigo bloque no MDS y un co6digo convolucional fuertemente MDS puede producir

codigos convolucionales no MDS, MDS o bien fuertemente MDS. En las tres tablas,
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) Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC diree(BC)
bloque convolucional
Be®) a=(a). B=(1), dfrec(BC) =3
= = dmin B =2
Bt C= (1) D= (a6) No MDS (B12)
Y MDS
dfree(e5) =3
A= (@2 (1)
BER)
1 o dpree(BC) =7 | dynin(B3) =3 MDS
o | CT|0p P No MDS MDS
Besys 0
«@

Tabla 4.12: Cédigos del ejemplo 4.16

) Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC dfree(BC)
bloque convolucional
BG(l) A= (1), B = (a3 0), df'r*ee(Be) =2
pel) C= (1), D= (a5 a3) No MDS Ain(B1s) =1
i No MDS
A5 (@) = 3
A:(l),B:(ai’» 0)’ 1(€7)
Be® Fuertemente
1 o® od dfree(BC) =5 dmin(Bsg) =3 MDS
O 0 D= 3 14 No MDS No MDS
2 0 1
BeZ) o
0 ab  a?

Tabla 4.13: Cédigos del ejemplo 4.17

hemos considerado como codigo interno, el codigo convolucional €7, que es fuertemente
MDS.

En la tabla 4.13, hemos considerado como c6digo externo, los cédigos bloque no
MDS Bg (para las concatenaciones BCH) y BC?) y B, (para las concatenaciones

Beg_;i y 36@2), de manera que ninguno de los codigos concatenados es MDS.

Para la tabla 4.14, el codigo externo son los codigos bloque no MDS B4 (para las
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4.6 Relaciones entre los diferentes modelos

) Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC dfree(BC)
bloque convolucional
B a=(1),B=(a2 o), dprec(BC) =3
(1) C = (1), D= (0 1) MDS dmin(B1g) =1
BCsys No MDS
di(C7) =3
A= B=(a? a°
Be2) (1>’ (a @ )’ . Fuertemente
1 1 dfree(BC) =6 dmin(Big) = 3 MDS
ool Lo 2 o DS No MDS
5et2) 0 e
0 ab 0

Tabla 4.14: Cédigos del ejemplo 4.17

) Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC dfrec(BC)
bloque convolucional
B A=(1),B= (a3 aG), d5(BE) = 3
el C— (1), D= (a5 a5) Fuertemente dmin(B17) =1
e MDS No MDS
di(C7) =3
A= (1>7 B = (Ot3 a®), Fuertemente
BER) s
1 5 o dfrec(BC) =6 | min(Bir) =3 MDS
No MDS
0 3 4
c— | p= a MDS
2
Beéyg 0 1 «
0 ab o?

Tabla 4.15: Cédigos del ejemplo 4.17

concatenaciones BCY) y BC®?) y B, (para las concatenaciones 36%2 y Begi); obte-
nemos entonces que todos los codigos concatenados son MDS (aunque no fuertemente
MDS).

Por tltimo, en la tabla 4.15, como coédigo externo hemos considerado los codigos
bloque no MDS B;; (para las concatenaciones BC!) y BC?) y Bs. (para las con-
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) Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC dfree(BC)
bloque convolucional
se® | A=(1),B=(a* a), | dpe(B)=2
= = dmin B =2
pel) c=(1),p=(0 o) No MDS (B15)
MDS
di(C7) =3
A= B=(a?
BE(2) (1) ' (a a), Fuertemente
1 0 O direc(BC) =5 dmin(Bi5) = 4 MDS
c- | po | o No MDS MDS
B(‘fgg 0 a o
0 1 1

Tabla 4.16: Cédigos del ejemplo 4.18

. Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC dfrec(BC)
bloque convolucional
BEM) a=(1),B=(a* o), d(BE) = 3
Bel) C= <1>, D= (a3 a5) Fuertemente Amin(B1a) = 2
g MDS MDS
d$(Cr) =3
A= (1), B=(a* o). ()
BE® G (B1,) = 4 Fuertemente
3 5 = min =
1 « « df”'ee(Be) 5 M]:1)48 MDS
o ) I 12 No MDS
2
Beéyg 0 1 «
0 of o

Tabla 4.17: Cédigos del ejemplo 4.18

catenaciones 36&2 y Begi) Obtenemos en este caso, que los codigos BCW y Beg_;i
verifican las condiciones del corolario 4.4 y, por tanto, son fuertemente MDS, mientras

que los codigos BC?) y ‘B@g)s son MDS pero no fuertemente MDS.

Ejemplo 4.18: Las tablas 4.16, 4.17 y 4.18 muestran que la concatenacién de un

codigo bloque MDS y un codigo convolucional fuertemente MDS, puede dar lugar a
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4.6 Relaciones entre los diferentes modelos

) Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC diree(BC)
bloque convolucional

e A= (a) B= (1) d5(BC) = 4
el o (1)’ D= (a) Fuertemente dmin(B1o) = 2

sys MDS MDS

) e =
BEE@ Fuertemente
1 . drrec(BC) =8 1 4 (B30) = 3 MDS

o | OO P MDS MDS
Bes s

i 0 1

Tabla 4.18: Cédigos del ejemplo 4.18

codigos no MDS, codigos MDS y codigos fuertemente MDS.

En concreto, para la tabla 4.16, hemos considerado como codigo externo, los codigos
bloque MDS Bi5 (para las concatenaciones BCY y BC?)) y Bs. (para las concatena-
ciones ‘BGS& y Beé?s) y como coddigo interno, el cédigo convolucional fuertemente MDS

C;. En este caso, ninguno de los modelos de concatenacion es MDS.

En la tabla 4.17, hemos considerado como codigo externo, los codigos bloque MDS
By (para las concatenaciones BCY y BC?)) y Bs, (para las concatenaciones ‘B(?g;; y
Beg,)s) y como codigo interno, el codigo convolucional fuertemente MDS C;. Entonces,
los codigos BCW y B(i’g,)s verifican las condiciones del corolario 4.4 y por tanto, son
fuertemente MDS, pero los codigos BC? y Beéi)s no son MDS.

Por ultimo, en la tabla 4.18, hemos considerado como codigo externo el [2, 1]-codigo
MDS By (para las concatenaciones BCY y BC?)) y el [3,1]-codigo MDS B$, (para
las concatenaciones BGS,)S y Beg,)s), y como codigo interno, el codigo convolucional Cy4
(fuertemente MDS). Obtenemos que en este caso, los codigos BCM) y BGS,)S verifican
las condiciones de los corolarios 4.5 y 4.6 y por tanto, son fuertemente MDS mientras
que los codigos BCA?) y Beéil son MDS pero no fuertemente MDS.

Ejemplo 4.19: Las tablas 4.19 y 4.20 muestran que la concatenaciéon de un codigo
bloque MDS (no MDS) y un codigo convolucional no MDS (respectivamente, MDS)

puede dar lugar a codigos fuertemente MDS.

En concreto, en la tabla 4.19 hemos considerado como coédigo externo, los codigos



4 Concatenacion de un codigo bloque y un cédigo convolucional

185

) Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC diree(BC)
bloque convolucional
BeW) A= (a). B=(a), d5(BE) = 4
5 0 C— (1)’ D— (a) Fuertemente Ayin (B11) = 2
Covs MDS MDS
df'r‘ee(eﬁ) =1
A= (o) 7= o).
BER)
1 « dfree(BC) =8 dmin(Bi1) =3 No MDS
C=l|0]|,D=|a MDS MDS
Be2)
Y 0 1

Tabla 4.19: Cédigos del ejemplo 4.19

; Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC dfrec(BC)
bloque convolucional
e A= (a) B= (a) d5(BC) = 4
Fuertemente ) —
pel) C= (1), D= <a> dmin(Bi13) =1
e MDS No MDS
dfree(GS) =3
1= 5= {a)
Be®)
1 [e% dfreE(Be) =6 drmin (23‘193) =2 MDS
@) C = 0 5 D= 6] No MDS No MDS
BE
R 0 1

Tabla 4.20: Cédigos del ejemplo 4.19

bloque MDS B, (para las concatenaciones BC™!) y BC®) y B2 (para las concate-
naciones ‘B(ﬁgg y Begi), y como coddigo interno, el codigo convolucional no MDS Cg.
Obtenemos entonces que los codigos concatenados BCW y 3(3&2 verifican las condi-

ciones de los corolarios 4.5 y 4.6 y, por tanto, son fuertemente MDS. Ahora bien, los
codigos BCR y ’B@g)s son MDS pero no fuertemente MDS.

Para la tabla 4.20 hemos considerado como codigo externo, los codigos bloque no
MDS B3 (para las concatenaciones BCY) y BC?)) y B3, (para las concatenaciones
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4.7 Conclusiones

) Codigo Codigo
Modelo Representacion de BC diree(BC)
bloque convolucional
e A= (a) B= (a) d5(BC) = 4
el C = (1)’ D= (a) Fuertemente dmin(B13) = 1
e MDS No MDS
dfree(eﬁ) =1
A () - ().
BE@ No MDS
1 e’ dfree(Be) =6 dmin(Bf:’,) =2 N
Bes S
i 0 1

Tabla 4.21: Cédigos del ejemplo 4.20

B(i’g% y Beéi)s) y como codigo interno, el cddigo convolucional MDS €5. De nuevo,
los codigos concatenados BCM) y B(‘?S,)s son fuertemente MDS ya que verifican las

condiciones de los corolarios 4.5 y 4.6, pero los codigos BC?) y Begi no son MDS. W

Ejemplo 4.20: La tabla 4.21 muestra que la concatenacion de dos cédigos con no
buenas distancias puede dar lugar a cédigos fuertemente MDS. Hemos considerado
como codigo externo, los codigos bloque no MDS B3 (para las concatenaciones BEM
y BC?)) y B3, (para las concatenaciones fBGg,g y 136532) y como codigo interno, el codigo
convolucional no MDS Cg. Entonces, los codigos BeW y BGS% verifican las condiciones
de los corolarios 4.5 y 4.6 y por tanto son fuertemente MDS, pero los codigos BC? y
B(?g,)s no son MDS. Observemos que en este ejemplo, obtenemos los mismos codigos

concatenados que los obtenidos en la tabla 4.20.

4.7 Conclusiones

En este capitulo hemos caracterizado cuatro modelos de concatenacion en serie de
un cédigo bloque con un cédigo convolucional, introduciendo condiciones para obtener
una representacion entrada-estado-salida minimal y también para que el codigo con-
catenado sea no catastrofico. Del mismo modo, aportamos condiciones para obtener
concatenaciones 6ptimas partiendo incluso de codigos no MDS. Ademaés, teniendo en

cuenta los ejemplos anteriores, podemos conjeturar que si los codigos convolucionales
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BCW y B@g;)s no son MDS, entonces los codigos BC®? y Beéi)s tampoco lo son (véanse
las tablas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 4.12, 4.13 y 4.16). Ahora bien, las tablas 4.8 y 4.14
muestran que si los dos primeros modelos de concatenacion (BC™Y y Begl) son codigos
MDS, las concatenaciones BC®? y Begi pueden ser MDS o bien, teniendo en cuenta
la tabla 4.7, no MDS. Del mismo modo, si los codigos concatenados BCM) y B@g;)s
son fuertemente MDS, entonces los codigos BC?) y Beéi)s pueden ser MDS (véanse la
tablas 4.11, 4.15, 4.18 y 4.19) o bien no ser MDS (véanse las tablas 4.9, 4.10, 4.17, 4.20
y 4.21).

Ahora bien, no podemos obtener una conjetura clara acerca de si el codigo B@g;)s
es mejor (con distancia libre proxima o igual a la cota Singleton generalizada) que el
codigo BCW . Del mismo modo, no podemos afirmar que el codigo Begl sea mejor que
el codigo BCA).

Si bien el hecho de que las palabras codigo de las concatenaciones BC? y Beéi)s
contengan a su vez a las palabras de los codigos constituyentes permite obtener cotas
inferiores de las distancias libres de los c6digos concatenados en funciéon de las de los
codigos externo e interno (relacion que no tenemos para BCM y Begl), tal y como
hemos visto en el teorema 4.18, los codigos BC?) y Beéi)s no pueden tener perfil de
distancia maxima, y por tanto, no pueden ser fuertemente MDS en los casos en que

ambas propiedades sean equivalentes (véase la observacion 4.2).
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Capitulo 5

Concatenacién en paralelo de

codigos convolucionales

What s it indeed that gives us the feeling of elegance in a solution, in a
demonstration? It is the harmony of the diverse parts, their symmetry, their happy
balance; in a word it 1s all that introduces order, all that gives unity, that permits us

to see clearly and to comprehend at once both the ensemble and the details.

—Jules Henri Poincaré

The mathematical sciences particularly exhibit order, symmetry, and limitation;

and these are the greatest forms of the beautiful.

—Aristoteles

5.1 Introduccidén

En 1993 Berrou, Glavieux y Thitimasjshima, presentaron una nueva técnica correc-
tora de errores con un esquema de decodificacion iterativa asociado [13], que significo
una revoluciéon en el campo de la codificacion de canal. Estos cdédigos fueron llamados
turbo coédigos y se conciben actualmente como el método mas eficaz de generacion

de codigos con una alta capacidad de correcciéon de errores.

A finales de 1998 los turbo c6digos comenzaron a considerarse en la estandariza-
cion del sistema UMTS (Universal Mobile Telecommunications System). Inicialmente
se propusieron tres alternativas: turbo codificacién convolucional en paralelo, turbo
codificacion convolucional en serie y turbo codificacion bloque. Finalmente, se decidié

optar por la turbo codificacion convolucional en paralelo, y ésta, junto a la codificacion

189
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convolucional convencional, son las estrategias de codificacion de canal consideradas
actualmente en el foro 3GPP (3rd Generation Partnership Project), encargado de la
estandarizacion de UTRA (UMTS Terrestrial Radio Access) [110, 111]. Es mas, los
turbo codigos se han convertido en un elemto imprescindible en las comunicaciones
inaldmbricas, via satélite modernas y en comunicaciones en el espacio no sélo por
la correccion de errores sino también porque necesita menos potencia de transmision

[16, 33, 34].

Los turbo codigos son codigos convolucionales obtenidos de la concatenacion de
dos o mas codigos convolucionales recursivos sistematicos separados por un entrela-
zado, cuya palabra codigo esta formada por el vector de informacion y el vector de
paridad de los dos codigos constituyentes. Costello, Massey, Collins y Takeshita [28|
propusieron la posibilidad de emplear codigos recursivos no sistematicos para los turbo
codigos. Es mas, Costello, Cabral y Takeshita [29] mostraron que empleando codigos
recursivos no sistematicos en los turbo codigos se podia alcanzar distancias libes mas
grandes que usando c6digos recursivos sistematicos. Ahora bien, los turbo codigos for-
mados por codigos constituyentes recursivos no sistematicos no convergen tan bien con
decodificacion iterativa como lo hacen los formados por codigos recursivos sisteméti-
cos. Garello, Pierleoni y Benedetto [43], implementaron un algoritmo para computar la
distancia libre de codigos concatenados en paralelo y en serie con intercalados, siendo
éste aplicado por primera vez a casos practicos de interés relevante, tales como el estan-
dard Comité Consultivo para Sistemas de Datos Espaciales (CCSDS) y el estandard
UMTS/3GPP para las comunicaciones personales de tercera generacion [86, 103, 114].
Los turbo codigos han sido ampliamente estudiados, siendo la bibliografia asociada
muy extensa (véase por ejemplo, [6, 7,9, 10, 12, 43, 103, 110, 111, 114]).

Wu y Valenti [115] mostraron que los codigos convolucionales concatenados en pa-
ralelo pueden ser modelizados como un caso especial de codigos convolucionales con-
catenados en serie. En esta linea, Divsalar y Pollara [35] muestran la posibilidad de
codigos concatenados hibridos, que combinan las concatenaciones en serie y en paralelo
de codigos convolucionales de manera que se alcanza un rendimiento satisfactorio en

todas las regiones SNR (Signal to Noise Ratio).

En este capitulo, analizamos cuatro modelos de concatenacion en paralelo de codigos
convolucionales desde el punto de vista de sistemas. Comenzamos describiendo, en la
seccion 5.2, dos modelos de concatenacion, uno de ellos empleado en la teoria cléasica de
control, obteniendo la representacion entrada-estado-salida de dichos modelos, asi como

condiciones para obtener tanto la controlabilidad del par (A, B) como la observabilidad



5 Concatenacién en paralelo de cédigos convolucionales 191

del par (A, C) (siendo A, B, C'y D las matrices que describen las concatenaciones).
En la seccion 5.3 presentamos la construccion de un coédigo convolucional obtenido
al concatenar de forma paralela codigos convolucionales, de manera que el vector de
entrada se subdivide en varios vectores que son entonces codificados por los codigos
de la concatenacion. Estudiamos entonces este modelo de concatenaciéon, obteniendo
propiedades de su matriz generadora y de su representacion entrada-estado-salida en
funcion de las propiedades de los co6digos constituyentes. Finalmente, en la seccion 5.4,
analizamos el c6digo warp descrito en la seccion 1.6 desde el punto de vista de sistemas

lineales.

5.2 Modelos de concatenacién en paralelo

En esta seccion, analizamos dos modelos de concatenacion en paralelo de dos codigos
convolucionales desde el punto de vista de la teoria clasica de sistemas. Consideramos
la concatenacién en paralelo empleada normalmente en teoria de sistemas lineales, si
bien ésta no es utilizada en la teoria de codigos, ya que no da lugar a codigos 6ptimos.
Esto motiva la construccion del segundo modelo de concatenacion en paralelo, en el que

podemos obtener codigos con distancia libre superior a la de los cédigos constituyentes.

Denotamos por €; y €y los codigos constituyentes. También denotamos por xgl), ugl),
ylfl) y 'Ut(l), para [l = 1,2, el vector de estados, el vector informacion, el vector de paridad,
y la palabra codigo, respectivamente, de €;. En los dos modelos de concatenaciéon en
paralelo, las palabras codigo vgl) y vt@ de C; y Gy, respectivamente, vienen dadas por

las expresiones

y(l) y(2)
vt(l) ! y ’Ut(z) =7 . (5.1)
NO 0
t t

Entonces, x;, us, y; v vy son el vector de estados, el vector informacion, el vector de
paridad, y la palabra cédigo, respectivamente, del correspondiente modelo de codigo

concatenado que estemos tratando.

Denotamos por T1(z), Ty(z) y T(z) la funcién de transferencia del codigo Gy, del
codigo €, y del codigo concatenado correspondiente, considerado como un F-subespacio

vectorial de F" (véase la seccion 1.5), respectivamente.
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B e1
(n, k)
1 2
“ i 4o
B e2
(n.k) »

Figura 5.1: Cédigo concatenado PG

5.2.1 Representacién entrada-estado-salida

Modelo 1

El primer tipo de concatenacion en paralelo que estudiamos es el empleado en la
teoria de control en el espacio de estados. Consideremos dos codigos C; y Cs de tasa k/n.
Entonces, el vector informacion u,; es codificado por los dos cédigos convolucionales, de
manera que

up = ugl) = ugz), (5.2)

y la palabra c6digo de la concatenacion esta formada por la suma de los vectores de

paridad de los codigos constituyentes y el vector informacion (véase la figura 5.1)

(1) (2)
_l_
’Ut — yt yt ) (53)

Uy

Denotamos por PCY) el codigo concatenado obtenido. Observemos entonces que el

estado del sistema es la uniéon de los estados de los codigos constituyentes

o2

)

(5.4)

T =

y el vector de paridad 1y, de PCM) es la suma de los vectores de paridad de C; y G,
ve= (" +4). (5.5)

El teorema siguiente proporciona la representacion entrada-estado-salida para el
codigo concatenado PCY) en funcion de la representacion entrada-estado-salida de los

codigos constituyentes.
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DEMOSTRACION: De la expresion (1.11) tenemos, para el codigo Cy,

i = A + Bruf?,

u' = Ciay + Dy,
y para el codigo Co,

x,g?l = Agx?) + BgUiQ),

yt(2) = C’Qx,?) + D2u£2).

Ahora bien, teniendo en cuenta las expresiones (5.2), (5.4) y (5.5), la representacion
entrada-estado-salida del codigo concatenado PC™) viene dada por
Ay O By

Tl = T + Ug,
Ay B, O

Y = (02 01) 7+ (D1 + DQ) s,

Empleando el resultado anterior y el teorema 1.12, obtenemos la funcion de trans-
—~ (1
ferencia T'(z) asociada al codigo convolucional fPG( : en términos de las funciones de

transferencia asociadas a los codigos constituyentes (considerados como F-subespacios

vectoriales de F7).
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Segun la expresion (5.6), la matriz D de la representacion entrada-estado-salida del
codigo concatenado PCM es la suma de las matrices Dy y D de las representaciones
de C; y Cy, respectivamente. Esto significa que en ciertos casos, la concatenacion da
lugar a codigos con mala distancia libre, como ponemos de manifiesto en el ejemplo

siguiente.

Ejemplo 5.1: Supongamos ahora que F = GF(2) y consideremos el (4,2, 1)-codigo
C1(Ay, By, Cy, Dy) descrito por las matrices

A1=<1), B1=<1 1), C, = (1) y D1=<1 1).

Observemos que el par (A;, By) es controlable y el par (A;, C}) es observable. Ademas,
dfrec(Cr) = 2.
Sea Cy(Asg, By, Cy, Dy) el (4,2,1)-codigo descrito por las matrices

142=:(1), By = (1 0), Co = ? y Ds= (0 1).

Entonces, el par (As, By) es controlable y el par (A, Cs) es observable. Ademaés,
dfree(62> = 3.
Por otro lado, aplicando el teorema 5.1, la representacion entrada-estado-salida del

codigo concatenado PCM (A, B, C, D) de tasa 2/4, viene dada por las matrices

A= PR e IO y D:@,@.

Observemos que el par (A, B) es controlable y el par (A, C) es observable. Ademaés,
dfree(fPG(l)) = 3, de donde tenemos que la distancia libre de PCM coincide con la
distancia libre de Cs, es decir, no hemos mejorado la distancia libre. Es més, en este

caso, la cota Singleton generalizada es 7, que dista mucho de dfree(?e(l)). ]

Modelo 2

Como acabamos de ver, la concatenacion segin el modelo 1, no proporcinona, en
general, codigos 6ptimos o con distancia libre proxima a la cota Singleton generalizada.

Esto nos induce a considerar un nuevo modelo de concatenaciéon en paralelo en la
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(2)

B 62 Yt =
(nQ) k:)
Ut
(1)
B e1 Yt =
(n17 k) Uy

Figura 5.2: Cédigo concatenado PC?)

que el vector de paridad no sea la suma de los vectores de paridad de los codigos
constituyentes (y por tanto, la matriz D no sea la suma de las matrices correspondientes
de los codigos que forman la concatenacion). En este nuevo modelo, que denotamos
por PC?) | consideramos dos codigos C; y Cy de tasas k/ny y k/ns, respectivamente. El

vector informaciéon wu; es codificado por los dos codigos convolucionales y, por tanto,

w = =, (5.7)

pero en este caso, la palabra codigo esta formada por los vectores de paridad de C; y
Cs vy la entrada u, (véase la figura 5.2), es decir,

2
"

v= 4P ]. (5.8)

Uy

Tal y como teniamos para el codigo PC1)| el estado x; del codigo concatenado PC2)

es la unién de los estados de C; y C,,

(2)

Ly
:L't g (1) y (59)
Ly
pero en este caso, el vector de paridad 1, de PC? viene dado por
)
=" (5.10)
1)
Yt

La representacion entrada-estado-salida del codigo concatenado PC?) viene dada en
funcion de la representacion entrada-estado-salida de los codigos constituyentes, como

vemos en el teorema siguiente.
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DEMOSTRACION: De forma anéloga al teorema 5.1, tenemos que

371(521 = Alxil) + Blu,gl), a:l(i)l = A2$§2) + BQu§2),
Z/t(l) = Cll‘il) + Dluil), Z/t(z) = 0290752) + D2U§2)-

Entonces, teniendo en cuenta las expresiones (5.7), (5.9) y (5.10), la representacion

entrada-estado-salida del codigo concatenado PC? viene dada por

Ay, O By
Tty1 = Ty + Ut,
O Al Bl
]
Cy, O D,
Yp = Ty Uy
o ¢, D,

Tal y como tenfamos para el modelo anterior, la funciéon de transferencia del co-
. . —2) L . .
digo convolucional PC ~ viene dada en términos de las funciones de transferencia de

los codigos constituyentes (considerados como F-subespacios vectoriales de F"), como

muestra el resultado siguiente.
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5.2.2 Controlabilidad

En esta seccion, estudiamos las condiciones que deben verificar las matrices A;, By,
Cyy Dy, paral = 1,2, que describen los codigos constituyentes para obtener una repre-
sentacion minimal del c6digo concatenado. Como podemos observar en las relaciones
(5.6) y (5.11), las matrices A y B de los codigos PC) y PC?) tienen la misma estruc-
tura (obsérvese que A y B son matrices de tamanos d X § y d X k, respectivamente, en
ambos modelos de concatenacion). Por tanto, dado que los resultados que presentamos
en esta seccidon son validos para ambos tipos de concatenacion, denotamos por PCC
el codigo concatenado PCH) descrito por la expresion (5.6), asi como el codigo PC2)
descrito por la expresion (5.11). Consideramos entonces C; un (nq, k, ;)-codigo y Cy un
(ng, k, 63)-codigo, teniendo en cuenta que para la concatenacion PC1)| se debe verificar

la condicién n; = na.

El ejemplo siguiente muestra que no es suficiente con que los pares (A;, B;), para
[ = 1,2, de los codigos constituyentes sean controlables para que el par (A, B) del

codigo concatenado PCC sea controlable.

Ejemplo 5.2: Consideremos el cuerpo F = GF'(9). Como dijimos en la seccion 1.1,

suponemos que « es un elemento primitivo de F, con a? + a + 2 = 0.
Consideremos un (8,4, 1)-codigo C;(A;, By, C1, Dy) sobre F, donde

a=(a), B=(1 000

y C1 v Dq son matrices arbitrarias de tamanos 4 x 1 y 4x4, respectivamente. Observemos

que (Aj, By) es controlable.
Sea Cy(As, By, Cy, Do) un (8,4, 2)-codigo sobre F descrito por las matrices

A2: ) BQZ )

siendo (s v Dy matrices arbitrarias de tamanos 4 x 2 y 4 x 4, respectivamente. Clara-

mente, el par (Ag, By) es controlable.

Por otro lado, aplicando los teoremas 5.1 y 5.3, las matrices A y B de la represen-

tacion entrada-estado-salida de los codigos concatenados PCH) y PC?) | son
3 a7 1

A=|a° a® 0 y B=|a® a* 1 «a

0 0
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Pero el par (A, B) no es controlable, ya que

1 a 0 a o o 1
rg(a[—A B)zrg a a2 0 a® ot 1 al=2#3.
O 0 0o 1 0 0 O m

Por tanto, necesitamos condiciones adicionales para las matrices que describen los
codigos €y y €y para obtener la controlabilidad del par (A, B) del codigo concatenado.

En concreto, tenemos el resultado siguiente, analogo al teorema 3.5.

Teorema 5.5: Sean C1(Ay, By, C1,D1) un (ng,k,0d1)-cddigo, Cy(As, By, Cy, Dy) un
(ng, k, d)-codigo y PCC el cidigo concatenado correspondiente. Si rg(B) = 61 + 0o,

entonces (A, B,C, D) es una representacion minimal de PCC con complejidad 61 + 0.

Observacion 5.1: Notemos que la condicion rg(B) = 07 + d5 del teorema 5.5 implica,
en particular, que rg(By) = 6; y rg(By) = do. Por tanto, (A;, B;) es controlable, para
1=1,2. m

Observacion 5.2: El ejemplo 5.2 muestra también que el reciproco de la observa-
cion 5.1 no es cierto en general, ya que el par (A;, B;) es controlable, para [ = 1,2, pero

5.2.3 Observabilidad

En esta seccion nos centramos en las condiciones que deben verificar las matrices
que describen los codigos constituyentes para que el par (A, C') de los codigos conca-
tenados PCM y PCA) sea observable y, por tanto, la matriz generadora inducida por
la realizacion sea no catastrofica. Observemos que, a diferencia de como teniamos con
la matriz B, la matriz C' es diferente segin el modelo de concatenaciéon que estemos
estudiando. Por tanto, tenemos resultados diferentes para la observabilidad de cada

modelo.

El ejemplo siguiente muestra que no es suficiente con que el par (A;, (), para
[ =1,2, de los codigos constituyentes sea observable, para que el par (A, C') del codigo

concatenado PCY sea observable.

Ejemplo 5.3: Sea a un elemento primitivo de F = GF(9), como en el ejemplo 5.2.
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Consideremos un (8,4, 1)-codigo C;(Ay, By, Cy, Dy) sobre F, donde

o o O =

y By y Dy son matrices arbitrarias de tamanos 1 x4 y 4 x4, respectivamente, tales que el
par (Aj, By) sea controlable, para lo cual, bastaria con tomar, por ejemplo, B; = <1)

Observemos que (Aj, Cy) es observable.

Sea Cy( Az, By, Cy, D) un (8,4, 2)-codigo descrito por las matrices

e

ab b o? o

= s YL (ery 5.7
a’ « a® «a

1 «

siendo By y Dy matrices arbitrarias de tamanos 2 X 4 y 4 X 4, respectivamente, tales

que el par (Ay, Bs) es controlable, para lo cual, bastaria con tomar, por ejemplo, la

. 1 0 0 o
matriz By = . Notemos que el par (Ay, Cy) es observable.

01 o o
Por otro lado, aplicando los teoremas 5.1 y 5.3, las matrices A y C' de la represen-

tacion entrada-estado-salida del codigo concatenado PCM) son

o 1 1
ab a® 0
a2 o 0
A=1a" o® 0 y C=
ab a” 0
0 0 «
a 0
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Pero el par (A, C') no es observable, ya que

1 a 0
a o® 0
0
rg ol =4 =rgla® 1 1|=2#3.
¢ a? o® 0
ab o’ 0
a 0

Ahora bien, si la matriz C' del codigo P tiene rango completo por columnas, en-
tonces el par (A, C') es, claramente, observable. Tenemos entonces el resultado siguiente,

cuya demostracion es similar a la del teorema 3.9, de modo que la omitimos.

Teorema 5.6: Sean C(Ai, B1,C1,Dy) un (n,k,d;)-cidigo, Co(As, By, Cy, Dy) un
(n, k, 8)-cddigo y PCY) el cidigo concatenado de tasa k/n descrito por las matrices
dadas por la expresion (5.6). Sirg(C) = 01 + d2, entonces el par (A, C) es observable.

Si bien el ejemplo 5.3 mostraba que siendo el par (A4;, C;) observable, para [ = 1,2,
el par (A, C) del codigo PCY) no era necesariamente observable, para el modelo PC?)

no tenemos el mismo resultado.

Ejemplo 5.4: Sea «, como en el ejemplo 5.2, un elemento primitivo de F = GF(9).
Sea C1(Ay, By, C1, D) un (8,4, 1)-codigo descrito por las matrices A; y C; del ejem-

plo 5.3, siendo By y D; matrices arbitrarias de tamanos 1 x 4 y 4 x 4, respectivamente,

tales que el par (A;, B;) sea controlable (basta con tomar, por ejemplo, By = <1>)
Sea Cy(Ay, By, Co, Do) un (8,4, 2)-codigo descrito por las matrices Ay y Cy del

ejemplo 5.3, siendo By y D, matrices arbitrarias de tamanos 2 x 4 y 4 x 4, res-

pectivamente, tales que el par (A,, By) es controlable (consideremos, por ejemplo,

1 0 0 o
BQ - )

01 a* o

Teniendo en cuenta el teorema 5.3, las matrices A y C' del codigo concatenado PC®)
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son
(aG 1 O\
a2 a® 0
ab a” 0
ab a0
1 o O
A=1a® a® 0 y C=
0 0 1
0 «
0 0 O
0 0 O
\0 0 0

Observemos que rg(C') = 3, de donde

2l — A _
=3=0+0 para todo z €T,

es decir, el par (A4, C) es observable. |

Podemos generalizar este resultado para cualesquiera que sean los codigos C; y Gy
tales que el par (A;, C}) es observable, para | = 1,2, como ponemos de manifiesto en el

resultado siguiente.

DEMOSTRACION: Como el par (A4;,C;) es observable, para [ = 1,2, tenemos que

zl — Al —
rg =0, paratodo z € I,
Gy
de donde
ZI(;l — Az O
2l — A @] 215, — Ay _
rg =1g =01 + 0y para todo z € F.
C Cy O
O C

Por tanto, el par (A, C') es observable. O
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5.2.4 Distancias columnas y distancias libres

Tal y como vimos en el ejemplo 5.1, la distancia libre del codigo PC1) no superaba
las distancias libres de los codigos constituyentes y, por tanto, no podiamos obtener
buenos codigos de esta concatenacion en paralelo. Ahora bien, observemos que, segin
la expresion (5.8), la palabra codigo v, de PC® viene dada por

2
v

ve= |y

Uy

es decir, contiene tanto a la palabra codigo de C; como a la palabra codigo de Co
(véase la relacion (5.1)). Esto nos permite obtener una cota inferior para la distancia
libre de PC?) en funcién de las distancias libres de los codigos de la concatenacion.

Comenzamos con un lema técnico, previo al resultado principal sobre d free(fPG(z)).

Lema 5.1: Sea PC? el cidigo dado por el teorema 5.3 al concatenar el cidigo G, v el

codigo Cy. Entonces

d5(PC®) > max {d5(Cy),d5(€2)}  paraj=0,1,2,... (5.12)

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta las relaciones entre y, yi ), y,@; Uy, ugl), u§2) y

Uy, 'Ut(l), vt@) dadas por las expresiones (5.1), (5.8) y (5.10), tenemos que

J J J J J
> wtue) + Y wilyn) = D wi(w) + Y wily ) + D wi(y?)
t=0 t=0 t=0 t=0 t=0
J J
> Z wt(ul) + Z Wt(yil)).
t=0 t=0

Asi pues, de la expresion de la distancia columna d?(’P@(Q)) en términos de la represen-

tacion entrada-estado-salida dada por la relacion (1.19), obtenemos que

dj(?@(Q — 33;% {Zwt (uy) +Zwt () }
J
> min {Zwt +Zwt(y§1))}
=0

<1>¢0
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= d5(ey) (5.13)

_ @
ya que ug = u .

Analogamente, de las expresiones (5.1), (5.8) y (5.10), tenemos que

J J J J J

S wtue) Y wt(y) = Y wi(u) + > w(y) + Y wi(y?)

= d5(Cy), (5.14)
)
ya que up = ug .

Finalmente, de las desigualdades (5.13) y (5.14), obtenemos la desigualdad (5.12).00

Ahora bien, si rg(D;) = k o bien rg(Dy) = k, tenemos un refinamiento de la cota

dada en el lema 5.1, como muestra el resultado siguiente.
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DEMOSTRACION: (a) Procediendo de manera anéloga a la demostracion del lema 5.1,

tenemos que

J J J J J
S wtue) Y wt(y) = Y wiut) + > w(y) + Y wi(y?)
t=0 t=0 t=0 t=0 t=0

j
> wt(uy” +Zwt N+ wi(y(?).
t=0

Ahora, como y((f) = DQUéz) (por ser xé) = 0) y rg(D2) = k, tenemos que yo ) £ 0

y solo si ug = qu) # 0. Por tanto, de la expresion de la distancia columna d5(PC 2))
en términos de la representacion entrada-estado-salida dada por la relacion (1.19),

obtenemos que

> d°(Cy) + 1 (5.18)

ya que ug = uo Obtenemos entonces la desigualdad (5.15) de la expresion (5.14) y de
la relacion (5.18).

(b) Del mismo modo que en el apartado anterior, tenemos que

(1 _

Pero al ser y, Dlu( y rg(Dq) = k, entonces yo 7é 0 siy solo si wuy () — ug # 0. Por

tanto, de la expresion de la distancia columna d;(iPG(Q ) en términos de la representacion

entrada-estado-salida dada por la relacion (1.19), obtenemos que

d5(Pe) ixg;é%{Zwt ) Z t(yt)}

=0

> mln {iwt +ZWt +Wt(yél))}

t

> dj(Gg) +1 (5.19)
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ya que ug = u((f). La desigualdad (5.16) se obtiene entonces de la expresion (5.13) y de

la relacion (5.19).

(c) La desigualdad (5.17) se obtiene como consecuencia directa de las desigualdades
(5.18) y (5.19). O

Como consecuencia inmediata de los lemas anteriores y de la expresion de la dis-

tancia libre en términos de la representacion entrada-estado-salida dada por la relacion

(1.5), obtenemos el resultado siguiente.

5.3 Concatenaciéon en paralelo por bloques

En esta seccion, describimos un nuevo codigo convolucional obtenido de la conca-
tenacion en paralelo de varios codigos convolucionales (véase [21]). En este caso, la
palabra codigo se subdivide en bloques de tamanos acorde con la dimension de las
entradas de los codigos constituyentes. A diferencia de los modelos PCM) y PCX) en
el modelo que describimos en esta seccion los codigos que forman la concatenacion

codifican parte del vector informacion.

Consideremos un (n;, k;, §;)-codigo C;, para j = 1,2,..., s, generado por la matriz

G,(z) y sea
k= Z k; y n= an.
j=1 j=1

Definimos un nuevo cédigo convolucional PC®) de tasa k/n obtenido de la concatena-
cién en paralelo de los codigos C;, para j = 1,2,...,s, cuya matriz generadora viene
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dada por
Gi(z) O O
O Gz O
G(z) = .( )
O O - Gs(2)
= diag (G1(2), Ga(2),...,Gs(2)) . (5.20)

Decimos entonces que el codigo PC®) se obtiene de la concatenaciéon en paralelo por
bloques de los codigos C;, para j =1,2,...,s.

5.3.1 Propiedades estructurales de PC®)

A continuacion, analizamos las propiedades de la matriz generadora G(z) de PC®),
Debido a la estructura de dicha matriz, el codigo convolucional PC®) va a heredar
todas las propiedades de los codigos que lo forman. El siguiente resultado muestra que

la equivalencia entre dos matrices generadoras de PC®) viene dada por la equivalencia

entre las matrices generadoras de los coédigos consituyentes.

DEMOSTRACION: Silas matrices G§-1) (2)y Gf) (z) son equivalentes, para j = 1,2,...,s,
existe una matriz unimodular U;(z) de tamano k; x k; tal que

G(2) = GP(2)U;(2),

J

para j =1,2,...,s. Asi,
G(z) = diag (G1(2), G (2), ... G (2))
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— diag (G&”(z)Ul(z), GP (2)Us(2), ... ,G@(zws(z))

— diag (G§2>(z), a0, ..., Gg2>(z)) diag (U1 (2), Us(2), . .., Us(2))

=GP (2)U(2),
siendo U(z) = diag (Ui(z),Ua(2),...,Us(z)) una matriz unimodular ya que U;(z) es
unimodular, para j = 1,2, ..., s. Por tanto, tenemos que G (z) y G®(z) son matrices
equivalentes. O

Ahora bien, el codigo concatenado PC® no s6lo hereda las propiedades de equiva-
lencia de matices de los codigos constituyentes, sino que también hereda las propiedades

relacionadas con matrices minimales, como mostramos en el siguiente resultado.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta el teorema 1.3, G(D) es una matriz minimal si

y s6lo si la matriz
[G(2)]n = [diag (G1(2), G2(2), - - ., Gs(2))]n
= diag ([G1(2)]n, [G2(2)n, - - - [Gs(2)]n)

tiene rango completo. Ahora bien, dada la forma de la matriz G(z), esto es equivalente
a que la matriz [G;(2)], tenga rango completo, para j = 1,2,...,s, es decir, a que la

matriz G(z) sea minimal, para j = 1,2,...,s. O

Dado que el grado de una matriz generadora minimal es precisamente el grado
del codigo PCP) | obtenemos, aplicando el teorema anterior, que el grado del codigo

concatenado PC®) viene dado por la suma de los grados de los codigos constituyentes,

como ponemos de manifiesto en el resultado siguiente.
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DEMOSTRACION: Sea G;(z) una matriz minimal de C;, para j = 1,2, ..., s. Aplicando

el teorema 5.10, tenemos que G(z) = diag (G1(z),G2(2),...,Gs(2)) es una matriz

minimal de PC®) . Por tanto, los indices de Forney de este codigo son

(egl), e§2) o egkl), egl), 652), . ,egkz), . ,egl), e§2> . ,egks))
y el grado viene dado por § = Z 0;. OJ
j=1

Por ultimo, notemos que la distancia libre del codigo PC®) viene dada, de forma
trivial, por el minimo de las distancias libres de los c6digos constituyentes,
3 .
dfree(fpe( )) = 1§j123 dfree(C;)-
Por tanto, PC® nunca puede ser un codigo convolucional MDS. Si bien éste no es un
c6digo convolucional 6ptimo, se puede emplear para la decodificacién en paralelo, tal

y como se emplean los codigos woven.

5.3.2 Representacion entrada-estado-salida de PC®)

Una vez hemos analizado las propiedades relacionadas con las matrices generadoras

de PC®), pasamos a describir este codigo desde el punto de vista de sistemas lineales.

Denotamos por xil), ugl), yt(l) y vt(l) el vector de estados, el vector informacion, el vec-

tor de paridad y la palabra coédigo, respectivamente, del coédigo C;, para
[ =1,2,...,s. Del mismo modo, x;, u, y; v v; son el vector de estados, el vector
informacion, el vector de paridad y la palabra cédigo, respectivamente, del codigo con-
catenado PCG).

~ (3
Ti(z) y T(z) denotan las matrices de transferencia de los codigos C; y TPG( ), respec-

tivamente, para [ =1,2,...,s.
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Yy
N
(m7 kv 51)
uf? e, y
Uy > >
> (na, k2, d2)
uy” e, u
> —
(ns’ ks’ 63)
Ut

Figura 5.3: Cédigo concatenado PCG)

Segtin el modelo de concatenacion PCA)| el vector informacion u; se divide en blo-

ques de longitud k;, para [ =1,2,...,s,
up = (uﬁ”,u@, . ,u§5)> : (5.21)

de manera que el vector ugl) € F* es codificado por el codigo G, para |l = 1,2,...,s.

El estado de la concatenacion es la union de los estados de los codigos constituyentes,

)

o2

Ty = i (5.22)
)
y el vector de paridad y; viene dado por (véase la figura 5.3)

w"

y

y,”
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La representacion entrada-estado-salida de este cddigo viene dada en funciéon de

la representacion entrada-estado-salida de los codigos constituyentes, como muestra el

resultado siguiente.

DEMOSTRACION: De la expresion (1.11) tenemos que el codigo C;, para j =1,2,...,s,

esta descrito por el sistema lineal
D = A+ Bl
yt(J) = ij,g]) IR Dj’lj,g]).

Ahora bien, teniendo en cuenta las expresiones (5.21), (5.22) y (5.23), la representacion
entrada-estado-salida del codigo concatenado PC®)(A, B, C, D) viene dada por
Tiy1 = dlag (A17 A27 - aAS) Tt + dlag (Bh BQ: & ) Bs) Ut,

O
Y = dlag (Cl, Cg, e ,Cs) Tt + dlag (Dl, DQ, - Ds) Ut.

., . PET=~ ) R A
La funcién de transferencia del codigo PC ~ viene dada en términos de la fun-
cion de transferencia de los codigos constituyentes (considerados como F-subespacios

vectoriales de "), como mostramos en el teorema siguiente.

Teniendo en cuenta la expresion (5.24) de las matrices A, B, C'y D que describen
el codigo concatenado PC®) obtenemos, de manera trivial, que las propiedades de
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controlabilidad y observabilidad de los codigos constituyentes, son heredadas por el

codigo concatenado.

Teorema 5.13: Si PCO)(A, B,C, D) es el cidigo de tasa k/n obtenido de la con-
catenacion en paralelo por bloques de los (nj, kj, d;)-codigos C;(A;, Bj, C;, D;), para
3=1,2,... 5, entonces:

(a) (A, B) es controlable si y solo si (A;, B;) es controlable, para j =1,2,...,s.

(b) (A,C) es observable si y sdlo si (A;,C;) es observable, para j =1,2,...,s.

5.4 Cdédigos convolucionales woven desde el
punto de vista de sistemas lineales

En esta seccion, estudiamos los codigos convolucionales woven empleando herra-
mientas de la teoria clasica de sistemas. Obtenemos la representacion entrada-estado-
salida tnicamente del warp descrito en la seccion 1.6.2, ya que la seccién 3.3, nos
proporciona tanto la realizaciéon de un co6digo convolucional woven con warp externo
o bien con warp interno, como la del twill (observemos que estos codigos correspon-
den a la concatenacion en serie SC¥ descrita en la seccion 3.3.1, cuya representacion

entrada-estado-salida viene dada por el teorema 3.17).

A lo largo de esta seccién, denotamos por xgl), ugl), yt(l) y Ulfl), el vector de estados,

el vector informacion, el vector de paridad, y la palabra cédigo, respectivamente, del
codigo C,(A;, B, Cy, Dy), para | = 1,2,...,1,, siendo [, el nimero de codigos que
componen el warp.

También, denotamos por x;, us, y; v vy el vector de estados, el vector informacion, el
vector de paridad, y la palabra codigo, respectivamente, del warp C* (A", B¥,C", DV).

Finalmente, T}(z) y T'(z) son las funciones de transferencia asociadas a los codigos
Ci(A;, B, Cy, D)) y C¥(AY, B¥,C", D), respectivamente, para | = 1,2,... 1.

Recordemos, como ya se comentd en la seccion 1.6, que el codigo warp nunca es
MDS, ya que su distancia libre es el minimo de las distancias libres de los cédigos

constituyentes.
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5.4.1 Warp formado por cédigos convolucionales idén-
ticos

Consideremos en primer lugar que el warp C¥ (A", BY,C", D") esta formado por
l, codigos convolucionales C(A, B, C, D) idénticos, con matriz generadora G(z). La
relacion (1.25) muestra la expresion de la matriz generadora del warp en funcion de la

matriz generadora de los codigos constituyentes,
G(2)=G(>2)®1I,,. (5.25)

Dado que ésta viene dada a través de un producto de Kronecker, emplearemos las
propiedades de este caso especial de producto tensorial descritas en la seccion 1.6.1.
Denotamos entonces el vector de estados y el vector de paridad del (n,k,d)-codigo
C(A, B,C, D) que forma el warp por

xlEl,l) (1,1)

Yy
(2,1) (2,1)
1 Ty 1 Yt
U O I e
9,1 n—k,1
o) o

Del mismo modo, T} (z) denota la funcion de transferencia asociada a @(A, B,C,D).

Observemos que, segun la construccion del warp dada en la seccion 1.6, el vector
informacion, el vector de estados y el vector de paridad del codigo C¥(A™, B¥, C*, D)
vienen dados por

w=ulel, w=t"oh, ¢ yp=y" I, (5.26)

respectivamente. El resultado siguiente proporciona la representacion entrada-estado-

salida del warp formado por codigos convolucionales idénticos.
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DEMOSTRACION: De la expresion (1.11) tenemos, para el codigo C(A, B, C, D),
xwg-li-)l = Alfﬂgl) + Blu§1)>
yt(l) = Clxl(tl) + Dlu,gl),

Ahora bien, teniendo en cuenta la expresion (5.26), asi como las propiedades (b) y (c)
del producto de Kronecker (véase la seccion 1.6.1), la representacion entrada-estado-
salida del codigo C¥ (A", B¥,C", D") viene dada por

1 =2ty ® I, = (Az{" + Bul") ® I,
= Ax,gl) ® I, + Bugl) ® I,
=(Ae,) " e L,)+Beh,)(w el,)
= (A1) + (B® I,)u,
Yy = y§” ® I, = (C’xl(tl) + Dugl)) ® I,
=ciVeIl, +Du" eI,
=C®L)"en)+Del,)uwern,)

= (C X Ilw)!Et + (D X Ilw)ut. O

La funcion de transferencia del codigo @“’(A“’, BY,C" D") viene dada en términos
de la funciéon de transferencia de C(A, B,C, D), como ponemos de manifiesto en el

resultado siguiente.

A continuacion, estudiamos las condiciones que deben verificar las matrices A, B,
C'y D que describen el codigo € cuya concatenacion en paralelo da lugar al warp para
tener una representaciéon minimal de €, de manera que la matriz generadora inducida
por la realizaciéon sea no catastrofica. Como vemos en los resultados siguientes, las
propiedades de controlabilidad y observabilidad de C(A, B, C, D) son heredadas por el
warp C¥(AY, B¥,C", D").
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DEMOSTRACION: (a) Como (A, B) es controlable, por el test PBH (véase la sec-

cion 1.5), sabemos que

rg(z](;_A B)zé para todo z € F.

Entonces, teniendo en cuenta las propiedades (b), (g) y (h) del producto de Kronecker
dadas en la seccion 1.6.1, tenemos que, para todo z € F,

g (ln, — A* B*) =18 (el ], ~Aeh, Bol,)
((st —A)elL, B® Ilw)

g ((z1s-A B)®1L,)

(

vg (=1~ A B)ra(L,)

Ol

y, en consecuencia, el par (A", B¥) es controlable.

(b) Mediante un razonamiento anélogo al anterior pero ahora sobre la matriz

Zlélw — AY
, obtenemos que el par (A%, C") es observable. O
C'LU

5.4.2 Warp formado por cédigos convolucionales dis-
tintos

Consideremos ahora que el warp esta formado por la concatenacion en paralelo de
l, codigos convolucionales C;(A;, By, C), D;) distintos pero con la misma tasa k/n y
misma complejidad ¢ y con matriz generadora G(z), para l = 1,2,...,1,. Entonces,
de la relacion (1.26), obtenemos que la expresion de la matriz generadora del warp
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CY(A¥, BY,C", D") es
GU(2) = Gi(z) ® diag(er), (5.27)

donde e; denota el vector que tiene un 1 en la [-ésima componente y 0 en el resto de
las componentes.
En el caso que nos ocupa, el warp esta formado por [, codigos distintos, de mo-

do que el vector informacion, el vector de estados y el vector de paridad del codigo
C¥(A™¥, B¥,C", D") vienen dados por

lw
Uy = Z ul(fl) ® diag(er),
=1

lw
T = ngl) ® diag(e;) (5.28)

=1

lw
Y = Z y @ diag(e)),
=1
respectivamente.

La representacion entrada-estado-salida del warp formado por [, coédigos distintos
viene dada, como en el caso en que los c6digos son idénticos, en funcion de la represen-

tacion entrada-estado-salida de los codigos constituyentes, como muestra el resultado

siguiente.
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DEMOSTRACION: De la expresion (1.11) tenemos, para el codigo C;(A, B, C, D),
xﬂl = A IL‘(l) + Blu(l)
= Clxt + Dlugl),

para l = 1,2,...,1,. Ahora bien, teniendo en cuenta la expresion (5.26), asi como las
propiedades (b) e (i) del producto de Kronecker (véase la seccion 1.6.1), la representa-
cion entrada-estado-salida del codigo C¥(AY, BY, C*, D") viene dada por

lw
Tpp1 = 2%521 ® diag(e;)

=1

lw
= Z(Ale) + Blugl)) ® diag(e;)

=1

L
= Z Alxt ® diag(e;)) Z Blugl) ® diag(e;))

=1 =

lw lw

=574 @ diag(er) Y (2 © diag(er))

+ > (B ® diag(er) Y (2} ® diag(er))

=1 =1

= <i A® diag(el)> Ty + (i B ® diag(@)) Ut,

=1 =1

Zy ® diag(e;)

L
= Z(Cﬂgl) + D) @ diag(ey)
=1

lw

lw
= Z(qx,ﬁ“ ® diag(e;)) + Z(Dlugl) ® diag(e;))

=1 =1

lw

Z Cy @ diag(e))) Y _ (a1 @ diag(es))
=1

=1

lw

Z (Dy @ diag(er) > (a1 @ diag(er))

=1 =1
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= (i C® diag(el)> Ty + (i D;® diag(ez)> Ug. U

=1 =1

De nuevo, la funcién de transferencia asociada a C*(AY, BY,C", D") viene dada
en términos de las funciones de transferencia asociadas a los codigos constituyentes
(considerados como F-subespacios vectoriales de F™), como mostramos en el siguiente

resultado.

Tal y como tenfamos para el warp formado por cdédigos convolucionales idénticos,
para el caso que nos ocupa, las propiedades de controlabilidad y observabilidad de los
codigos constituyentes también son heredadas por el warp, como pone de manifiesto el

resultado siguiente.

DEMOSTRACION: (a) Teniendo en cuenta las propiedades (b) y (k) del producto de
Kronecker dadas en la seccién 1.6.1, obtenemos que

L Lo
(zfglw — A% B“’) = (zL;lw — Z A @ diag(e;) Z B ® diag(el)>

=1 =1

lw lw l‘U-’
= (Z zIs ® diag(e;) — Z A, @ diag(e;) Z B ® diag(eﬂ)

= (i(ZI‘; — Al) ® diag(el) i B ® diag(ez))

=1 =1
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lw
55 o) o)

lw
=> (21— 4 B) @ diaglen),
=1

de donde aplicando la propiedad (1) del producto de Kronecker (véase la seccion 1.6.1),
al ser rg <ng — A Bz) = 0 para todo z € F (ya que (4, B;) es controlable, para

l=1,2,...,1,), obtenemos que

rg (z]azw — AY Bw) =1g (li (zL; — A Bl> ® diag(el)> = 0l

=1

para todo z € F, es decir, el par (A%, B*) es controlable.
(b) Mediante un razonamiento similar al del apartado anterior, pero sobre la matriz
ZL;lw — AY
wa

, obtenemos que el par (A%, C") es observable. O

5.5 Conclusiones

En este capitulo hemos modelizado diferentes tipos de concatenaciéon en paralelo
de codigos convolucionales, proporcionando condiciones para obtener representaciones
minimales de los co6digos concatenados, y también para que éstos no sean catastroficos.
También hemos obtenido cotas inferiores de la distancia libre de uno de los modelos de
concatenacion. Ademas, el trabajar desde el punto de vista de sistemas, nos permite
conocer el grado o complejidad del coédigo warp, hecho que nos proporciona a su vez,
mediante una combinacion de los resultados obtenidos en este capitulo y en el capitulo

3, el grado del codigo woven.



Apéndice A

| ineas futuras

Los resultados de perforacion de codigos convolucionales basados en la construccion
de Justesen introducidos en esta memoria nos permiten elegir la matriz patréon de la
perforacion de manera que la matriz generadora del codigo perforado obtenido sea
minimal. El siguiente paso que nos proponemos es evaluar las distancias columnas del
coddigo de Justesen perforado y obtener cotas de su distancia libre en funcién de la

distancia libre del codigo original.

Por otra parte, hemos obtenido nuevas construcciones de codigos a partir de la con-
catenacion de codigos convolucionales, introduciendo condiciones que nos proporcionan
el grado del c6digo y nos aseguran que la concatenacion sea no catastrofica. La obten-
cion de cotas inferiores de las distancias libres de ciertos modelos de concatenacion
nos permite conocer el intervalo en el que estan comprendidas dichas distancias libres,
empleando la cota Singleton generalizada como cota superior. El problema pendiente
de abordar es la obtencion de algoritmos efectivos de decodificaciéon que exploten la
estructura algebraica de estos codigos. También hemos modelizado desde el punto de
vista de sistemas la concatenacion de un cédigo bloque y un cédigo convolucional, in-
troduciendo condiciones que aseguran que el cédigo concatenado es un codigo 6ptimo
aunque los codigos constituyentes no lo sean. Empleando dichas condiciones, preten-
demos aplicar estos codigos concatenados para el caso particular de la codificacion de
canal en tecnologia GSM y disenar algoritmos eficientes de codificacién y decodifica-
cion empleando las propiedades algebraicas tanto del cdédigo bloque como del codigo

convolucional.

Con respecto a la concatenacion en paralelo de codigos convolucionales, hemos
modelizado varios tipos de concatenaciones, si bien algunas de ellas no pueden dar lugar
a coddigos MDS, nuestro objetivo es estudiar, desde el punto de vista de sistemas, qué

tipos de entrelazados podemos emplear para la concatenacion PCG®) y para los codigos
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woven con la finalidad de dispersar las rafagas de error y reducir la concentracion de

errores que se deben corregir por el codigo del canal.

Finalmente, otro problema pendiente de abordar es aplicar la técnica de perforacion

a codigos concatenados empleando teoria de sistemas.
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