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Resumen 
 
 
 
Esta Tesis Doctoral tiene como objetivo presentar un nuevo método de diseño y control 
de sistemas teleoperados con retardos en la transmisión basado en la convergencia de 
estados. El método permite que el esclavo siga al maestro, a pesar de la existencia de 
retardos, siendo además capaz de establecer la dinámica del esclavo, así como la 
dinámica del error entre el maestro y el esclavo. 
 
En primer lugar se describe de forma detallada el método de diseño y control para un 
sistema teleoperado con retardos en la transmisión en el que el maestro y el esclavo son 
representados por ecuaciones diferenciales de segundo orden, explicando el modelado 
del sistema teleoperado en variables de estado en el que se basa el método.  
 
Seguidamente se estudia de forma exhaustiva el comportamiento dinámico del sistema 
teleoperado, indicando de qué forma es afectado por los parámetros de diseño 
considerados. Asimismo se analiza la robustez del método de control a ligeras 
variaciones en los parámetros de diseño. 
 
A continuación se explican los criterios que se utilizan para analizar la estabilidad 
asintótica del sistema teleoperado con retardos. Mediante estos criterios se estudia la 
influencia de los parámetros de diseño en la estabilidad asintótica, indicando bajo qué 
condiciones se vuelve inestable el sistema, o en el caso de que sea inestable, como 
puede estabilizarse. 
 
Además se generaliza el método de diseño y control de sistemas teleoperados con 
retardos en la transmisión al caso en el que el maestro y el esclavo del sistema 
teleoperado sean modelados por ecuaciones diferenciales lineales de orden n. 
 
Por último se muestran los resultados experimentales obtenidos al aplicar el método de 
diseño y control a un sistema teleoperado real de un grado de libertad. 
 
  
 
  
 



 



 

Abstract 
 
 
 
This Doctoral Thesis has as objective to present a new design and control method of 
teleoperation systems with communication time delay based in state convergence. The 
method allows that the slave follows the master in spite of the time delay. Also the 
proposed method allows to establish as the slave dynamics as the master – slave error 
dynamics. 
 
First at all, the design and control method considering a teleoperation system with time 
delay where the master and the slave are represented by second order differential 
equations is described, explaining the modelling of the teleoperation system in the state 
space that the method uses. 
 
The dynamic behaviour of the teleoperation system is completely studied, indicating 
how the design parameters affect it. Also, the robustness of the control method against 
slight variations of the design parameters is analyzed.  
 
Then, the criteria used to analyse the asymptotic stability of the teleoperation system 
with time delay are explained. Through these criteria, the influence of the design 
parameters in the asymptotic stability is studied, showing the conditions where the 
system becomes unstable, or if the system is not stable, indicating how the system can 
be stable. 
 
In addition, the design and control method of teleoperation systems with 
communication time delay is generalized to the case where the master and the slave of 
the teleoperation system can be modelled by n order linear differential equations. 
 
Finally, the experimental results obtained applying the design and control method to a 
real teleoperation system of one degree of freedom are presented. 
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Capítulo 1 
 

Introducción 
 
 
 
 
 
1.1 Motivación y marco de la Tesis 
 
La teleoperación es una disciplina científica comprendiendo el conjunto de tecnologías 
que permiten a un operador gobernar un dispositivo remoto mediante el control de un 
dispositivo local [Vertut-85]. En la actualidad la teleoperación pertenece al ámbito de la 
robótica, si bien sus orígenes fueron diferentes.  
 
Desde sus orígenes los robots han sido aplicados mayoritariamente en el sector de la 
industria automovilística [Barrientos-97]. En 1960 se fabricó el primer robot industrial, 
que fue utilizado al poco tiempo en una fábrica de General Motors en una aplicación de 
fundición por inyección. La robótica ha estado ligada a la realización de una tarea de 
forma repetitiva, aportando mayor calidad y rapidez que un operador humano. 
 
Los orígenes de la teleoperación fueron motivados por los requerimientos de la industria 
nuclear. En 1948 Ray Goertz, del Argonne National Laboratory de Estados Unidos, 
desarrolló el primer sistema de teleoperación maestro-esclavo, en el que ambos 
manipuladores estaban unidos mecánicamente [Goertz-64]. A partir de entonces 
empezaron a surgir sistemas teleoperados servocontrolados de tipo eléctrico. Para que el 
operador tuviera constancia de las fuerzas ejercidas por el esclavo en el entorno remoto, 
y de este modo se mejorara la realización de las tareas, se desarrollaron sistemas en los 
que las fuerzas de interacción del esclavo con el entorno eran realimentadas hacia el 
maestro. A este tipo de sistemas se les denomina sistemas de teleoperación con control 
bilateral. 
 
La existencia de retardos en la comunicación entre el entorno local, en el que se 
encuentra el maestro, y el entorno remoto, en el que se ubica el esclavo, supone un gran 
problema en la estabilidad de los sistemas teleoperados. Esto se puso de manifiesto en 
las primeras aplicaciones de teleoperación en el espacio en los años 60, debido a las 
grandes distancias existentes entre la zona local (base terrestre) y la zona remota (órbita 
espacial) que han de cubrir las ondas de radio [Sheridan-93]. En un sistema con control 
bilateral la aparición de retardos desestabiliza el sistema [Ferrell-66]. Del mismo modo 
que los requerimientos en la industria nuclear condujeron al desarrollo de los sistemas 
de teleoperación, las necesidades de la industria espacial han potenciado el estudio de la 
problemática de los retardos en la teleoperación.  
 
Una opción muy utilizada para solucionar la problemática de los retardos cuando éstos 
son considerables, como ocurre en las aplicaciones de teleoperación en el espacio, 
consiste en utilizar los denominados visualizadores predictivos [Bejczy-90] con 
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generación de fuerzas virtuales. En este caso el operador realiza sus acciones utilizando 
un modelo simulado de la zona remota, de forma que se le realimenta en tiempo real 
fuerzas de interacción generadas virtualmente. 
 
A diferencia de las aplicaciones espaciales, donde el retardo existente en la 
comunicación es importante, en la mayoría de aplicaciones de teleoperación los retardos 
existentes son pequeños. Para este tipo de aplicaciones existen en la literatura diversos 
esquemas de control en tiempo real en los que existe un bucle de realimentación del 
esclavo hacia el maestro.  
 
Esta Tesis se enmarca dentro de la teleoperación, y más concretamente, en el campo del 
control bilateral de sistemas teleoperados con retardos en la comunicación. Dentro de 
este campo, la Tesis se centra en los sistemas de control bilateral válidos para retardos 
en la comunicación constantes de hasta pocos segundos, presentando un nuevo método 
de diseño y control de sistemas bilaterales de teleoperación con retardos.  
 
 
 
1.2 Objetivos de la Tesis 
 
Como se ha citado en el apartado anterior, la Tesis se enmarca en los sistemas de 
control bilateral con retardos “pequeños” en la comunicación, siendo su objetivo 
primordial la presentación de un nuevo método de diseño y control de sistemas 
bilaterales de teleoperación con retardos. Más concretamente, los objetivos específicos 
que se han marcado en la realización de esta Tesis han sido los siguientes: 
 

• Estudiar los diferentes esquemas de control bilateral de sistemas teleoperados 
con retardos existentes en la literatura. 

• Presentar un nuevo modelado de sistemas teleoperados con retardos en variables 
de estado en el que se tengan en consideración todas las interacciones que puede 
aparecer en el conjunto operador – maestro – esclavo – entorno. 

• Obtener un modelo de estado completo del sistema teleoperado con retardos, en 
el que no existan términos afectados por el retardo existente en la comunicación.  

• Establecer un método de diseño claro y conciso basado en el espacio de estados 
que permita obtener los parámetros de regulación del sistema teleoperado, de 
forma que el esclavo siga al maestro a pesar de la existencia de retardos y, 
además, pueda establecerse el comportamiento dinámico del sistema 
teleoperado.  

• Indicar de qué forma seleccionar los parámetros de diseño del sistema 
teleoperado para obtener el comportamiento dinámico deseado. 

• Analizar la robustez del sistema teleoperado a variaciones de los parámetros de 
diseño. 

• Mostrar las herramientas que pueden utilizarse para estudiar la estabilidad 
asintótica del sistema teleoperado con retardos. 

• Analizar la influencia de los parámetros de diseño en la estabilidad asintótica del 
sistema teleoperado con retardos, indicando bajo qué condiciones se vuelve 
inestable el sistema, o en el caso de que sea inestable, de qué forma puede 
estabilizarse. 
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• Generalizar el método de diseño de sistemas de control de teleoperación con 
retardos al caso en el que el maestro y el esclavo son modelados por ecuaciones 
diferenciales de cualquier orden. 

• Aplicar el nuevo método de diseño a un sistema teleoperado real para demostrar 
su validez experimentalmente.  

 
 
 
1.3 Estructura de la Tesis 
 
La Tesis se divide en ocho capítulos. A continuación se describe brevemente el 
contenido de cada capítulo: 
 

• En el presente capítulo se ha indicado el marco en el que se encuadra la tesis, el 
control bilateral de sistemas teleoperados con retardos en la transmisión, 
planteando asimismo los objetivos que debe cubrir, y cómo ha sido estructurada. 

• El capítulo 2 aporta un estado del arte de los sistemas de control bilateral 
teleoperados con retardos en la transmisión que pueden encontrarse en la 
literatura. En este estado de arte se efectúa una distinción entre aquellos 
esquemas que se utilizan cuando el retardo en la comunicación es constante, de 
los empleados cuando el retardo es variable, efectuando un mayor énfasis en los 
esquemas existentes cuando el retardo es constante. Esto se debe a que esta Tesis 
aporta un novedoso método de control de sistemas teleoperados en los que 
existen un retardo en la transmisión constante. Asimismo, en este capítulo se 
presenta una introducción a la teleoperación y al control de sistemas 
teleoperados, explicando los esquemas de control bilateral clásicos empleados 
cuando no existen retardos en la comunicación. 

• El capítulo 3 representa la principal aportación de la Tesis. En este capítulo se va 
a presentar un nuevo método de diseño y control de sistemas de control de 
teleoperación con retardos en la transmisión. El método permite que el esclavo 
siga al maestro, a pesar de la existencia de retardos, siendo además capaz de 
establecer la dinámica del esclavo, así como la dinámica del error entre el 
maestro y el esclavo. Este método se basa en un novedoso modelado del sistema 
teleoperado en variables de estado en el dominio del tiempo, en el que se han 
contemplado todas las posibles interacciones que pueden aparecer en el conjunto 
operador – maestro – esclavo – medio. El método de diseño utiliza la 
aproximación de Taylor para modelar el retardo existente en la transmisión, lo 
cual constituye una idea original en el modelado y diseño de sistemas de control 
de teleoperación con retardos. A lo largo del capítulo se explica como efectuar el 
modelado de un sistema teleoperado de un grado de libertad y como obtener las 
ecuaciones de diseño que permiten calcular los valores de los reguladores que 
aparecen en el sistema. 

• En el capítulo 4 se verifica en simulación el método de diseño presentado en el 
capítulo 3 sobre diversos sistemas teleoperados de un grado de libertad, 
considerando diferentes tipos de entornos con los que interacciona el esclavo así 
como distintos tiempos de retardo. Asimismo se efectúa un estudio exhaustivo 
del comportamiento dinámico del sistema teleoperado, analizando como afecta a 
la respuesta del sistema y a las señales de control, la clase de sistema 
teleoperado considerado, el tipo de entorno y el retardo existente.  Además se 
estudia como es influenciado el comportamiento del sistema por la elección 
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realizada de la dinámica deseada del esclavo y del error. Por último se analiza la 
robustez del método de control a ligeras variaciones en los parámetros de diseño. 

• El capítulo 5 está dedicado al estudio de la estabilidad asintótica del sistema 
teleoperado con retardos aportado en la Tesis. En primer lugar se presenta un 
resumen de los métodos existentes para analizar la estabilidad de un sistema 
lineal con retardos.  Seguidamente se explican los criterios que van a utilizarse 
para realizar el análisis de estabilidad. Mediante estos criterios se estudia la 
estabilidad asintótica de los sistemas teleoperados presentados en el capítulo 4, y 
se analiza la influencia en la estabilidad asintótica de los parámetros de diseño. 
A partir de este análisis se indica bajo qué condiciones se vuelve inestable el 
sistema, o en el caso de que sea inestable, como puede estabilizarse. 

• En el capítulo 6 se generaliza el método de diseño presentado en el capítulo 3, en 
el que el maestro y el esclavo eran modelados por ecuaciones diferenciales 
lineales de segundo orden, al caso en el que el maestro y el esclavo son 
modelados por ecuaciones diferenciales lineales de orden n. Para realizar esta 
generalización, se distingue el caso en el que el maestro y el esclavo son 
modelados por ecuaciones que no contienen ceros, del caso en que sí contienen 
ceros. Este capítulo constituye otra clara aportación de la Tesis, pues el método 
que se expone permite efectuar el diseño del sistema teleoperado con retardos 
para cualquier modelo lineal de maestro y esclavo. 

• El capítulo 7 describe las pruebas experimentales realizadas sobre un sistema 
teleoperado de un grado de libertad desarrollado en el Área de Ingeniería de 
Sistemas y Automática de la Universidad Miguel Hernández de Elche. En este 
capítulo se muestran diversos resultados experimentales obtenidos al controlar el 
sistema teleoperado, considerando diferentes retardos y entornos de interacción, 
que validan el novedoso método de diseño y control aportado por la Tesis. 

• Por último, en el capítulo 8 se resumen las principales conclusiones que se han 
derivado de la realización de la Tesis, citando además los posibles trabajos 
futuros relacionados con las investigaciones desarrolladas. 
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Capítulo 2 
 

Control con retardos en teleoperación 
 
 
 
 
 
2.1 Introducción 
 
Este capítulo está dedicado al estudio de los sistemas de control utilizados en 
teleoperación cuando existen retardos en la comunicación. En este sentido, este capítulo 
aporta un estado del arte de los sistemas de control bilateral con retardos que pueden 
encontrarse en la literatura. En este estado de arte se efectúa una distinción entre 
aquellos esquemas que se utilizan cuando el retardo en la comunicación es constante, de 
los empleados cuando el retardo es variable. Esta diferenciación se debe a que la 
presente Tesis va a presentar un nuevo método de control bilateral de sistemas 
teleoperados en los que existe un retardo constante en la comunicación.  Por este motivo 
se hará especial hincapié en los esquemas existentes cuando el retardo es constante, 
explicando sus principales características. Asimismo se expondrán de forma resumida 
las principales soluciones utilizadas cuando el retardo en la comunicación es variable, 
ya que, si bien este aspecto no es analizado en la Tesis, sí debe tenerse en cuenta como 
futuro campo de trabajo. Antes de presentar los diferentes sistemas de control bilateral 
con retardos, se explicarán los esquemas de control bilateral clásicos, empleados cuando 
no existen retardos en la comunicación. En este capítulo, además, inicialmente se 
introducirá brevemente la teleoperación, explicando sus orígenes y los elementos 
básicos de los que se compone un sistema teleoperado. 
 
La estructura de este capítulo va a ser la siguiente. En primer lugar se presentará la 
teleoperación, indicando cuáles fueron sus orígenes y de qué elementos consta un 
sistema teleoperado. A continuación se estudiará el control en teleoperación sin 
considerar la existencia de retardos en la comunicación, realizando una clasificación de 
los tipos de control empleados en teleoperación, y explicando los esquemas de control 
bilateral considerados clásicos. Seguidamente se profundizará en el control en 
teleoperación con retardos, citando sus orígenes y problemática, y detallando las 
primeras soluciones adoptadas, diferenciándolas en función de si los retardos afectan a 
la realimentación de información visual o de si afectan a la realimentación de 
información cinestésica o de fuerza. Posteriormente se describirán los sistemas de 
control bilateral válidos para retardos de pocos segundos en los que existe una 
realimentación de la fuerza del esclavo hacia el maestro, profundizando en el caso de 
que el retardo es constante, y resumiendo los esquemas utilizados cuando el retardo es 
variable. Por último se expondrán las principales conclusiones del capítulo. 
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2.2 Teleoperación 
 
La teleoperación, como su nombre indica (el prefijo tele- connota distancia), hace 
referencia a la realización de tareas a distancia. En un sentido más concreto, la 
teleoperación comprende el conjunto de tecnologías que posibilitan a un operador 
gobernar un dispositivo remoto mediante el control de un dispositivo local. Más 
adelante, dentro de este apartado, se describirán los elementos que forman parte de un 
sistema teleoperado. 
 
 
2.2.1 Orígenes 
 
A lo la largo de la historia el hombre ha venido usando diferentes herramientas bien 
para extender su alcance, o bien para realizar tareas que le comportan un cierto peligro. 
Por ejemplo, mediante unas tenazas de herrero es posible manejar objetos calientes sin 
peligro de quemarse.  
 
Los orígenes de la teleoperación actual fueron motivados por los requerimientos de la 
industria nuclear [Vertut-85]. A principios del siglo pasado se descubrieron los peligros 
que entrañaba al operador el manejo de materiales radiactivos. La primera solución por 
la que se optó fue el utilizar pinzas de manipulación de hasta 50 cm para alejar al 
operador del material radiactivo. Conforme evolucionó la industria nuclear, se 
emplearon pinzas que se ubicaban detrás de barreras de protección. Sin embargo, estas 
pinzas poseían muchos inconvenientes, como por ejemplo, la restricción en los 
movimientos que podían realizarse. 
 
A partir de 1947, Ray Goertz, del Argonne National Laboratory de Estados Unidos 
lideró una serie de investigaciones cuyo objetivo era el desarrollo de sistemas de 
telemanipulación para facilitar la realización de tareas a distancia [Goertz-64]. Fue en 
1948 cuando se desarrolló el primer sistema maestro – esclavo (modelo M1). En este 
sistema el maestro y el esclavo estaban unidos mecánicamente. El sistema permitía que 
la pinza del esclavo reprodujera los movimientos impuestos por el operador sobre el 
extremo del maestro. Años más tarde, en 1954, se desarrolló un sistema en el que el 
esclavo reproducía los movimientos  del maestro, y en el que existía realimentación de 
fuerza del esclavo hacia el maestro (modelo E1), Figura 2.1. Este sistema utilizaba un 
servocontrol eléctrico bilateral en lugar de conexiones mecánicas. En 1965 fue 
fabricado el primer sistema teleoperado industrial (modelo E4), que se caracterizaba por 
poseer un monitor de televisión y una cámara controlada por el movimiento de la cabeza 
del operador. 
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Figura 2.1. Primer sistema teleoperado eléctrico (modelo E1), desarrollado por R. Goertz. 

 
En 1958 Ralph Mosher y su equipo en General Electric desarrollaron un sistema 
teleoperado con accionamiento hidroeléctrico y con realimentación de fuerza 
denominado Handyman [Mosher-60], Figura 2.2. Este sistema constaba de dos brazos 
manipuladores y de dos maestros en forma de exoesqueleto que rodeaban los brazos del 
operador. Carl Flatau en 1965, del Brookhaven National Laboratory, desarrolló un 
telemanipulador en el que se utilizó por primera vez sensores de fuerza y motores DC. 
 

 
Figura 2.2. Sistema teleoperado Handyman creado por R. Mosher. 

 
Por otra parte, a partir de 1956, comenzó en Europa el desarrollo de sistema 
teleoperados en el sector nuclear. Pesanti y Cherel costruyeron para la Agencia de 
Energía Atómica francesa, CEA (Commisariat à l’Energie Atomique), un sistema 
maestro – esclavo mecánico [Pesanti-59]. En 1958 Cherel y Valentin desarrollaron un 
manipulador motorizado con transmisión magnetomecánica. En el mismo año, un 
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equipo italiano, en colaboración con el Argonne National Laboratory, crearon el 
sistema teleoperado Mascot. En 1959 Germond construyó un telemanipulador 
neumático. Más adelante, en 1965, Jean Vertut desarrolló un sistema teleoperado 
mecánico. 
 
En los años 60 comenzó la tecnología de la teleoperación a utilizarse en aplicaciones 
submarinas [Wernli-82] y espaciales [Vertut-85]. En 1961, un submarino americano 
tripulado, el batiscafo Trieste, fue equipado con un telemanipulador que era controlado 
unilateralmente mediante un teclado. 
 
En 1967 el dispositivo Surveyor III, aterrizó sobre la superficie de la Luna. Este 
dispositivo poseía brazos manipuladores para tomar muestras de tierra lunar  y medir la 
fuerza requerida para realizar esta operación. Fue la primera teleoperación en el espacio. 
 
Para obtener información ampliada acerca del origen de los sistemas de teleoperación, 
así como de su evolución, puede consultarse [Vertut-85]. 
 
 
2.2.2 Elementos de un sistema de teleoperación 
 
Un sistema teleoperado básicamente se compone de un dispositivo maestro y un sistema 
esclavo. El dispositivo maestro se ubica en la zona en la que se encuentra el operador 
(zona local), mientras que el esclavo se encuentra en la zona en la que debe realizarse la 
tarea (zona remota). En un funcionamiento normal del sistema teleoperado, el operador 
comanda el maestro para que el esclavo realice la tarea en el entorno remoto al 
reproducir las órdenes del maestro. Puesto que el esclavo se ubica en una zona remota a 
la que el operador  no tiene acceso, es necesario que en el sistema exista una interfaz 
visual con la que el operador pueda observar la realización de la tarea. Esta interfaz 
visual se consigue mediante cámaras que se ubican en el entorno remoto y los 
correspondientes monitores que se encuentran en la zona local. Asimismo para 
aumentar la telepresencia del operador [Held-92] y, de este modo mejorar la realización 
de las tareas, se suele realimentar sobre el operador las fuerzas de interacción del 
esclavo con el entorno. Para ello se suelen utilizar sensores de fuerza/par en el esclavo 
junto con accionadores en el maestro. 
 
En sistemas teleoperados avanzados, para mejorar la comunicación del operador con el 
sistema, se utilizan interfaces de lenguaje natural que permiten al operador comandar el 
sistema mediante el habla [Ñeco-01]. Asimismo en ocasiones se mejora la interfaz 
visual incorporando gráficos generados por computador, creándose lo que se denomina 
realidad aumentada [Azuma-97]. Generalmente al conjunto de equipos y programas 
que comunican al operador con los elementos del entorno remoto se le denomina 
interfaz [Ferre-97]. 
 
Para la comunicación de señales entre el entorno local y el entorno remoto es necesario 
utilizar canales de comunicación que posean el ancho de banda adecuado. Cuando la 
distancia entre el entorno local y el entorno remoto sea excesivamente elevada o el canal 
no posibilite una velocidad de transmisión alta, aparecerán retardos en la comunicación 
que deberán ser considerados para el control del sistema teleoperado. En la presente 
Tesis se asumirá que el canal de comunicación introduce un retardo en la comunicación 
que es conocido y constante. Habitualmente en los sistemas de teleoperación avanzados 
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se utiliza un computador en la zona local y otro en la zona remota para procesar el flujo 
de señales así como para otros fines (procesamiento lenguaje natural, realidad 
aumentada,…) [Reinoso-01]. 
 
 
 
 
 
 

 

Figura 2.3. Elementos principales de un sistema teleoperado. 

 
Un sistema de teleoperación consta, básicamente, de los siguientes elementos, Figura 
2.3: 
 

• Operador: Persona que realiza a distancia el control de la operación. Su acción 
puede ir desde un control continuo hasta un control supervisado [Sheridan-92]. 

• Esclavo: Dispositivo que se encuentra en la zona remota y que está siendo 
controlado por el operador. Podrá ser un manipulador o un robot. 

• Interfaz: Equipos y programas que comunican al operador con los elementos del 
entorno remoto: manipulador maestro, monitores de vídeo, sistema de 
reconocimiento de voz … 

• Control y canales de comunicación: Dispositivos que se encargan de la 
transmisión y procesamiento de las señales que se envían entre la zona remota y 
la local.  

• Sensores: Dispositivos que recogen la información de la zona local y de la zona 
remota para ser utilizada por el interfaz y el control. 

 
 
 
2.3 Control en teleoperación 
 
Antes de comenzar el estudio de los sistemas de control utilizados en teleoperación 
cuando existen retardos en la comunicación, se va a realizar una introducción al control 
en teleoperación, y se van a presentar de forma resumida los esquemas de control 
empleados habitualmente cuando no existen retardos. En [Peñín-98] puede encontrarse 
un amplio análisis de estos esquemas. 
 
 
2.3.1 Introducción al control de sistemas teleoperados 
 
El primer control utilizado en los sistemas teleoperados fue de tipo unilateral. En este 
control no existe realimentación desde el esclavo hacia el maestro. Sólo se realiza el 
control en un sentido, desde el maestro hacia el esclavo. El maestro genera las señales 
de referencia, de posición o velocidad,  para los bucles de control de las articulaciones 
del esclavo. A este tipo de control también se le denomina control en bucle abierto. 
 

Operador 
Maestro 

Monitor 

Esclavo 
Entorno 
Remoto 

Interfaz 
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Para aumentar el rendimiento del operador en la realización de tareas, generalmente se 
realimenta sobre el maestro la fuerza de interacción del esclavo con el entorno, 
aumentando de este modo la telepresencia [Held-92]. En este caso el control implantado 
se denomina bilateral. En el control bilateral existen variables de control en el sentido 
del maestro al esclavo y en el sentido del esclavo al maestro. 
 
El control de sistemas teleoperados puede clasificarse como se indica en [Peñín-98], en 
control independiente o integrado, y control en posición o en velocidad.  
 

• Control independiente o integrado [Vertut-85]. En el control independiente el 
maestro en el mismo instante sólo puede generar señales de referencia a una 
articulación del esclavo. Sin embargo en el control integrado, el maestro genera 
las señales de referencia de uso simultáneo en todos los bucles de control del 
esclavo. Dentro del control integrado hay que diferenciar si el maestro y el 
esclavo poseen o no cinemática equivalente. En el caso de que sean de 
cinemática equivalente, las señales de referencia obtenidas de las articulaciones 
del maestro serán aplicadas directamente sobre los bucles de las articulaciones 
del esclavo. Por el contrario, si son cinemáticamente diferentes, deberán 
realizarse transformaciones intermedias de forma que el movimiento en posición 
y orientación del maestro se convierta en comandos de posición y orientación 
para el extremo del esclavo. 

• Control en posición o en velocidad. En esta clasificación se distingue el control 
según las señales que genera el maestro para controlar el esclavo. Si las señales 
que envía el maestro son las posiciones de referencia del esclavo, se tratará de 
un control en posición, mientras que si son las velocidades de referencia del 
esclavo, se hablará de un control en velocidad. 

 
 
2.3.2 Esquemas clásicos de control bilateral 
 
Se van a presentar los esquemas de control bilateral habitualmente utilizados en los 
sistemas teleoperados [Peñín-98]. En concreto se van a detallar los esquemas de control 
bilateral posición – posición, fuerza – posición y presión – posición.  
 
Para describir estos esquemas de control se va a considerar un modelo simplificado 
lineal de sistema teleoperado de un grado de libertad [Yokokohji-92], Figura 2.4. En 
este modelo se considera el maestro, el esclavo y el entorno, por el contrario no se tiene 
en cuenta el operador. Este modelo es válido para los tres esquemas de control bilateral 
clásicos. La única diferencia entre ambos vendrá dada por la ley de control bilateral de 
las fuerzas que generan los actuadores del maestro y del esclavo. El manipulador 
maestro se modela como una masa de valor mm que en su movimiento ha de vencer un 
rozamiento viscoso de valor bm. La fuerza generada por su accionamiento se denomina 
τm, mientras que la generada por el operador se llama fm. El esclavo es modelado como 
una masa de valor ms que tiene asociada un rozamiento viscoso bs. La fuerza generada 
por el accionamiento del esclavo se denomina τs. El entorno es modelado durante el 
contacto como una rigidez de valor ke. La fuerza de reacción del entorno sobre el 
esclavo se denomina fs. Este modelado corresponde a un entorno de tipo Kelvin en el 
que se ha supuesto despreciable la masa y el rozamiento viscoso asociados al entorno 
[Janabi-95].  
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Figura 2.4. Modelo de un sistema teleoperado de un único grado de libertad. 

 
Las ecuaciones que rigen la dinámica del sistema teleoperado, sin considerar las fuerzas 
generadas en los actuadores del maestro y del esclavo, que vendrán determinadas por la 
ley de control empleadas, son: 
 
                                                mmmmmm xbxmf &&& +=−τ  (2.1)

 
                                                    sssss xbxmf &&& +=− sτ  (2.2)

 
                                                               ses xkf =  (2.3)

 
A continuación se van a describir los esquemas de control bilateral clásicos utilizando el 
modelo de sistema teleoperado considerado. 
 
 
Control posición – posición 
 
En este esquema se controla al maestro con un bucle de posición en el que se realimenta  
la posición actual del esclavo. El esclavo también se encuentra servocontrolado en 
posición, tomando como referencia la posición del maestro. En este control no es 
necesario utilizar ningún sensor de fuerza/par, Figura 2.5. 
 

 
Figura 2.5. Esquema de control bilateral posición – posición. 

 
Las ecuaciones que determinan la señal de control del maestro y del esclavo en un 
esquema de control bilateral posición – posición son las siguientes: 
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                                                       ( )smpmm xxk −=τ  (2.4)

 
                                                        ( )smpss xxk −=τ  (2.5)

 
Como se observa en la ecuación (2.4) la fuerza que genera el accionamiento del maestro 
es directamente proporcional a la diferencia de posiciones entre el maestro y el esclavo 
a través de un regulador proporcional de constante kpm, denominado constante del servo 
de posición del maestro. La ley de control del esclavo, como se especifica en la 
ecuación (2.5), se obtiene a través de un regulador proporcional de constante kps, que 
trabaja con el error de posición entre el maestro y el esclavo. 
 

 
Figura 2.6. Diagrama de bloques del esquema posición – posición. 

 
Aplicando la transformada de Laplace a las ecuaciones anteriores (2.1), (2.2), (2.3), 
(2.4) y (2.5), se obtiene el diagrama de bloques del esquema de control bilateral 
posición – posición, Figura 2.6. El funcionamiento del esquema de control posición – 
posición es el siguiente. Para mover el maestro el operador aplica una determinada 
fuerza fm. La posición del maestro sirve como referencia al bucle de posición del 
esclavo. Al mismo tiempo, la posición del esclavo se realimenta al bucle de posición del 
maestro, por lo que el maestro será frenado por la posición del esclavo. Cuando el 
esclavo interaccione con el entorno, se detendrá su avance, de forma que existirá un  
error entre la posición del maestro y del esclavo, y se generará una fuerza τm en el 
maestro. Cuando esta fuerza sea igual a la fuerza fm aplicada por el operador, el maestro 
se parará, y por lo tanto, también lo hará el esclavo. 
 
 
Control fuerza – posición 
 
En este esquema el esclavo se encuentra servocontrolado en posición tomando como 
referencia la posición en cada momento del maestro. Por otra parte el actuador del 
maestro recibe una señal de realimentación de fuerza proveniente del sensor de fuerza 
en el eje del esclavo, Figura 2.7. 
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Figura 2.7. Esquema de control bilateral fuerza – posición. 

 
Las ecuaciones que rigen la ley de control en un esquema de control bilateral fuerza – 
posición son las siguientes: 
 
                                                               sfm fk=τ  (2.6)

 
                                                        ( )smpss xxk −=τ  (2.7)

 
En la ecuación (2.6) se muestra que la fuerza que genera el accionamiento del maestro 
es directamente proporcional a la fuerza de reacción con el entorno fs a través de una 
constante de proporcionalidad kf, denominada constante de reflexión de esfuerzos. La 
ley de control del esclavo, como se especifica en la ecuación (2.7), se obtiene a través 
de un regulador proporcional de constante kps, que trabaja con el error de posición entre 
el maestro y el esclavo. Esta ley de control es la misma que se utiliza en el esquema de 
control posición – posición. 
 
Hay que destacar la influencia del coeficiente de reflexión de esfuerzos kf en el 
comportamiento de los sistemas teleoperados. Este coeficiente pondera la reflexión de 
fuerzas hacia el operador. Debido a que es un factor de realimentación de un sistema 
dinámico (esclavo) sobre otro (maestro), afecta en gran medida a la estabilidad del 
sistema. El valor de este coeficiente vendrá impuesto por el tipo de aplicación. En 
aplicaciones de macroteleoperación, donde las fuerzas del esclavo sean superiores a las 
del maestro, se deseará que este coeficiente tenga un valor inferior a la unidad. Por el 
contrario, en aplicaciones de microteleoperación, donde las fuerzas del maestro sean 
superiores a las del esclavo, será deseable que el coeficiente de reflexión de esfuerzos 
tenga un valor superior a la unidad.  Hay que señalar que, a medida que aumenta el 
valor del coeficiente de reflexión de esfuerzos, el sistema tiende a inestabilizarse. 
 
Realizando la transformada de Laplace sobre las ecuaciones (2.1), (2.2), (2.3), (2.6) y 
(2.7), se obtiene el diagrama de bloques del esquema de control bilateral fuerza – 
posición, Figura 2.8. El funcionamiento del esquema de control fuerza – posición es el 
que se describe a continuación. El operador aplica una fuerza fm para mover el maestro. 
La posición del maestro sirve de referencia al bucle de posición en el esclavo, de forma 
que el esclavo siempre tiende a seguir al maestro. Si no existe contacto con el entorno,  
no existe ninguna fuerza que se oponga al movimiento del maestro (al ser ke nula). 
Cuando se produce un contacto, conforme el esclavo avanza en su interacción, se genera 
un fuerza de contacto fs cada vez mayor, que será realimentada al maestro a través de la 
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constante kf de reflexión de esfuerzos. Cuando τm  sea igual a la fuerza fm aplicada por 
el operador, el maestro se parará, y por lo tanto, también lo hará el esclavo. 
 

 
Figura 2.8. Diagrama de bloques del esquema fuerza – posición. 

 
 
Control presión – posición 
 
Este esquema de control corresponde a una variación muy común en la implementación 
práctica del esquema fuerza – posición. Al igual que en el esquema fuerza – posición, el 
esclavo se encuentra servocontrolado en posición tomando como referencia la posición 
del maestro. Sin embargo, el actuador del maestro recibe una señal de realimentación de 
fuerza que no proviene de un sensor de fuerza en el eje del esclavo, sino de la fuerza de 
entrada a la articulación del esclavo, Figura 2.9. 
 

 

 
Figura 2.9. Esquema de control bilateral presión – posición. 

 
En este esquema, las ecuaciones que determinan la acción de control del maestro y del 
esclavo son las siguientes: 
 
                                                              sfm k ττ =  (2.8)
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           ( )smpss xxk −=τ  (2.9)

 
En la ecuación (2.8) la fuerza que genera el accionamiento del maestro es directamente 
proporcional a la fuerza de entrada a la articulación τs a través de la constante  kf de 
reflexión de esfuerzos. La ley de control del esclavo, como se especifica en la ecuación 
(2.9), se obtiene a través de un regulador proporcional de constante kps, que trabaja con 
el error de posición entre el maestro y el esclavo. Esta ley de control es la misma que se 
utiliza en los dos esquemas de control presentados anteriormente. 
 
Aplicando la transformada de Laplace sobre las ecuaciones (2.1), (2.2), (2.3), (2.8) y 
(2.9) se obtiene el diagrama de bloques del esquema de control bilateral presión – 
posición, Figura 2.10. El funcionamiento del esquema de control presión – posición es 
el que se describe a continuación. El operador aplica una fuerza fm para mover el 
maestro. La posición del maestro sirve de referencia al bucle de posición en el esclavo, 
de forma que el esclavo siempre tiende a seguir al maestro. En lugar de realimentar al 
maestro la fuerza de reacción con el entorno, se realimenta la fuerza de entrada a la 
articulación del esclavo, que frenará el movimiento del maestro. Cuando τm  sea igual a 
la fuerza fm generada por el operador, el maestro se detendrá, por lo tanto, también lo 
hará el esclavo. 
 

 

 
Figura 2.10. Diagrama de bloques del esquema presión – posición. 

 
 
 
2.4 Control en teleoperación con retardos 

 
2.4.1 Orígenes  
 
La existencia de retardos en la comunicación supone un gran problema en la estabilidad 
de los sistemas teleoperados. Esto se puso de manifiesto cuando se realizaron las 
primeras aplicaciones de teleoperación en el espacio en los años 60, debido a las 
grandes distancias existentes entre la zona local (base terrestre) y la zona remota (órbita 
espacial) que han de cubrir las ondas de radio [Sheridan-93]. El tiempo de ciclo (tiempo 
transcurrido entre la emisión de una señal y la recepción de su respuesta) para sistemas 
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en órbita terrestre es como mínimo de 0.4 segundos, mientras que para sistemas en 
órbita espacial es típicamente de 3 segundos. Normalmente estos tiempos son mayores 
debido a los procesamientos en los satélites y demás estaciones de comunicación, de 
forma que las comunicaciones con sistemas en órbita terrestre se pueden retrasar hasta 6 
segundos. 
 
Como se ha indicado en el epígrafe 2.2.1, en 1967 el dispositivo Surveyor III realizó la 
primera teleoperación en el espacio. Seguidamente, la entonces URSS realizó una 
misión exploratoria en la Luna mediante el vehículo Soviet Lunakod. Este vehículo fue 
telecontrolado directamente desde la Tierra con sólo unos pocos segundos de retraso en 
la transferencia de información. En estas aplicaciones pronto se detectó que el principal 
problema era provocado por el retardo existente en la comunicación [Vertut-85].  
 
A partir de 1969 la NASA (National Aeronautics and Space Administration) comenzó a 
trabajar en el campo de los retardos. Ray Goertz empezó el desarrollo de sistemas 
maestro – esclavo mecánicos encargados de la captura de satélites. Dentro del MIT, el 
Draper Laboratory, desarrolló la idea de teleoperación asistida por computador para 
solucionar el problema de los retardos. Al mismo tiempo, equipos de investigación del 
Marshall Space Flight Center, en Huntsville (EEUU), del Johnson Space Flight Center, 
en Houston (EEUU) y de la Universidad de Stanford (EEUU) se centraron en el estudio 
del efecto del retardo en la teleoperación y en los aspectos de control. 
 
En 1976 la NASA envió el vehículo espacial Viking a Marte, Figura 2.11. Este vehículo 
fue programado para realizar únicamente tareas automatizadas. El retardo existente en la 
comunicación hasta la Tierra era de 30 minutos, por lo que era imposible un control 
directo por parte del operador. El vehículo era capaz de resolver ciertos problemas por 
si mismo, parando de forma automática cuando no podía resolver un problema. En este 
caso, el operador podía mandar un comando programado para indicar como continuaba, 
de forma que el vehículo tardaba 60 minutos en seguir operando (retraso de 30 minutos 
en llegar la información al operador, más otros 30 minutos en llegar al vehículo el 
comando).  
 

 
Figura 2.11. Vehículo espacial Viking enviado a Marte. (1) manipulador, (2) brazo con 
instrumentos metereológicos. 
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Del mismo modo que los requerimientos en la industria nuclear condujeron al desarrollo 
de los sistemas de teleoperación, las necesidades de la industria espacial han potenciado 
el estudio de la problemática de los retardos en la teleoperación. 
 
Otro campo de utilización de la teleoperación en el que existen problemas por la 
aparición de retardos ha sido el de las aplicaciones submarinas. En aplicaciones de 
teleoperación submarinas que utilizan telemetría acústica para la comunicación entre el 
maestro y el esclavo también existen considerables retardos en la comunicación, debido 
a que la velocidad de transmisión del sonido en el agua es de 1700m/s [Sheridan-93]. 
 
 
2.4.2 El problema de la inestabilidad con retardos 
 
La existencia de un retardo en un sistema de control en bucle cerrado afecta de forma 
negativa a la estabilidad del mismo. Para anular el error entra la referencia y la salida 
del sistema, la mayoría de sistemas utilizan una realimentación negativa y una ganancia 
mayor a la unidad en el rango de frecuencias de interés. Sin embargo, si la ganancia es 
mayor a la unidad en una frecuencia tal que el retardo es igual a la mitad de un ciclo, 
esto provocará que la realimentación sea positiva en lugar de negativa, de forma que la 
energía en esa frecuencia se estará continuamente sumando al bucle, y la amplitud del 
sistema crecerá sin límite, inestabilizándose el sistema. Por lo tanto, si se trabaja a 
frecuencias inferiores a aquella en la que retardo es igual a la mitad de un ciclo, la 
ganancia será inferior a la unidad, y el sistema será estable [Sheridan-93]. 
 
Desde el punto de vista de los sistemas teleoperados la existencia de retardos en la 
comunicación afecta del siguiente modo a la estabilidad del sistema. Al aparecer 
retardos en la comunicación, la información que el operador recibe del entorno remoto 
está retrasada. Esta información es habitualmente visual y cinestésica. La información 
visual generalmente viene dada en forma de imágenes, mientras que la cinestésica 
corresponde a las fuerzas y momentos ejercidos por el esclavo que son realimentados 
hacia al maestro. Debido a que el operador trabaja con información no actualizada, éste 
genera acciones de control sobre situaciones pasadas, que además llegan retrasadas al 
manipulador remoto. De este modo, el sistema entra en inestabilidad. 
 
 
2.4.3 Retardos en la realimentación de información visual 
 
Como se ha indicado la problemática de los retardos en los sistemas teleoperados fue 
detectada en las aplicaciones espaciales. En estas aplicaciones el control era unilateral, 
realimentando al operador únicamente información visual. Para solucionar la 
problemática de los retardos, W. R. Ferrell propuso la estrategia denominada mover y 
esperar [Ferrell-65].  En esta estrategia el operador realiza un movimiento de control 
discreto y espera a visualizar el resultado de la acción de control antes de efectuar otra. 
Sin embargo R. Held mostró que la adaptación senso-motriz del operador es 
esencialmente imposible para retardos incluso de 0.3s, de forma que los operadores no 
pueden asociar los movimientos efectuados a los del dispositivo remoto [Held-66]. 
 
En los sistemas de control unilateral una solución ampliamente utilizada es lo que se 
conoce como visualizadores predictivos (predictor display). En un visualizador 
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predictivo el operador realiza sus acciones utilizando un modelo simulado de la zona 
remota. De esta forma el operador trabaja en tiempo real con el simulador sin tener que 
esperar a recibir la información visual retardada del resultado real. Tal como se indica 
en [Sheridan-93] son muy útiles cuando el retardo es importante (mayor de 0.5 s) y los 
movimientos del operador son relativamente lentos (por debajo de 1 Hz).  
 
M. V. Noyes construyó el primer visualizador predictivo para teleoperación [Noyes-84]. 
En este visualizador, gráficos generados artificialmente eran superpuestos sobre la 
imagen de video real. En concreto un modelo alámbrico de la configuración actual del  
manipulador era representada sobre la imagen de video. Esta configuración era obtenida 
utilizando un modelo cinemático del manipulador y considerando las mismas señales de 
control que eran enviadas al manipulador remoto real. De esta forma el modelo 
calculado era dibujado en la imagen en la misma ubicación donde debería encontrarse 
después de un periodo de retardo. Como es lógico, si transcurría dicho periodo sin 
mover el manipulador, el modelo gráfico y la imagen real del manipulador se 
superpondrían.  
 
Más adelante, A. K. Bejczy y W. S. Kim desarrollaron un visualizador predictivo 
similar usando tanto un modelo alámbrico como sólido del manipulador [Bejczy-90]. 
Los anteriores visualizadores predictivos utilizaban un modelo cinemático para obtener 
la configuración del manipulador virtual. Hirzinger et al. desarrollaron un visualizador 
predictivo en el que el manipulador que se superpone a la imagen de video real es 
generado utilizando un modelo dinámico [Hirzinger-89] 
 
La efectividad de los visualizadores predictivos ha sido demostrada para modelos 
sencillos de manipuladores y tareas no complejas. Sin embargo tienen importantes 
limitaciones debido a que es necesario poseer un modelo muy preciso del manipulador 
remoto, el modelo debe ser calibrado cuidadosamente con la imagen de video en 
posición, escala y perspectiva, y no son adecuados para tareas en las que se requiere 
mucha precisión, como las de inserción. 
 
L. Conway et al. extendieron la idea de los visualizadores predictivos en lo que 
denominaron desincronización espacial y temporal (time and position clutching) 
[Conway-90].  La desincronización espacial y temporal parten de la idea de que el 
visualizador predictivo no tiene porqué estar sincronizado con la tarea real. De forma 
que sería posible grabar la tarea que debe realizar el robot en el simulador, y una vez 
finalizada enviarla para que sea reproducida en el robot real.  En este caso podrían 
editarse las maniobras del robot hasta que sean las deseadas antes de enviarlas al robot 
remoto. Los visualizadores predictivos, así como las técnicas de desincronización 
espacial y temporal, se enmarcan dentro de lo que se conoce como teleprogramación 
[Funda-91]. 
 
En la desincronización temporal el operador puede acelerar el control de la tarea 
simulada, enviando comandos y obteniendo las respuestas del simulador con mayor 
rapidez, en el caso de que tenga que realizar maniobras sencillas, y disminuir el ritmo de 
control de la tarea para maniobras complejas donde son necesarios más puntos de 
muestreo. Durante la realización de la tarea simulada el ordenador almacena los 
distintos comandos generados para enviarlos después al sistema de control del robot 
remoto para que sean procesados en tiempo real, interpolando entre puntos de muestreo 
cuando sea necesario. 
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Por otro lado la desincronización espacial permite probar comandos en el simulador 
para comprobar su funcionamiento, sin la necesidad de enviarlos al robot remoto. 
Lógicamente la desincronización espacial implica desincronización temporal. Asimismo 
cuando sean probados nuevos comandos en el simulador, se dejarán de grabar en el 
buffer de datos. De este modo cuando se vuelva a grabar un comando en el buffer puede 
ser necesario realizar una interpolación desde la posición previa hasta la nueva.  
 
Una forma de evitar la problemática de los retardos en teleoperación es utilizar lo que se 
denomina control supervisado [Sheridan-92]. En este control, el operador, en lugar de 
estar dentro del bucle de control del sistema teleoperado comandando en todo momento 
al robot, indica la tarea que debe hacer el robot remoto, de forma que únicamente se 
encarga de supervisar la realización de la tarea. En este caso el robot remoto es 
controlado por un computador ubicado en la zona remota que se encarga de generar los 
comandos de control usando sus propios sensores. Puesto que el computador encargado 
del control se ubica junto al robot, no existen retardos en la comunicación, por lo que 
desaparece el problema de la inestabilidad. En este sentido, el control supervisado puede 
parecer que corresponde a un funcionamiento automático en lugar de teleoperado, 
puesto que básicamente consiste en la programación del computador para que el 
funcionamiento del robot sea autónomo. Sin embargo se trata de un control supervisado, 
puesto que el operador continuamente monitoriza la tarea, interviniendo cuando detecta 
alguna anomalía, y actualiza o modifica el programa del computador. Lógicamente el 
retardo existente entre la zona local y la remota no se elimina. Tal como se indica en 
[Sheridan-93], el retardo existente en la confirmación de resultados al supervisor es 
aceptable siempre que: (i) sea menor que el tiempo para la ejecución de la tarea, (ii) el 
subobjetivo a conseguir sea una parte suficientemente grande de la tarea total, (iii) los 
aspectos no predecibles del entorno remoto no cambien demasiado rápido, y (iv) el 
sistema automático subordinado sea de confianza. 
 
 
2.4.4 Retardos en la realimentación de información cinestésica 
 
En el control bilateral de sistemas teleoperados existe una realimentación de la fuerza de 
interacción del esclavo con el entorno hacia el maestro. Cuando el retardo afecta a la 
realimentación de fuerza las soluciones indicadas en el epígrafe anterior no son válidas. 
La diferencia respecto a la realimentación de información visual retardada se basa en 
que al recibir el operador una fuerza retardada, siente una perturbación inesperada sobre 
su mano, que no puede ignorar y, al responder, provoca la inestabilidad sobre el proceso 
[Ferrell-66]. Sin embargo, en la realimentación de información visual retardada, el 
operador puede ignorar la perturbación y evitar la inestabilidad por ejemplo con la 
estrategia de mover y esperar. 
 
Se han propuesto diversas alternativas para solucionar el problema originado por la 
realimentación de fuerza retardada. La más simple consiste en mostrar la realimentación 
de fuerza de forma visual, aunque en este caso no se trata de un esquema de control 
bilateral. Otra alternativa es realimentar la fuerza sobre la mano que no controla el 
maestro o el joystick, o realimentar fuerzas mayores a una cierta magnitud durante un 
intervalo de tiempo en el que se reduce la ganancia por debajo de la unidad. 
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Una opción muy utilizada cuando existen retardos importantes en la comunicación es 
utilizar visualizadores predictivos con generación de fuerzas virtuales. De este modo se 
realimenta al operador en tiempo real la fuerza virtual. Para realimentar fuerzas al 
operador de forma virtual es necesario utilizar algoritmos de detección de colisiones 
[Bon-97] y algoritmos de generación de fuerzas virtuales [Bergamasco-95] [Colgate-
94]. Una característica deseable en los algoritmos de detección de colisiones y 
generación de fuerzas virtuales es que sean precisos y de bajo coste computacional. En 
la Figura 2.12 se muestra la arquitectura de un sistema teleoperado controlado por un 
visualizador predictivo con generación de fuerzas virtuales. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.12. Arquitectura de un sistema teleoperado controlado mediante un visualizador 
predictivo con generación de fuerzas virtuales. 

 
A diferencia de las aplicaciones espaciales o submarinas, donde el retardo existente en 
la comunicación es importante, en la mayoría de aplicaciones de teleoperación los 
retardos existentes son pequeños. Para este tipo de aplicaciones se han propuesto 
diversos esquemas de control en tiempo real en los que existe un bucle de 
realimentación del esclavo hacia el maestro. En esta Tesis se presenta un nuevo 
esquema de control para sistemas teleoperados con retardos. Este esquema se enmarca 
dentro de los esquemas de control válidos para retardos de hasta pocos segundos en los 
que existe una realimentación de la fuerza del esclavo hacia el maestro. Por este motivo 
en el siguiente apartado se va a realizar un estado del arte de los distintos esquemas de 
control bilateral propuestos para solucionar la problemática de los retardos. 
 
 
 
2.5 Esquemas de control bilateral de sistemas teleoperados con 

retardo constante 
 
En este apartado se van a presentar los esquemas de control de sistemas teleoperados 
propuestos en la literatura cuando el retardo existente en la comunicación es constante y 
en los que existe un bucle de realimentación del esclavo hacia el maestro [Sheridan-93] 
[Arcara-02]. 
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2.5.1 Control bilateral basado en pasividad 
 
R. J. Anderson y M. W. Spong propusieron un sistema de control bilateral con reflexión 
de fuerzas que es estable independientemente del retardo existente en la comunicación 
basándose en el concepto de pasividad [Anderson-89]. Basándose en la teoría del 
cuadripolo (two-port approach) [Raju-89] y utilizando la teoría de la pasividad y la 
teoría de dispersión (scattering), demuestran la estabilidad del sistema 
independientemente del retardo. La teoría de pasividad indica que un sistema es estable 
si es pasivo, y para ser pasivo debe disipar energía, nunca incrementar la energía. Un 
sistema es pasivo si y sólo si la norma de su operador de dispersión (scattering) es 
menor o igual a uno. 
 
Los autores representan un sistema teleoperado como se muestra en la Figura 2.13. Los 
parámetros y variables de este sistema se indican en la Tabla 2.1. 

 
Figura 2.13. Diagrama de bloques de un sistema teleoperado. 

 
 Variables Parámetros 

Operador 
Humano Fh Fuerza aplicada   

Fm Fuerza Mm Inercia 
vm Velocidad 
τm Par motor Maestro 

xm Posición 
Bm Rozamiento viscoso 

Fmd Fuerza deseada T Retardo Bloque de 
comunicación vsd Velocidad deseada n Factor de escala 

vs Velocidad Ms Inercia 
Fs Fuerza Bs1 Rozamiento viscoso error 

xs Posición Bs2 
Rozamiento viscoso 

velocidad 
Esclavo 

τs Par motor Ks Ganancia de rigidez 
Ze Impedancia Entorno Fe Fuerza de contacto 
αf Ganancia de fuerza 

Tabla 2.1. Variables y parámetros del sistema teleoperado. 
 
Demostraron que la causa de inestabilidad en los sistemas teleoperados con retardos se 
debe a que la aparición de retardos transforma el bloque de comunicación entre la zona 
local y la remota en un elemento no pasivo. Para solucionar el problema de la 
inestabilidad definen una ley de control que garantiza la pasividad del bloque de 
comunicación independientemente del tiempo de retardo. Para ello buscan que las 
características del bloque de comunicación sean idénticas a las de una línea de 
transmisión sin pérdidas. De este modo se asegura la pasividad del sistema y, por tanto, 
la estabilidad con retardos en la comunicación. 
 
Consideran que el modelo dinámico del maestro y del esclavo viene dado por las 
siguientes ecuaciones: 

Operador Maestro Comunicación Esclavo Entorno 

vm vm vsd vs 

Fh Fmd Fs Fe 



Control bilateral por convergencia de estados de sistemas teleoperados con retardos 

 22

 
              mhmm FvM τ+=&  (2.10)

 
              sess FvM τ+−=&  (2.11)

 
donde vm y vs es la velocidad del maestro y del esclavo,  τm y τs es el par del maestro y 
del esclavo, Mm y Ms es la inercia del maestro y del esclavo, Fh es  el par del  operador, 
y Fe es el par del entorno. 
 
La ley de control que proponen para el sistema es la siguiente: 
 

              mdmmm FvB −−=τ  (2.12)

 
               efssss FFvB ατ −+−= 2  (2.13)

 
donde Bm es el rozamiento viscoso del maestro, Bs2 es el rozamiento viscoso de la 
velocidad del esclavo, αf es una constante de ganancia de fuerza, Fmd es la fuerza que se 
refleja al maestro, y Fs, denominado par de coordinación, viene dado por: 

 
                )()( 1 ssdsssdss vvBdtvvKF −+−= ∫  (2.14)

 
donde Bs1 es el rozamiento viscoso del error del esclavo y Ks es la ganancia de rigidez. 
El par de coordinación se basa en el error entre las variables del maestro y del esclavo, y 
su objetivo es conseguir que el maestro y el esclavo se sigan mutuamente. 
 
Para garantizar la pasividad del bloque de comunicación independientemente del 
retardo, y de este modo, asegurar la estabilidad del sistema ante cualquier retardo, 
proponen la siguiente ley para el bloque de comunicación: 
 

                 ( ))()()()( 2 TtvtvnTtFtF sdmsmd −−+−=  (2.15)

 

                 ( ))()(1)()( 2 tFTtF
n

Ttvtv smdmsd −−+−=  (2.16)

 
donde n es un factor de escalado a causa de que las señales de fuerza y velocidad 
pueden diferir en órdenes de magnitud. 
 
La ley de control dada por las ecuaciones (2.12) – (2.16) asegura la estabilidad del 
sistema teleoperado ante cualquier retardo. En la Figura 2.14 se muestra el diagrama de 
bloques del esquema de control del sistema teleoperado. 
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Figura 2.14. Diagrama de bloques del esquema de control bilateral basado en pasividad. 

 
En [Anderson-89] se muestran resultados experimentales que validan la ley de control 
con retardos de hasta 2 segundos. Sin embargo, como se indica en el artículo, el 
seguimiento de fuerza y posición se degrada conforme aumenta el tiempo de retardo.  
 
En [Anderson-92] extienden el esquema de control obtenido para un sistema 
teleoperado de un grado de libertad, al caso de un sistema de teleoperación no lineal de 
n grados de libertad, y demuestran su estabilidad. 
 
El problema del esquema basado en el concepto de pasividad es que, para asegurar la 
estabilidad del sistema ante retardos, es necesario pasivar demasiado al sistema, lo que 
produce un funcionamiento lento y difícil para el operador. En [Lawn-93] se muestra a 
través de diversos experimentos que en los sistemas de teleoperación pasivos el 
operador tarda un 50% más en completar la tarea que si utiliza un sistema de 
teleoperación básico. 
 
 
2.5.2 Control bilateral basado en variables de onda 
 
G. Niemeyer y J.-J. E. Slotine introdujeron el concepto de variables de onda [Niemeyer-
91] [Niemeyer-96] efectuando una reformulación del formalismo de pasividad 
propuesto por R. J. Anderson y M. W. Spong [Anderson-89]. Los autores demuestran 
que la pasividad de las variables de onda es robusta a retardos en la comunicación de 
forma que proponen realizar la comunicación en un sistema teleoperado directamente en 
el dominio de la variable de onda. 
 
Las variables de onda permiten codificar la información de velocidad y de fuerza. Se 
definen como: 
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            ( ) ( )
b

tFtxbtv
2

)( −
=

&
 (2.18)

 
donde u(t) representa la variable de onda que va del maestro al esclavo, y v(t) representa 
la variable de onda que va del esclavo al maestro, y b es una constante positiva que 
indica la impedancia de la onda y sirve como parámetro para ajustar un controlador a un 
entorno particular o tarea.  
 
En la Figura 2.15 se muestra un sistema teleoperado donde la comunicación se realiza 
mediante variables de onda. Como puede observarse, tanto en la zona local como en la 
remota, la información se transforma en variables de onda antes de transmitirse. La 
velocidad ( mx& ) y la fuerza del maestro (Fm) se transforman en la señal de onda um, que 
llega al esclavo después de un retardo T, donde es decodificada en una velocidad ( sx& ) o 
en una fuerza (Fs). 
 

 
 
 

Figura 2.15. Sistema teleoperado basado en variables de onda. 

 
La razón de introducir las variables de onda se debe a su efecto en la pasividad del 
sistema. Los autores demuestran que los sistemas expresados en variables de onda son 
pasivos y por lo tanto estables ante cualquier tiempo de retardo.  
 
Los autores proponen un esquema de control donde la transmisión de información entre 
el maestro y el esclavo se realiza mediante variables de onda, Figura 2.16. En función 
de que los reguladores se diseñen para seguir una posición y velocidad  o una fuerza 
deseada, podrán implementarse distintos tipos de controles. Para mostrar un ejemplo de 
esquema de control se va considerar que el esclavo sigue un movimiento deseado 
mediante un control PD, mientras que el maestro aplica las fuerzas deseadas 
directamente. Este esquema sería similar al clásico fuerza – posición. Para analizar otros 
esquemas de control consultar [Niemeyer-96].  
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Figura 2.16. Esquema de control basado en variables de onda. 

 
El controlador del esclavo vendrá dado por: 

 
               ( ) ( )sdssdss xxKxxBF −−−−= &&  (2.19)

 
donde B es la ganancia de velocidad y K es la ganancia de posición para forzar al 
esclavo a seguir la velocidad deseada sdx& . La velocidad deseada puede ser decodificada 
a partir de la transformación de onda: 

 

             ( )
bB

xxKxBubx sdsss
sd +

−++
=

&
&

2  (2.20)

 
La posición deseada debe calcularse a partir de esta velocidad: 

 

              ( )∫=
t

sdsd dxx
0

ττ&  (2.21)

 
La onda de regreso vendrá dada por: 
 

               sss F
b

uv 2
−=  (2.22)

 
En la parte del maestro, la fuerza deseada se aplicará al maestro directamente. El valor 
es calculado a partir de la transformación de onda: 

 
                mmm vbxbF 2−= &  (2.23)

 
Por último la variable de onda que va hacia el esclavo se calculará como: 

 
              mmm vxbu −= &2  (2.24)

 
En [Niemeyer-96] se muestran resultados experimentales que demuestran la validez del 
control. 
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Los autores han utilizado las variables de onda para afrontar específicamente la 
teleoperación cuando existen retardos importantes en la comunicación [Niemeyer-97], 
así como cuando los retardos son variables [Niemeyer-98]. 
 
 
2.5.3 Control bilateral acomodaticio compartido 
 
W. S. Kim et al. propusieron un esquema de control acomodaticio compartido (shared 
compliant control) para solucionar la problemática de la aparición de retardos en los 
sistemas teleoperados [Kim-92].  
 
En un esquema de control bilateral convencional, cada articulación está servo-
controlada en posición con una rigidez del servo elevada. Esto provoca que el robot sea 
propenso a colisionar fuertemente con objetos del entorno. Con un control acomodaticio 
se consigue suavizar las fuerzas de contacto del robot con el entorno, de forma que el 
robot tiene un comportamiento más suave con el entorno, acomodándose a las 
restricciones del entorno. Por ejemplo, en una tarea de inserción de bulones en agujeros 
(peg-in-the-hole) el control acomodaticio posibilita que el robot se acomode a la 
estructura del agujero de forma que sea más fácil la realización de la tarea por el 
operador.  
 
Existen dos formas de conseguir la acomodación del robot al entorno: colocando 
elementos mecánicos pasivos entre el efector y el robot que se deforman para facilitar la 
tarea según las fuerzas de contacto, y la acomodación activa. La acomodación activa 
consiste en modificar el comando de posición del robot mediante cálculos por 
computador que utilizan las fuerzas de contacto obtenidas a partir de un sensor de 
fuerza/par situado en el extremo del robot. En [Kim-92] se implementa un control 
acomodaticio activo en el que la señal de fuerza/par del extremo del robot es primero 
filtrada mediante un filtro paso – bajo y, después, se realimenta a la señal de 
posición/orientación que viene del operador, Figura 2.17. La ventaja de utilizar una 
acomodación activa frente a una pasiva radica en que es posible ajustar los parámetros 
para establecer la acomodación deseada del robot al entorno. Al control acomodaticio 
también se le denomina control acomodaticio compartido, ya que el control es 
compartido entre el control manual del operador y el control acomodaticio autónomo 
del robot remoto. En realidad el control acomodaticio no es un esquema de control 
bilateral, ya que no existe reflexión de fuerza hacia el maestro. 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

Figura 2.17. Implementación del control acomodaticio compartido. 
 
En [Kim-92] se analizan las ventajas de la utilización de un esquema de control 
acomodaticio compartido frente a un esquema fuerza-posición cuando existen retardos 

Sistema de control 
del esclavo 

s
K
τ+1

Sensor de 
fuerza/par

Fuerza/par 

Comando de 
posición 

+ 

- 



Capítulo 2. Control con retardos en teleoperación 

 27

en la comunicación. Para ello los autores implementaron en un sistema teleoperado de 6 
grados de libertad ambos esquemas de control de forma separada y sometieron a varios 
operadores a realizar tareas de inserción de bulones en agujeros considerando diversos 
tiempos de retardo (de 2 ms a 4096 ms). Para comparar la ejecución de las tareas por 
parte de los operadores emplearon el tiempo de realización y la suma de fuerzas 
cuadradas.  
 
Los resultados que obtuvieron demuestran las ventajas del esquema de control 
acomodaticio compartido frente al esquema fuerza-posición:  
 

• El esquema fuerza-posición no puede implementarse cuando los retardos son 
superiores a 0.5s-1s, debido a la inestabilidad que se origina. 

• En el control acomodaticio el retardo no causa ningún problema de estabilidad a 
causa de que el bucle de realimentación de fuerza reside en la parte del robot. El 
control acomodaticio es el único control que permite realizar la tarea cuando el 
retardo es superior a 1s. 

• El tiempo de realización y la suma de fuerzas cuadradas se incrementa en ambos 
esquemas al incrementarse el retardo, aunque en el control acomodaticio se 
incrementa en menor velocidad que en el control fuerza-posición. 

 
Los autores indican que un uso combinado del esquema de control acomodaticio junto a 
la reflexión de fuerza puede mejorar la seguridad y estabilidad del sistema teleoperado. 
Esto es debido a que el bucle acomodaticio tiende ligeramente a estabilizar el bucle de 
reflexión de fuerza y a suavizar la interacción del esclavo con el entorno. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Figura 2.18. Esquema de control acomodaticio con reflexión de fuerza (parte superior); 
esquema de control acomodaticio (parte inferior). 

 
Por último, en base a los resultados experimentales obtenidos, los autores proponen los 
siguientes esquemas de control dependiendo del retardo existente en la comunicación: 
 

• Si el retardo es inferior a 0.5 s – 1 s, utilizar un esquema de control acomodaticio 
junto a la reflexión de fuerza, ver Figura 2.18 (parte superior). 
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• Si el retardo es mayor de 1 s, utilizar un control acomodaticio compartido sin 
reflexión de fuerza, ver Figura 2.18 (parte inferior). En este caso el esquema no 
sería de control bilateral, ya que no existe realimentación de fuerza sobre el 
maestro. 

 
 
2.5.4 Control bilateral con telemonitorización 
 
S. Lee y H. S. Lee presentaron un esquema de control bilateral en el que se utiliza una 
fuerza de realimentación denominada de telemonitorización para solucionar la 
problemática de los retardos [Lee-93]. Los autores además implementan un control de 
impedancia generalizado para modificar las características dinámicas del maestro y del 
esclavo. En el diseño del esquema de control consideran la dinámica del operador 
implicada en generar el comando de control a partir del estímulo visual y de fuerza. Esto 
se debe a que un esquema de control diseñado sin considerar la dinámica del operador 
puede volverse inestable cuando se introduce el operador en el bucle de control. Con el 
esquema de telemonitorización que proponen consiguen un funcionamiento óptimo del 
sistema teleoperado asegurando la estabilidad del sistema hasta un determinado retardo 
máximo. 
 
El control acomodaticio compartido introduce incertidumbre en el operador, debido a la 
influencia del control automático, que modifica sus comandos. Esto puede degradar de 
forma importante el funcionamiento del sistema teleoperado. Por otra parte, los sistemas 
diseñados para ser estables ante cualquier retardo en la comunicación sufren de tener un 
funcionamiento poco satisfactorio.  
 
Para solucionar el problema de la incertidumbre del operador y optimizar el 
funcionamiento del sistema teleoperado asegurando la estabilidad sólo hasta retardos 
pequeños (hasta 3 s), los autores proponen realimentar al maestro lo que llaman fuerza 
de telemonitorización. La fuerza de telemonitorización (fref) corresponde a una 
combinación lineal de dos fuerzas, la fuerza debida al error de posición (frp) y el error de 
fuerza (ef): 

 
             rpfref fef −=  (2.25)

 
donde la fuerza debida al error de posición (frp) viene dada por: 
 

              srprp eGf =  (2.26)

 
siendo es el error de posición, diferencia entre la posición deseada del esclavo (xds) y su 
posición actual (xs), sdss xxe −= , y Grp la matriz de compensación del error de posición, 
que se determina para obtener el mejor funcionamiento del sistema. El error de fuerza se 
calcula como la diferencia entre la fuerza de contacto deseada (fd) y la fuerza 
realimentada (fr): 

 
                escsdrdf fkfffe +=−=  (2.27)
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donde escsr fkf −= , siendo fes la fuerza medida en el extremo del esclavo, y kcs 
representa la matriz de transformación de fuerza, que se calculará para obtener el 
funcionamiento óptimo del sistema teleoperado. 
 
Con la fuerza de telemonitorización el operador tiene constancia de los errores de 
seguimiento de fuerza y posición del esclavo, y además existen suficientes parámetros 
para optimizar el funcionamiento del sistema teleoperado asegurando la estabilidad 
hasta retardos menores de 3 s. 
 
Por otra parte los autores proponen modificar de forma activa la dinámica del maestro y 
del esclavo. Para ello implementan un control de impedancia generalizado [Lee-91]. De 
esta forma es posible modificar la dinámica del esclavo para que interactúe con un 
entorno desconocido según unas características de impedancia deseadas. El control de 
impedancia generalizado (GIC: Generalizad Impedance Control) se basa en primer 
lugar en definir el comportamiento dinámico deseado en términos de la impedancia 
generalizada (GI: Generalizad Impedance). La dinámica deseada se consigue hallando 
la aceleración a partir de la GI y aplicando la aceleración calculada a la dinámica del 
brazo para obtener la entrada de control. 
 
Consideran que el modelo dinámico del maestro viene dado por: 

 
               bmmamemam uxmff +=+ &&  (2.28)

 
donde fam representa la fuerza del actuador del maestro,  fem es la fuerza interna debida a 
la interacción con el brazo humano: fem =-feh (siendo feh la fuerza interna sentida por el 
operador debida a la interacción con el maestro), y mam y ubm son, respectivamente, la 
matriz de inercia y la fuerza debida a la gravedad y a la fuerza centrípeta/Coriolis del 
maestro. La dinámica deseada del maestro la definen como: 

 
             mdmmdmemref xbxmff &&& +=+  (2.29)

 
donde mdm y bdm son los parámetros de inercia y rozamiento viscoso deseados del 
maestro. A partir de esta dinámica se obtiene que la ley de control del maestro vendrá 
dada por: 

 
             bmmdmrefemdmamemam uxbffmmff +−++−= − )(1 &  (2.30)

 
El modelo dinámico del esclavo es representado como: 

 
               bssasesas uxmff +=+ &&  (2.31)

 
donde fas es la fuerza del actuador del esclavo, fes es la fuerza de interacción con el 
entorno, y mas y ubs son respectivamente, la matriz de inercia y la fuerza debida a la 
gravedad y a la fuerza centrípeta/Coriolis del esclavo. La dinámica deseada del esclavo 
es definida por: 
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                   ( ) ( )dssdsdssdssdsesfsesfs xxkxxbxmfkfb −+−+=+ &&&&&  (2.32)

 
donde los parámetros bfs, kfs, mds, bds y kds son matrices diagonales definidas positivas, y 
xs y xds representan, respectivamente, la posición actual y de referencia del esclavo. A 
partir de esta dinámica se calcula la ley de control del esclavo, que será: 

 
               ( ) ( ){ } bsdssdsdssdsesfsesfsdsasesas uxxkxxbfkfbmmff +−−−−++−= − &&&1  (2.33)

 
Los autores realizaron diversas pruebas en simulación comparando el esquema de 
control propuesto con otros esquemas: control de rigidez del esclavo con reflexión de 
esfuerzos, control de impedancia del esclavo con reflexión de esfuerzos, y control de 
impedancia del esclavo con fuerza de telemonitorización. Los resultados obtenidos 
demuestran que el esquema propuesto se comporta mejor que el resto de esquemas tanto 
en seguimiento de fuerza como en seguimiento de posición. Asimismo se obtiene un 
mejor funcionamiento del sistema en comparación al esquema presentado por R. J. 
Anderson y M. W. Spong basado en el concepto de pasividad [Anderson-89]. Es 
interesante indicar que, debido a que en el esquema basado en pasividad no se tuvo en 
cuenta la dinámica del operador, no se puede garantizar la estabilidad cuando el retardo 
es superior a 1.2 s. 
 
 
2.5.5 Control optimizado para transparencia 
 
D. A. Lawrence presentó una arquitectura general de teleoperación para analizar y 
comparar diversos esquemas de teleoperación en términos de las propiedades de 
transparencia y estabilidad cuando existen retardos, proponiendo una nueva arquitectura 
optimizada para transparencia [Lawrence-93]. El autor analiza la estabilidad y 
transparencia del control bilateral posición – posición, del control fuerza – posición, y 
del control basado en pasividad [Anderson-89]. La transparencia es una propiedad que 
mide el acoplamiento del operador con el entorno, es decir, cuantifica de qué forma el 
operador siente que está interactuando con el entorno [Raju-89]. 
 
La arquitectura general que consideran para analizar los distintos sistemas teleoperados 
se muestra en la Figura 2.19, donde Zm y Zs es la impedancia del maestro y del esclavo, 
Cm y Cs es el controlador del maestro y del esclavo, C1, C2, C3 y C4 son parámetros de 
control, Fe y Ve es la fuerza y velocidad del esclavo, Fh es la fuerza del operador sobre 
el maestro, Vh es la velocidad del maestro, y *

eF  y *
hF  son las fuerzas externas. 
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Figura 2.19. Esquema general del sistema teleoperado. 

 
La ley de control que propone el autor para optimizar la transparencia del sistema viene 
dada por las siguientes ecuaciones: 
 

             ICC =23  (2.34)

 
              ( )mm CZC +−=4  (2.35)

 
              ( )ss CZC +=1  (2.36)

 
Además para garantizar que el canal de comunicación sea pasivo propone que se 
utilicen las siguientes ecuaciones de control: 
 

              ( ) 4,3,2,1,1
' == iCsHC ii  (2.37)

 
              ( )( )ess ZCCsHCC 242

' ++=  (2.38)

 
              ( )( )hmm ZCCsHCC 312

' −+=  (2.39)
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donde H1(s) y H2(s) son filtros definidos por: 
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siendo T el retardo de la comunicación (s), a  el ancho de banda del filtro paso bajo 
(rad/s) y b determina la atenuación de la variable de onda [Niemeyer-91]. Las leyes 
originales de control Cm y Cs dependen del esquema de control cuya transparencia se 
desea optimizar, ver [Lawrence-93]. 
 
Del estudio realizado de estabilidad y transparencia de los distintos esquemas de 
control, el autor obtiene los siguientes resultados. El esquema posición – posición y el 
fuerza – posición proporcionan poca transparencia, incluso a bajas frecuencias, y con 
estabilidad escasa. El esquema basado en pasividad [Anderson-89] mejora la propiedad 
de estabilidad, pero no mejora la transparencia, de modo que si los retardos son 
elevados la teleoperación es impracticable. En el esquema propuesto optimizado para 
transparencia, a bajas frecuencias se consigue que el sistema reproduzca fielmente la 
rigidez de la tarea al operador. Además la pasividad introducida para contrarrestar los 
efectos del retardo no degrada la transparencia a bajas frecuencias. Sin embargo este 
esquema tiene el inconveniente que sólo admite retardos pequeños. Del estudio 
realizado analizando la transparencia y estabilidad de los distintos sistemas 
teleoperados, el autor indica que son objetivos que entran en conflicto en el diseño de un 
sistema teleoperado, de forma que es necesario llegar a un compromiso entre ambas. Si 
se desea una alta transparencia, puede utilizarse el esquema optimizado para 
transparencia, aunque los retardos en la comunicación deberán ser pequeños. Por el 
contrario, si se no se desea una transparencia alta, puede asegurarse la estabilidad para 
retardos importantes utilizando el esquema basado en pasividad [Anderson-89]. 
 
 
2.5.6 Control bilateral adaptativo de movimiento/fuerza garantizando estabilidad 
 
W. H. Zhu y S. E. Salcudean desarrollaron un esquema de control bilateral adaptativo 
de movimiento/fuerza para sistemas teleoperados con retardos [Zhu-00]. El método que 
proponen puede ser aplicado tanto en control en posición como en control en velocidad. 
Consideran un modelo del entorno incorporado en la dinámica del esclavo, y un modelo 
del operador incluido en la dinámica del maestro. El maestro y el esclavo poseen 
controladores adaptativos de movimiento/fuerza independientes que asumen límites de 
incertidumbre en los parámetros. Los estados del maestro (esclavo) son enviados al 
esclavo (maestro) como comandos de movimiento/fuerza en lugar de acciones de 
control. Los autores demuestran que el esquema es L2 y L∞ estable [Khalil-96], y es 
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robusto frente a retardos en la comunicación. Con el esquema se consigue seguimiento 
de movimiento (posición/velocidad) y de fuerza con error nulo en estado estable. 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.20. Diagrama de bloques de un sistema teleoperado de 1 GDL. 

 
En la Figura 2.20 se muestra el esquema de control propuesto por los autores para un 
sistema teleoperado de un grado de libertad desde el punto de vista de la estructura 
general de un sistema teleoperado presentado por D. A. Lawrence [Lawrence-93], 
donde: 
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siendo mM̂  y hm̂  las masas estimadas del maestro y del operador; sM̂  y em̂  las masas 

estimadas del esclavo y del entorno; hb̂  y hk̂  el coeficiente viscoso estimado y la 

constante de rigidez estimada del operador; eb̂  y ek̂  el coeficiente viscoso estimado y la 
constante de rigidez estimada del operador; kp es el factor de escalado de movimiento; kf 
es el factor de escalado de fuerza; δ es un selector que permite elegir entre control 
fuerza – posición (δ = 1) y control fuerza – velocidad (δ = 0); A, C y Λ son parámetros 
de control; y Km, KmI, Ks y KsI son ganancias. 
 
El esquema propuesto permite un excelente seguimiento de movimiento 
(posición/velocidad) y fuerza, asegurando asimismo la estabilidad ante retardos. Esta 
capacidad de seguimiento no había sido conseguida anteriormente en diseños ideados 
para garantizar la estabilidad [Anderson-89]. Sin embargo experimentalmente los 
autores comprueban que, aunque la estabilidad se asegura para cualquier retardo, la 
capacidad de seguimiento de movimiento/fuerza se mantiene sólo para retardos de 
aproximadamente 100 ms, de forma que para retardos mayores la capacidad decrece 
rápidamente. 
 
 
2.5.7 Otros esquemas de control 
 
García et al. [García-00] propusieron una estructura de control para solucionar la 
problemática de los retardos basada en el predictor de Smith [Smith-58] [Aström-84]. El 
predictor de Smith es utilizado, por una parte en la zona local para anticipar la 
información retardada del esclavo, y por otra, en la zona remota para anticipar la 
información retardada del maestro. En [Arcara-02] se presenta una arquitectura donde 
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también se utiliza el predictor de Smith, aunque sólo en la parte del maestro para 
anticipar la información retardada del esclavo, implementando un simple controlador 
PD en el esclavo. S. Munir [Munir-01] utilizó el predictor de Smith en combinación con 
las variables de onda [Niemeyer-91] para mejorar el funcionamiento del sistema 
teleoperado, y al mismo tiempo, asegurar la pasividad del sistema.  
 
S. Lee y H. S. Lee utilizando el concepto de fuerza de telemonitorización [Lee-93] en 
combinación con el predictor de Smith presentaron un sistema de control de 
teleoperación con retardos óptimo [Lee-94a]. Los autores primero diseñan un sistema de 
control de teleoperación óptimo sin retardos, considerando la dinámica del operador en 
el bucle de control y empleando el concepto de fuerza de telemonitorización. Aplicando 
el principio de Smith al sistema de control diseñado, obtienen un sistema de control de 
teleoperación con retardos óptimo. Mediante una serie de parámetros de ajuste del 
sistema es posible llegar a un compromiso entre funcionamiento y robustez. 
 
S. Lee y K. Jeong [Lee-94b] diseñaron un sistema de control de teleoperación con 
retardos robusto aplicando la metodología H∞ [Francis-87]. Los autores descomponen el 
sistema de control en dos fases: la fase de aproximación y la fase de contacto. Para la 
fase de aproximación utilizan el principio de Smith para diseñar un sistema de control 
óptimo. Sin embargo, para la fase de contacto, diseñan un sistema de control robusto a 
las incertidumbres del modelado basándose en la optimización H∞. En [Lee-94b] se 
muestran pruebas en simulación en las que se observa que el funcionamiento del 
sistema teleoperado con el sistema de control diseñado, es mejor que el comportamiento 
obtenido aplicando el principio de Smith y el concepto de telemonitorización. 
 
G. M. H. Leung et al. [Leung-95] presentaron un método de diseño de sistemas de 
control bilateral de teleoperación con retardos en la transmisión basándose en las 
técnicas de control óptimo H∞ [Francis-87] y en las técnicas de µ-síntesis [Balas-91]. 
Con el método propuesto se realiza el diseño del esquema de control para, al mismo 
tiempo, satisfacer las especificaciones de funcionamiento del sistema y asegurar la 
estabilidad para un determinado margen de tiempo de retardo. 
 
Otsuka et al. [Otsuka-95] propusieron un sistema de control bilateral de teleoperación 
con retardos basado en el control de impedancia mediante modelos internos virtuales 
dirigidos por la suma de fuerzas detectadas en el maestro y en el esclavo.  Los autores 
demuestran que el esquema es estable para cualquier retardo utilizando el teorema de la 
ganancia pequeña (small gain theorem) [Khalil-96]. Para asegurar la estabilidad, el error 
entre el maestro y el esclavo no es realimentado al maestro, de forma que se permite el 
error entre el maestro y el esclavo. Los autores presentan  resultados experimentales que 
validan el sistema de control con retardos. Además, indican que se ha verificado 
experimentalmente que el sistema es estable incluso cuando el retardo no es constante. 
S. Manorotkul y H. Hashimoto [Manorotkul-96] ampliaron este esquema de control 
incorporándole una corrección del error de posición para convertir el sistema 
teleoperado en un sistema en bucle cerrado, y mejorar su respuesta reduciendo el error 
de posición entre el maestro y el esclavo. Los autores muestran a través de diversos 
resultados en simulación y experimentales la reducción del error de posición entre el 
maestro y el esclavo, aunque, a medida que aumenta el retardo en la comunicación, 
también lo hace el error de posición. 
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M. Yamakita et al. [Yamakita-95] presentaron un sistema de control bilateral maestro – 
esclavo con retardos en el que la impedancia del esclavo es ajustada por la fuerza 
ejercida por el operador. La estabilidad del sistema es demostrada basándose en la teoría 
de la pasividad. Mediante diversos experimentos se verifica el funcionamiento del 
esquema de control. 
 
K. Kosuge et al. [Kosuge-96b] propusieron un sistema de control para sistemas 
teleoperados “escalados” con retardos en la transmisión. En el esquema de control, la 
relación de movimiento y fuerza entre el maestro y el esclavo puede ser especificada 
mediante dos factores de escalado. La estabilidad del sistema es demostrada mediante la 
teoría de pasividad. En el artículo se presentan resultados experimentales que prueban la 
validez del control propuesto. 
 
S. Aiguo et al. [Aiguo-96] presentaron un esquema de control adaptativo y pasivo de 
sistemas teleoperados con retardos basado en una correspondencia de impedancia activa 
para garantizar la estabilidad y la transparencia. El término de impedancia es activo y se 
adapta a la impedancia del entorno. Para identificar los parámetros de impedancia del 
entorno utilizan un algoritmo genético [Holland-75]. Los autores presentan diversos 
resultados experimentales que muestran el funcionamiento del control. 
 
A. Caiti et al. [Caiti-96] indicaron que mediante la utilización de un bucle de control de 
fuerza integral local en el esclavo en un sistema teleoperado con reflexión de esfuerzos, 
es posible mejorar la estabilidad ante la presencia de retardos en la comunicación. 
 
A. Eusebi y C. Melchiorri [Eusebi-98] aplicaron al control acomodaticio compartido 
[Kim-92] una ley de control que es capaz de, para un determinado retardo, aumentar la 
ganancia de reflexión de fuerza para mejorar el funcionamiento del sistema y al mismo 
tiempo asegurar la estabilidad o, para una determinada ganancia de reflexión de fuerza, 
asegurar la estabilidad para retardos mayores. La ley de control se basa en una red de 
atraso de fase. Los autores muestran, mediante resultados de simulación y 
experimentales, la efectividad del control propuesto. 
 
K. Yamada et al. [Yamada-00] diseñaron un sistema de control bilateral de 
teleoperación con retardos basándose  en la utilización de controladores que estabilizan 
sistemas de fase mínima. 
 
 
 
2.6 Esquemas de control bilateral de sistemas teleoperados con 

retardo variable 
 
En los sistemas teleoperados tradicionales para efectuar la comunicación entre el 
maestro y el esclavo se utiliza un medio de transmisión privado, por ejemplo un satélite 
de comunicaciones, un cable de comunicación privado, un canal de radio privado,… En 
estos casos puede considerarse que existe un retardo en la comunicación constante 
[Kosuge-96a].  
 
Actualmente el desarrollo de las redes de computadores, como por ejemplo Internet, ha 
potenciado su uso como medio de transmisión en los sistemas teleoperados. Los 
sistemas teleoperados que utilizan redes de computadores son más baratos y flexibles en 
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comparación a los que utilizan canales de comunicación privados. Sin embargo, en estos 
sistemas el retardo existente en la comunicación no es constante, sino que varía en 
función de la carga de la red. Los esquemas de control bilateral que se utilizan cuando el 
retardo en la comunicación es constante no son aplicables cuando el retardo es variable. 
En [Kosuge-96a] se muestran simulaciones donde se verifica que, el esquema basado en 
pasividad [Anderson-89], que es estable para cualquier retardo constante, se vuelve 
inestable en el caso de que el retardo sea variable.  
 
En la literatura se pueden encontrar distintos esquemas de control propuestos para 
solucionar el problema del retardo variable en la comunicación. K. Kosuge et al. 
[Kosuge-96a] presentaron el método del retardo virtual para mantener el retardo en la 
comunicación constante, y lo aplicaron al esquema basado en pasividad [Anderson-89] 
para asegurar la estabilidad ante retardos variables. R. Oboe y P. Fiorini [Oboe-97] 
presentaron un entorno para el diseño, simulación y control de sistemas bilaterales 
teleoperados que utilizan Internet como medio de transmisión. Además, a partir de los 
parámetros identificados del retardo, diseñaron un controlador que incluía un estimador 
casi-óptimo (quasi-optimimal estimator) para compensar pequeñas pérdidas de datos. K. 
Brady y T.-J. Tarn [Brady-98] realizaron una formulación de los sistemas teleoperados 
en el espacio de estados teniendo en cuenta la naturaleza variable del retardo, 
proponiendo una arquitectura de control supervisado. A. Sano et al. [Sano-98] 
diseñaron controladores para sistemas teleoperados basándose en la teoría de control 
óptimo H∞. J. Kikuchi et al. [Kikuchi-98] también utilizaron el método del retardo 
virtual para mantener el retardo constante, así como un visualizador predictivo para 
estimar el comportamiento del entorno remoto. G. Niemeyer and J.-J. E. Slotine 
[Niemeyer-98] demostraron que la estabilidad de sistemas bilaterales teleoperados con 
retardo en la comunicación variable puede ser preservada mediante el uso de filtros de 
variables de onda. Y. Yokokohji et al. [Yokokohji-99] indicaron que el uso de variables 
de onda (wave variables) [Niemeyer-91], al mantener la pasividad del sistema, degrada 
el funcionamiento del sistema, por lo que propusieron añadir al esquema basado en 
variables de onda un bloque de compensación en el maestro y en el esclavo para 
minimizar la degradación. Sin embargo este sistema de control puede potencialmente 
generar energía infinita en determinadas situaciones, de forma que la estabilidad no 
puede ser asegurada. Para solucionar este problema, Y. Yokokohji et al. [Yokokohji-00] 
introdujeron un mecanismo de monitorización de balance de energía para limitar la 
energía que el sistema puede generar, y de este modo, asegurar la pasividad del sistema. 
J.-H. Park and H.-C. Cho [Park-99] presentaron un sistema de control bilateral formado 
por un controlador modificado en modo deslizante (sliding-mode controller) en el 
esclavo [Buttolo-94], con el que se compensan los efectos del retardo variable, y un 
controlador de impedancia en el maestro. Lozano et al. [Lozano-02] insertaron en el 
esquema de variables de onda [Niemeyer-91] una ganancia variable para garantizar la 
pasividad con retardos variables y, además, un saturador de velocidad en el esclavo para 
mejorar la capacidad de seguimiento del sistema. 
 
 
 
2.7 Conclusiones 
 
Se ha mostrado en este capítulo como fue en el sector espacial donde se puso de 
manifiesto la influencia negativa en los sistemas teleoeperados de la presencia de 
retardos en la comunicación. En general, cuando el retardo existente en la comunicación 



Control bilateral por convergencia de estados de sistemas teleoperados con retardos 

 38

es importante, como puede ocurrir en las aplicaciones espaciales o submarinas, 
únicamente parece factible utilizar visualizadores predictivos en los que se emplean 
modelos cinemáticos y/o dinámicos del entorno remoto simulados mediante un 
computador para eliminar el problema del retardo. En este caso, para que exista 
realimentación de fuerzas hacia el operador, es necesario disponer de algoritmos de 
detección de colisiones, así como de generación de fuerzas virtuales. 
 
Sin embargo, en la mayoría de aplicaciones de teleoperación, los retardos que aparecen 
son debidos al procesamiento y acondicionamiento de señales, de forma que son 
pequeños (pocos segundos). Existen multitud de esquemas de control en tiempo real que 
disponen de un bucle de realimentación del esclavo hacia el maestro, pensados para 
solucionar la problemática de los retardos cuando éstos son pequeños.  
 
Puesto que esta Tesis va a presentar un nuevo esquema de control bilateral que se 
enmarca dentro de los esquemas de control bilateral válidos para retardos de hasta pocos 
segundos, se ha aportado en este capítulo un completo estado del arte de estos 
esquemas. En este estado del arte se ha hecho especial énfasis en los esquemas ideados 
para trabajar cuando el retardo es constante, debido a que el sistema de control que se 
propone en la Tesis ha sido ideado para el caso en el que el retardo en la comunicación 
es constante. De hecho, como se indicará en el capítulo 7, donde se muestran los 
resultados experimentales obtenidos utilizando el sistema de control aportado en la 
Tesis, este nuevo sistema de control no es aplicable si el retardo existente en la 
comunicación es variable. 
 
No obstante, puesto que el desarrollo actual de las redes de computadores, como por 
ejemplo Internet, ha propiciado su uso como medio de transmisión en los sistemas 
teleoperados, y este medio se caracteriza por generar retardos variables, también se ha 
resumido en este capítulo los principales esquemas de control bilateral existentes en la 
literatura para trabajar con retardos variables. 
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Capítulo 3 
 

Modelado y  diseño de un sistema de control 
de teleoperación con retardos en la 

transmisión por convergencia de estados 
 
 
 
 
 
3.1 Introducción 
 
En este capítulo se va a presentar un nuevo método de diseño de sistemas de control de 
teleoperación con retardos en la transmisión. Este método parte de un modelado del 
sistema teleoperado en variables de estado en el dominio del tiempo, en el que se han 
contemplado todas las posibles interacciones que pueden aparecer en el conjunto 
operador – maestro – esclavo – medio. El método de diseño se basa en la obtención y 
resolución de un conjunto de ecuaciones que consiguen la convergencia del estado del 
esclavo y del maestro, logrando de este modo que el esclavo siga al maestro, así como 
establecer la dinámica de dicha convergencia y del esclavo. En este método de diseño se 
ha utilizado la aproximación de Taylor para modelar el retardo existente en la 
transmisión, lo cual constituye una idea original en el modelado y diseño de sistemas de 
control de teleoperación con retardos. 
 
Es de destacar que tanto el modelado como el método de diseño de sistemas de control 
de teleoperación con retardos que se presentan en este capítulo constituyen claras 
aportaciones de esta Tesis. La importancia y novedad del método de diseño que se 
presenta radica en la posibilidad de la obtención de un esquema de control para que la 
dinámica del esclavo, así como la dinámica de la convergencia de estados del maestro y 
del esclavo, tengan el comportamiento deseado, a partir del retardo existente en la 
comunicación, de la constante de reflexión de esfuerzos y de las características 
dinámicas del maestro, del esclavo y del entorno. 
 
Este capítulo se va a estructurar tal como se indica a continuación. En primer lugar se va 
exponer el modelado en representación interna del sistema teleoperado con retardos en 
la transmisión. Para explicar  el modelado y el método de diseño se considerará un 
sistema teleoperado de 1 GDL  en el que el maestro y el esclavo están representados por 
ecuaciones diferenciales de segundo orden (posteriormente, en el capítulo 6, se 
generalizará el modelado y el método de diseño al caso en el que el maestro y el esclavo 
están representados por ecuaciones diferenciales de orden n). Dentro del apartado de 
modelado del sistema teleoperado, se hará especial énfasis en el modelado del entorno y 
en la utilización de la aproximación de Taylor para modelar el retardo. Una vez 
presentado el modelado, se presentará el método de diseño del sistema de control 
mediante convergencia de estados. Tras detallar el método de diseño, se explicará 
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porqué se ha realizado la simplificación en el modelado del sistema teleoperado de 
considerar la fuerza que ejerce el operador constante, así como porqué se ha utilizado la 
aproximación de Taylor de primer orden para modelar el retardo y no una aproximación 
de mayor orden. Por último se presentarán las conclusiones, donde se hará hincapié en 
las ideas novedosas aportadas a lo largo del capítulo. 
 
 
 
3.2 Modelado del sistema teleoperado 
 
El modelado del sistema teleoperado maestro – esclavo con retardos en la transmisión 
se ha realizado en representación interna considerando todas las posibles interacciones 
que pueden aparecer en el conjunto operador – maestro – esclavo – entorno. Este 
modelado se muestra en la Figura 3.1.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Figura 3.1. Modelado de sistema teleoperado con retardos en la transmisión. 

 
El sistema maestro y esclavo, respectivamente, se representan en el espacio de estados 
de la siguiente forma: 
 

∫

Am 

Bm 

Km 

∫

As 

Bs 

Ks

Rm 

Rs G2 

Retardo

Retardo
Retardo 

xm 

xs 

+
+

+

+

+ 
+ 

+ 

+ 
 + 

+ 

Fm um 

us 

 

 

Cm 

Cs 

ym 

ys 

MAESTRO 

ESCLAVO 



Capítulo 3. Modelado y diseño de un sistema de control de teleoperación con retardos 

 41

( ) ( ) ( )
( ) ( )txCty
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=
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                 (3.1) 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( )txCty

tuBtxAtx

sss

sssss

=
+=&

                 (3.2) 

 
donde: 
 

• xm y xs son las variables de estado,  
• ym y ys representan las salidas,  
• Am y As son las matrices de estado,  
• Bm y Bs son las matrices de entrada,  
• y Cm y Cs son las matrices de salida. 

 
Las señales que aparecen en el esquema son las siguientes: 
 
- Fm: Fuerza aplicada por el operador en el maestro. 
- um: Señal de control de entrada al maestro. 
- us: Señal de control de entrada al esclavo. 
- xm: Vector de estados del maestro. 
- xs: Vector de estados del esclavo. 
- ym: Salida del maestro. 
- ys: Salida del esclavo. 
 
Las matrices que aparecen en el modelo son las siguientes: 
 
- G2: Define la influencia de la fuerza ejercida por el operador sobre el maestro en el 

esclavo. 
- Rm: Define la interacción esclavo – maestro. Con los valores adecuados permite que 

el modelo contemple la reflexión de esfuerzos. 
- Rs: Define la interacción maestro – esclavo. 
- Km: Matriz de realimentación de estado del maestro. Permite fijar la dinámica del 

maestro. 
- Ks: Matriz de realimentación de estado del esclavo. Permite fijar la dinámica del 

esclavo. 
 
Los bloques de retardo que aparecen en el modelo representan un retardo de T 
segundos, de forma que la señal a la salida de cada uno de estos bloques estará retardada 
T segundos. 
 
Es de resaltar que la arquitectura de control de teleoperación que se muestra en Figura 
3.1 en la que se consideran todas las posibles interacciones que pueden aparecer en el 
conjunto operador – maestro – esclavo – entorno, supone una idea novedosa que aporta 
la presente Tesis en el modelado de sistemas de control de robots teleoperados con 
retardos. 
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3.2.1 Análisis del modelo 
 
Se va a realizar el análisis suponiendo que el maestro y el esclavo constan de un único 
grado de libertad, ver Figura 3.2. El modelo dinámico de un elemento de un único grado 
de libertad es el siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) ( )tutmgltbtJ =++ θθθ sin&&&            (3.3) 
 

donde 2
3
1 mlJ =  es la inercia del elemento, b es el coeficiente de rozamiento viscoso, l 

es la longitud del elemento, g es la aceleración de la gravedad, m es la masa del 
elemento, θ(t) representa la posición (ángulo girado) en el instante t y u(t) es el par de 
control aplicado en el instante t. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 3.2. Modelo simplificado de un robot de 1 GDL. 

 
Para efectuar el análisis,  se va a considerar el modelo dinámico simplificado lineal: 
 

( ) ( ) ( )tutbtJ =+ θθ &&&              (3.4) 
 

Se va a expresar el modelo dinámico en el espacio de estados mediante las ecuaciones: 
 

      
( ) ( ) ( )
( ) ( )tCxty

tButAxtx
=

+=&
              (3.5) 

 
donde el vector de estados es de la forma: 

 

( ) ( )
( )






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tx
tx

tx
2

1         (3.6) 

 
Para modelar el sistema en el espacio de estados se van a elegir variables de estado con 
sentido físico. En concreto se van a considerar como variables de estado la posición y la 
velocidad del elemento. 
 
Sea ( ) ( )ttx θ=1  y ( ) ( ) ( )ttxtx θ&& == 12 , es decir, el estado x1 representa la posición del 
elemento, y el estado x2, la velocidad. A partir de la ecuación (3.4) se va a calcular la 
ecuación de estados: 
 

l

( )tθ

u(t) 
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( ) ( ) ( )ttxtx θ&& == 21              (3.7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tu
J

tx
J
btu

J
t

J
bttxtx 11

212 +−=+−=== θθ &&&&&&       (3.8) 

 ( ) ( )txty 1=          (3.9) 

 
Por tanto, el modelado en variables de estado con sentido físico del sistema es: 

 
( )
( )

( )
( ) ( )

( ) [ ] ( )
( )






=












+




















−=









tx
tx

ty

tu
Jtx

tx

J
b

tx
tx

2

1

2

1

2

1

01

1
0

0
10

&

&

            (3.10) 

 
De esta forma, la representación en el espacio de estados del sistema maestro es: 
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La representación en el espacio de estados del sistema esclavo es: 
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De forma simplificada se representará el sistema maestro y esclavo, respectivamente, 
del siguiente modo: 
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donde: 
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La estructura del resto de matrices que aparecen en el modelo es la siguiente: 

 

[ ]21 mmm kkK =          (3.17) 

[ ]21 sss kkK =         (3.18) 

[ ]21 mmm rrR =        (3.19) 

[ ]21 sss rrR =         (3.20) 

22 gG =              (3.21) 

 
A partir del modelo puede observarse que la señal de control del maestro, um(t), y del 
esclavo, us(t), vienen dadas por: 

 

( ) ( ) ( ) )(tFTtxRtxKtu msmmmm +−+=            (3.22) 

( ) ( ) ( ) )(2 TtFGTtxRtxKtu mmssss −+−+=     (3.23) 

 
Si se sustituye la señal de control del maestro y del esclavo en las ecuaciones de estado 
(3.13) y (3.14) por  las expresiones (3.22) y (3.23) se obtienen las siguientes ecuaciones 
de estado: 

 

( ) [ ] ( ) ( ) )(tFBTtxRBtxKBAtx mmsmmmmmmm +−++=&           (3.24) 

( ) [ ] ( ) ( ) )(2 TtFGBTtxRBtxKBAtx msmsssssss −+−++=&             (3.25) 

 
 
3.2.2 Modelado del entorno 
 
Un robot teleoperado en la realización de sus tareas suele interaccionar de algún modo 
con el entorno, por ejemplo agarrando objetos o proyectando algún tipo de material. La 
dinámica de esta interacción debe considerarse en el diseño del sistema de control para 
contemplar las fuerzas de reacción que se generan. Por lo tanto es necesario contemplar 
un modelo del entorno.  
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Figura 3.3. Modelo de entorno tipo Kelvin. 

 
El modelo de entorno más utilizado en robótica es el modelo de entorno tipo Kelvin 
[Janabi-95]. Este entorno se representa como una rigidez en paralelo con un elemento de 
disipación viscoso, ver Figura 3.3. La ecuación que define su comportamiento ante una 
fuerza externa F es: 

 
( ) ( ) ( )txmtxbtxkF eeeeee &&& ++=         (3.26) 

 
donde ke es la rigidez del entorno, be es el coeficiente de rozamiento viscoso, me es la 
masa equivalente, y xe(t) indica el desplazamiento del entorno. 
 
En la presente Tesis se va modelar el entorno con el que interactúa el esclavo utilizando 
una simplificación del modelo de entorno tipo Kelvin. Esta simplificación consiste en 
considerar que el entorno es modelado únicamente por la constante de rigidez ke y por el 
coeficiente de rozamiento viscoso be. De esta forma la fuerza de reacción actuante sobre 
el esclavo, que se denominará fs(t), vendrá dada por: 

 
( ) ( ) ( )tbtktf seses θθ &+=               (3.27) 

 
donde se ha considerado que el desplazamiento del esclavo coincide con el 
desplazamiento del entorno. 
 
Para incorporar en el modelo del sistema teleoperado mostrado en la Figura 3.1 la 
interacción del esclavo con el entorno, será necesario que la matriz Ks tenga la siguiente 
estructura: 
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De este modo la señal que se obtiene al multiplicar el estado del esclavo por la matriz Ks 
será: 
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Por lo tanto, la señal de control de entrada al esclavo será: 
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( ) ( ) ( )
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Como puede observarse en la expresión anterior, la fuerza de reacción fs(t) se opondrá a 
la señal de control de entrada al esclavo, modelando de esta forma que el esclavo está 
interaccionando con un entorno. De esta expresión también se deduce que cuando se 
lleve a cabo el control real del sistema teleoperado, la matriz que se utilizará para 
calcular la señal de control de entrada al esclavo será '

sK , y no la matriz Ks, ya que la 
matriz Ks incorpora el modelo del entorno. 
 
Si se desea que exista reflexión de esfuerzos desde el esclavo hacia el maestro, es decir, 
realimentar hacia el maestro la fuerza de contacto del esclavo con el entorno, la 
estructura de la matriz Rm debe ser la siguiente: 
 

[ ] [ ]efefmmm bkkkrrR == 21        (3.31) 
 

donde kf es la constante de reflexión de esfuerzos considerada. 
 
De esta forma la señal que se realimenta del esclavo hacia el maestro es: 
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21            (3.32) 

 
Como puede comprobarse, con esta estructura de la matriz Rm se consigue realimentar la 
fuerza de contacto del esclavo con el entorno hacia el maestro. 
 
Como se deduce de este epígrafe, será necesario conocer una estimación adecuada de la 
constante de rigidez ke y del coeficiente de rozamiento viscoso be para que el modelo 
del entorno con el que interactúa el esclavo reproduzca lo más fielmente posible el 
entorno real y, de este modo, el sistema de control que se diseñe (según el 
procedimiento que se explique en el apartado 3.3),  permita controlar de forma correcta 
el sistema teleoperado real. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 3.4. Esquema de control de un sistema teleoperado de 1 GDL. 

mθ  
mθ&  

sθ sθ&
Control bucle esclavo

Control bucle maestro 

um Fm us fs 

Retardo
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De forma simplificada, considerando que el esclavo interacciona con un entorno y se 
realimenta la fuerza de interacción hacia el maestro, el esquema de control mostrado en 
la Figura 3.1 se podría representar, para el caso de un maestro y de un esclavo de 1 
GDL, tal como se indica en la Figura 3.4. Como se puede observar se dispone de un 
sensor de par en el maestro y en el esclavo para obtener respectivamente la fuerza 
ejercida por el operador sobre el maestro (Fm) y la fuerza de interacción del esclavo con 
el entorno (fs). La fuerza ejercida por el operador sobre el maestro es enviada al bucle de 
control del esclavo, mientras que la fuerza de interacción del esclavo es suministrada al 
bucle de control del maestro. Tal como se indicó en el esquema de la Figura 3.1, la 
fuerza ejercida por el operador será multiplicada por la ganancia g2 antes de ser 
suministrada al bucle de control del esclavo, y la fuerza de interacción de esclavo será 
multiplicada por la constante de reflexión de esfuerzos kf antes de proporcionarse al 
bucle de control del maestro. Por otra parte, tanto el maestro como el esclavo disponen 
de sensores de posición y de velocidad. La posición y velocidad del maestro ( mθ  y mθ& ) 
es realimentada al propio bucle de control del maestro, y además es suministrada al 
bucle de control del esclavo. Como se muestra en la Figura 3.1, esta información será 
multiplicada por la matriz Km cuando se realimente al propio bucle de control del 
maestro, mientras que será multiplicada por la matriz Rs cuando se proporcione al bucle 
de control del esclavo. En cuanto a la posición y velocidad del esclavo ( sθ  y sθ& ), puede 
apreciarse en la Figura 3.4 que esta información únicamente es realimentada al propio 
bucle de control del esclavo. Esta información será multiplicada por la matriz '

sK  
cuando sea realimentada, tal como se indica en la expresión (3.30). La posición y 
velocidad del esclavo no son proporcionadas al bucle de control del maestro. La única 
información que se realimenta del esclavo hacia el maestro es la fuerza de interacción 
con el entorno. Sin embargo, en el modelo presentado en la Figura 3.1, aparentemente sí 
existía realimentación de la posición y  velocidad del esclavo hacia el maestro. Aunque 
aparentemente existía la realimentación de esta información, recordemos que se utilizó 
para, al multiplicarla por la matriz Rm, modelar la reflexión de esfuerzos del esclavo 
hacia el maestro, como se indicó en (3.31), por lo que realmente también se estaba 
realimentando la fuerza de interacción del esclavo, y no la posición y velocidad del 
esclavo. 
 
 
3.2.3 Aproximación del retardo 
 
Como se puede apreciar en las ecuaciones de estado (3.24) y (3.25), aparecen términos 
afectados por el retardo existente en la comunicación. En concreto en la ecuación (3.24) 
aparece el estado del esclavo retardado T segundos: xs(t-T); mientras que en la ecuación 
(3.25) aparecen el estado del maestro y la fuerza ejercida por el operador retardados T 
segundos: xm(t-T) y Fm(t-T). Para eliminar el retardo de estas ecuaciones de estado, de 
forma que no aparezcan términos en función del tiempo retardado T segundos, se va a 
utilizar la aproximación de Taylor de primer orden. El empleo de la aproximación de 
Taylor para eliminar el retardo de las ecuaciones de estado del sistema teleoperado, y 
poder, de este modo, abordar el diseño del esquema de control utilizando las ecuaciones 
de estado sin la presencia de términos retardados, supone una idea original y por tanto 
una clara aportación de la presente Tesis. 
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Aproximación de Taylor de una función real f(x): Si f(x) y sus n derivadas son continuas 
en un intervalo que contiene a x = a, se puede aproximar el valor de la función en x = a 
por:   

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) L+−+−+−+= 3
'''

2
'''

!3!2!1
axafaxafaxafafxf        (3.33) 

 
Si se sustituye en la expresión (3.33) x por t-T y a por t se obtiene que el valor de una 
función retardada T segundos puede aproximarse por: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) L+−+−=− tfTtfTtTftfTtf '''
3

''
2

'

!3!2
      (3.34) 

 
De esta forma, las señales retardadas T segundos del esquema de control se pueden 
modelar, utilizando la aproximación de Taylor de primer orden, del siguiente modo: 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )tFTtFTtF

txTtxTtx
txTtxTtx

mmm

mmm

sss

&

&

&

−=−

−=−
−=−

    (3.35) 

 
Por lo tanto, si se sustituye las señales retardadas que aparecen en las ecuaciones de 
estado (3.24) y (3.25), por las expresiones mostradas en (3.35) se obtiene: 

 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) )(tFBtxRTBtxRBtxKBAtx mmsmmsmmmmmmm +−++= &&       (3.36) 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) )()( 22 tFGTBtFGBtxRTBtxRBtxKBAtx msmsmssmsssssss
&&& −+−++=      (3.37) 

 
Si se considera que la fuerza que ejerce el operador es constante, entonces ( ) 0=tFm

& , 
por lo que las ecuaciones (3.36) y (3.37) se convierten en: 

 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) )(tFBtxRTBtxRBtxKBAtx mmsmmsmmmmmmm +−++= &&        (3.38) 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) )(2 tFGBtxRTBtxRBtxKBAtx msmssmsssssss +−++= &&       (3.39) 

 
Es necesario destacar que, en el apartado 3.4, se ha abordado el modelado y el diseño 
del sistema de control de teleoperación considerando que la fuerza del operador no es 
constante. En dicho apartado se muestra como no ha sido posible deducir un método de 
diseño del sistema de control con tal suposición. Por esta razón se ha realizado la 
simplificación de asumir constante la fuerza que ejerce el operador. A pesar de efectuar 
esta simplificación, el esquema de control que se diseñe funcionará correctamente para 
fuerzas ejercidas por el operador no constantes, como se mostrará con las pruebas 
experimentales del capítulo 7. 
 
Combinando las ecuaciones de estado (3.38) y (3.39), y expresándolas de forma 
matricial se obtiene la siguiente ecuación de estado: 
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 (3.40) 

 
donde: 

 
( )
( ) 12

12

−

−

−=

−=

mmss

ssmm

RBRBTIS

RBRBTIM
              (3.41) 

 
La ecuación de estado (3.40) modela de forma completa el sistema teleoperado 
mostrado en la Figura 3.1. Para obtener dicha ecuación, como se ha indicado en este 
apartado, se ha utilizado la expansión de Taylor de primer orden para aproximar los 
términos retardados. En el apartado 3.5 se explica porqué se ha empleado la 
aproximación de Taylor de primer orden y no se ha utilizado una aproximación de 
mayor orden para obtener el modelo completo del sistema. 
 
A partir de la ecuación (3.40) que modela de forma completa el sistema teleoperado, se 
va a abordar en el siguiente apartado el diseño del esquema de control. Es decir, se va a 
detallar el procedimiento a seguir para obtener el valor de las matrices de regulación, de 
forma que el esclavo sea capaz de seguir al maestro a pesar de la existencia de retardos, 
además de establecer las características dinámicas del sistema teleoperado. 
 
 
 
3.3 Diseño del control del sistema teleoperado con retardos en la 

transmisión por convergencia de estados 
 
En este apartado se va a diseñar el esquema de control del sistema teleoperado con 
retardos modelado en la Figura 3.1 y representado en el espacio de estados por la 
ecuación (3.40). El método de diseño que se presenta en este apartado permitirá que el 
esclavo siga al maestro a pesar de la existencia de retardos. Para ello el procedimiento 
de diseño conseguirá que el estado del maestro y el del esclavo converjan, es decir, que 
el error entre ambos se anule. Además de lograr la convergencia entre el estado del 
maestro y el estado del esclavo, el método de diseño que se expone será capaz de 
establecer la dinámica de dicha convergencia, además de fijar las características 
dinámicas del esclavo. Es de destacar que este apartado constituye una de las mayores 
aportaciones de la presente Tesis, pues presenta un método novedoso de diseño de 
sistemas de control de teleoperación con retardos. 
 
Para efectuar el diseño del esquema de control del sistema teleoperado, se va a 
considerar, tal como se indicó en el epígrafe 3.2.2, que el esclavo interacciona con un 
entorno modelado únicamente por una constante de rigidez ke y por un coeficiente de 
rozamiento viscoso be (modelo de entorno tipo Kelvin simplificado), y que la fuerza de 
interacción del esclavo con el entorno es realimentada al maestro. Con estas 
consideraciones los parámetros a calcular en el esquema de control serán: 
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- 22 gG =  
- [ ]21 sss rrR =  
- [ ]21 mmm kkK =  
- [ ] [ ]esessss bkkkkkK −−== '

2
'
121  

 
Por tanto existen siete parámetros a calcular en el esquema de control. Como puede 
apreciarse la matriz Rm no es una matriz a calcular, esto se debe a que esta matriz tiene 
unos valores impuestos para contemplar la reflexión de esfuerzos, como se indicó en la 
expresión (3.31). Puesto que existen siete parámetros a calcular en el esquema de 
control, será necesario plantear siete ecuaciones que permitan obtener el valor de estos 
parámetros. A continuación se va a describir de forma detallada el procedimiento 
mediante el cual se obtienen estas ecuaciones. 
 
Se va a representar de forma simplificada la ecuación de estado (3.40) del siguiente 
modo: 

 
( ) ( ) ( )tBFtAxtx m+=&             (3.42) 

 
donde: 
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En primer lugar se va a realizar una transformación lineal en el espacio de estado para 
obtener la ecuación de estado del error entre el esclavo y el maestro. Como es conocido 
de la teoría de control en el espacio de estado [Domínguez-02], si se aplica la siguiente 
transformación de estado sobre la ecuación (3.42): 

 
( ) ( )txTtx r

~=                  (3.46) 
 

donde Tr es una matriz no singular de dimensión 4x4, se obtiene una nueva 
representación en el espacio de estado que viene dada por la siguiente ecuación de 
estado: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )tFBtxAtBFTtxATTtx mmrrr

~~~~~ 11 +=+= −−&      (3.47) 
 
La transformación lineal que se va a realizar sobre (3.42) para obtener la ecuación de 
estado del error entre el maestro y el esclavo es la siguiente: 
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donde I representa la matriz identidad de dimensión 2x2, y en este caso, la matriz Tr y 
su inversa coinciden. 
 
Realizando esta transformación sobre (3.42) se obtiene la siguiente ecuación de estado: 
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donde: 
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Se va a denominar xe(t) al error entre el estado del esclavo xs(t) y el estado del maestro 
xm(t), es decir: 

 
( ) ( ) ( )txtxtx mse −=           (3.52) 

 
De este modo la ecuación de estado del error entre el esclavo y el maestro vendrá dada 
por: 

 
( ) ( ) ( ) ( )tFBtxAtxAtx mese 212221

~~~
++=&            (3.53) 

 
donde: 
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( ) ( )( )mmmssssssmmmmm KBARTBRBSRBRTBKBAMA +−−−+=22

~
           (3.55) 

 
( ) ( )2221

~ GBRTBBMBRTBGBSB smmmmsss −−−=          (3.56) 
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Si se consigue que en la ecuación (3.53) los términos 21
~A  y 21

~B  sean cero, el error 
evolucionará como un sistema autónomo, es decir la ecuación de estado (3.53) se 
convertirá en la ecuación homogénea: 

 
( ) ( )txAtx ee 22

~
=&         (3.57) 

 
La solución de esta ecuación homogénea viene dada por [Ogata-98]: 

 
( ) ( )022

~

e
tA

e xetx =         (3.58) 
 
donde xe(0) representa el vector de estado del error inicial y tAe 22

~
 se denomina matriz 

exponencial de 22
~A .   

 
La matriz 22

~A  fija la dinámica del error, es decir, los valores propios de esta matriz 
corresponden a los polos del error, y por tanto, determinan la estabilidad y las 
características de respuesta transitoria del sistema (3.57). Como es conocido de la teoría 
de control [Ogata-98], si los polos de 22

~A  se ubican en el semiplano izquierdo del plano 
s, entonces la matriz 22

~A  será asintóticamente estable y para todos los xe(0)≠0, xe(t) 
tenderá a 0 conforme t tienda a infinito. 
 
Por tanto si se consigue que el error evolucione como un sistema autónomo y se ubican 
los polos del error en el semiplano izquierdo del plano s, se conseguirá que el error entre 
el maestro y el esclavo se anule, es decir, se logrará que el esclavo siga en todo 
momento al maestro, que es el objetivo del esquema de control de teleoperación. 
 
Como se ha indicado anteriormente, para que el error ente el esclavo y el maestro 
evolucione como un sistema autónomo 21

~A  y 21
~B  deben ser cero, es decir deben 

satisfacerse las siguientes ecuaciones: 
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         (3.59) 

 
( ) ( ) 0~

2221 =−−−= GBRTBBMBRTBGBSB smmmmsss            (3.60) 
 
Realizando cálculos en la ecuación (3.59), se obtienen las siguientes ecuaciones: 
 

0121121121211 =+−−++−− smmsmssmsmmssmsm rTrkJkTrrJkTrrJrTrkJ            (3.61) 
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            (3.62) 

 
Operando en la ecuación (3.60) se obtiene que debe cumplirse: 

 
         02222 =+−− mssm rTgJTrgJ      (3.63) 
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Por tanto mediante las ecuaciones (3.61), (3.62) y (3.63) se conseguirá que el error 
evolucione como un sistema autónomo. De este modo ya se dispone de tres ecuaciones 
para fijar los parámetros del esquema de control. Sin embargo, como se indicó 
anteriormente, son necesarias siete ecuaciones para poder fijar los siete parámetros de 
control. A continuación se va a describir como se obtienen las cuatro ecuaciones que 
faltan. 
 
Cuando el error evolucione como un sistema autónomo, la ecuación de estado del 
sistema completo vendrá dada por la siguiente expresión: 
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 (3.64) 

 
El polinomio característico del sistema completo vendrá dado por: 

 
( ) 0~det =− AsI         (3.65) 

 
Es decir, el polinomio característico del sistema será:  
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Si se analiza la expresión (3.66) puede observarse que el primer determinante igualado a 
cero define la dinámica del esclavo, mientras que el segundo determinante igualado a 
cero define la dinámica del error esclavo – maestro. 
 
Como se ha comentado anteriormente, los polos del error debe situarse en el semiplano 
izquierdo del plano s para que el error entre el maestro y el esclavo sea cero. Además, 
los polos que fijan la dinámica del esclavo también deben situarse en el semiplano 
izquierdo del plano s para asegurar la estabilidad del sistema completo y establecer las 
características dinámicas de la respuesta del esclavo.  
 
Por tanto mediante los dos determinantes de la expresión (3.66), será posible ubicar los 
polos del error y del esclavo en el lugar deseado. 
 
Si se realizan cálculos en el primer determinante de la expresión (3.66), se obtiene el 
siguiente polinomio característico del esclavo: 
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[ ] 0det =− sDsI          (3.67) 
 

donde: 
 

( ) ( ) ( )














−
−−−+−−+

−
−+−=

22
2

221222212
2

22
2

121211

10

msms

mmsssmmsssmms

msms

mssmsmsms

rrTJJ
bkTrTrrJrTrbkJrrT

rrTJJ
kTrrJrTrkJD (3.68) 

 
Del mismo modo, si se realizan cálculos en el segundo determinante de la expresión 
(3.66), se obtiene el siguiente polinomio característico del error: 

 
[ ] 0det =− eDsI         (3.69) 

 
donde: 

 

( ) ( ) ( )














−
−+−−−−+

−
+−−=

22
2

221222212
2

22
2

121121

10

msms

mmsssmsmmmssm

msms

mssmsmmse

rrTJJ
bkTrTrrJrTrbkJrrT

rrTJJ
kTrrJrTrkJD (3.70) 

 
Por tanto si desea fijar la dinámica del esclavo de forma que el polinomio característico 
del esclavo sea ( ) 01

2 pspssp ++= , se deben cumplir las siguientes ecuaciones: 
 

0
22

2
121211 p

rrTJJ
kTrrJrTrkJ

msms

mssmsmsm −=
−

−+−            (3.71) 

 
( ) ( ) ( )

1
22

2
221222212

2

p
rrTJJ

bkTrTrrJrTrbkJrrT
msms

mmsssmmsssmms −=
−

−−−+−−+       (3.72) 

 
Y si se desea establecer la dinámica del error de forma que el polinomio característico 
del error sea  ( ) 01

2 qsqssq ++= , se deben satisfacer las siguientes ecuaciones: 
 

0
22

2
121121 q

rrTJJ
kTrrJrTrkJ

msms

mssmsmms −=
−

+−−           (3.73) 

 
( ) ( ) ( )

1
22

2
221222212

2

q
rrTJJ

bkTrTrrJrTrbkJrrT
msms

mmsssmsmmmssm −=
−

−+−−−−+       (3.74) 

 
De este modo mediante las ecuaciones (3.71), (3.72), (3.73) y (3.74) será posible fijar la 
dinámica deseada del esclavo y del error. Estas cuatro ecuaciones, junto con las tres 
ecuaciones (3.61), (3.62) y (3.63) que hacen que el error evolucione como un sistema 
autónomo, forman un sistema de siete ecuaciones que permiten calcular los siete 
parámetros del esquema de control. A continuación se muestran en conjunto las siete 
ecuaciones necesarias para el diseño del esquema de control:  
 

 Ecuaciones que hacen que el error se comporte como un sistema autónomo: 
 

0121121121211 =+−−++−− smmsmssmsmmssmsm rTrkJkTrrJkTrrJrTrkJ            (3.75) 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0212
2

2212

2212212
2

=−−−−−−

+−++−−+

mmssmmmsssm

ssmmsmsssmms

bkJrrTbkTrTrrJ
bkTrTrJrJbkJrrT

             (3.76) 

 
02222 =+−− mssm rTgJTrgJ     (3.77) 

 
 Ecuaciones que fijan la dinámica del esclavo considerando que el polinomio 

característico deseado del esclavo es ( ) 01
2 pspssp ++= : 

 

0
22

2
121211 p

rrTJJ
kTrrJrTrkJ

msms

mssmsmsm −=
−

−+−            (3.78) 

 
( ) ( ) ( )

1
22

2
221222212

2

p
rrTJJ

bkTrTrrJrTrbkJrrT
msms

mmsssmmsssmms −=
−

−−−+−−+         (3.79) 

 
 Ecuaciones que fijan la dinámica del error considerando que el polinomio 

característico deseado del error es ( ) 01
2 qsqssq ++= : 

 

0
22

2
121121 q

rrTJJ
kTrrJrTrkJ

msms

mssmsmms −=
−

+−−            (3.80) 

 
( ) ( ) ( )

1
22

2
221222212

2

q
rrTJJ

bkTrTrrJrTrbkJrrT
msms

mmsssmsmmmssm −=
−

−+−−−−+
        (3.81) 

 
Solucionando este sistema de ecuaciones se conseguirá que el esclavo siga en todo 
momento al maestro a pesar de la existencia de retardos, así como establecer la 
dinámica deseada del esclavo y del error entre el maestro y el esclavo. Para solucionar 
el sistema de ecuaciones lógicamente será necesario conocer el modelo dinámico del 
maestro (inercia Jm y rozamiento viscoso bm), el modelo dinámico del esclavo (inercia Js 
y rozamiento viscoso bs), el modelo dinámico del entorno (rigidez ke y rozamiento 
viscoso be), la constante de reflexión de esfuerzos (kf) y el retardo existente en la 
comunicación (T), además de indicar el polinomio característico deseado del esclavo y 
del error. 
 
Con este procedimiento de diseño, el cálculo de los parámetros de control que aparecen 
en el esquema de la Figura 3.1 se reduce simplemente a la solución de un sistema de 
ecuaciones. Se ha convertido un problema de control, por tanto, en un mero problema 
algebraico de resolución de ecuaciones. Este método de diseño de sistemas de control de 
robots teleoperados es una gran aportación de la presente Tesis, estableciendo un 
procedimiento claro y conciso de cálculo de los parámetros de regulación. Es necesario 
resaltar la potencia del método de diseño presentado, puesto que, además de conseguir 
que el esclavo siga al maestro a pesar de la existencia de retardos, permite establecer  
las características dinámicas deseadas de la respuesta del esclavo, así como las 
características dinámicas deseadas de la convergencia entre el maestro y el esclavo. 
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3.4 Diseño del sistema de control de teleoperación con retardos 

considerando que la fuerza del operador no es constante 
 
En el apartado 3.2.3 se presentaron las ecuaciones de estado que se obtenían al modelar 
el retardo utilizando la aproximación de Taylor de primer orden. Las ecuaciones que se 
obtuvieron fueron (3.36) y (3.37): 

 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) )(tFBtxRTBtxRBtxKBAtx mmsmmsmmmmmmm +−++= &&         (3.82) 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) )()( 22 tFGTBtFGBtxRTBtxRBtxKBAtx msmsmssmsssssss
&&& −+−++=     (3.83) 

 
En dicho apartado se consideró que la fuerza que ejercía el operador era constante, de 
forma que ( ) 0=tFm

& . En este apartado se va a efectuar el diseño del esquema de control 
del sistema teleoperado por convergencia de estados sin asumir que la fuerza del 
operador es constante. 
 
Si se sustituye la expresión (3.83) en (3.82) y también se sustituye la expresión (3.82) 
en (3.83) se obtienen las siguientes ecuaciones: 
 

( ) [ ] ( ) ( )
[ ] ( ) ( ) ( )[ ] )()()( 22 tFBtFGTBtFGBtxRTBtxRBtxKBARTB

txRBtxKBAtx

mmmsmsmssmssssssmm

smmmmmmm

+−+−++

−++=
&&

&
(3.84) 

 
( ) [ ] ( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( )[ ] )()()( 22 tFGTBtFGBtFBtxRTBtxRBtxKBARTB
txRBtxKBAtx

msmsmmsmmsmmmmmmss

msssssss

&&

&

−++−++

−++=
  (3.85) 

 
Agrupando términos en las ecuaciones (3.84) y (3.85) y expresándolas de forma 
matricial se obtiene la siguiente ecuación: 

 
( )
( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )tF
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





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






−
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+















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



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

2
2

2

2

2

 (3.86) 

 
donde: 

 
( )
( ) 12

12

−

−

−=

−=

mmss

ssmm

RBRBTIS

RBRBTIM
    (3.87) 

 
De forma simplificada vamos a representar esta ecuación matricial como: 

 
( ) ( ) ( ) ( )tFBtFBtAxtx mm

&& 01 ++=         (3.88) 
 
donde: 
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( ) ( )( )

( )( ) ( )






−++−

+−−+
=

ssmmmmmsssmmmm

mmmssssmmsssss

RBRTBKBAMKBARTBRBM
KBARTBRBSRBRTBKBAS

A   (3.89) 

 
( )
( )






−
−

=
2

2
1 GBRTBBM

BRTBGBS
B

smmm

msss        (3.90) 

 








 −
=

2
2

2
0 GBRBMT

GSTB
B

smm

s     (3.91) 

 

( ) ( )
( )






=

tx
tx

tx
m

s        (3.92) 

 
A partir de esta ecuación se va a obtener una ecuación de estado donde no aparezca la 
derivada de la fuerza del operador, sino simplemente aparezca la fuerza del operador. 
De este modo se podrá aplicar al nuevo sistema (sin derivada de la fuerza del operador) 
el método para diseñar el esquema de control presentado en el apartado 3.3. 
 
Para eliminar la derivada de la fuerza del operador en la ecuación (3.88) se va a realizar 
el siguiente cambio de variable tal como se indica en [Ogata-98]: 

 
( ) ( ) ( )tFBtxtx mo−=ˆ            (3.93) 

 
Aplicando este cambio de variable a la ecuación (3.88) se obtiene la siguiente ecuación 
de estado: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tFBtxAtFABBtxAtx mm

ˆˆˆˆˆ 01 +=++=&       (3.94) 
 
donde A no ha variado y coincide con (3.89), y B̂  tiene la siguiente expresión: 
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




















−+

++−−−

+−

+−+−−

=

2
2

22

2
2

22

ˆ

GBRBMTRBRTBKBAM
GSTBKBARTBRBMGBRTBBM

GBRBMTKBARTBRBS
GSTBRBRTBKBASBRTBGBS

B
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      (3.95) 

 
El significado de las nuevas variables de estado es el siguiente: 
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( )
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( ) ( ) ( )tFGBRBMTtxtx

tFGSTBtxtx

tF
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     (3.96) 
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Realizando cálculos se obtiene que el significado de las nuevas variables es: 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( )tF
rrT

Tgtxtx

txtx

m
ms

ss

ss

22
2

2
22

11

1
ˆ

ˆ
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( ) ( )

( ) ( ) ( )tF
rrT

rgTtxtx

txtx

m
ms

m
mm

mm

22
2

22
2

22

11

1
ˆ

ˆ

−
−=

=
          (3.98) 

 
Tal como se efectuó en el apartado 3.3 se va a realizar la siguiente transformación de 
estado sobre la ecuación (3.94) para obtener la ecuación de estado del error entre las 
nuevas variables de estado del maestro y del esclavo: 
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           (3.99)  

 
donde I representa la matriz identidad de dimensión 2x2, y en este caso, la matriz Tr y 
su inversa coinciden. 
 
Aplicando esta transformación se obtiene la siguiente ecuación de estado: 
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   (3.100) 

 
donde A~  coincide con la expresión (3.50): 
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A~   (3.101) 

 
y B~  tiene la siguiente expresión: 
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  (3.102) 

 
 

Se va a denominar ( )txeˆ  al error entre el nuevo estado del esclavo ( )txsˆ  y el nuevo 
estado del maestro ( )txmˆ : 

 
( ) ( ) ( )txtxtx mse ˆˆˆ −=         (3.103) 

 
De este modo la ecuación de estado del error entre el esclavo y el maestro vendrá dada 
por: 

 
( ) ( ) ( ) ( )tFBtxAtxAtx mese 212221

~ˆ~ˆ~ˆ ++=&                   (3.104) 
 

Como ya fue comentado, si se consigue que en la ecuación (3.104) los términos 21
~A  y 

21
~B  sean cero, el error evolucionará como un sistema autónomo, es decir la ecuación de 

estado (3.104) se convertirá en la ecuación homogénea: 
 

( ) ( )txAtx ee ˆ~ˆ 22=&                 (3.105) 
 
Si los polos del error, que corresponden a los valores propios de la matriz 22

~A , se sitúan 
en el semiplano izquierdo del plano s, entonces el error entre el esclavo y el maestro se 
hará cero conforme t tienda a infinito. 
 
Para que 21

~A  y 21
~B  sean cero deben satisfacerse respectivamente las siguientes 

ecuaciones: 
 

( ) ( )( )
( )( ) ( ) 0

~
21

=−+−+−
++−−−+=

ssmmmmmmmmssss

sssmmmmmmsssss
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        (3.106) 
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~

2
2

2
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smmmsmmmmmssss

smmsssssmsss

      (3.107) 

 
La ecuaciones que se obtienen a partir de (3.106) ya fueron calculadas en el apartado 
3.3. Si se efectúan los cálculos que se indican en la expresión (3.107) se obtiene: 
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donde: 
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 (3.109) 

 
Para que la primera fila de 21

~B  sea cero se debe cumplir: 
 

( ) 022 =+ mm TrJTg         (3.110) 
 
Hay dos opciones para que se cumpla la expresión (3.110): 02 =g  ó 02 =+ mm TrJ . A 
continuación se contempla de forma separada cada una de estas opciones. 
 
 
3.4.1 Opción 1: 02 =g  
 
Si se considera que 02 =g , entonces, tal como puede observarse en la Figura 3.1, no se 
proporciona la fuerza  que ejerce el operador al esclavo. En este caso, las ecuaciones 
(3.82) y (3.83) quedan del siguiente modo: 

 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) )(tFBtxRTBtxRBtxKBAtx mmsmmsmmmmmmm +−++= &&      (3.111) 

( ) [ ] ( ) ( ) ( )txRTBtxRBtxKBAtx mssmsssssss && −++=          (3.112) 

 
Por lo que si se expresan en forma matricial y se combinan se obtiene: 
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 (3.113) 

 
Esta ecuación de estado no posee derivada de la fuerza de entrada del operador, por lo 
que puede plantearse la transformación de estado anteriormente citada para obtener la 
ecuación de estado del error. Si se aplica la transformación se obtiene: 
 



Capítulo 3. Modelado y diseño de un sistema de control de teleoperación con retardos 

 61

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )tF

B
B

txtx
tx

AA
AAtFB

txtx
tx

A
txtx

tx
m

ms

s
m

ms

s

ms

s








+








−








=+








−

=







− 21

11

2221

1211 ~
~

~~
~~

)(~~
&&

&
(3.114) 

 
donde: 
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A~    (3.115) 

 









−−

−
=

mmss

mss

MBBRSTB
BRSTB

B~     (3.116) 

 
La ecuación de estado del error entre el esclavo y el maestro será: 

 
( ) ( ) ( ) ( )tFBtxAtxAtx mese 212221

~~~
++=&        (3.117) 

 
Si se plantean las ecuaciones que hacen que la ecuación del error se convierta en una 
ecuación homogénea, es decir que 21

~A  y 21
~B  sean cero, se obtienen las siguientes 

ecuaciones: 
 

( ) ( )( )
( )( ) ( ) 0=−+−+−

++−−−+

ssmmmmmmmmssss

sssmmmmmmsssss

RBRTBKBAMKBARTBRBS
KBARTBRBMRBRTBKBAS

        (3.118) 

 
0=−− mmss MBBRSTB             (3.119) 

 
Realizando cálculos se obtiene que las ecuaciones que hacen que el error evolucione 
como un sistema autónomo son: 

 

T
Jr s

s
−

=2              (3.120) 

 
11 ss rk −=             (3.121) 

 

( )

2

12
2

122

2
mm

sms
s

mmsmms

s TrJ

rrTTr
T
JJrJTrJb

k
+

+





 ++++

=       (3.122) 

 
Como ya fue indicado en el apartado 3.3, cuando el error evoluciona como un sistema 
autónomo, es posible establecer los polos que fijan la dinámica del error así como los 
que fijan la dinámica del esclavo. 
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En este caso si se considera que el polinomio característico deseado del esclavo es 
( ) 01

2 pspssp ++= , se obtienen las siguientes ecuaciones: 
 

( ) 1201 mmmm rTrJpk −+−=         (3.123) 
 

( ) ( ) ( )
T
JbTrrTrbk

J
JTrJpk m

mmmsss
s

m
mmm +−−−−−−+−= 1212212       (3.124) 

 
Y considerando que el polinomio característico deseado del error es  
( ) 01

2 qsqssq ++= , se obtienen las siguientes ecuaciones: 
 

ss Jqr 01 =                   (3.125) 
 

TJqrTJ

TrJ
T

qJJ
r

sss

smms

m
11

2

11

2

1

++

−





 +−

=        (3.126) 

 
Como puede observarse existen siete ecuaciones a resolver. Sin embargo no existen 
siete parámetros de control a calcular. Las matrices que aparecen en el esquema de 
control son: 
 

- [ ]21 sss rrR =  
- [ ]21 mmm rrR =  
- [ ]21 mmm kkK =  
- [ ]21 sss kkK =  

 
En el apartado 3.2.2 se utilizó la matriz Rm para modelar la reflexión de esfuerzos del 
esclavo hacia el maestro. Es decir, se consideró que la fuerza de reacción del esclavo 
con el entorno venía dada por: 

 
( ) ( ) ( )tbtktf seses θθ &+=           (3.127) 

 
donde ke y be correspondían, respectivamente, a la rigidez y al coeficiente de rozamiento 
viscoso utilizados para modelar el entorno. 
 
Para modelar la reflexión de esfuerzos del esclavo al maestro se consideró que la 
estructura de la matriz Rm era: 

 
[ ] [ ]efefmmm bkkkrrR == 21     (3.128) 

 
donde kf era la constante de reflexión de esfuerzos considerada. 
 
Sin embargo, en este caso, si se utiliza Rm para modelar la reflexión de fuerzas, existirán 
7 ecuaciones y 6 incógnitas, ya que g2 se ha considerado cero, de manera que no será 
posible solucionar el sistema de ecuaciones. Además, si se observa las ecuaciones 
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anteriores, se puede apreciar que rm2 viene dado por la ecuación (3.126) en combinación 
con (3.125), por lo tanto Rm  no puede ser utilizado de forma completa para modelar la 
reflexión de esfuerzos. Por esta razón se va a considerar que rm2 es un parámetro de 
control que se calcula según (3.126) y que rm1 se utiliza para modelar la reflexión de 
esfuerzos del esclavo. Es decir la estructura de la matriz Rm será: 

 
[ ] [ ]221 mefmmm rkkrrR ==     (3.129) 

 
Este hecho puede interpretarse como que el entorno con el que interacciona el esclavo 
únicamente es modelado por la constante de rigidez ke, de forma que la fuerza de 
reacción del esclavo con el entorno viene dada por: 

 
( ) ( )tktf ses θ=      (3.130) 

 
Es necesario destacar que con la estructura de Rm considerada, no se está realimentando 
al maestro exactamente la fuerza de reacción del esclavo con el entorno, sino que se está 
realimentado la fuerza de reacción más un término que depende de rm2 y de la velocidad 
del esclavo ( )Tts −θ& . Esto podría considerarse como una realimentación al maestro de 
una fuerza de reacción del esclavo con el entorno perturbada, tal como se puede apreciar 
en la siguiente expresión: 
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1
21   (3.131) 

 
Con esta suposición, si se sustituye la ecuación (3.125) en (3.126) se obtiene: 

 

T
Jr m

m −=2                (3.132) 

 
Por tanto:  

 
02 =+ mm TrJ      (3.133) 

 
Esto implica que la ecuación (3.122), en la que se calcula el valor de ks2, no tiene 
solución, ya que su denominador es 0. Por tanto el sistema de siete ecuaciones no tiene 
solución, de forma que no es posible calcular los parámetros de control. 
 
De este modo no tiene sentido considerar 02 =g , es decir, que no se proporciona la 
fuerza del operador al esclavo, ya que esta suposición conduce a un sistema de siete 
ecuaciones que no tiene solución, por lo que no puede establecerse un método de diseño 
de los parámetros de regulación.  
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3.4.2 Opción 2: 02 =+ mm TrJ  
 
Se va a considerar que en la ecuación (3.110) se satisface 02 =+ mm TrJ . Es decir el 
valor de rm2 viene dado por: 

 

T
Jr m

m
−

=2                (3.134) 

 
Al igual que en el apartado anterior, no se va a poder utilizar la matriz Rm de forma 
completa para modelar la reflexión de la fuerza de contacto del esclavo con el entorno 
hacia el maestro, ya que rm2 viene dado por (3.134). Por lo tanto únicamente se utilizará 
el primer término de la matriz Rm (rm1), para modelar la reflexión de esfuerzos, de forma 
que la estructura de la matriz Rm será la mostrada en (3.129). Como en el apartado 
anterior, realmente no se estará realimentando sólo la fuerza de reacción del esclavo, 
sino que se estará realimentando una fuerza de reacción perturbada, ver expresión 
(3.131). 
 
Para que la segunda fila de 21

~B  en (3.108) sea cero se debe cumplir:  
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2
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
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ssm
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mmssmssmsm
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        (3.135) 

 
Para que 21

~A  en (3.106) sea cero deben satisfacerse las dos siguientes ecuaciones: 
 

( )( ) 0211 =+−− ssmm TrJkr                      (3.136) 
 

( ) ( )( ) 012212112
2 =+−−−+−+++ smmmssssmms

ms
ms rTJbkTrJTrrJTrJ

T
JJrrT     (3.137) 

 
Cuando el error evoluciona como un sistema autónomo, como se explicó en el apartado 
3.3, es posible establecer los polos que fijan la dinámica del error y los que fijan la 
dinámica del esclavo. 
 
En este caso, si se considera que el polinomio característico deseado del esclavo es 
( ) 01

2 pspssp ++= , se obtienen las siguientes ecuaciones: 
 

( ) ( ) ( )2011211 ssmmmsssm TrJJpkrTrrkJ +−=+−+      (3.138) 
 

( ) ( ) ( )212212212
2 2 ssmmmssmsmssmms TrJJpbkTrTrJrJbkJrrT +−=−−−+−+   (3.139) 

 
Y considerando que el polinomio característico deseado del error es  
( ) 01

2 qsqssq ++= , se obtienen las siguientes ecuaciones: 
 

mm Jqk 01 −=                      (3.140) 
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mmm Jqbk 12 −=          (3.141) 

 
Por lo tanto existen 8 ecuaciones (3.134 – 3.141) y 8 parámetros a resolver en el 
esquema de control: 
 

- [ ]21 sss rrR =  
- [ ] [ ]221 mefmmm rkkrrR ==  En esta matriz, rm1 modela la reflexión de 

esfuerzos del esclavo hacia el maestro, de forma que el parámetro de control 
a calcular será rm2.  

- [ ]21 mmm kkK =  
- [ ]21 sss kkK =  
- g2 

 
Se va a resolver el sistema de ecuaciones (3.134 – 3.141). Puesto que rm1 modela la 
reflexión de esfuerzos del esclavo hacia el maestro y km1 viene dado por (3.140), a partir 
de (3.136) se obtiene que rs2 viene dado por: 

 

T
Jr s

s
−

=2               (3.142) 

 
Este resultado conduce a que no es posible solucionar el sistema de ecuaciones, ya que 
por ejemplo el denominador de (3.135) es cero no pudiendo resolverse dicha ecuación, 
o si se sustituye rs2 en (3.137) se obtiene que 0 = 0. 
 
Por lo tanto tampoco tiene sentido considerar que 02 =+ mm TrJ , ya que se obtiene un 
sistema de ocho ecuaciones que no puede solucionarse, por lo que no puede establecerse 
un procedimiento de diseño de los parámetros de control. 
 
Tanto en este caso, en el que se ha considerado que 02 =+ mm TrJ , como en el anterior, 
en el que se supuso 02 =g , no ha sido posible obtener un procedimiento de diseño de 
los parámetros de regulación del esquema de control mostrado en la Figura 3.1. Es 
decir, si se asume que la fuerza que ejerce el operador sobre el maestro no es constante, 
no se logra obtener un conjunto de ecuaciones con solución que hagan que el error entre 
el maestro y el esclavo evolucione como un sistema autónomo y, además, permitan fijar 
el comportamiento dinámico deseado del error y del esclavo.  
 
Hay que reseñar que no ha sido posible obtener el método de diseño con el cambio de 
variable indicado en  (3.93) para eliminar la derivada de la fuerza del operador. Esto no 
quiere decir que no exista un cambio de variable con el que se elimine la derivada de la 
fuerza del operador y que permita obtener un conjunto de ecuaciones con solución para 
obtener los parámetros de regulación del sistema de control. 
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3.5 Diseño del sistema de control de teleoperación con retardos 
considerando mayor aproximación del retardo 

 
En el apartado 3.2.3 se utilizó la aproximación de Taylor de primer orden para obtener 
el valor de las señales retardadas que aparecían en el esquema de control mostrado en la 
Figura 3.1. Mediante esta aproximación se plantearon unas ecuaciones de estado en las 
que no aparecían señales retardadas. Estas ecuaciones de estado permitieron en el 
apartado 3.3 diseñar el esquema de control del sistema teleoperado por convergencia de 
estados. Como es lógico, cuanto mayor sea el orden de la aproximación de Taylor 
utilizada para modelar el retardo, mejor será modelado el retardo existente en la 
comunicación, y por tanto, los resultados obtenidos se podrán aplicar con mayor 
fidelidad a la realidad.  En este apartado se pretende emplear una aproximación de 
Taylor de mayor orden para modelar las señales retardadas que aparecen en el esquema 
de control y desarrollar el método de diseño descrito en el apartado 3.3 a partir de las 
ecuaciones de estado que se obtienen con la nueva aproximación del retardo, con la 
finalidad de obtener un conjunto de ecuaciones que permitan obtener el valor de los 
parámetros de regulación del esquema de control. 
 
Como se indicó en el apartado 3.2.1, las ecuaciones de estado con retardo que se 
obtuvieron a partir del esquema de control mostrado en la  Figura 3.1 fueron (3.24) y 
(3.25): 

 

( ) [ ] ( ) ( ) )(tFBTtxRBtxKBAtx mmsmmmmmmm +−++=&            (3.143) 

( ) [ ] ( ) ( ) )(2 TtFGBTtxRBtxKBAtx msmsssssss −+−++=&   (3.144) 

 
donde el significado de las variables de estado era: 
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Se va a considerar que se utiliza la aproximación de Taylor de segundo orden para 
modelar el retardo. De este modo, a partir de (3.34), el valor de una función retardada T 
segundos se aproximará por: 

 

( ) ( ) ( ) ( )tfTtTftfTtf ''
2

'

!2
+−=−       (3.146) 

 
Por tanto las señales retardadas T segundos que aparecen en (3.143) y (3.144) se pueden 
modelar del siguiente modo: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )tFTtFTtFTtF

txTtxTtxTtx

txTtxTtxTtx

mmmm

mmmm

ssss

&&&

&&&

&&&

2

2

2

2

2

2

+−=−

+−=−

+−=−

         (3.147) 

 
Si se sustituye las señales retardadas que aparecen en las ecuaciones de estado (3.143) y 
(3.144), por las expresiones mostradas en (3.147) y además se considera que la fuerza 
que ejerce el operador es constante (al igual que se supuso en el apartado 3.2.3), se 
obtiene: 

 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) )(
2

2

tFBtxRBTtxRTBtxRBtxKBAtx mmsmmsmmsmmmmmmm ++−++= &&&&  (3.148) 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) )(
2 2

2

tFGBtxRBTtxRTBtxRBtxKBAtx msmssmssmsssssss ++−++= &&&&   (3.149) 

 
Como puede observarse en estas ecuaciones, será necesario tomar nuevas variables de 
estado para poder plantear ecuaciones de estado, ya que se ha aumentado el orden de 
cada ecuación. Sin embargo, hay que destacar que las variables de estado que aparecen 
en las ecuaciones corresponden a vectores de variables de estado, como se ha indicado 
en (3.145). De este modo, por ejemplo, el segundo componente del vector ( )txm , que 
sería la velocidad del maestro, coincide con el primer componente de ( )txm& . Por lo 
tanto, para tomar nuevas variables de estado sería necesario en primer lugar obtener las 
ecuaciones escalares a partir de las ecuaciones matriciales (3.148) y (3.149). Esto se 
debe a que se ha utilizado la aproximación de Taylor de segundo orden sobre vectores 
de variables de estado, ver (3.147). Como se recordará, en el apartado 3.2.3 también se 
aplicó la aproximación de Taylor a vectores de variables de estado. Sin embargo 
utilizando la aproximación de primer orden no fue necesario añadir nuevas variables de 
estado. La razón de este hecho es la siguiente. Al aproximar el retardo de ( )txs  y ( )txm  
mediante la expansión de Taylor de primer orden se introdujeron los términos ( )txs&  y 

( )txm& , tal como se muestra a continuación: 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )txTtxTtx

txTtxTtx

mmm

sss

&

&

−=−
−=−

            (3.150) 

 
Al sustituir estas aproximaciones del retardo en las ecuaciones de estado (3.143) y 
(3.144) y considerando que la fuerza del operador era constante se obtenían las 
siguientes expresiones: 
 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) )(tFBtxRTBtxRBtxKBAtx mmsmmsmmmmmmm +−++= &&       (3.151) 
 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) )(2 tFGBtxRTBtxRBtxKBAtx msmssmsssssss +−++= &&               (3.152) 
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Como puede observarse el término ( )txs&  aparece en la ecuación de estado de ( )txm&  
(3.151), y el término ( )txm&  aparece en la ecuación de estado de ( )txs&  (3.152). De esta 
forma el término ( )txs&  es eliminado de ( )txm&  en (3.151) sustituyéndolo por la expresión 
(3.152). Del mismo modo el término ( )txm&  es eliminado de ( )txs&  en (3.152) 
sustituyéndolo por la expresión (3.151). Con estas sustituciones se consigue modelar el 
retardo sin tener que añadir nuevas variables de estado. 
 
Como se ha explicado, al utilizar la aproximación de Taylor de segundo orden para 
modelar el retardo, es necesario tomar nuevas variables de estado para poder plantear 
ecuaciones de estado, pero para ello previamente es necesario obtener las ecuaciones 
escalares a partir de las ecuaciones matriciales. Para simplificar este proceso, en lugar 
de aplicar la aproximación de Taylor sobre los vectores de estado, para posteriormente 
tener que volver a tomar variables de estado, se va a aplicar la aproximación de Taylor 
sobre señales escalares, de forma que posteriormente se tomarán todas las variables de 
estado que sean necesarias. Es decir, se van a plantear primero las ecuaciones 
diferenciales que modelan el sistema teleoperado, seguidamente se va a aplicar la 
aproximación de Taylor de segundo orden sobre las señales escalares retardadas, y por 
último, se tomarán las variables de estado que sean necesarias para obtener las 
ecuaciones de estado del sistema. 
  
Como se indicó en el apartado 3.2.1, el modelo dinámico simplificado del maestro y del 
esclavo viene dado respectivamente por: 
 

( ) ( ) ( )tutbtJ mmmmm =+ θθ &&&             (3.153) 
 

( ) ( ) ( )tutbtJ sssss =+ θθ &&&          (3.154) 
 
A partir del esquema de control mostrado en la Figura 3.1, se pueden obtener las señales 
de control del maestro y del esclavo expresadas a partir de señales escalares, 
considerando que las variables de estado que se mostraban en principio en dicho 
esquema corresponden a las indicadas en (3.145) y que la estructura de las matrices es la 
mostrada en 3.2.1: 

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )tFTtrTtr

tktktFTtxRtxKtu

msmsm
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     (3.155) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )TtFgTtrTtr

tktkTtFGTtxRtxKtu

mmsms

ssssmmssss

−+−+−

++=−+−+=

221

212 )(

θθ

θθ
&

&
       (3.156) 

 
Las señales retardadas que aparecen en las señales de control del maestro y del esclavo 
pueden modelarse utilizando la aproximación de Taylor de segundo orden del siguiente 
modo: 
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    (3.157) 

 
Al igual que en el apartado 3.2.3, se va a considerar que la fuerza que ejerce el operador 
es constante. Con esta consideración y aplicando las aproximaciones del retardo 
indicadas en (3.157) a la señal de control del maestro (3.155) y del esclavo (3.156) se 
obtiene: 
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          (3.158) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tFgtTrtTrTrtrTr

trtktktFgtTtTtr

tTtTtrtktktu

mmsmssmss

msssssmmmms

mmmssssss

2

2

22

2

121

1212

2

2

2

121

22

2

2

++







−++−

+++=+







+−

+







+−++=

θθθ

θθθθθθ

θθθθθ

&&&&&&

&&&&&&&

&&&&

   (3.159) 

 
Se van a sustituir estas señales de control en las ecuaciones dinámicas del maestro 
(3.153) y del esclavo (3.154): 
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Se van a modelar estas ecuaciones dinámicas en el espacio de estados. Puesto que los 
sistemas son de orden 3, serán necesarias tres variables de estado en cada sistema. Se 
van a tomar variables de estado con sentido físico. Las variables de estado que se van a 
considerar son: 
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Considerando estas variables de estado, a partir de la ecuación (3.160) se obtiene la 
siguiente ecuación de estado: 
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Por otra parte existen estas dos ecuaciones de estado: 
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A partir de la ecuación (3.161) se obtiene la siguiente ecuación de estado: 
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Además existen estas dos ecuaciones de estado: 
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Si se expresan el conjunto de ecuaciones de estado (3.163 – 3.166) en forma matricial se 
obtiene: 
 

( )
( )

( )
( ) ( )tF

B
B

tx
tx

AA
AA

tx
tx

m
m

s

m

s








+
















=









21

11

2221

1211

&

&
    (3.167) 



Capítulo 3. Modelado y diseño de un sistema de control de teleoperación con retardos 

 71

 
donde: 
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Se va a aplicar a la ecuación de estado (3.167) la siguiente transformación de estado 
para obtener la ecuación de estado del error entre el maestro y el esclavo: 
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donde I representa la matriz identidad de dimensión 3x3, y en este caso, la matriz Tr y 
su inversa coinciden. 
 
Realizando esta transformación se obtiene la siguiente ecuación de estado: 
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donde: 
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Denominando xe(t) al error entre el estado del esclavo xs(t) y el estado del maestro xm(t), 
la ecuación de estado del error entre el esclavo y el maestro vendrá dada por: 
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Para que el error evolucione como un sistema autónomo se deben satisfacer las 
siguientes ecuaciones: 
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A partir de la ecuación (3.181) se obtiene que: 
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Por otra parte, de la ecuación (3.180) se obtienen las siguientes ecuaciones: 
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Si el error evoluciona como un sistema autónomo, la ecuación dinámica del sistema 
vendrá dada por: 

 

( )






−−

−+
=

2212

121211

0
~

AA
AAA

A    (3.186) 

 
De esta forma el polinomio característico del sistema será: 

 
( ) ( )[ ] ( )[ ]12221211 detdet~det AAsIAAsIAsI −−+−=−       (3.187) 

 
El primer determinante de la expresión anterior corresponde al polinomio característico 
del esclavo, mientras que el segundo corresponde al polinomio característico del error 
esclavo – maestro. Tanto el polinomio característico del esclavo, como el del error, 
serán de tercer grado, ya que las matrices implicadas son de orden tres (se han escogido 
tres variables de estado para el maestro y tres variables de estado para el esclavo). 
 
Si se desea fijar la dinámica del esclavo de forma que su polinomio característico sea 
( ) 01

2
2

3 pspspssp +++= , se deben satisfacer las siguientes ecuaciones: 
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En la ecuación (3.190) rm1 y rm2 son constantes que se utilizan para modelar la reflexión 
de esfuerzos del esclavo hacia el maestro, como se indicó en 3.2.2, por lo tanto p2 no es 
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un parámetro de diseño, sino que vendrá impuesto por los valores que aparecen en dicha 
ecuación. Por lo tanto sólo será posible fijar dos polos de la dinámica del esclavo. 
 
Si se desea establecer la dinámica del error de forma que su polinomio característico sea  
( ) 01

2
2

3 qsqsqssq +++= , se deben cumplir las siguientes ecuaciones: 
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En este caso sólo será posible fijar un polo del polinomio característico del error, ya que 
q0 y q1 son cero. 
 
Por tanto existen siete ecuaciones para poder realizar el diseño del esquema de control 
del sistema teleoperado con retardos: cuatro ecuaciones que hacen que el error se 
comporte como un sistema autónomo (3.182-3.185), dos ecuaciones que fijan dos polos 
de la dinámica del esclavo (3.188-3.189) y una ecuación que establece un polo de la 
dinámica del error (3.192). 
 
Los parámetros a calcular en el esquema de control son siete: 
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2
'
121  

 
Como se ha indicado anteriormente Rm no es un parámetro a calcular ya que se utiliza 
para modelar la reflexión de la fuerza de contacto del esclavo con el entorno al maestro. 
Puesto que hay siete parámetros y existen siete ecuaciones, es posible calcular todos los 
parámetros de control solucionando el sistema de ecuaciones. Resolviendo dicho 
sistema de ecuaciones se obtiene que los parámetros de control se calcularan del 
siguiente modo: 
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Como ha sido comentado anteriormente, será posible fijar dos polos del polinomio 
característico del esclavo, pero el tercero no podrá establecerse, sino que vendrá 
impuesto, tal como se indicó en la ecuación (3.190). Si se considera que a y b son dos 
polos deseados de la dinámica del esclavo, el tercer polo c vendrá dado por: 

 
2pbac −−−=      (3.200) 

 
donde: 

 

2

2

21

2

2

2

2

m

mmm

rT

TrJrT

p
−−

=            (3.201) 

 
Asimismo no podrán establecerse todos los polos del polinomio característico del error. 
Sólo podrá fijarse un polo, ya que los dos restantes se encontrarán en cero. El polo que 
podrá fijarse será: 

 
2qs −=            (3.202) 

 
Utilizando la aproximación de Taylor de segundo orden para modelar el retardo es 
posible obtener las ecuaciones que permiten realizar el diseño del esquema de control 
del sistema teleoperado para que el esclavo siga al maestro. Sin embargo utilizando esta 
aproximación de segundo orden del retardo aparecen dos graves inconvenientes en el 
método de diseño: 
 

• En el polinomio característico del error aparecen dos polos en el origen, de 
forma que sólo es posible fijar un polo en la posición que se desee. 

• Además en el polinomio característico del esclavo sólo es posible fijar dos 
polos. El tercero dependerá de estos dos polos, de la matriz que modela la 
reflexión de esfuerzos, del retardo y de la inercia del maestro. Por lo que es 
posible que el tercer polo se ubique en el semiplano derecho de s, convirtiéndose 
el sistema en inestable. 
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Por tanto utilizando la aproximación de Taylor de segundo orden no es posible fijar 
completamente la dinámica del error y del esclavo. Esto es debido a que no se obtiene el 
suficiente número de ecuaciones para fijar ambas dinámicas. Sin embargo sí se obtiene 
el número de ecuaciones necesarias para obtener todos los parámetros del sistema, ya 
que se han deducido siete ecuaciones para calcular los siete parámetros de los que 
consta el esquema de control. Para que el sistema evolucione como un sistema 
autónomo se han obtenido cuatro ecuaciones (3.182-3.185). Para poder fijar la dinámica 
del error y del esclavo serían necesarias tres ecuaciones para cada dinámica, ya que el 
polinomio característico en cada caso es de tercer orden. Sin embargo sólo se han 
obtenido dos ecuaciones para el esclavo (3.188-3.189) y una para el error (3.192). Por 
tanto serían necesarias tres ecuaciones más, pero para obtener tres ecuaciones más 
harían falta tres parámetros más en el esquema de control.  
 
Se van a intentar obtener todas las ecuaciones necesarias del método de diseño, es decir, 
además de las ecuaciones que hacen que el error evolucione como un sistema autónomo, 
las ecuaciones que permitan establecer de forma completa tanto la dinámica del esclavo 
como la del error. Para ello se va a realizar un planteamiento distinto al efectuado. En la 
parte izquierda de la Figura 3.5 se muestra a modo de flujograma el planteamiento 
anteriormente realizado para la obtención de las ecuaciones del método de diseño, y en 
la parte derecha se muestra el planteamiento que va a efectuar para intentar obtener 
todas las ecuaciones necesarias del método de diseño. La diferencia radica en que, 
puesto que son necesarias tres ecuaciones de diseño más, harán falta tres parámetros de 
control más, por tanto se considera que las matrices del esquema de control son de 
orden 3 (a excepción de la matriz G2 que es un escalar, y la matriz Rm que es de orden 2 
para modelar la reflexión de esfuerzos), y por consiguiente, se considerará que 
inicialmente existen tres variables de estado para el maestro y para el esclavo. 
 
Tal como se ha indicado, se va a considerar que las matrices a calcular en el modelo, a 
excepción de G2, son de orden 3: 
 

- 22 gG =  
- [ ]321 ssss rrrR =  
- [ ]321 mmmm kkkK =  
- [ ]321 ssss kkkK =  

 
De este modo hay tres nuevos parámetros en el modelo: ks3, km3 y rs3; de forma que los 
parámetros a calcular en el esquema de control serán diez. Como se ha indicado 
anteriormente Rm no es un parámetro a calcular ya que se utiliza para modelar la 
reflexión de la fuerza de contacto del esclavo con el entorno al maestro. 
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Figura 3.5. Planteamiento realizado en primer lugar para obtener las ecuaciones de diseño 
del esquema de control considerando la aproximación de Taylor de 2º orden (izquierda) y 
nuevo planteamiento para la obtención de las ecuaciones de diseño (derecha). 
 
La ecuación dinámica del maestro (3.153) y del esclavo (3.154) es de segundo orden, 
por lo que es suficiente considerar dos variables de estado con sentido físico en cada 
ecuación (posición y velocidad). Supongamos que se elige una tercera variable de 
estado, la aceleración, obteniéndose por derivación de la velocidad. En este caso las 
variables de estado serían: 
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Considerando estas variables de estado y la estructura de las matrices del modelo 
indicada anteriormente, la señal de control del maestro y del esclavo vendrá dada 
respectivamente por: 
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Utilizando la aproximación de Taylor de segundo orden para modelar el retardo y 
considerando que la fuerza que ejerce el operador es constante, se obtienen las 
siguientes señales de control: 
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Si se sustituyen estas señales de control en las ecuaciones dinámicas del maestro y del 

esclavo se obtendrán ecuaciones de cuarto orden, ya que aparecen los términos ( )ts

4
θ  y 

( )tm

4
θ . Por lo tanto para poder plantear una ecuación de estado habrá que elegir cuatro 
variables de estado para el maestro y cuatro para el esclavo, es decir, además de las 
indicadas en (3.203) habría que seleccionar ( ) ( )ttx ss θ&&&=4  y ( ) ( )ttx mm θ&&&=4 . Si se 
añadieran estas nuevas variables de estado y se realizara una transformación de estado 
para obtener la ecuación de estado del error se obtendrían: 
 

• 5 ecuaciones para que el error evolucionara como un sistema autónomo (4 
ecuaciones para que 21

~A  sea cero y 1 para que 21
~B  sea cero). 

• Por otra parte harían falta ocho ecuaciones para poder fijar todos los polos del 
sistema (4 para el error y 4 para el esclavo, ya que ahora cada polinomio 
característico será de cuarto orden). Sin embargo no será posible obtener estas 
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ocho ecuaciones, puesto que en total se obtendrían 13 ecuaciones y sólo hay 10 
parámetros a calcular en el esquema de control. 

 
Por tanto con el nuevo planteamiento realizado tampoco sería posible obtener todas las 
ecuaciones necesarias del método de diseño, ya que, aunque sería posible lograr que el 
error evolucionase como un sistema autónomo, no podrían plantearse las ecuaciones que 
permitieran fijar de forma completa la dinámica del esclavo y del error, al igual que 
ocurría con el planteamiento realizado en primer lugar en este apartado. 
 
Se puede concluir, a la vista de los resultados obtenidos en este apartado, que el método 
de diseño de sistemas de control aportado con la presente Tesis, que logra que el esclavo 
siga al maestro, y además permite fijar de forma completa la dinámica del esclavo y la 
dinámica del error entre el maestro y el esclavo, se puede plantear satisfactoriamente en 
el caso de utilizar la aproximación de Taylor de primer orden para modelar el retardo. 
Sin embargo, como se ha mostrado, considerando una aproximación de Taylor de 
mayor orden, no ha sido posible plantear de forma satisfactoria el método de diseño, ya 
que, aunque se han obtenido ecuaciones que permiten que el esclavo siga al maestro, no 
ha sido posible obtener el número suficiente de ecuaciones que permitan fijar de forma 
completa la dinámica del esclavo y la dinámica del error entre el maestro y el esclavo. 
 
Como se ha explicado, al utilizar la aproximación de Taylor de primer orden y sustituir 
los términos retardados en las ecuaciones de estado (3.143) y (3.144), se obtienen 
ecuaciones de estado en las que no es necesario introducir nuevas variables de estado, 
puesto que no aumenta el orden de las ecuaciones, como puede apreciarse en (3.151) y 
(3.152). De este modo, para plantear las nuevas ecuaciones de estado únicamente es 
necesario combinar ambas ecuaciones de estado.  
 
Sin embargo, si se utiliza la aproximación de Taylor de segundo orden, es necesario 
añadir nuevas variables de estado para plantear la ecuación de estado del sistema. Con 
el sistema obtenido con las nuevas variables de estado, no es posible deducir las 
ecuaciones necesarias que permitan a la vez hacer que el error evolucione como un 
sistema autónomo, y fijar de forma completa la dinámica del esclavo y la dinámica del 
error. Las ecuaciones que se obtienen sólo permiten establecer que el error evolucione 
como un sistema autónomo y fijar dos polos de la dinámica del esclavo y un polo de la 
dinámica del error. 
 
 
 
3.6 Conclusiones 
 
En este capítulo se ha presentado un nuevo método de diseño de sistemas de control de 
teleoperación con retardos en la transmisión. Este método de diseño considera que el 
esclavo puede interaccionar un entorno dinámico, de manera que la fuerza de 
interacción del esclavo con el entorno es realimentada al maestro, y que el retardo 
existente en la comunicación es constante. 
 
El método de diseño se ha obtenido a partir de un modelado del sistema teleoperado en 
variables de estado en el dominio del tiempo en el que se han considerado todas las 
posibles interacciones que pueden existir entre el operador, el maestro, el esclavo y el 
entorno. El método aportado por la presente Tesis proporciona un conjunto de 
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ecuaciones cuya resolución permite obtener los valores de los reguladores del esquema 
de control del sistema teleoperado para que el estado del maestro y el del esclavo 
converjan, consiguiendo de este modo que el esclavo siga al maestro.  Además el 
método de diseño es capaz de fijar el comportamiento dinámico de la convergencia 
entre el maestro y el esclavo (comportamiento dinámico del error), así como el 
comportamiento dinámico del esclavo.  
 
Para deducir el método de diseño ha sido necesario obtener una representación en el 
espacio de estados del sistema teleoperado en la que no existieran términos retardados 
en el tiempo. Esto se ha logrado utilizando la aproximación de Taylor de primer orden 
para modelar el retardo. Se ha comprobado que si se utiliza una aproximación de mayor 
orden no es posible obtener satisfactoriamente todas las ecuaciones del procedimiento 
de diseño, ya que, aunque se pueden obtener un conjunto de ecuaciones con solución, 
las ecuaciones no permiten fijar de forma completa la dinámica del error y del esclavo. 
 
Asimismo se ha realizado la simplificación de considerar que la fuerza que ejerce el 
operador sobre el maestro es constante para poder obtener las ecuaciones del método de 
diseño. En el caso de asumir que la fuerza del operador no es constante, no ha sido 
posible deducir un conjunto de ecuaciones con solución para obtener los parámetros de 
regulación del sistema. Aunque es de resaltar que esto no quiere decir que no exista 
algún procedimiento de obtención de dicho conjunto de ecuaciones.  
 
A modo de resumen, las principales aportaciones realizadas en este capítulo son: 
 

• Modelado de un sistema teleoperado con retardos en variables de estado 
contemplando todas las posibles interacciones que pueden existir entre el 
operador, el maestro, el esclavo y el entorno. 

• Utilización de la aproximación de Taylor de primer orden para obtener un 
modelo de estado del sistema teleoperado sin la presencia de términos retardados 
en el tiempo. 

• Método de diseño que logra la convergencia de estados entre el maestro y el 
esclavo, consiguiendo de este modo que el esclavo siga al maestro a pesar de la 
existencia de retardos, y además es capaz de fijar tanto la dinámica de la 
convergencia, como la del esclavo. 

• Procedimiento de diseño claro y conciso del sistema de control de teleoperación 
con retardos. El método de diseño se reduce simplemente a la resolución de un 
sistema de ecuaciones para obtener los parámetros de regulación del esquema de 
control. 
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Capítulo 4 
 

Análisis del comportamiento dinámico del 
sistema teleoperado con retardos 

 
 
 
 
 
4.1 Introducción 
 
En el capítulo 3 se presentó el método de diseño de sistemas de control teleoperados con 
retardos en la transmisión. Como se recordará, el método de diseño planteaba un 
conjunto de ecuaciones cuya resolución proporcionaba el valor de los reguladores para 
conseguir la convergencia del estado del esclavo y del maestro, logrando de este modo 
que el esclavo siga al maestro, así como establecer la dinámica de dicha convergencia y 
del esclavo. En dicho capítulo se explicó el procedimiento por el que se obtenían las 
ecuaciones de diseño, pero no se mostró el funcionamiento del método. En este capítulo 
se va a verificar el método de diseño en simulación sobre diversos sistemas 
teleoperados, considerando diferentes tipos de entornos con los que interacciona el 
esclavo así como distintos tiempos de retardo. No se pretende simplemente validar el 
método comprobando que el esclavo siga al maestro, sino además se pretende analizar 
como afecta a la respuesta del sistema y a las señales de control, la clase de sistema 
teleoperado considerado, el tipo de entorno y el retardo existente. En el capítulo 7 se 
mostrará en un entorno experimental real de teleoperación la validez del método de 
diseño. 
 
Puesto que el método de diseño aportado en la presente Tesis permite establecer la 
dinámica del esclavo, así como la dinámica del error entre el maestro y el esclavo, se va 
a efectuar un estudio de cómo afecta la elección de la dinámica deseada del esclavo y 
del error en el comportamiento dinámico del sistema teleoperado. Para ello se van 
analizar diferentes parámetros que caracterizan la respuesta del maestro y del esclavo, 
así como a las señales de control, en función de la ubicación de polos deseada del 
esclavo y del error. Con este estudio se pretende proporcionar unas pautas al ingeniero 
de control para que sea capaz de decidir el polinomio característico del esclavo y del 
error que produzca el comportamiento deseado del sistema teleoperado. 
 
Como se explicó en el capítulo 3, el método de diseño de sistemas de control 
teleoperado con retardos necesita conocer un modelo de diferentes parámetros del 
sistema teleoperado (retardo, entorno, maestro y esclavo) para poder solucionar el 
sistema de ecuaciones y obtener el valor de todos los reguladores. Para que al utilizar 
estos reguladores en un sistema teleoperado real, el comportamiento sea el esperado, es 
importante que los modelos empleados en el diseño sean lo más parecidos posibles a la 
realidad. Sin embargo, en la gran mayoría de ocasiones, los modelos diferirán 
ligeramente de la realidad. Por esta razón, se va a analizar la robustez del método de 
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control a ligeras variaciones en los parámetros de diseño. Es decir, se va a comprobar 
como influye en el comportamiento dinámico del sistema teleoperado la variación de 
algún parámetro de diseño respecto al valor utilizado originalmente para calcular el 
valor de los reguladores. 
 
La estructura de este capítulo es la siguiente. En primer lugar se indicarán algunas 
consideraciones que es necesario remarcar en relación al funcionamiento de un sistema 
teleoperado real. Seguidamente se mostrarán diversas  pruebas en simulación que 
verifican el funcionamiento del método de control presentado en la Tesis. A 
continuación se analizará la influencia de la dinámica elegida del esclavo así como del 
error en el comportamiento dinámico del sistema teleoperado. Posteriormente se 
efectuará un estudio de la robustez del método de control a ligeras variaciones de los 
parámetros de diseño. Por último se mostrarán las principales conclusiones que se 
extraen del capítulo. 
 
 
 
4.2 Consideraciones importantes 
 
Como se explicó en el capítulo 3, el método de diseño por convergencia de estados se 
basaba en un modelado del sistema teleoperado con retardos en el que se contemplaban 
todas las posibles interacciones que podían aparecer en el conjunto operador – maestro 
– esclavo – entorno, Figura 4.1. Al igual que en dicho capítulo, se considerará en este 
capítulo que el maestro y el esclavo constan de un único grado de libertad. Asimismo se 
asumirá que el esclavo se encuentra interaccionando con el entorno, y que se realimenta 
la fuerza de interacción del esclavo con el entorno hacia el maestro. 
 
En el modelo aparecen las siguientes señales: 
 

- Fm: Fuerza aplicada por el operador en el maestro. 
- um: Señal de control de entrada al maestro. 
- us: Señal de control de entrada al esclavo. 
- [ ]21 mmm xxx = : Vector de estados del maestro, donde xm1 y xm2 son, 

respectivamente, la posición y velocidad del maestro. 
- [ ]21 sss xxx = : Vector de estados del esclavo, donde xs1 y xs2 son, 

respectivamente, la posición y velocidad del esclavo. 
- ym: Salida del maestro (posición). 
- ys: Salida del esclavo (posición). 

 
Por otra parte, las matrices que aparecen en el modelo son las siguientes: 
 

- 22 gG = : Define la influencia de la fuerza ejercida por el operador sobre el 
maestro en el esclavo. 

- [ ]21 mmm rrR = : Define la interacción esclavo – maestro. Permite que el modelo 
contemple la reflexión de esfuerzos. 

- [ ]21 sss rrR = : Define la interacción maestro – esclavo. 
- [ ]21 mmm kkK = : Matriz de realimentación de estado del maestro. 
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- [ ]21 sss kkK = : Matriz de realimentación de estado del esclavo. Permite 
incorporar en el modelo la interacción del esclavo con el entorno. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Figura 4.1. Modelado de sistema teleoperado con retardos en la transmisión. 

 
La señal de control de entrada al maestro viene dada, tal como se indicó en el apartado 
3.2.1 del capítulo 3 (ecuación (3.22)), por: 
 

( ) ( ) ( ) )(tFTtxRtxKtu msmmmm +−+=               (4.1) 
 

En un sistema teleoperado real, cuando se alcanza una posición de equilibrio, el motor 
del maestro debe ejercer una fuerza/par igual y de sentido contrario a la fuerza que 
ejerce el operador para mantener esta posición de equilibrio y, además, para que el 
operador sienta la fuerza de reacción en este punto. Por este motivo, la señal de control 
de entrada al maestro en un sistema real vendrá dada por: 
 

( ) ( ) ( )TtxRtxKtu smmmm −+=(                    (4.2) 
 
donde como puede comprobarse, se ha eliminado la fuerza que ejerce el operador, Fm(t). 
De este modo la señal de control simplemente se calculará mediante la suma del término 
Kmxm(t), que representa la señal de realimentación del estado del maestro, y  del término 
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Rmxs(t-T), que se utiliza para modelar la fuerza de reflexión del esclavo con el entorno, 
según se explicó en el apartado 3.2.2 del capítulo 3. 
 
En el apartado 3.2.2 del capítulo 3, se explicó que la matriz Ks, además de ser un 
parámetro de regulación, permitía modelar la interacción del esclavo con el entorno. La 
fuerza de reacción actuante sobre el esclavo,  fs(t), venía dada por: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )txbtxktbtktf seseseses 21 +=+= θθ &       (4.3) 
 
Para contemplar esta fuerza interacción, la estructura de la matriz Ks, tal como se indicó 
en (3.28), era: 
 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]eeseessesessss bkKbkkkbkkkkkK −=−=−−== ''
2

'
1

'
2

'
121      (4.4) 

 
Con esta estructura de Ks se logra que la señal de control us(t) contemple la fuerza de 
interacción del esclavo con el entorno, como se indicaba en (3.30): 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) )(

)(

2
'

2

TtFGTtxRtftxK

TtFGTtxRtxKtu

mmssss

mmssss

−+−+−

=−+−+=    (4.5) 

 
En un sistema teleoperado real no debe utilizarse la matriz Ks indicada en (4.4) para 
calcular la señal de control del esclavo, ya que la fuerza de reacción del esclavo con el 
entorno se producirá realmente y no será necesario modelarla. De este modo, en lugar 
de emplear la matriz Ks, se utilizará la matriz [ ]'

2
'
1

'
sss kkK =  que puede obtenerse 

fácilmente a partir de (4.4). Por tanto, la señal de control de entrada al esclavo en un 
sistema real vendrá dada por: 
 

( ) ( ) ( ) )(2
' TtFGTtxRtxKtu mmssss −+−+=(    (4.6) 

 
Cuando se alcance la posición de equilibrio, el motor del esclavo generará una 
fuerza/par igual a la fuerza de reacción del esclavo con el entorno para mantener esta 
posición de equilibrio. 
 
 
 
4.3 Pruebas en simulación del método de diseño 
 
En este apartado se van a realizar diversas pruebas en simulación para verificar el 
correcto funcionamiento del método de diseño de sistemas de control teleoperados con 
retardos en la comunicación presentado en el apartado 3.3 del capítulo 3. 
Posteriormente, en el capítulo 7, se mostrará experimentalmente la validez del método 
sobre un sistema teleoperado real de un grado de libertad. 
 
Se van a efectuar las simulaciones considerando tres sistemas teleoperados distintos. El 
primero corresponde a un sistema teleoperado típico en el que el maestro es menor que 
el esclavo (sistema teleoperado I). El segundo corresponde a un sistema en el que el 
maestro y el esclavo son idénticos (sistema teleoperado II), y por último, se ha 
considerado un sistema teleoperado en el que el esclavo es menor que el maestro 
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(sistema teleoperado III), utilizado para microteleoperación. Los parámetros del maestro 
y del esclavo, junto con la constante de reflexión de esfuerzos (kf), considerados en cada 
sistema teleoperado se muestran en la Tabla 4.1. 
 

 Sistema 
teleoperado I 

Sistema 
teleoperado II 

Sistema 
teleoperado III 

Características maestro < esclavo maestro = esclavo maestro > esclavo 

Maestro Jm = 1.5 kg m2 
bm = 11 Nm/(rad/s) 

Jm = 1.5 kg m2 
bm = 11 Nm/(rad/s) 

Jm = 2 kg m2 
bm = 15 Nm/(rad/s) 

Esclavo Js = 2 kg m2 
bs = 15 Nm/(rad/s) 

Js = 1.5 kg m2 
bs = 11 Nm/(rad/s) 

Js = 1.5 kg m2 
bs = 11 Nm/(rad/s) 

kf 0.1 1 10 

Tabla 4.1. Parámetros considerados de cada sistema teleoperado. 
 
Se va a considerar que en la comunicación entre el maestro y el esclavo existen retardos 
de 0.1 s y 0.5 s. Asimismo se va a suponer que el esclavo interacciona con dos tipos de 
entornos: entorno suave y entorno rígido. Los parámetros considerados para modelar 
cada tipo de entorno se muestran en la Tabla 4.2. 
 

Tipo de entorno ke 
[Nm/rad] 

be 
[Nm/(rad/s)]  

Suave 10 0.1 
Rígido 100 1 

 Tabla 4.2. Parámetros utilizados para modelar los distintos tipos de entorno.  
 
Tal como se explicó en el apartado 3.3, para poder diseñar el control de cada sistema 
teleoperado, es necesario indicar cual es la dinámica deseada del esclavo y cual es la 
dinámica deseada del error entre el maestro y el esclavo. Se va a considerar que en 
todos los casos se desea fijar tanto los polos del esclavo como del error en s = -11, es 
decir, se desea que el polinomio característico del esclavo y del error sea: 
 

( ) ( ) 121222 ++== sssqsp          (4.7) 
 

La razón de ubicar los polos del esclavo y del error en s = -11 se debe a que los 
reguladores que se obtienen con estas dinámicas proporcionan un comportamiento 
satisfactorio de los tres sistemas teleoperados cuando el retardo es de 0.1 s y el entorno 
es suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)). En el apartado 4.4 se estudiará como 
influye la elección que se realice de los polos del error y del esclavo, es decir, del 
polinomio característico del error y del esclavo, en el comportamiento dinámico del 
sistema teleoperado con los reguladores obtenidos por el método de diseño. 
 
Con los distintos parámetros considerados de maestro y esclavo, así como retardo 
existente y tipos de entornos, se pretende validar sobre un amplio abanico de 
configuraciones, el método de diseño aportado en la presente Tesis. Para todas las 
configuraciones se calculará el valor de los reguladores según el procedimiento de 
diseño y posteriormente se simulará el sistema teleoperado con los valores obtenidos. 
Tras cada simulación se analizará la respuesta del maestro y del esclavo, junto con sus 
señales de control.  
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Parámetros de diseño Reguladores 

T = 0.1 s 
Entorno suave: 
ke = 10 Nm/rad 
be = 0.1 Nm/(rad/s) 

g2 =  1.331557 
Km = [-182.621  -21.932] 
Ks = [-240.507323  -29.090545] 

'
sK = [-230.507323  -28.990545] 

Rm = [1 0.01] 
Rs = [-1.331557  -0.013315] 

T = 0.1 s 
Entorno rígido: 
ke = 100 Nm/rad 
be = 1 Nm/(rad/s) 

g2 =  1.315789 
Km = [-192.71  -21.32] 
Ks = [-227.25  -29.894736] 

'
sK = [-127.25 -28.894736] 

Rm = [10 0.1] 
Rs = [-13.157894  -0.131578] 

T = 0.5 s 
Entorno suave: 
ke = 10 Nm/rad 
be = 0.1 Nm/(rad/s) 

g2 =  1.324503 
Km = [-183.105  -21.620] 
Ks = [-239.874172  -29.503311] 

'
sK  = [-229.874172  -29.403311] 

Rm = [1 0.01] 
Rs = [-1.324503  -0.013245] 

T = 0.5 s 
Entorno rígido: 
ke = 100 Nm/rad 
be = 1 Nm/(rad/s) 

g2 =  1.25 
Km = [-197.55  -18.2] 
Ks = [-221.9375  -33.75] 

'
sK = [-121.9375  -32.75] 

Rm = [10 0.1] 
Rs = [-12.5  -0.125] 

Tabla 4.3. Reguladores obtenidos para el sistema teleoperado I en función del retardo y el 
entorno considerado. 
 
 
4.3.1 Sistema teleoperado I: maestro < esclavo 
 
En la Tabla 4.3 se muestran los valores obtenidos de los reguladores que aparecen en el 
esquema de control resolviendo las ecuaciones planteadas en el apartado 3.3 del 
capítulo 3, según el retardo existente en la comunicación y el tipo de entorno 
considerado. Para resolver el sistema de ecuaciones se ha utilizado el toolbox Symbolic 
de Matlab. 
 
En la Figura 4.2 se muestra la simulación del sistema teleoperado, considerando que el 
operador ejerce una fuerza constante de 1 Nm, cuando el retardo existente en la 
comunicación es de 0.1 s y el entorno con el que interacciona el esclavo es suave (ke = 
10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)). Como puede observarse en (a) y en (b) la posición y 
velocidad del esclavo  (xs1(t) y xs2(t)) siguen respectivamente la posición y velocidad del 
maestro (xm1(t) y xm2(t)).  
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(a) 
 

(b) 

(c) (d) 

Figura 4.2. Simulación del sistema teleoperado I considerando un retardo de 0.1 s y un 
entorno suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)). (a) Posición maestro (xm1(t)) y 
esclavo (xs1(t)); (b) Velocidad maestro (xm2(t)) y esclavo (xs2(t)); (c) Señal de control 
maestro (um(t)); (d) Señal de control esclavo (us(t)). 

 
En la Figura 4.2(c) se puede observar la señal de control de entrada al maestro obtenida 
según se indicó en la ecuación (4.1), es decir, contemplando la fuerza que ejerce el 
operador sobre el maestro (Fm(t)). Sin embargo, como se explicó en el apartado 4.2, en 
un sistema teleoperado real la señal de control del maestro vendrá dada únicamente por 
la suma de la señal de realimentación del estado del maestro, Kmxm(t), más la fuerza de 
realimentación del esclavo hacia el maestro, modelada por el término Rmxs(t-T), con la 
finalidad de que, en el punto de equilibrio, el motor del maestro genere una fuerza/par 
que se oponga a la fuerza ejercida por el operador. Es decir, como se mostró en (4.2), la 
señal de control real del maestro se calculará como: 
 

( ) ( ) ( )TtxRtxKtu smmmm −+=(                    (4.8) 
 
En la Figura 4.3 se muestran los términos que se contemplan para calcular la señal de 
control real de entrada al maestro ( ( )tum

( ). En (a) se muestra la señal de realimentación 
del maestro (Kmxm(t)), mientras que en (b) se muestra la fuerza de interacción del 
esclavo con el entorno que es realimentada al maestro (Rmxs(t-T)). Como puede 
apreciarse, la fuerza que se realimenta del esclavo es despreciable frente a la señal de 
realimentación del estado del maestro. De este modo, es la señal de realimentación del 
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estado del maestro la que consigue anular la fuerza de entrada del operador (1 Nm) y 
lograr que el maestro se detenga, y por lo tanto, que el esclavo no siga avanzando e 
interaccionando con el entorno.  
 

(a) (b) 

Figura 4.3. Términos de la señal de control real del maestro ( ( )tum
( ). (a) Señal de 

realimentación del estado del maestro (Kmxm(t)); (b) Fuerza de realimentación del esclavo 
(Rmxs(t-T)). 
 
Por otra parte en la Figura 4.2(d) se ha mostrado la señal de control de entrada al 
esclavo obtenida utilizando la ecuación (4.5), es decir, considerando la fuerza de 
reacción del esclavo con el entorno (fs(t)). Sin embargo, como se indicó en el apartado 
4.2, en un sistema teleoperado real la señal de control del esclavo no contemplará la 
fuerza de interacción del esclavo con el entorno, de forma que en el punto de equilibrio 
el motor del esclavo generará una fuerza/par que se opondrá a la fuerza de reacción del 
esclavo con el entorno. Es decir, la señal de control real del esclavo vendrá dada, como 
se mostró en (4.6), por: 
 

( ) ( ) ( ) )(2
' TtFGTtxRtxKtu mmssss −+−+=(    (4.9) 

 
En la Figura 4.4(a) se muestra la señal de control real del esclavo ( ( )tus

( ) y en la Figura 
4.4(b) se muestra la fuerza de interacción del esclavo con el entorno (fs(t)). Como puede 
apreciarse en (a), la señal de control del esclavo toma el mismo valor final que la fuerza 
de interacción del esclavo con el entorno, de este modo el esclavo no sigue su 
interacción con el entorno.  
 
Si se simula el sistema teleoperado con los reguladores obtenidos en el caso de que el 
retardo existente en la comunicación es de 0.1 s y el entorno con el que interacciona el 
esclavo es rígido (ke = 100 Nm/rad, be = 1 Nm/(rad/s)), se obtienen los resultados que se 
muestran en la Figura 4.5. Como puede observarse, la posición y velocidad del esclavo 
siguen la posición y velocidad del maestro.  
 
 



Capítulo 4. Análisis del comportamiento dinámico del sistema teleoperado con retardos 

 89

(a) (b) 

Figura 4.4. (a) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ); (b) Fuerza de interacción del 

esclavo con el entorno (fs(t)). 
 
 

(a) (b) 

Figura 4.5. Simulación del sistema teleoperado I considerando un retardo de 0.1 s y un 
entorno rígido (ke = 100 Nm/rad, be = 1 Nm/(rad/s)). (a) Posición maestro (xm1(t)) y esclavo 
(xs1(t)); (b) Velocidad maestro (xm2(t)) y esclavo (xs2(t)).  

 
En la Figura 4.6 se muestran los términos que se contemplan en la realidad para calcular 
la señal de control de entrada al maestro. Como puede observarse, la fuerza que se 
realimenta del esclavo (b) es despreciable frente a la señal de realimentación del estado 
del maestro (a). De este modo, al igual que en el caso del entorno suave, es la señal de 
realimentación del estado del maestro la que consigue anular la fuerza de entrada del 
operador (1 Nm) y lograr que el maestro se detenga, y por lo tanto, que el esclavo no 
siga avanzando e interaccionando con el entorno.  
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(a) (b) 

Figura 4.6. Términos de la señal de control real del maestro ( ( )tum
( ). (a) Señal de 

realimentación del estado del maestro (Kmxm(t)); (b) Fuerza de realimentación del esclavo 
(Rmxs(t-T)). 
 
En la Figura 4.7 se muestra la señal de control real del esclavo (a) y la fuerza de 
interacción del esclavo con el entorno (b). Como puede apreciarse en (a), la señal de 
control del esclavo toma el mismo valor final que la fuerza de interacción del esclavo 
con el entorno, de este modo el esclavo no sigue su interacción con el entorno. 
 

(a) (b) 

Figura 4.7. (a) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ); (b) Fuerza de interacción del 

esclavo con el entorno (fs(t)). 
 
Como ha podido comprobarse tanto en el caso de que el entorno es suave, como cuando 
es rígido, en ambos casos ha sido posible diseñar de forma satisfactoria el esquema de 
control. En estos dos casos se ha considerado que el retardo existente en la 
comunicación era de 0.1 segundos. A continuación se muestran los resultados obtenidos 
cuando el retardo es de 0.5 segundos. 
 
Si se simula el sistema teleoperado con los reguladores obtenidos en el caso de que el 
retardo existente en la comunicación es de 0.5 s y el entorno con el que interacciona el 
esclavo es suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)), se obtienen los resultados que se 
muestran en la Figura 4.8. Como puede observarse, a pesar de la existencia del retardo, 
la posición y velocidad del esclavo siguen la posición y velocidad del maestro.  
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(a) (b) 

Figura 4.8. Simulación del sistema teleoperado I considerando un retardo de 0.5 s y un 
entorno suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)). (a) Posición maestro (xm1(t)) y esclavo 
(xs1(t)); (b) Velocidad maestro (xm2(t)) y esclavo (xs2(t)).   

 
En la Figura 4.9 se muestran los términos que se contemplan para calcular la señal de 
control real del maestro. Como puede observarse, la fuerza que se realimenta del 
esclavo (b) es despreciable frente a la señal de realimentación del estado del maestro 
(a). De este modo, es la señal de realimentación del estado del maestro la que consigue 
anular la fuerza de entrada del operador (1 Nm) y lograr que el maestro se detenga, y 
por lo tanto, que el esclavo no siga avanzando e interaccionando con el entorno. Es 
interesante destacar como, a causa de la existencia de un retardo de 0.5 segundos en la 
transmisión de información del maestro al esclavo, y otro también de 0.5 segundos en la 
transmisión de datos en sentido inverso, la fuerza de realimentación proveniente del 
esclavo con el entorno tarda 1 segundo en llegar al maestro.  
 

(a) (b) 

Figura 4.9. Términos de la señal de control real del maestro ( ( )tum
( ). (a) Señal de 

realimentación del estado del maestro (Kmxm(t)); (b) Fuerza de realimentación del esclavo 
(Rmxs(t-T)). 
 
En la Figura 4.10 se muestra la señal de control real del esclavo (a) y la fuerza de 
interacción del esclavo con el entorno (b). Como puede apreciarse en (a), la señal de 
control del esclavo toma el mismo valor final que la fuerza de interacción del esclavo 
con el entorno, de este modo el esclavo no sigue su interacción con el entorno. 
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(a) (b) 

Figura 4.10. (a) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ); (b) Fuerza de interacción del 

esclavo con el entorno (fs(t)). 
 
Por último, si se simula el sistema teleoperado con los reguladores obtenidos cuando el 
retardo es de 0.5 segundos y el entorno con el que interacciona el esclavo es rígido (ke = 
100 Nm/rad, be = 1 Nm/(rad/s)), se obtienen los resultados que se muestran en la Figura 
4.11. Como puede observarse, la posición y velocidad del esclavo siguen la posición y 
velocidad del maestro, sin embargo, cuando el retardo era de 0.1 s, la posición y 
velocidad del maestro y del esclavo convergían en aproximadamente 0.75 s, ver Figura 
4.5, mientras que ahora convergen mucho más tarde (≈ 1.75 s). 
 

(a) (b) 

Figura 4.11. Simulación del sistema teleoperado I considerando un retardo de 0.5 s y un 
entorno rígido (ke = 100 Nm/rad, be = 1 Nm/(rad/s)). (a) Posición maestro (xm1(t)) y esclavo 
(xs1(t)); (b) Velocidad maestro (xm2(t)) y esclavo (xs2(t)).  

 
En la Figura 4.12 se muestran los términos que se contemplan para calcular la señal de 
control real del maestro. Como puede observarse, la fuerza que se realimenta del 
esclavo (b) es despreciable frente a la señal de realimentación del estado del maestro 
(a). De este modo, es la señal de realimentación del estado del maestro la que consigue 
anular la fuerza de entrada del operador (1 Nm) y lograr que el maestro se detenga, y 
por lo tanto, que el esclavo no siga avanzando e interaccionando con el entorno.  
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(a) (b) 

Figura 4.12. Términos de la señal de control real del maestro ( ( )tum
( ). (a) Señal de 

realimentación del estado del maestro (Kmxm(t)); (b) Fuerza de realimentación del esclavo 
(Rmxs(t-T)). 
 
En la Figura 4.13 se muestra la señal de control real del esclavo (a) y la fuerza de 
interacción del esclavo con el entorno (b). Como puede apreciarse en (a), la señal de 
control del esclavo toma el mismo valor final que la fuerza de interacción del esclavo 
con el entorno, de este modo el esclavo no sigue su interacción con el entorno. 
 

(a) (b) 

Figura 4.13. (a) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ); (b) Fuerza de interacción del 

esclavo con el entorno (fs(t)). 
 
Como ha podido comprobarse, en todos los casos ha sido posible diseñar el sistema de 
control para que el esclavo siga al maestro y, además, fijar los polos que determinan la 
dinámica del error y del esclavo en la ubicación deseada. Se ha podido verificar 
asimismo que es la propia señal de realimentación del estado del maestro la que se 
opone a la fuerza que ejerce el operador sobre el maestro y consigue detener el avance 
del esclavo contra el entorno. Esto se debe a que en todos los casos la fuerza 
realimentada hacia el maestro del esclavo con el entorno es despreciable frente a la 
señal de realimentación del estado del maestro. 
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4.3.2 Sistema teleoperado II: maestro = esclavo 
 
Se va a comprobar el método de diseño sobre el sistema teleoperado en el que el 
maestro y el esclavo son idénticos. En la Tabla 4.4 se muestran los valores obtenidos de 
los reguladores que aparecen en el esquema de control según el retardo existente en la 
comunicación y el tipo de entorno considerado.  
 

Parámetros de diseño Reguladores 

T = 0.1 s 
Entorno suave: 
ke = 10 Nm/rad 
be = 0.1 Nm/(rad/s) 

g2 =  0.986842 
Km = [-192.71  -21.32] 
Ks = [-170.4375  -22.671052] 

'
sK = [-160.4375  -22.571052] 

Rm = [10 0.1] 
Rs = [-9.868421  -0.098684] 

T = 0.1 s 
Entorno rígido: 
ke = 100 Nm/rad 
be = 1 Nm/(rad/s) 

g2 =  0.882352 
Km = [-293.6  -15.2] 
Ks = [-82.588235 -28] 

'
sK = [17.411765 -27] 

Rm = [100 1] 
Rs = [-88.235294  -0.882352] 

T = 0.5 s 
Entorno suave: 
ke = 10 Nm/rad 
be = 0.1 Nm/(rad/s) 

g2 =  0.9375 
Km = [-197.55  -18.2] 
Ks = [-166.453125  -25.5625] 

'
sK = [-156.453125  -25.4625] 

Rm = [10 0.1] 
Rs = [-9.375  -0.09375] 

T = 0.5 s 
Entorno rígido: 
ke = 100 Nm/rad 
be = 1 Nm/(rad/s) 

g2 =  0.6 
Km = [-342  16] 
Ks = [-85.2 -44.8] 

'
sK = [14.8 -43.8] 

Rm = [100 1] 
Rs = [-60 -0.6] 

Tabla 4.4. Reguladores obtenidos para el sistema teleoperado II en función del retardo y el 
entorno considerado. 
 
En la Figura 4.14 se muestra la simulación del sistema teleoperado, considerando que el 
operador ejerce una fuerza constante de 1 Nm, cuando el retardo existente en la 
comunicación es de 0.1 s y el entorno con el que interacciona el esclavo es suave (ke = 
10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)). Como puede observarse en (a) y en (b) la posición y 
velocidad del esclavo (xs1(t) y xs2(t)) siguen respectivamente la posición y velocidad del 
maestro (xm1(t) y xm2(t)). 
 
En la Figura 4.15 se muestran los términos que se suman para calcular la señal de 
control real del maestro ( ( )tum

( ): (a) señal de realimentación del maestro (Kmxm(t)); (b) 
fuerza de interacción del esclavo con el entorno realimentada al maestro (Rmxs(t-T)). Al 
igual que ocurría con el sistema teleoperado anterior, es la señal de realimentación del 
estado del maestro la que consigue anular la fuerza de entrada del operador (1 Nm), 
debido a que la fuerza de realimentación del esclavo con el entorno es despreciable 
frente a la señal de realimentación del estado del maestro.  
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(a) (b) 

Figura 4.14. Simulación del sistema teleoperado II considerando un retardo de 0.1 s y un 
entorno suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)). (a) Posición maestro (xm1(t)) y esclavo 
(xs1(t)); (b) Velocidad maestro (xm2(t)) y esclavo (xs2(t)).  

 

(a) (b) 

Figura 4.15. Términos de la señal de control real del maestro ( ( )tum
( ). (a) Señal de 

realimentación del estado del maestro (Kmxm(t)); (b) Fuerza de realimentación del esclavo 
(Rmxs(t-T)). 
 
En la Figura 4.16(a) se muestra la señal de control real del esclavo ( ( )tus

( ) y en la Figura 
4.16(b) se muestra la fuerza de interacción del esclavo con el entorno (fs(t)). Como 
puede apreciarse en (a), la señal de control del esclavo toma el mismo valor final que la 
fuerza de interacción del esclavo con el entorno, de este modo el esclavo no sigue su 
interacción con el entorno. 
 
Se va a considerar que ahora el entorno con el que interactúa el esclavo es rígido (ke = 
100 Nm/rad, be = 1 Nm/(rad/s)), de forma que el retardo existente en la comunicación 
sigue siendo de 0.1 segundos. Con estos supuestos, utilizando los reguladores obtenidos 
según el procedimiento de diseño, se obtienen los resultados que se muestran en la 
Figura 4.17. Como puede observarse, la posición y velocidad del esclavo siguen la 
posición y velocidad del maestro.  
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(a) (b) 

Figura 4.16. (a) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ); (b) Fuerza de interacción del 

esclavo con el entorno (fs(t)). 
 

(a) (b) 

Figura 4.17. Simulación del sistema teleoperado II considerando un retardo de 0.1 s y un 
entorno rígido (ke = 100 Nm/rad, be = 1 Nm/(rad/s)). (a) Posición maestro (xm1(t)) y esclavo 
(xs1(t)); (b) Velocidad maestro (xm2(t)) y esclavo (xs2(t)).  

 
En la Figura 4.18 se muestran los términos que se contemplan para calcular la señal de 
control real del maestro. En este caso la fuerza que se realimenta del esclavo (b) no es 
despreciable frente a la señal de realimentación del estado del maestro (a). Esto se debe 
a que, al aumentar la rigidez del entorno, la fuerza de interacción del esclavo con el 
entorno es mayor, por lo que, como la ganancia de reflexión de esfuerzos (kf) es 1, la 
fuerza que se realimenta al maestro posee el mismo valor que la fuerza de interacción y, 
por tanto, no es despreciable frente a la señal de realimentación del estado del maestro. 
A medida que aumente la rigidez del entorno y/o la ganancia de reflexión de esfuerzos 
(kf), aumentará la fuerza realimentada al maestro, de forma que cada vez tendrá una 
mayor influencia en el cálculo de la señal de control real del maestro. Mediante la suma 
de la fuerza que se realimenta del esclavo y de la señal de realimentación del estado del 
maestro, mostradas en la Figura 4.18, se consigue anular la fuerza de entrada del 
operador (1 Nm) y lograr que el maestro se detenga, y por lo tanto, que el esclavo no 
siga avanzando e interaccionando con el entorno.  
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(a) (b) 

Figura 4.18. Términos de la señal de control real del maestro ( ( )tum
( ). (a) Señal de 

realimentación del estado del maestro (Kmxm(t)); (b) Fuerza de realimentación del esclavo 
(Rmxs(t-T)). 
 
En la Figura 4.19 se muestra la señal de control real del esclavo (a) y la fuerza de 
interacción del esclavo con el entorno (b). Como puede apreciarse en (a), la señal de 
control del esclavo toma el mismo valor final que la fuerza de interacción del esclavo 
con el entorno, de este modo el esclavo no sigue su interacción con el entorno. 

 

(a) (b) 

Figura 4.19. (a) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ); (b) Fuerza de interacción del 

esclavo con el entorno (fs(t)). 
 
Como ha podido comprobarse tanto en el caso de que el entorno es suave, como cuando 
es rígido, en ambos casos ha sido posible diseñar de forma satisfactoria el esquema de 
control considerando que el retardo existente en la comunicación es de 0.1 segundos. A 
continuación se muestran los resultados obtenidos cuando el retardo existente en la 
comunicación es de 0.5 segundos. 
 
Si se simula el sistema teleoperado con los reguladores obtenidos en el caso de que el 
retardo existente en la comunicación es de 0.5 s y el entorno con el que interacciona el 
esclavo es suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)), se obtienen los resultados que se 
muestran en la Figura 4.20. Como puede observarse, a pesar de la existencia del retardo, 
la posición y velocidad del esclavo siguen la posición y velocidad del maestro.  
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(a) (b) 

Figura 4.20. Simulación del sistema teleoperado II considerando un retardo de 0.5 s y un 
entorno suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)). (a) Posición maestro (xm1(t)) y esclavo 
(xs1(t)); (b) Velocidad maestro (xm2(t)) y esclavo (xs2(t)).  

 
En la Figura 4.21 se muestran los términos que se contemplan para calcular la señal de 
control real del maestro. Como puede observarse, la fuerza que se realimenta del 
esclavo (b) es despreciable frente a la señal de realimentación del estado del maestro 
(a). De este modo, es la señal de realimentación del estado del maestro la que consigue 
anular la fuerza de entrada del operador (1 Nm) y lograr que el maestro se detenga, y 
por lo tanto, que el esclavo no siga avanzando e interaccionando con el entorno. Es 
interesante destacar como, a causa de la existencia de un retardo de 0.5 segundos en la 
transmisión de información del maestro al esclavo, y otro también de 0.5 segundos en la 
transmisión de datos en sentido inverso, la fuerza de realimentación proveniente del 
esclavo con el entorno tarda 1 segundo en llegar al maestro.  
 

(a) (b) 

Figura 4.21. Términos de la señal de control real del maestro ( ( )tum
( ). (a) Señal de 

realimentación del estado del maestro (Kmxm(t)); (b) Fuerza de realimentación del esclavo 
(Rmxs(t-T)). 
 
En la Figura 4.22 se muestra la señal de control real del esclavo (a) y la fuerza de 
interacción del esclavo con el entorno (b). Como puede apreciarse en (a), la señal de 
control del esclavo toma el mismo valor final que la fuerza de interacción del esclavo 
con el entorno, de este modo el esclavo no sigue su interacción con el entorno. 
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(a) (b) 

Figura 4.22. (a) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ); (b) Fuerza de interacción del 

esclavo con el entorno (fs(t)). 
 
Por último, si se simula el sistema teleoperado con los reguladores obtenidos cuando el 
retardo es de 0.5 segundos y el entorno con el que interacciona el esclavo es rígido (ke = 
100 Nm/rad, be = 1 Nm/(rad/s)), se observa en la Figura 4.23 que el sistema teleoperado 
se vuelve inestable. Es decir, a pesar de diseñar el sistema teleoperado para que el 
esclavo siga al maestro y, además establecer sus polos en la parte izquierda del plano s, 
no se logra que el sistema sea estable. Este hecho se estudiará en el capítulo 5 de la 
presente Tesis, donde se mostrarán las herramientas a utilizar para analizar la 
estabilidad de un sistema teleoperado con retardos. Con estas herramientas será posible 
determinar si el sistema teleoperado es asintóticamente estable independientemente del 
retardo existente, o en caso contrario, indicar cual es el retardo máximo que puede 
soportar el sistema de manera que se asegure su estabilidad asintótica.  Como se 
recordará, el sistema teleoperado diseñado con un retardo de 0.5 segundos, pero con un 
entorno suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)), no se desestabilizaba,  ver Figura 
4.20. Es decir, en el caso de que el entorno de contacto era más suave, ha sido posible 
diseñar el esquema de control de forma satisfactoria. En el capítulo 5 se mostrará que la 
estabilidad asintótica del sistema depende, de entre diversos factores, del tipo de 
entorno, de forma que un sistema puede ser estable con un determinado entorno, pero 
puede volverse inestable al aumentar la rigidez del entorno.  
 
Como ha podido verificarse en este epígrafe, ha sido posible diseñar el esquema de 
control del sistema teleoperado en todos los casos, salvo en el último. Al aumentar la 
rigidez del entorno y el retardo en la comunicación, no ha sido posible diseñar el 
esquema de control de forma que se asegure la estabilidad del sistema teleoperado. Se 
ha podido comprobar asimismo que cuando el entorno es suave, es la propia señal de 
realimentación del estado del maestro la que se opone a la fuerza que ejerce el operador 
sobre el maestro y consigue detener el avance del esclavo contra el entorno, ya que la 
fuerza realimentada del esclavo es despreciable frente a la señal de realimentación del 
estado del maestro. Sin embargo, cuando el entorno es rígido, se consigue anular la 
fuerza que ejerce el operador mediante la suma de ambas señales, puesto que la fuerza 
realimentada del esclavo no es despreciable frente a la señal de realimentación del 
estado. 
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(a) (b) 

Figura 4.23. Simulación del sistema teleoperado II considerando un retardo de 0.5 s y un 
entorno rígido (ke = 100 Nm/rad, be = 1 Nm/(rad/s)). (a) Posición maestro (xm1(t)) y esclavo 
(xs1(t)); (b) Velocidad maestro (xm2(t)) y esclavo (xs2(t)).  

 
Parámetros de diseño Reguladores 

T = 0.1 s 
Entorno suave: 
ke = 10 Nm/rad 
be = 0.1 Nm/(rad/s) 

g2 =  0.681818 
Km = [-354.1  -22.2] 
Ks = [-105.068181  -26.636363] 

'
sK =[-95.068181 -26.536363] 

Rm = [100 1] 
Rs = [-68.181818  -0.681818] 

T = 0.1 s 
Entorno rígido: 
ke = 100 Nm/rad 
be = 1 Nm/(rad/s) 

g2 =  0.375 
Km = [-1363   39] 
Ks = [238.875  -47.5] 

'
sK  = [338.875 -46.5] 

Rm = [1000 10] 
Rs = [-375  -3.75] 

T = 0.5 s 
Entorno suave: 
ke = 10 Nm/rad 
be = 0.1 Nm/(rad/s) 

g2 = 0.5  
Km = [-402.5   9] 
Ks = [-101.25  -41] 

'
sK = [-91.25 -40.9] 

Rm = [100 1] 
Rs = [-50 -0.5] 

T = 0.5 s 
Entorno rígido: 
ke = 100 Nm/rad 
be = 1 Nm/(rad/s) 

g2 =  0.125 
Km = [-1847   351] 
Ks = [19.125 -69.5] 

'
sK = [119.125 -68.5]  

Rm = [1000 10] 
Rs = [-125  -1.25] 

Tabla 4.5. Reguladores obtenidos para el sistema teleoperado III en función del retardo y 
el entorno considerado. 
 
 
4.3.3 Sistema teleoperado III: maestro > esclavo 
 
Se va a comprobar el método de diseño sobre el sistema teleoperado en el que el 
maestro es de dimensiones mayores que el esclavo, con el fin de validar el método sobre 
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sistemas de telemicrooperación. En la Tabla 4.5 se muestran los valores obtenidos de 
los reguladores que aparecen en el esquema de control según el retardo existente en la 
comunicación y el tipo de entorno considerado.  
 
En la Figura 4.24 se muestra la simulación del sistema teleoperado, considerando que el 
operador ejerce una fuerza constante de 1 Nm, cuando el retardo existente en la 
comunicación es de 0.1 s y el entorno con el que interacciona el esclavo es suave (ke = 
10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)). Como puede observarse en (a) y en (b), la posición y 
velocidad del esclavo (xs1(t) y xs2(t)) siguen respectivamente la posición y velocidad del 
maestro (xm1(t) y xm2(t)). 
 

(a) (b) 

Figura 4.24. Simulación del sistema teleoperado III considerando un retardo de 0.1 s y un 
entorno suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)). (a) Posición maestro (xm1(t)) y esclavo 
(xs1(t)); (b) Velocidad maestro (xm2(t)) y esclavo (xs2(t)).  

 
En la Figura 4.25 se muestran los términos que se suman para calcular la señal de 
control real del maestro ( ( )tum

( ): (a) señal de realimentación del maestro (Kmxm(t)); (b) 
fuerza de interacción del esclavo con el entorno realimentada al maestro (Rmxs(t-T)). 
Mediante la suma de ambas señales se consigue anular la fuerza de entrada del operador 
(1 Nm). Hay que destacar que, a pesar de que el entorno es suave, la fuerza de 
interacción del esclavo con el entorno realimentada al maestro no es despreciable frente 
a la señal de realimentación del estado del maestro. Esto es debido a que se amplifica la 
fuerza de interacción del esclavo, al ser la ganancia de reflexión de esfuerzos (kf) 10. 
 
En la Figura 4.26(a) se muestra la señal de control real del esclavo ( ( )tus

( ) y en la Figura 
4.26(b) se muestra la fuerza de interacción del esclavo con el entorno (fs(t)). Como 
puede apreciarse en (a), la señal de control del esclavo toma el mismo valor final que la 
fuerza de interacción del esclavo con el entorno, de este modo el esclavo no sigue su 
interacción con el entorno. 
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(a) (b) 

Figura 4.25. Términos de la señal de control real del maestro ( ( )tum
( ). (a) Señal de 

realimentación del estado del maestro (Kmxm(t)); (b) Fuerza de realimentación del esclavo 
(Rmxs(t-T)). 
 
 

(a) (b) 

Figura 4.26. (a) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ); (b) Fuerza de interacción del 

esclavo con el entorno (fs(t)). 
 
Se va a considerar que ahora el entorno con el que interactúa el esclavo es rígido (ke = 
100 Nm/rad, be = 1 Nm/(rad/s)), de forma que el retardo existente en la comunicación 
sigue siendo de 0.1 segundos. Con estos supuestos, utilizando los reguladores obtenidos 
según el procedimiento de diseño, se obtiene un comportamiento del sistema inestable, 
tal como se muestra en la Figura 4.27. Al igual que ocurría con el sistema teleoperado 
anterior, en el que el maestro y el esclavo eran idénticos, al aumentar la rigidez del 
entorno, el sistema se ha vuelto inestable. En este caso el sistema se desestabiliza a 
pesar de que el retardo existente en la comunicación es de 0.1 segundos. Recordemos 
que el sistema teleoperado anterior se volvía inestable cuando el retardo era de 0.5 
segundos.  
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(a) (b) 

Figura 4.27. Simulación del sistema teleoperado III considerando un retardo de 0.1 s y un 
entorno rígido (ke = 100 Nm/rad, be = 1 Nm/(rad/s)). (a) Posición maestro (xm1(t)) y esclavo 
(xs1(t)); (b) Velocidad maestro (xm2(t)) y esclavo (xs2(t)).  

 
Si se simula el sistema teleoperado con los reguladores obtenidos en el caso de que el 
retardo existente en la comunicación es de 0.5 s y el entorno con el que interacciona el 
esclavo es suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)), se obtienen los resultados que se 
muestran en la Figura 4.28. Como puede observarse, la posición y la velocidad del 
maestro y del esclavo convergen, pero la convergencia tarda mucho más tiempo en 
producirse que con el sistema diseñado considerando un retardo en la comunicación de 
0.1 s y entorno suave, ver Figura 4.24 (ahora el maestro y el esclavo convergen en 
aproximadamente 3 s, mientras que antes convergían en aproximadamente 1.25 s).  
 

(a) (b) 

Figura 4.28. Simulación del sistema teleoperado III considerando un retardo de 0.5 s y un 
entorno suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)). (a) Posición maestro (xm1(t)) y esclavo 
(xs1(t)); (b) Velocidad maestro (xm2(t)) y esclavo (xs2(t)).  

 
En la Figura 4.29 se muestran los términos que se contemplan para calcular la señal de 
control real del maestro. En este caso la fuerza que se realimenta del esclavo (b) no es 
despreciable frente a la señal de realimentación del estado del maestro (a). Mediante la 
suma de estas dos señales se consigue anular la fuerza de entrada del operador (1 Nm) y 
lograr que el maestro se detenga, y por lo tanto, que el esclavo no siga avanzando e 
interaccionando con el entorno.  
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(a) (b) 

Figura 4.29. Términos de la señal de control real del maestro ( ( )tum
( ). (a) Señal de 

realimentación del estado del maestro (Kmxm(t)); (b) Fuerza de realimentación del esclavo 
(Rmxs(t-T)). 
 
En la Figura 4.30 se muestra la señal de control real del esclavo (a) y la fuerza de 
interacción del esclavo con el entorno (b). Como puede apreciarse en (a), el valor final 
de la señal de control del esclavo coincide con el valor final de la fuerza de interacción 
del esclavo con el entorno, consiguiendo de este modo que el esclavo no siga su 
interacción con el entorno. 
 

(a) (b) 

Figura 4.30. (a) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ); (b) Fuerza de interacción del 

esclavo con el entorno (fs(t)). 
 
Por último, si se simula el sistema teleoperado con los reguladores obtenidos cuando el 
retardo es de 0.5 segundos y el entorno con el que interacciona el esclavo es rígido (ke = 
100 Nm/rad, be = 1 Nm/(rad/s)), se observa en la Figura 4.31 que el sistema teleoperado 
se vuelve inestable. Esto era de prever, ya que cuando el retardo era de 0.5 segundos y 
el entorno era rígido, el sistema era inestable.   
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(a) 
 

(b) 

Figura 4.31. Simulación del sistema teleoperado III considerando un retardo de 0.5 s y un 
entorno rígido (ke = 100 Nm/rad, be = 1 Nm/(rad/s)). (a) Posición maestro (xm1(t)) y esclavo 
(xs1(t)); (b) Velocidad maestro (xm2(t)) y esclavo (xs2(t)).  

 
Con este sistema teleoperado, en el que el maestro es de dimensión mayor que el 
esclavo, se ha podido diseñar el esquema de control de forma satisfactoria cuando el 
entorno con el que interactúa el esclavo es suave. Sin embargo, cuando el entorno es 
rígido, incluso en el caso de que el retardo existente en la comunicación sea de 0.1 
segundos, se obtiene un esquema de control que desestabiliza al sistema teleoperado. 
Con el entorno suave, se ha obtenido un mejor comportamiento del sistema cuando el 
retardo en la comunicación es de 0.1 segundos, ya que en este caso el maestro y el 
esclavo convergen en aproximadamente 1 segundo. Por el contrario, cuando el retardo 
en la comunicación es de 0.5 segundos, el maestro y el esclavo tardan en converger 
alrededor de 3 segundos, observándose además un comportamiento más degradado del 
maestro, ya que se vuelve más oscilante. Se ha observado asimismo que se consigue 
anular la fuerza que ejerce el operador mediante la suma de la señal de realimentación 
del estado del maestro y la fuerza realimentada del esclavo, puesto que la fuerza 
realimentada del esclavo no es despreciable frente a la señal de realimentación del 
estado. 
 
 
4.3.4 Conclusiones 
 
En este apartado se ha podido verificar en simulación el método de diseño de esquemas 
de control de sistemas teleoperados con retardos presentado en el apartado 3.3 del 
capítulo 3. El método se ha validado sobre tres sistemas teleoperados diferentes en los 
que se ha considerado que el esclavo puede interactuar con dos tipos de entornos 
(entorno suave y entorno rígido) y en el que pueden existir dos retardos distintos en la 
comunicación (T=0.1 s y T=0.5 s). Como se ha podido comprobar, prácticamente en la 
mayoría de las configuraciones ha sido posible diseñar de forma satisfactoria el 
esquema de control, es decir, se han podido obtener el valor de los reguladores para que 
el esclavo siga al maestro (el estado del maestro y del esclavo converjan) y, además, se 
fije la dinámica deseada del esclavo así como la del error entre el maestro y el esclavo. 
 
Para el sistema teleoperado I, que se caracterizaba por que el maestro es de dimensión 
inferior al esclavo, ha sido posible diseñar de forma satisfactoria el control en todas las 



Control bilateral por convergencia de estados de sistemas teleoperados con retardos 

 106

posibles configuraciones. Cuando el retardo es pequeño (T=0.1s) y el entorno es suave 
se consigue la convergencia entre el maestro y el esclavo de forma muy rápida 
(aproximadamente en 0.75 s). Sin embargo, al aumentar la rigidez del entorno y/o el 
tiempo de retardo, aumenta el tiempo en el que se produce la convergencia. Por ejemplo 
cuando el entorno es rígido y el retardo existente en la comunicación es de 0.5 s, el 
maestro y el esclavo convergen en alrededor de 1.75 s. Se ha comprobado en este 
sistema teleoperado que, en todas las configuraciones, es la señal de realimentación del 
estado del maestro la que se opone a la fuerza que ejerce el operador sobre el maestro y 
consigue de este modo detener el avance del esclavo contra el entorno. Esto se debe a 
que en todos los casos la fuerza realimentada hacia el maestro del esclavo con el 
entorno es despreciable frente a la señal de realimentación del estado del maestro, ya 
que al ser la ganancia de reflexión de esfuerzos (kf) 0.1, provoca que se divida por 10 la 
fuerza de interacción del esclavo al ser realimentada al maestro. 
 
Si se observa el valor final alcanzado por la posición del maestro y del esclavo se puede 
apreciar que para un mismo retardo, al aumentar la rigidez del entorno disminuye 
ligeramente la posición final. Por otra parte para un mismo entorno, al aumentar el 
tiempo de retardo también disminuye ligeramente la posición final alcanzada. En la 
Tabla 4.6 se muestran los valores finales alcanzados en cada configuración.  
 

 T = 0.1 s T = 0.5 s 
Entorno suave 5.506 10-3 5.4913 10-3 
Entorno rígido 5.473 10-3 5.332 10-3 

Tabla 4.6. Valores finales alcanzados por el maestro y el esclavo en función del retardo y 
del entorno para el sistema teleoperado I. 
 
En la Tabla 4.7 se muestran los valores máximos en valor absoluto de la señal de 
control real del maestro y del esclavo para el sistema teleoperado I en función del 
retardo existente en la comunicación y el tipo de entorno. En todos los casos puede 
observarse que la señal de control del esclavo tiene un valor mayor que la señal de 
control del maestro, aunque cuando el retardo es pequeño y el entorno es suave, la 
diferencia es muy pequeña.  
 

 T = 0.1 s T = 0.5 s 

Entorno 
suave 

( ) 005525.1
max

=tum
(  

( ) 096363.1
max

=tus
(  

( ) 007672.1
max

=tum
(  

( ) 322258.1
max

=tus
(  

Entorno 
rígido 

( ) 003949.1
max

=tum
(  

( ) 313373.1
max

=tus
(  

( ) 034399.1
max

=tum
(  

( ) 245114.1
max

=tus
(  

Tabla 4.7. Valores máximos en valor absoluto de la señal de control del maestro y del 
esclavo en función del retardo y del entorno para el sistema teleoperado I. 
 
En el caso del sistema teleoperado II, en el que el maestro y el esclavo son idénticos, ha 
sido posible diseñar de forma exitosa el esquema de control en todas las configuraciones 
a excepción del caso en el que existe un retardo en la comunicación de 0.5 s y el entorno 
es rígido. En este caso se ha comprobado en simulación que el sistema se vuelve 
inestable al utilizar los reguladores obtenidos por el método de diseño. Al igual que 
ocurría en el sistema teleoperado anterior, al aumentar el tiempo de retardo y/o la 
rigidez del entorno, aumenta el tiempo en el que el maestro y el esclavo convergen. 
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Además se ha observado que, a causa de que la ganancia de reflexión de esfuerzos (kf) 
es 1, cuando el entorno es suave, es la señal de realimentación del estado del maestro la 
que consigue anular la fuerza del operador, ya que la fuerza realimentada del esclavo es 
muy pequeña, mientras que cuando el entorno es rígido, se consigue anular la fuerza del 
operador mediante la suma de ambas señales, puesto que la fuerza realimentada del 
esclavo no es despreciable frente a la señal de realimentación del estado. 
 
Al igual que ocurría con el sistema teleoperado I, si se observa el valor final alcanzado 
por la posición del maestro y del esclavo en las distintas configuraciones del sistema 
teleoperado II, ver Tabla 4.8, se puede apreciar que para un mismo retardo, al aumentar 
la rigidez del entorno disminuye ligeramente la posición final. De igual modo, para un 
mismo entorno, al aumentar el tiempo de retardo también disminuye ligeramente la 
posición final alcanzada. 
 

 T = 0.1 s T = 0.5 s 
Entorno suave 5.473 10-3 5.332 10-3 
Entorno rígido 5.165 10-3  

Tabla 4.8. Valores finales alcanzados por el maestro y el esclavo en función del retardo y 
del entorno para el sistema teleoperado II. 
 
En la Tabla 4.9 se muestran los valores máximos en valor absoluto de la señal de 
control real del maestro y del esclavo para el sistema teleoperado II en función del 
retardo existente en la comunicación y el tipo de entorno. A diferencia de lo que ocurría 
en el sistema teleoperado I, puede observarse que en todos los casos la señal de control 
del esclavo tiene un valor menor que la señal de control del maestro. 
 

 T = 0.1 s T = 0.5 s 

Entorno 
suave 

( ) 003949.1
max

=tum
(  

( ) 984955.0
max

=tus
(  

( ) 034399.1
max

=tum
(  

( ) 933701.0
max

=tus
(  

Entorno 
rígido 

( ) 110329.1
max

=tum
(  

( ) 87607.0
max

=tus
(  

 
 

Tabla 4.9. Valores máximos en valor absoluto de la señal de control del maestro y del 
esclavo en función del retardo y del entorno para el sistema teleoperado II. 
 
En el sistema teleoperado III, caracterizado por ser el esclavo de dimensión mayor al 
maestro, se ha podido diseñar el esquema de control satisfactoriamente sólo en el caso 
de que el entorno con el que interactúa el esclavo sea suave. Cuando el entorno es rígido 
el esquema de control hace al sistema teleoperado inestable incluso con un retardo en la 
comunicación de 0.1 s. Al igual que ocurría con los dos sistemas teleoperados 
anteriores, al aumentar el retardo, se incrementa el tiempo en el que el maestro y el 
esclavo en converger. Aunque en este sistema teleoperado, en comparación a los 
anteriores sistemas, se ha observado el mayor tiempo en converger el maestro y el 
esclavo cuando el retardo es de 0.5 s y el entorno es suave. En este caso el maestro y el 
esclavo tardan en converger alrededor de 3 segundos, observándose además un 
comportamiento degradado del maestro, ya que se vuelve inicialmente oscilante. 
También se ha comprobado en este sistema teleoperado que, al ser la ganancia de 
reflexión de esfuerzos (kf) 10, la fuerza de interacción del esclavo con el entorno 
realimentada al maestro no es despreciable frente a la señal de realimentación del estado 
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del maestro, de forma que se logra anular la fuerza que ejerce el operador, y de este 
modo detener el avance del esclavo, mediante la suma de ambas señales.  
 
Si se observa el valor final alcanzado por la posición del maestro y del esclavo en las 
distintas configuraciones, ver Tabla 4.10, de igual modo que en los dos sistemas 
teleoperados anteriores, se puede apreciar que para un mismo entorno, al aumentar el 
tiempo de retardo disminuye ligeramente la posición final alcanzada. 
 

 T = 0.1 s T = 0.5 s 
Entorno suave 3.935 10-3 3.305 10-3 

Tabla 4.10. Valores finales alcanzados por el maestro y el esclavo en función del retardo y 
del entorno para el sistema teleoperado III. 
 
En la Tabla 4.11 se muestran los valores máximos en valor absoluto de la señal de 
control real del maestro y del esclavo para el sistema teleoperado III en función del 
retardo existente en la comunicación y el tipo de entorno. Al igual que ocurría en el 
sistema teleoperado II, puede observarse que en todos los casos la señal de control del 
esclavo tiene un valor menor que la señal de control del maestro. Además en este caso 
se obtienen los valores menores de la señal de control del esclavo. Esto puede deberse a 
que el esclavo es de dimensión inferior al maestro. 
 

 T = 0.1 s T = 0.5 s 

Entorno 
suave 

( ) 068907.1
max

=tum
(  

( ) 574891.0
max

=tus
(  

( ) 74497.1
max

=tum
(  

( ) 412607.0
max

=tus
(  

Tabla 4.11. Valores máximos en valor absoluto de la señal de control del maestro y del 
esclavo en función del retardo y del entorno para el sistema teleoperado III. 
 
Por último, si se analizan los valores de los reguladores obtenidos en función del retardo 
y del tipo de entorno con el que interacciona el esclavo de todos los sistemas 
teleoperados, se puede apreciar que para un mismo tipo de entorno, al cambiar el retardo 
en la comunicación, los valores de los reguladores varían ligeramente. Sin embargo, 
cuando, para un mismo retardo, cambia el tipo de entorno, los valores de los reguladores 
sufren una variación más acusada. 
 
Para un mismo tipo de entorno, al aumentar el tiempo de retardo en la comunicación, 
los valores de los reguladores varían del siguiente modo: 
 

- g2, km1 y '
2sk  disminuyen. 

- km2 y Rs aumentan. 
- '

1sk  aumenta en general, pero para el sistema teleoperado II y III disminuye si el 
entorno es rígido. 

- Como es natural Rm no varía si no cambia la ganancia de reflexión de esfuerzos 
(kf), ya que se utiliza para modelar el entorno. 

 
Para un mismo tiempo de retardo en la comunicación, al aumentar la rigidez del 
entorno, los valores de los reguladores varían del siguiente modo: 
 

- g2, km1 y Rs disminuyen. 
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- '
1sk y km2 aumentan. 

- '
2sk  disminuye en general, pero para el sistema teleoperado I aumenta cuando el 

retardo es de 0.1 s. Sin embargo para este sistema teleoperado, si se considera un 
entorno más rígido se puede comprobar que también disminuye.  

- Lógicamente Rm aumenta  si no cambia la ganancia de reflexión de esfuerzos 
(kf), ya que se utiliza para modelar el entorno. 

 
Además puede comprobarse que el valor de rs1, en todos los casos, viene dado por: 
 

2
2

1
1 s

m

m
s r

r
r

r =          (4.10) 

 
 
 
4.4 Influencia de la elección de los polos del error y del esclavo en el 

comportamiento dinámico del sistema teleoperado 
 
Como se indicó en el apartado 3.3 del capítulo 3, donde se explicó el procedimiento de 
diseño del sistema de control teleoperado con retardos por convergencia de estados, es 
necesario establecer el comportamiento dinámico deseado del esclavo y del error entre 
el maestro y el esclavo, para poder plantear las ecuaciones de diseño. En ambos casos el 
comportamiento dinámico era especificado mediante un polinomio característico de 
segundo orden, estando cada polinomio característico determinado por dos polos. 
 
En este apartado se va a estudiar de qué forma afecta la ubicación de polos elegida tanto 
en el polinomio característico del error como en el del esclavo, en el comportamiento 
dinámico del sistema teleoperado con retardos.  
 
Ante la dificultad de realizar un análisis algebraico que permita obtener una conclusión 
general sobre la dependencia del comportamiento de los sistemas teleoperados en 
función de los polos, se va a realizar un análisis numérico para un sistema teleoperado 
concreto, estudiando su comportamiento ante diferentes ubicaciones de polos. Para este 
estudio se va a considerar el sistema teleoperado I, ver Tabla 4.1, asumiendo que el 
retardo existente en la comunicación es de 0.1 s y que interacciona con un entorno 
rígido, ver Tabla 4.2. 
 
Como ha sido citado, tanto el polinomio característico del error como del esclavo son de 
segundo orden. Es conocido que, para analizar la respuesta transitoria de un sistema de 
2º orden, es conveniente expresar la ecuación característica del sistema de la siguiente 
forma: 
 

( ) 22 2 nnsssp ωζω ++=             (4.11) 
 

donde ωn se denomina frecuencia natural no amortiguada y ζ es el factor de 
amortiguamiento relativo del sistema. 
 
De la teoría de control [Ogata-98] es conocido que el comportamiento dinámico de un 
sistema de segundo orden puede describirse en términos de los parámetros ωn y ζ. Si 0< 
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ζ<1, los polos son complejos conjugados y la respuesta transitoria es oscilatoria, 
denominándose al sistema subamortiguado. Si ζ=1, los polos son reales e iguales, y el 
sistema se denomina críticamente amortiguado. Si ζ>1, los polos son reales y diferentes,  
denominándose al sistema sobreamortiguado. La respuesta transitoria de los sistemas 
críticamente amortiguados y sobreamortiguados no oscila. En el caso de que ζ=0, la 
respuesta transitoria no se amortigua. 
 
Para realizar el análisis de la influencia de los polos del esclavo y del error en el 
comportamiento del sistema teleoperado, se va a considerar que los polos se ubican en 
todos los casos de forma que el polinomio característico obtenido corresponde a un 
sistema críticamente amortiguado (ζ=1) o a un sistema sobreamortiguado (ζ>1), puesto 
que, como es lógico, no se desea que ni el esclavo ni el error tengan un comportamiento 
oscilante. 
 
Se va a caracterizar el comportamiento dinámico del sistema teleoperado a través de la 
respuesta transitoria del maestro y del esclavo, así como mediante las señales de control 
implicadas. En concreto se van analizar los siguientes parámetros de la respuesta del 
maestro y del esclavo, y de las señales de control: 
 

• Respuesta final del sistema. Hace referencia al mismo tiempo a la respuesta del 
maestro (ym(t)=xm1(t)) y a la del esclavo (ys(t)=xs1(t)), ya que gracias al método 
de diseño presentado, ambas coincidirán en régimen permanente. Se analizará el 
valor final de la posición del maestro y del esclavo. 

• Velocidad máxima del maestro y del esclavo en valor absoluto. 
• Tiempo de establecimiento (ts) del maestro y del esclavo: tiempo requerido para 

que la respuesta alcance un rango alrededor del valor final (± 5%) y permanezca 
dentro de él 

• Tiempo de convergencia entre el maestro y el esclavo: tiempo en el que el error 
entre ambas respuestas se anula, considerando que el error entre ambas 
respuestas se anula si la diferencia en valor absoluto entre ambas respuestas es 
inferior a 510− . 

• Valor máximo absoluto de la señal de control del maestro. Se va a considerar la 
señal de control real del maestro ( ( )tum

( ), ver ecuación (4.2), ya que, como se 
explicó en el apartado 4.2, en un sistema teleoperado real la señal de control del 
maestro vendrá dada únicamente por la suma de la señal de realimentación del 
estado del maestro, Kmxm(t), más la fuerza de realimentación del esclavo hacia el 
maestro, modelada por el término Rmxs(t-T), con la finalidad de que, en el punto 
de equilibrio, el motor del maestro genere una fuerza/par que se oponga a la 
fuerza ejercida por el operador.  

• Valor máximo absoluto de la señal de control del esclavo. Al igual que en el 
caso anterior, y como se mostró en el apartado 4.2, se va a considerar la señal de 
control real de entrada al esclavo ( ( )tus

( ), ver ecuación (4.6), ya que en un 
sistema teleoperado real la señal de control del esclavo no contemplará la fuerza 
de interacción del esclavo con el entorno, de forma que en el punto de equilibrio 
el motor del esclavo generará una fuerza/par que se opondrá a la fuerza de 
reacción del esclavo con el entorno. 
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4.4.1 Influencia de los polos del esclavo en el comportamiento dinámico del 
sistema teleoperado 

 
Se va a analizar la influencia de los polos del esclavo en la respuesta del sistema 
teleoperado. Para ello se han fijado los polos del error en la posición -11 del plano s y se 
han ido variando los polos del esclavo desde la posición -1 hasta la posición -21 del 
plano s. Para cada configuración de polos se han diseñado los reguladores y se ha 
simulado el sistema teleoperado con retardos.  
 
En la Figura 4.32(a) se muestra el valor final de la respuesta del sistema, es decir, la 
posición final del maestro y del esclavo, que coinciden, en función de la frecuencia 
natural no amortiguada ωn del polinomio característico del esclavo. Como se puede 
observar, la posición final del sistema decrece exponencialmente al aumentar la ωn del 
esclavo. Es decir, conforme se alejan los polos del origen, el valor final de la posición 
cada vez es menor, ver Figura 4.32(b).  
 

(a) (b) 

Figura 4.32. (a) Posición final del maestro y del esclavo en función de la frecuencia natural 
no amortiguada (ωn) del esclavo; (b) Posición final del maestro y del esclavo en función de 
la ubicación de los polos del esclavo. 

 
En la Figura 4.33(a) puede apreciarse como la velocidad máxima del maestro (parte 
superior) y la velocidad máxima del esclavo (parte inferior) decrecen exponencialmente 
al aumentar la frecuencia natural no amortiguada ωn del polinomio característico del 
esclavo. Hay que resaltar que ambas gráficas muestran una tendencia de la velocidad 
máxima del maestro y del esclavo en función de la ωn del esclavo, ya que, como puede 
observarse, existen casos en los que, a pesar de aumentar el valor de la ωn del esclavo, 
no disminuye la velocidad máxima del maestro o la velocidad máxima del esclavo. En 
la Figura 4.33(b) puede comprobarse la disminución de la velocidad máxima del 
maestro conforme los polos del esclavo se alejan del origen.  
 
Si se analiza el tiempo de establecimiento (ts) de la respuesta del maestro y del esclavo,  
se puede comprobar, ver Figura 4.34(a), que el tiempo de establecimiento del maestro 
(parte superior) y del esclavo (parte inferior) disminuyen exponencialmente conforme 
aumenta la frecuencia natural no amortiguada ωn del polinomio característico del 
esclavo. Al igual que ocurría en las gráficas mostradas en la Figura 4.33, estas gráficas 
muestran una tendencia, en este caso, del ts del maestro y del esclavo en función de la 
ωn del esclavo, ya que, como puede apreciarse, en ocasiones, a pesar de aumentar el 
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valor de la ωn del esclavo, no disminuye el ts del maestro o el ts del esclavo.  Si se 
observa la evolución del tiempo de establecimiento del maestro en función de la 
ubicación de los polos del esclavo, Figura 4.34(b), puede observarse que a medida que 
se acercan los polos al origen ts es cada vez mayor.  
 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 4.33. (a) Velocidad máxima del maestro (parte superior) y velocidad máxima del 
esclavo (parte inferior) en función de la frecuencia natural no amortiguada (ωn) del 
esclavo; (b) Velocidad máxima del maestro en función de la ubicación de los polos del 
esclavo. 

 
 

(a) (b) 

Figura 4.34. (a) Tiempo de establecimiento del maestro (parte superior) y del esclavo 
(parte inferior) en función de la frecuencia natural no amortiguada (ωn) del esclavo; (b) 
Tiempo de establecimiento del maestro en función de la ubicación de los polos del esclavo. 
 
Si se compara el tiempo de convergencia entre la respuesta del maestro y del esclavo, 
puede observarse en la Figura 4.35(a) que a medida que aumenta el valor de la ωn del 
esclavo, disminuye el tiempo de convergencia. En la Figura 4.35(b) se puede observar la 
disminución del tiempo de convergencia conforme se alejan los polos del esclavo del 
origen.  
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(a) (b) 

Figura 4.35. (a) Tiempo de convergencia entre el maestro y el esclavo en función de la 
frecuencia natural no amortiguada (ωn) del esclavo; (b) Tiempo de convergencia entre el 
maestro y el esclavo en función de la ubicación de los polos del esclavo. 
 
Se va a analizar la señal de control del maestro en función de la ubicación de los polos 
del polinomio característico del esclavo. En la Figura 4.36(a) se muestra el valor 
absoluto máximo de la señal de control del maestro en función de la frecuencia natural 
no amortiguada ωn del polinomio característico del esclavo. Como puede observarse, el 
valor máximo de la señal de control se alcanza cuando ωn es 1, es decir, cuando los dos 
polos del esclavo se sitúan en la posición -1. Este hecho se debe a que en ese caso la 
posición final que alcanza el maestro y el esclavo es la mayor de todos los casos, como 
puede observarse en la Figura 4.32(a), por lo que es lógico que se necesite la mayor 
señal de control. Para el resto de valores de ωn se puede apreciar que el valor máximo 
de la señal de control permanece constante hasta  ωn = 11. A partir de este valor, a 
medida que aumenta ωn, el valor máximo de la señal de control se va incrementando. 
Esto se debe a que, como puede apreciarse en la Figura 4.34(a), al aumentar ωn el 
sistema es cada vez más rápido, ya que disminuye el tiempo de establecimiento del 
maestro y del esclavo, por lo que es necesario cada vez mayor señal de control. En la 
Figura 4.36(b) se muestra el valor máximo de la señal de control del maestro en función 
de la ubicación de polos del esclavo. En esta figura se puede observar que, a excepción 
del caso en el que los polos se sitúan en -1, el valor máximo de la señal de control es 
similar en todos los casos. 
 
Se va a realizar un análisis de la señal de control del esclavo en función del polinomio 
característico del esclavo. En la Figura 4.37(a) se puede observar como a medida que 
aumenta el valor de la frecuencia natural no amortiguada ωn del polinomio 
característico del esclavo, disminuye exponencialmente el valor absoluto máximo que 
alcanza la señal de control del esclavo. Es decir, a medida que los polos del esclavo se 
alejan del origen, disminuye el valor máximo de la señal de control, ver Figura 4.37(b). 
Si se compara la evolución de la señal de control máxima del esclavo en función de ωn 
con la evolución de la posición final del maestro y del esclavo, Figura 4.32, se puede 
apreciar que en ambos casos la disminución conforme aumenta ωn es exponencial, por 
lo que conforme mayor es ωn, menor es la posición final alcanzada y por tanto menor es 
la señal de control del esclavo requerida para alcanzarla. 
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(a) (b) 

Figura 4.36. (a) Máximo de la señal de control real del maestro en valor absoluto en 
función de la frecuencia natural no amortiguada (ωn) del esclavo; (b) Máximo de la señal 
de control real del maestro en valor absoluto en función de la ubicación de los polos del 
esclavo. 
 

(a) (b) 

Figura 4.37. (a) Máximo de la señal de control real del esclavo en valor absoluto en 
función de la frecuencia natural no amortiguada (ωn) del esclavo; (b) Máximo de la señal 
de control real del esclavo en valor absoluto en función de la ubicación de los polos del 
esclavo. 
 
Se va a mostrar el comportamiento dinámico del sistema teleoperado I para dos 
ubicaciones distintas de los polos del polinomio característico del esclavo. En la Figura 
4.38 se muestra el comportamiento del sistema cuando se ubican los dos polos del 
esclavo en la posición -11 (ωn=11). En (a) y (b) puede observarse respectivamente la 
posición y la velocidad del maestro y del esclavo. Por otra parte en (c) y en (d) se 
representa la señal de control real de entrada al maestro y al esclavo respectivamente. 
Por otra parte en la Figura 4.39 se puede apreciar el comportamiento del sistema cuando 
se ubican los dos polos del esclavo en la posición -21 (ωn=21). 
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(a) (b) 

 (c)  (d) 

Figura 4.38. Comportamiento del sistema teleoperado I cuando los polos del esclavo se 
sitúan en la posición -11. (a) Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)); (b) 
Velocidad del maestro (xs1(t)) y del esclavo (xs2(t)); (c) Señal de control real del maestro 
( ( )tum
( ); (d) Señal de control real del esclavo ( ( )tus

( ). 

 
Si se comparan la Figura 4.38 y la Figura 4.39 se puede apreciar que cuando los polos 
se encuentran más alejados del origen, la posición del maestro y del esclavo final 
disminuye, así como la velocidad máxima alcanzada por el maestro y por el esclavo. Por 
otra parte, la señal de control máxima del maestro es superior cuando los polos se 
encuentran más alejados del origen, mientras que la señal de control del esclavo máxima 
es menor. 
 
A partir de las distintas pruebas realizadas, se puede concluir que, en general, los polos 
del polinomio característico del esclavo afectan al comportamiento dinámico del 
sistema teleoperado del siguiente modo: 
 

• La posición final del sistema decrece exponencialmente al aumentar la ωn del 
esclavo, es decir, al alejar los polos del origen. 

• La velocidad máxima del maestro y la del esclavo decrecen exponencialmente al 
aumentar la ωn del esclavo, o sea conforme los polos del esclavo se alejan del 
origen. 

• El tiempo de establecimiento (ts) de la respuesta del maestro y del esclavo 
disminuyen exponencialmente conforme aumenta la ωn del esclavo, es decir, a 
medida que se alejan los polos del origen. 
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• El tiempo de convergencia entre el maestro y el esclavo disminuye a medida que 
aumenta el valor de ωn, es decir, al alejar los polos del origen.  

• El valor absoluto máximo de la señal de control del maestro se incrementa a 
medida que aumenta ωn, o sea, al alejar los polos del esclavo del origen. 

• El valor absoluto máximo de la señal de control del esclavo disminuye 
exponencialmente conforme crece ωn, es decir, conforme los polos se sitúan más 
alejados del origen. 

 

(a) (b) 

 (c)  (d) 

Figura 4.39. Comportamiento del sistema teleoperado I cuando los polos del esclavo se 
sitúan en la posición -21.  (a) Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)); (b) 
Velocidad del maestro (xs1(t)) y del esclavo (xs2(t)); (c) Señal de control real del maestro 
( ( )tum
( ); (d) Señal de control real del esclavo ( ( )tus

( ). 

 
 
4.4.2 Influencia de los polos del error en el comportamiento dinámico del sistema 

teleoperado 
 
Tras analizar la influencia de los polos del esclavo en la respuesta del sistema 
teleoperado, se va a estudiar en este epígrafe la dependencia del comportamiento del 
sistema teleoperado de la ubicación de los polos del error elegida. Para ello se han 
fijado, en este caso, los polos del esclavo en la posición -11 del plano s y se han ido 
variando los polos del error desde la posición -1 hasta la posición -21 del plano s. Para 
cada configuración de polos se han diseñado los reguladores y se ha simulado el sistema 
teleoperado con retardos.  
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El primer aspecto que hay que destacar del estudio efectuado es que para todas las 
ubicaciones de polos del error elegidas se ha obtenido la misma posición final del 
maestro y del esclavo: 310473.5 − . Es decir, la elección que se realice de polos del error 
no influye en el valor final de la respuesta del sistema teleoperado. Del mismo modo, 
tampoco depende el valor máximo de la velocidad del maestro del polinomio 
característico del error seleccionado, obteniendo para todas las combinaciones de polos 
del error el mismo valor: 0.022368. Sin embargo, la velocidad máxima del esclavo sí 
depende del polinomio característico del error elegido. En la Figura 4.40(a) puede 
apreciarse como la velocidad máxima del esclavo aumenta exponencialmente al 
aumentar la frecuencia natural no amortiguada ωn del polinomio característico del 
error. Es decir, conforme los polos del error se alejan del origen aumenta la velocidad 
máxima del esclavo, como puede observarse en Figura 4.40(b). Hay que indicar que, 
como ocurría en el epígrafe anterior, la gráfica de la Figura 4.40(a) muestra una 
tendencia de la velocidad máxima del esclavo, en este caso, en función de la ωn del 
error, ya que, como puede observarse, en ocasiones, a pesar de aumentar el valor de la 
ωn del error, no aumenta la velocidad máxima del esclavo. 
 

(a)  
(b) 

Figura 4.40. (a) Velocidad máxima del esclavo en función de la frecuencia natural no 
amortiguada (ωn) del error; (b) Velocidad máxima del esclavo en función de la ubicación 
de los polos del error. 

 
Si se analiza el tiempo de establecimiento (ts) de la respuesta del maestro y del esclavo, 
se puede comprobar, ver Figura 4.41(a), que el tiempo de establecimiento del maestro 
(parte superior) y del esclavo (parte inferior) disminuyen conforme aumenta la 
frecuencia natural no amortiguada ωn del polinomio característico del error. Se puede 
observar que la disminución del tiempo de establecimiento del maestro es lineal (sin 
considerar ωn = 1), mientras que para el esclavo la disminución es exponencial.  Si se 
observa la evolución del tiempo de establecimiento del esclavo en función de la 
ubicación de los polos del error, Figura 4.41(b), puede observarse que a medida que se 
acercan los polos al origen ts es cada vez mayor.  
 
Si se compara el tiempo de convergencia entre la respuesta del maestro y del esclavo, 
puede observarse en la Figura 4.42(a) que el tiempo de convergencia disminuye 
exponencialmente a medida que aumenta el valor de ωn del error. Es decir, como puede 



Control bilateral por convergencia de estados de sistemas teleoperados con retardos 

 118

comprobarse en la Figura 4.42(b), conforme se alejan los polos del origen, el tiempo de 
convergencia es menor. 
 

(a) (b) 

Figura 4.41. (a) Tiempo de establecimiento del maestro (parte superior) y del esclavo 
(parte inferior) en función de la frecuencia natural no amortiguada (ωn) del error; (b) 
Tiempo de establecimiento del esclavo en función de la ubicación de los polos del error. 
 

(a) (b) 

Figura 4.42. (a) Tiempo de convergencia entre el maestro y el esclavo en función de la 
frecuencia natural no amortiguada (ωn) del error; (b) Tiempo de convergencia entre el 
maestro y el esclavo en función de la ubicación de los polos del error. 
 
Se va a analizar la señal de control real del maestro en función de la ubicación de los 
polos del polinomio característico del error. Puede observarse en la Figura 4.43(a) que 
el valor absoluto máximo de la señal de control del maestro disminuye ligeramente a 
medida que aumenta la frecuencia natural no amortiguada ωn del polinomio 
característico del error. En la Figura 4.43 (b) se muestra el valor máximo de la señal de 
control del maestro en función de la ubicación de polos del error. Como puede 
comprobarse, dicho valor se reduce conforme se alejan los polos del error del origen.  
 
Si se analiza la señal de control del esclavo en función del polinomio característico del 
error, puede observarse, Figura 4.44(a), como, a medida que aumenta el valor de la 
frecuencia natural no amortiguada ωn del error, aumenta linealmente el valor absoluto 
máximo que alcanza la señal de control del esclavo. Es decir, a medida que los polos del 
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error se alejan del origen, se incrementa el valor máximo de la señal de control del 
esclavo, ver Figura 4.44(b).  
 

(a) (b) 

Figura 4.43. (a) Máximo de la señal de control real del maestro en valor absoluto en 
función de la frecuencia natural no amortiguada (ωn) del error; (b) Máximo de la señal de 
control real del maestro en valor absoluto en función de la ubicación de los polos del error. 
 

(a) (b) 

Figura 4.44. (a) Máximo de la señal de control real del esclavo en valor absoluto en 
función de la frecuencia natural no amortiguada (ωn) del error; (b) Máximo de la señal de 
control real del esclavo en valor absoluto en función de la ubicación de los polos del error. 
 
En la Figura 4.38 del epígrafe anterior se mostró el comportamiento del sistema 
teleoperado I cuando tanto los polos del error como los del esclavo se situaban en la 
posición -11 (ωn=11). A continuación se muestra, en la Figura 4.45 el comportamiento 
del sistema cuando los polos del error se ubican en la posición -21 (ωn=21). En (a) y (b) 
puede observarse respectivamente la posición y la velocidad del maestro y del esclavo. 
Por otra parte en (c) y en (d) se representa la señal de control real de entrada al maestro 
y al esclavo respectivamente. Si se comparan la Figura 4.38 y la Figura 4.45 se puede 
apreciar que en ambos casos la posición final del maestro y del esclavo es la misma, así 
como la velocidad máxima del maestro. Cuando los polos se encuentran más alejados 
del origen la velocidad máxima alcanzada por el esclavo es mayor, y el tiempo de 
convergencia y de establecimiento del esclavo es menor. El valor máximo de la señal de 
control del maestro es similar en ambos casos, así como el tiempo de establecimiento de 
la respuesta del maestro.  
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(a) (b) 

 (c)  (d) 

Figura 4.45. Comportamiento del sistema teleoperado I cuando los polos del error se 
sitúan en la posición -21. (a) Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)); (b) 
Velocidad del maestro (xs1(t)) y del esclavo (xs2(t)); (c) Señal de control real del maestro 
( ( )tum
( ); (d) Señal de control real del esclavo ( ( )tus

( ). 

 
Del análisis efectuado en este epígrafe, se puede concluir que, en general, los polos del 
polinomio característico del error influyen en el comportamiento dinámico del sistema 
teleoperado del siguiente modo: 
 

• La posición final del sistema y la velocidad máxima del maestro no depende de 
la ubicación de los polos del error. 

• La velocidad máxima del esclavo se incrementa al aumentar la ωn del error, o 
sea conforme los polos del error se alejan del origen.  

• El tiempo de establecimiento (ts) de la respuesta del maestro y del esclavo 
disminuyen conforme aumenta la ωn del error, es decir, a medida que se alejan 
los polos del origen. La disminución del tiempo de establecimiento del maestro 
es lineal, mientras que para el esclavo la disminución es exponencial. 

• El tiempo de convergencia entre el maestro y el esclavo disminuye 
exponencialmente a medida que aumenta el valor de ωn, es decir, al alejar los 
polos del origen. 
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• El valor absoluto máximo de la señal de control del maestro disminuye 
ligeramente a medida que aumenta ωn, o sea, al alejar los polos del esclavo del 
origen. 

• El valor absoluto máximo de la señal de control del esclavo aumenta linealmente 
conforme crece ωn, es decir, conforme los polos se sitúan más alejados del 
origen. 

 
 
4.4.3 Influencia conjunta de los polos del esclavo y del error en el 

comportamiento dinámico del sistema teleoperado 
 
Se ha analizado por separado la dependencia del comportamiento dinámico del sistema 
teleoperado de la ubicación de polos del esclavo y del error elegida. En este epígrafe se 
va a indicar cuál es la influencia conjunta del polinomio característico del esclavo y del 
error en el comportamiento dinámico del sistema teleoperado considerando los 
resultados presentados en los dos epígrafes anteriores. 
 
En primer lugar se van a analizar cada uno de los parámetros estudiados anteriormente 
(posición final del sistema, velocidad máxima del maestro y del esclavo…) en función 
de la dinámica seleccionada del esclavo y del error: 
 

• La posición final del sistema disminuye exponencialmente  conforme aumenta la 
ωn del esclavo, no influyendo la ubicación de los polos del error elegida. 

• Al igual que la posición final del sistema, la velocidad máxima del maestro 
disminuye exponencialmente conforme aumenta la ωn del esclavo, no 
influyendo la ubicación de los polos del error elegida. 

• La velocidad máxima del esclavo disminuye  exponencialmente al aumentar la 
ωn del esclavo y se incrementa al aumentar ωn del error. 

• El tiempo de establecimiento (ts) del maestro depende en mayor medida de la ωn 
del esclavo, disminuyendo exponencialmente al alejar los polos del esclavo. Al 
aumentar la ωn del error también disminuye, pero linealmente y en menor orden.  

• El tiempo de establecimiento (ts) del esclavo depende de igual modo del 
polinomio característico del esclavo y del error, disminuyendo 
exponencialmente en ambos casos al aumentar ωn. 

• El tiempo de convergencia disminuye exponencialmente, y de la misma forma, 
al aumentar el valor de la ωn del esclavo y del error. 

• El valor máximo de la señal de control del maestro no es influida en gran medida 
por la dinámica del esclavo y del error seleccionada. Al incrementar la ωn del 
esclavo aumenta linealmente, mientras que si se incrementa la ωn del error 
disminuye linealmente. 

• El valor máximo de la señal de control del esclavo depende tanto de los polos 
del esclavo como de los polos del error, aunque en mayor grado es influenciado 
por la dinámica del esclavo. Disminuye exponencialmente al aumentar la ωn del 
esclavo, mientras que aumenta linealmente conforme crece la ωn del error. 

 
Por lo tanto,  el polinomio característico del esclavo influye en todos los parámetros del 
sistema, y el polinomio característico del error afecta a todos los parámetros, salvo a la 
posición del sistema y a la velocidad máxima del maestro. En la Tabla 4.12 se resume 
de forma cualitativa la influencia de la ωn del esclavo y del error en cada unos de los 
parámetros que caracterizan el comportamiento dinámico del sistema teleoperado. En 
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dicha tabla ‘↑’ representa un aumento lineal, ‘↓↓’ representa una disminución 
exponencial, ‘≈’ indica que el parámetro no es influido en gran medida, y ‘=’ indica que 
el parámetro no varía. 
 

 posfinal 
velmáx 

maestro 
velmáx 

esclavo 
ts 

maestro 
ts 

esclavo tconverg ( )
max

tum
(  ( )

max
tus

(  

ωn esclavo ↑ ↓↓ ↓↓ ↓↓ ↓↓ ↓↓ ↓↓ ≈ ↓↓ 
ωn error ↑ = = ↑ ≈ ↓↓ ↓↓ ≈ ↑ 

Tabla 4.12. Influencia de los polos del esclavo y del error en los parámetros que 
caracterizan el comportamiento dinámico del sistema teleoperado. 
 
A la hora de realizar el diseño del sistema teleoperado con retardos interesará alejar los 
polos del esclavo y del error del origen para que la respuesta del sistema sea lo más 
rápida posible y se produzca en menor tiempo la convergencia entre el maestro y el 
esclavo. Sin embargo, aunque al alejar los polos de esclavo disminuye el valor máximo 
de la señal de control del esclavo, es de destacar que, para una ubicación de polos del 
esclavo seleccionada, al alejar los polos del error, la señal de control del esclavo 
aumenta. Por lo tanto será necesario llegar a un compromiso entre tiempo de 
convergencia y valor máximo de la señal de control del esclavo a la hora de establecer 
la ubicación de los polos del error. 
 
En la Figura 4.46 se muestra la posición y señal de control del esclavo del sistema 
teleoperado I cuando se sitúan todos los polos en la posición -5 del plano s, mientras 
que en la Figura 4.47 se muestra la posición y señal de control del esclavo del sistema 
teleoperado I cuando se ubican en la posición -18. Como puede observarse el maestro y 
el esclavo convergen más rápido cuando tanto los polos del error como los del esclavo 
se sitúan en -18, siendo además menor la señal de control del esclavo empleada. 
 

(a) (b) 

Figura 4.46. Comportamiento del sistema teleoperado I cuando los polos del esclavo y del 
error se ubican en la posición -5. (a) Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)); (b) 
Señal de control real del esclavo ( ( )tus

( ). 
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(a) (b) 

Figura 4.47. Comportamiento del sistema teleoperado I cuando los polos del esclavo y del 
error se ubican en la posición -18. (a) Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)); (b) 
Señal de control real del esclavo ( ( )tus

( ). 

 
 
 
4.5 Robustez del método de control a variaciones de los parámetros 

de diseño del sistema teleoperado 
 

Como se explicó en el apartado 3.3 del capítulo 3, el método de diseño de sistemas de 
control teleoperado con retardos, necesita conocer un modelo del maestro, del esclavo y 
del entorno con el que interacciona el esclavo, además del retardo existente en la 
comunicación, para solucionar el sistema de ecuaciones que permite obtener el valor de 
todos los reguladores. Los parámetros que utiliza, por tanto, el método de diseño son, 
sin considerar el polinomio deseado del esclavo y del error: 
 

• Retardo en la comunicación: T. 
• Modelo del entorno: ke (rigidez) y be (rozamiento viscoso). 
• Modelo del maestro: Jm (inercia) y bm (rozamiento viscoso). 
• Modelo del esclavo: Js (inercia) y bs (rozamiento viscoso). 

 
A la hora de realizar el control de un sistema teleoperado real, como es natural, es 
necesario conocer estos parámetros de la forma más precisa para que, cuando se utilicen 
los reguladores obtenidos por el método de diseño, se obtenga un comportamiento 
satisfactorio en el sistema real. Sin embargo, en muchas ocasiones no es posible obtener 
parámetros totalmente equivalentes a los del sistema real. Por ejemplo, se puede realizar 
una estimación a priori del retardo existente en la comunicación entre el maestro y el 
esclavo, utilizar dicha aproximación para obtener los valores de los reguladores, y 
posteriormente al aplicar el control del sistema real, es posible que el retardo existente 
no corresponda al estimado.  
 
En este apartado se va analizar la robustez del método de diseño a ligeras variaciones de 
los parámetros de diseño. Es decir, se va a estudiar la dependencia del comportamiento 
del sistema teleoperado de los parámetros de diseño. Ante la dificultad de realizar un 
análisis algebraico que conduzca a un resultado genérico sobre la dependencia del 
comportamiento de los sistemas teleoperados de los parámetros, se va a efectuar un 
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análisis numérico para un sistema teleoperado concreto. El sistema que se va  utilizar 
para el estudio es el sistema teleoperado I, cuyos parámetros se mostraron en la Tabla 
4.1, asumiendo que tanto los polos del esclavo como los del error se ubican en -11. 
 
 
4.5.1 Influencia del retardo en el comportamiento dinámico del sistema 

teleoperado 
 
Para analizar la dependencia del comportamiento dinámico del sistema teleoperado del 
tiempo de retardo existente en la comunicación se va a diseñar el control del sistema 
teleoperado I considerando que el esclavo interacciona con un entorno rígido, ver Tabla 
4.2, y que el retardo estimado en la comunicación es de 0.5 s. Utilizando los reguladores 
obtenidos mediante el procedimiento de diseño, ver Tabla 4.3, se va a estudiar el 
comportamiento del sistema teleoperado si el retardo varía ligeramente. Para ello se va a 
suponer que el retardo varía desde 0.1 s hasta 1 s, simulando el sistema teleoperado con 
retardos en cada caso. 
 
El primer aspecto que se deriva es que, para todos los retardos considerados, la posición 
final del sistema (posición del maestro y del esclavo) es la misma, así como la velocidad 
máxima del maestro. La velocidad máxima del esclavo apenas sufre variación para los 
distintos retardos. 
 
Si se analiza el tiempo de establecimiento (ts) del maestro, Figura 4.48(a), puede 
observarse que para valores menores al utilizado en el diseño (T=0.5 s), varía sin seguir 
una tendencia establecida, mientras que para valores mayores de retardo, permanece 
constante. Por el contrario, el tiempo de establecimiento (ts) del esclavo, Figura 4.48(b), 
aumenta conforme aumenta el retardo existente en la comunicación. 
 

(a) (b) 

Figura 4.48. Tiempo de establecimiento del maestro (a) y del esclavo (b) en función del 
retardo existente en la comunicación. 
 
En la Figura 4.49 se muestra la influencia del tiempo de convergencia entre el maestro y 
el esclavo del retardo existente en la comunicación. Como puede observarse en dicha 
figura, el retardo afecta de forma significativa al tiempo de convergencia, de forma que,  
para retardos superiores al utilizado para el diseño, se incrementa a medida que crece el 
retardo. 
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Figura 4.49. Tiempo de convergencia en función del retardo existente en la comunicación. 
 
Estudiando las señales de control del sistema teleoperado, se puede comprobar que el 
valor máximo de la señal de control real del maestro permanece prácticamente constante 
para los distintos retardos considerados. Sin embargo, el valor máximo de la señal de 
control real del esclavo sí sufre una variación en función del retardo considerado, como 
puede apreciarse en la Figura 4.50. 
 

 
Figura 4.50. Valor máximo de la señal de control real del esclavo en valor absoluto en 
función del retardo existente en la comunicación. 
 
A la vista de los resultados obtenidos, se puede indicar que una variación en el retardo 
existente en la comunicación afecta en mayor grado al tiempo de establecimiento del 
esclavo y al tiempo de convergencia, así como al valor máximo de la señal de control 
del esclavo, pero en todos los casos, el esclavo sigue al maestro y ambos alcanzan la 
misma posición final. Por lo tanto se puede concluir que el método de diseño es robusto 
a ligeras variaciones del retardo existente en la comunicación. 
 
A continuación se va a mostrar el comportamiento del sistema teleoperado I 
considerando dos retardos distintos en la comunicación. En la Figura 4.51 se muestra la 
posición final del sistema y la señal de control real del esclavo cuando el retardo en la 
comunicación es de 0.1 s, mientras que en la Figura 4.52 se muestra la posición final y 
la señal de control real del esclavo si el retardo es de 1 s. Como puede observarse en 
ambas figuras, el esquema de control consigue que el esclavo siga al maestro. Cuando el 
retardo es menor, la convergencia entre el maestro y el esclavo se alcanza en 
aproximadamente 1.25 s, mientras que si el retardo es de 1 s, convergen en 
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aproximadamente 2.5 s. En ambos casos las señales de control del esclavo, como puede 
apreciarse, son similares. 
 

(a) (b) 

Figura 4.51. Comportamiento del sistema teleoperado I cuando el retardo en la 
comunicación es de 0.1 s. (a) Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)); (b) Señal de 
control real del esclavo ( ( )tus

( ). 

 

(a) (b) 

Figura 4.52. Comportamiento del sistema teleoperado I cuando el retardo en la 
comunicación es de 1 s. (a) Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)); (b) Señal de 
control real del esclavo ( ( )tus

( ). 

 
 
4.5.2 Influencia del entorno en el comportamiento dinámico del sistema 

teleoperado 
 
En este epígrafe se va a analizar la dependencia del comportamiento del sistema 
teleoperado del entorno con el que interactúa el esclavo. Para efectuar este análisis se va 
a utilizar el sistema teleoperado I con los valores de los reguladores obtenidos 
considerando que el esclavo interacciona con un entorno rígido, y que el retardo 
estimado en la comunicación es de 0.1 s, ver Tabla 4.2. Los reguladores calculados se 
van a utilizar para distintas configuraciones de entorno. Como se explicó en el apartado 
3.2.2 del capítulo 3, el entorno ha sido modelado mediante una constante de rigidez (ke) 
y un coeficiente de rozamiento viscoso (be). Para efectuar el análisis de la dependencia 
del sistema teleoperado del entorno considerado, se va a realizar la simplificación de 
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estudiar únicamente la influencia del parámetro ke. De este modo, se van a utilizar los 
reguladores obtenidos considerando ke = 100 Nm/rad, para simular el sistema 
teleoperado con una rigidez desde ke = 80 Nm/rad hasta ke = 120 Nm/rad, con 
incrementos unitarios. 
 
El primer aspecto que hay que destacar, es que, a diferencia del retardo, sólo con la 
configuración utilizada para obtener los valores de los reguladores, es decir, ke = 100 
Nm/rad, se consigue eliminar el error entre el maestro y el esclavo de forma completa. 
Para el resto de casos, a medida que el valor ke se aleja del valor de diseño considerado, 
el error entre el maestro y el esclavo va creciendo, como puede observarse en la Figura 
4.53(a). En la Figura 4.53(b) se muestra la posición final del maestro y del esclavo en 
función de la rigidez del entorno. Como puede apreciarse, a medida que aumenta la 
rigidez aumenta la posición del maestro y disminuye ligeramente la posición del 
esclavo. La disminución de la posición final del esclavo es lógica, ya que al ser cada vez 
más rígido el entorno, cada vez el esclavo puede avanzar menos. Para todos los valores 
de rigidez considerados se ha obtenido la misma velocidad máxima en el maestro 
(0.022368), así como en el esclavo (0.021464). 
 

 
(a)  

(b) 

Figura 4.53. (a) Error de posición entre el maestro y el esclavo en función de la constante 
de rigidez del entorno (ke); (b) posición del maestro (parte superior) y posición del esclavo 
(parte inferior). 
 
En cuanto al tiempo de establecimiento (ts) del maestro y del esclavo se ha comprobado 
que el tiempo de establecimiento del maestro permanece prácticamente constante para 
todos los valores de rigidez, a excepción de los valores más altos, en los que el tiempo 
de establecimiento sufre un aumento, como puede observarse en la Figura 4.54. Por el 
contrario el tiempo de establecimiento del esclavo apenas sufre variación para los 
distintos valores de rigidez considerados. 
 
Analizando las señales de control real del maestro y del esclavo se ha comprobado que 
el valor máximo de la señal de control del maestro apenas sufre variación, mientras que 
el valor máximo de la señal de control del esclavo siempre es el mismo. 
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Figura 4.54. Tiempo de establecimiento del maestro en función de la constante de rigidez 
del entorno (ke). 
 
En la Figura 4.55 se muestra la posición del maestro y del esclavo para dos entornos de 
diferente rigidez. Como puede apreciarse, en ambos casos el error entre el maestro y el 
esclavo no se elimina, aunque se mantiene constante y es mínimo (del orden de 10-5). 
Además puede observarse que cuando la rigidez es mayor la posición alcanzada por el 
esclavo es menor que la del maestro, mientras que cuando la rigidez es menor, la 
posición final del esclavo es mayor que la del maestro. 
 

(a) (b) 

Figura 4.55. Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)) considerando un entorno de 
rigidez (a) ke = 80 Nm/rad; (b) ke = 120 Nm/rad. 
 
Por lo tanto, se puede concluir que, a pesar de que únicamente se elimina el error entre 
el maestro y el esclavo de forma completa cuando la rigidez del entorno coincide con la 
utilizada en el diseño de los reguladores, el método de diseño es robusto a ligeras 
variaciones en el entorno, puesto que para distintos valores de entorno, el error es 
mínimo (del orden de 10-5) y permanece constante, sufriendo apenas variación las 
respuestas del maestro y del esclavo, así como las señales de control implicadas (el 
valor máximo de la señal de control real del maestro varía ligeramente, mientras que el 
valor máximo de la señal de control real del esclavo permanece constante).  
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4.5.3 Influencia del maestro en el comportamiento dinámico del sistema 
teleoperado 

 
Como se pudo comprobar en el método de diseño, los parámetros que modelan tanto al 
maestro como al esclavo son utilizados para el cálculo de los reguladores. En este 
epígrafe va a estudiarse la influencia del modelado del maestro en el comportamiento 
del sistema teleoperado, dejando para el epígrafe siguiente, la influencia del modelado 
del esclavo. 
 
En el epígrafe 3.2.1 del capítulo 3 se indicó que el maestro era modelado mediante una 
inercia (Jm) y un coeficiente de rozamiento viscoso (bm). Para simplificar el estudio de la 
influencia del modelo del maestro en el comportamiento del sistema teleoperado, 
únicamente va a efectuarse el análisis en función de la inercia del maestro. Para este 
estudio se va a utilizar el sistema teleoperado I, ver Tabla 4.1, considerando que el 
retardo en la comunicación es de 0.1 s y que el entorno con el que interacciona el 
esclavo es rígido, ver Tabla 4.2. Los reguladores obtenidos, Tabla 4.3, se van a utilizar 
para distintas configuraciones de inercia del maestro. Se va a simular el sistema 
teleoperado considerando en cada configuración una inercia del maestro distinta. En 
concreto la inercia irá variando desde Jm = 1 kg m2 hasta Jm = 2 kg m2. A continuación 
se van a presentar las principales conclusiones del análisis efectuado. 
 
En todos los casos se ha conseguido que el esclavo siga al maestro independientemente 
del valor de la inercia del maestro (Jm). Además el valor final de la posición del maestro 
y del esclavo es la misma, no variando al modificarse el valor de Jm. 
 
En la Figura 4.56 se muestra la velocidad máxima del maestro y del esclavo. Como se 
puede observar en ambos casos la velocidad máxima sufre una variación. En el caso del 
maestro la velocidad máxima del maestro disminuye a medida que crece la inercia del 
maestro, mientras que en el esclavo la velocidad máxima varía, pero no sigue una 
tendencia definida. 
 

(a) (b) 

Figura 4.56. Velocidad máxima del maestro (a) y velocidad máxima del esclavo (b) en 
función de la inercia del maestro. 
 
Si se analiza el tiempo de establecimiento del maestro y del esclavo en función de la 
inercia del maestro (Jm), ver Figura 4.57(a), puede comprobarse que cambian 
ligeramente en función de Jm. En el caso del maestro puede apreciarse que, en general, 
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disminuye al aumentar Jm, mientras que el tiempo de establecimiento del esclavo varía 
de forma aleatoria. En la Figura 4.57(b) se muestra el tiempo de convergencia entre el 
maestro y el esclavo conforme varía la inercia del maestro. Como puede observarse, al 
aumentar Jm, se incrementa linealmente el tiempo de convergencia. 
 

(a) (b) 

Figura 4.57. (a) Tiempo de establecimiento del maestro y del esclavo en función de la 
inercia del maestro; (b) Tiempo de convergencia en función de la inercia del maestro. 
 
Tanto el valor máximo de la señal de control real del maestro como la del esclavo sufren 
variación al cambiar la inercia del maestro. En la Figura 4.58(a) se muestra el valor 
máximo de la señal de control del maestro según Jm. Como puede apreciarse, para 
valores menores de la inercia considerada para el diseño (1.5 kg m2), permanece 
constante, mientras que para valores mayores, crece ligeramente de forma lineal a 
medida que aumenta Jm. En cuanto al valor máximo de la señal de control del esclavo, 
Figura 4.58(b), varía al cambiar Jm, pero no sigue una tendencia definida. 
 

(a) (b) 

Figura 4.58. Valor máximo de la señal de control real del maestro (a) y del esclavo (b) en 
función de la inercia del maestro. 
 
De los resultados obtenidos, por tanto, se puede concluir que el método de diseño es 
robusto a pequeñas variaciones en el modelo del maestro, puesto que, a pesar de que 
varíen ligeramente determinados parámetros de la respuesta del sistema y de las señales 
de control en función de la inercia del maestro, en todos los casos ha sido posible 
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eliminar el error entre el maestro y el esclavo, así como alcanzar siempre el mismo valor 
de posición final del maestro y del esclavo. 
 
 
4.5.4 Influencia del esclavo en el comportamiento dinámico del sistema 

teleoperado 
 
Tras estudiar en el epígrafe anterior, la influencia del maestro en el método de diseño de 
sistemas teleoperados con retardos, se va a analizar en este la dependencia del método, 
del modelo de esclavo utilizado. Al igual que en el maestro, el esclavo es modelado 
mediante una inercia (Js) y un coeficiente de rozamiento viscoso (bs), ver epígrafe 3.2.1 
del capítulo 3. En lugar de estudiar la influencia de ambos parámetros del esclavo en el 
comportamiento del sistema teleoperado, para simplificar el análisis, sólo se va a 
considerar la dependencia respecto a la inercia del esclavo. Para efectuar este estudio se 
va a utilizar, al igual que en el epígrafe anterior, el sistema teleoperado I, ver Tabla 4.1, 
considerando que el retardo en la comunicación es de 0.1 s y que el entorno con el que 
interacciona el esclavo es rígido, ver Tabla 4.2. Los reguladores obtenidos, Tabla 4.3, se 
van a utilizar para distintas configuraciones de inercia del esclavo. Se va a simular el 
sistema teleoperado considerando en cada configuración una inercia del esclavo distinta. 
En concreto la inercia irá variando desde Js = 1.5 kg m2 hasta Js = 2.5 kg m2. 
Seguidamente se muestran las principales conclusiones del análisis efectuado. 
 
Como ocurría en el caso del maestro, se ha conseguido que el esclavo siga al maestro 
independientemente del valor de la inercia del maestro (Js), siendo el valor final de la 
posición del maestro y del esclavo la misma, no variando al modificarse el valor de Js. 
A diferencia del maestro, la velocidad máxima que alcanza el maestro es siempre la 
misma independientemente de Js. Sin embargo, la velocidad máxima del esclavo 
depende de la inercia del esclavo, Figura 4.59, disminuyendo linealmente al aumentar el 
valor de Js. 
 

 
Figura 4.59. Velocidad máxima del esclavo en función de la inercia del esclavo. 

 
En la Figura 4.60(a) se muestra el tiempo de establecimiento del maestro y del esclavo 
en función de la inercia del esclavo (Js). Como puede comprobarse ambos tiempos 
varían ligeramente en función de Js, aunque sin seguir una tendencia definida. En el 
caso del maestro puede apreciarse que, en general, disminuye al aumentar Js, mientras 
que el tiempo de establecimiento del esclavo varía de forma aleatoria. El tiempo de 
convergencia entre el maestro y el esclavo también varía en función de la inercia del 
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esclavo, Figura 4.60(b). Para valores menores de la inercia considerada para el diseño 
(Js = 2 kg m2), puede observarse que se incrementa el tiempo conforme disminuye Js, 
mientras que si aumenta Js varía sin una tendencia clara. 
 

(a) (b) 

Figura 4.60. (a) Tiempo de establecimiento del maestro y del esclavo en función de la 
inercia del esclavo; (b) Tiempo de convergencia en función de la inercia del esclavo. 
 
Si se analiza la señal de control real del maestro y del esclavo, se puede apreciar que el 
valor máximo de ambas varía al cambiar la inercia del esclavo. En la Figura 4.61(a) se 
muestra el valor máximo de la señal de control del maestro según Js. Como puede 
observarse, se incrementa ligeramente de forma lineal al aumentar Js. En cuanto al valor 
máximo de la señal de control del esclavo, Figura 4.61 (b), sufre mayor variación al 
cambiar Js, pero sin seguir una tendencia definida. 
 

(a) (b) 

Figura 4.61. Valor máximo de la señal de control real del maestro (a) y del esclavo (b) en 
función de la inercia del esclavo. 
 
A partir de estos resultados se puede concluir que el método de diseño es robusto a 
pequeñas variaciones en el modelo del esclavo, ya que, aunque varían determinados 
parámetros de la respuesta del sistema y de las señales de control en función de la 
inercia del esclavo, al igual que ocurría en el epígrafe anterior con el maestro, en todos 
los casos ha sido posible eliminar el error entre el maestro y el esclavo, así como 
alcanzar siempre el mismo valor de posición final del maestro y del esclavo. 
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4.5.5 Conclusiones 
 
A lo largo de este apartado se ha estudiado la robustez del método de diseño a 
variaciones de los distintos parámetros de diseño. En concreto se ha efectuado un 
análisis de la respuesta y señales de control del sistema según se variaban los siguientes 
parámetros de diseño: 
 

• Retardo en la comunicación: T. 
• Rigidez del entorno: ke. 
• Inercia del maestro: Jm. 
• Inercia del esclavo: Js. 

 
La principal conclusión que se obtiene del análisis efectuado es que el método de diseño 
es robusto a pequeñas variaciones de los parámetros de diseño. Para todas las 
variaciones de los parámetros de diseño se ha conseguido que el esclavo siga al maestro. 
Hay que indicar que en el caso de variar la rigidez del entorno, existía un mínimo error 
constante entre el maestro y el esclavo (del orden de 10-5), sufriendo apenas variación 
las respuestas del maestro y del esclavo, por lo que se puede considerar que también el 
método es robusto en este caso. 
 
De los resultados obtenidos al analizar la repuesta y señales de control al variar los 
parámetros de diseño, se pueden extraer las siguientes conclusiones: 
 

• La posición final del sistema, como se ha indicado, sólo varía ligeramente si 
cambia la rigidez del entorno, existiendo un pequeño error entre la posición del 
maestro y la del esclavo. 

• La velocidad máxima del maestro sólo se modifica si varía la inercia del maestro 
(Jm), disminuyendo linealmente al  aumentar  Jm.  

• La velocidad máxima del esclavo es influenciada en mayor medida tanto por la 
inercia del maestro (Jm) como por la del esclavo (Js). Al aumentar Js disminuye 
linealmente. En el caso de  variar Jm no sigue una tendencia definida. 

• El tiempo de establecimiento (ts) del maestro depende de todos los parámetros de 
diseño en el mismo orden, aunque apenas sufre variación.  

• El tiempo de establecimiento (ts) del esclavo es influenciado en mayor 
proporción por el retardo (T), aumentando conforme el retardo es mayor, aunque 
también depende ligeramente de la inercia del maestro y del esclavo. 
Prácticamente permanece constante si varía la rigidez del entorno (ke). 

• El tiempo de convergencia es afectado en mayor orden por el tiempo de retardo 
(T), creciendo al aumentar el retardo, aunque también es influenciado por la 
inercia del maestro y del esclavo. Como ya ha sido comentado, no se produce la 
convergencia entre el maestro y el esclavo si se modifica la rigidez del entorno. 

• El valor máximo de la señal de control real del maestro sólo varía ligeramente  al 
cambiar la inercia del maestro o la del esclavo. Es influenciada en mayor medida 
por la inercia del maestro, aumentando conforme la inercia es mayor. Permanece 
casi constante si varía la rigidez del entorno (ke). 

• El valor máximo de la señal de control real del esclavo depende de todos los 
parámetros a excepción de la rigidez del entorno, aunque en ningún caso sigue 
una tendencia definida. 
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En la Tabla 4.13 se resume de forma cualitativa la influencia de cada parámetro de 
diseño en el comportamiento dinámico del sistema. En dicha tabla ‘↑’ representa un 
aumento lineal, ‘↓’ representa una disminución lineal, ‘↕’ indica que el parámetro no 
sigue una tendencia definida, ‘≈’ indica que el parámetro no es influido en gran medida, 
y ‘=’ indica que el parámetro no varía (o permanece prácticamente constante). 
 

 posfinal 
velmáx 

maestro 
velmáx 

esclavo 
ts 

maestro 
ts 

esclavo tconverg ( )
max

tum
(  ( )

max
tus

(  

T ↑ = = ≈ ≈ ↑ ↑ = ↕ 
ke ↑ ≈ = = ≈ =  = = 
Jm ↑ = ↓ ↕ ≈ ≈ ↑ ≈ ↕ 
Js ↑ = = ↓ ≈ ≈ ↕ ≈ ↕ 

Tabla 4.13. Influencia de los parámetros de diseño en el comportamiento dinámico del 
sistema teleoperado. 
 
 
 
4.6 Conclusiones 
 
En el presente capítulo, en primer lugar, se ha verificado en simulación el método de 
diseño de sistemas de control teleoperados con retardos. Para ello se han considerado 
tres sistemas teleoperados diferentes en los que el esclavo puede interaccionar con dos 
tipos de entorno y se ha supuesto la existencia de dos retardos distintos.  Además se ha 
analizado la influencia del polinomio característico del esclavo y del error seleccionado 
en el comportamiento dinámico del sistema teleoperado. Este análisis ha sido realizado 
estudiando la dependencia de diversos parámetros que caracterizan la respuesta del 
maestro y del esclavo, y las señales de control, a la ubicación de polos elegida del error 
y del esclavo.  Por último se ha efectuado un estudio de la robustez del método de 
control a ligeras variaciones en los parámetros de diseño. En concreto se ha comprobado 
la validez del método de control cuando aparecen ligeras variaciones en el retardo, así 
como en el entorno, en el maestro y en el esclavo, respecto a los valores considerados 
para el diseño. 
 
Las principales conclusiones que se extraen de este capítulo son las siguientes: 
 

• El método de diseño funciona satisfactoriamente para prácticamente la mayoría 
de configuraciones consideradas. Para el sistema teleoperado en el que el 
maestro y el esclavo son idénticos (sistema teleoperado II) se ha obtenido un 
comportamiento inestable cuando el esclavo interacciona con un entorno rígido 
y el retardo existente en la comunicación es del orden de 0.5 s. También se ha 
obtenido un comportamiento inestable en el sistema teleoperado en el que el 
esclavo es de dimensión mayor que el maestro (sistema teleoperado III), cuando 
el entorno es rígido, aunque el retardo sea del orden de 0.1 s. En el capítulo 5, 
donde se presentarán las herramientas para analizar la estabilidad asintótica de 
un sistema teleoperado con retardos, se estudiará de qué parámetros depende la 
estabilidad asintótica. 

• El polinomio característico del esclavo afecta de forma considerable tanto a la 
respuesta del maestro y del esclavo, como a las señales de control, aunque 
siempre se consigue que el esclavo siga al maestro. Principalmente afecta a la 
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posición final alcanzada, a la velocidad máxima del maestro y del esclavo, al 
tiempo de establecimiento del maestro y del esclavo, al tiempo de convergencia 
entre el maestro y el esclavo, y al valor máximo de la señal de control del 
esclavo. 

• El polinomio característico del error también afecta al comportamiento del 
sistema teleoperado. La gran diferencia respecto al polinomio característico del 
esclavo es que no afecta ni a la posición final del sistema ni a la velocidad 
máxima del maestro. Influye en mayor medida en el tiempo de establecimiento 
del esclavo, en el tiempo de convergencia y en el valor máximo de la señal de 
control del esclavo. 

• El método de diseño es robusto a pequeñas variaciones de los parámetros de 
diseño: retardo, entorno, maestro y esclavo. Es decir, si en el sistema 
teleoperado varía ligeramente algún parámetro respecto al valor original 
utilizado en el método de diseño, el comportamiento del sistema va ser correcto, 
de forma que el esclavo seguirá al maestro. Para todos los parámetros 
considerados se ha conseguido que el esclavo siguiera al maestro. Únicamente 
en el caso de variar la rigidez del entorno, existía un mínimo error constante 
entre el maestro y el esclavo (del orden de 10-5), sufriendo apenas modificación 
las respuestas del maestro y del esclavo, por lo que también se consideró que el 
método era robusto en este caso. Este error aumenta linealmente conforme la 
rigidez real difiere de la rigidez considerada en el diseño, de forma que si la 
diferencia es grande, el error será considerable y no podrá asumirse que se 
produce la convergencia entre el maestro y el esclavo. 
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Capítulo 5 
 

Análisis de estabilidad del sistema de control 
de teleoperación con retardos 

 
 
 
 
 
5.1 Introducción 
 
En el capítulo 3 se presentó el modelado y diseño de un sistema de control de 
teleoperación con retardos. El comportamiento dinámico de este sistema de control fue 
estudiado en el capítulo 4. Sin embargo hasta el momento no se ha estudiado la 
estabilidad del esquema de control propuesto. En este capítulo se va a estudiar la 
estabilidad del sistema teleoperado con retardos, de forma que puedan establecerse bajo 
qué condiciones se vuelve inestable el sistema, o en el caso de que sea inestable, se 
indique como puede estabilizarse. 
 
Como se recordará, en el apartado 3.2 del capítulo 3, se modeló el sistema teleoperado 
con retardos en el espacio de estados considerando todas las posibles interacciones que 
pueden aparecer en el conjunto operador – maestro – esclavo – entorno, ver Figura 5.1. 
Para obtener esta representación se empleó la expansión de Taylor de primer orden para 
aproximar las señales afectadas por el retardo. El modelo de estado del sistema 
teleoperado que se obtuvo fue el siguiente: 
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 (5.1) 

 
Para deducir el método de diseño se aplicó una transformación de estado sobre el 
sistema anterior para obtener la ecuación de estado del error entre el maestro y el 
esclavo. Logrando que el error entre el maestro y el esclavo evolucionara como un 
sistema autónomo y fijando la dinámica del esclavo y del error se obtenían las 
ecuaciones de diseño del sistema de control.  
 
Cuando se calculen los reguladores del esquema de control solucionando las ecuaciones 
de diseño, la ecuación de estado del sistema, tal como se indicó en el apartado 3.3, 
tomará la siguiente forma al evolucionar el error como un sistema autónomo: 
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Figura 5.1. Modelado del sistema teleoperado con retardos en la transmisión. 
 
Los polos del sistema (5.2) corresponden a los polos del esclavo y del error designados 
para efectuar el diseño del sistema de control. Por lo que, podría pensarse que el sistema 
es estable siempre que los polos se ubiquen en la parte izquierda del plano s. Sin 
embargo esto no es cierto, ya que sería estable el sistema lineal con la aproximación del 
retardo mediante la expansión de Taylor, pero no se puede afirmar que sea estable el 
sistema real con retardos. Es decir, la expansión de Taylor se utilizó para plantear las 
ecuaciones de diseño del sistema de control y poder obtener, solucionando estas 
ecuaciones, los reguladores del sistema. Pero, como es lógico, es necesario analizar la 
estabilidad del sistema real controlado por los reguladores calculados, no la estabilidad 
del sistema con la aproximación. 
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Por este motivo se va a considerar el modelo de estado del sistema teleoperado sin 
aproximar el retardo para analizar su estabilidad. Este modelo puede obtenerse a partir 
de las ecuaciones (3.24) y (3.25) mostradas en el apartado 3.2 del capítulo 3: 
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En este capítulo por tanto se va a analizar la estabilidad asintótica del sistema lineal con 
retardos anterior. Existen dos tipos de estabilidad asintótica de un sistema lineal con 
retardos: estabilidad independiente del retardo y estabilidad dependiente del retardo. En 
el primer caso se asegura la estabilidad asintótica independientemente del retardo 
existente en la comunicación, mientras que en el segundo sólo se asegura la estabilidad 
asintótica del sistema hasta un valor de retardo máximo. Ambos tipos de estabilidad 
serán analizados en el presente capítulo. Además, en este capítulo, se va a aportar un 
completo estudio de la influencia de los parámetros de diseño en la estabilidad 
asintótica del sistema teleoperado. Con este estudio se mostrará como es posible 
asegurar, en determinados casos, la estabilidad asintótica del sistema teleoperado con 
retardos, variando los parámetros utilizados en la fase de diseño. 
 
Este capítulo se va a estructurar de la siguiente forma. En primer lugar se van a resumir 
los principales métodos de análisis de estabilidad de sistemas lineales con retardos, 
diferenciando los métodos basados en el dominio del tiempo de los basados en el 
dominio frecuencial. A continuación se van a explicar los criterios que van a utilizarse 
para analizar la estabilidad asintótica del sistema teleoperado con retardos. Estos 
criterios, basados en el dominio de la frecuencia, fueron propuestos por J.-H. Su et al. 
[Su-94] y permiten analizar la estabilidad asintótica independiente del retardo así como 
la dependiente del retardo. Seguidamente, utilizando estos criterios, se analizará la 
estabilidad asintótica de los sistemas teleoperados presentados en el capítulo 4. 
Posteriormente se estudiará la influencia en la estabilidad asintótica de los parámetros 
de diseño: polinomio característico del esclavo y del error, tiempo de retardo, entorno 
de interacción y constante de reflexión de esfuerzos. Por último se resumirán las 
conclusiones más importantes del capítulo. 
 
 
 
5.2 Estabilidad de sistemas lineales con retardo 
 
En este apartado se van a presentar las principales técnicas utilizadas para analizar la 
estabilidad de sistemas lineales con retardo [Niculescu-98]. En concreto se van a 
resumir los métodos utilizados para demostrar la estabilidad asintótica 
independientemente del retardo, así como las empleadas para asegurar la estabilidad 
hasta un retardo máximo (estabilidad dependiente del retardo). 
 
Para presentar los diferentes métodos que pueden utilizarse para analizar la estabilidad 
asintótica de sistemas con retardos, se va a considerar que un sistema con retardos se 
modela mediante una ecuación diferencial lineal de la forma: 



Control bilateral por convergencia de estados de sistemas teleoperados con retardos 

 140

 

           ( ) ( ) ( )∑
=

−+=
dn

i
idi txAtAxtx

1
τ&  (5.4)

 
donde nd representa el número de retardos existentes en el sistema, A representa la 
matriz del estado actual y Adi representa la matriz del estado anterior correspondiente al 
retardo τi. 
 
Como puede observarse en la ecuación (5.4), los retardos son vistos como parámetros, 
de forma que se está interesado en analizar la estabilidad respecto a ellos. El objetivo es 
proporcionar caracterizaciones de las correspondientes regiones de estabilidad en 
términos de los retardos. En este sentido se determinará la estabilidad independiente del 
retardo y la estabilidad dependiente del retardo. 
 
Cuando nd = 1, sólo existe un retardo en el sistema. En este caso se está interesado en 
establecer la estabilidad en relación al retardo existente. En el caso de que existan 
múltiples retardos en el sistema, nd ≥ 2, habrá que considerar el espacio de parámetros 
de retardos y determinar cuales son las regiones de dicho espacio en las que el sistema 
es estable. Para sistemas con retardos múltiples, existe una configuración especial 
denominada retardos conmensurables, en el que existe un valor de retardo τ de forma 
que todos los τi son multiplicadores racionales de τ. También es posible que el retardo 
venga especificado por una función continua variable en el tiempo 

( ) ++ ℜ∈∀≤ℜ→ℜ tt τττ ,: . 
 
Existen dos tipos de estabilidad asintótica de un sistema lineal con retardos [Mori-85]: 
 

• Estabilidad independiente del retardo: en este caso la estabilidad debe 
satisfacerse para todos los valores positivos y finitos del retardo. 

• Estabilidad dependiente del retardo: en este caso la estabilidad sólo se cumple 
hasta un determinado valor máximo del retardo, de forma que para retardos 
mayores el sistema es inestable. 

 
Los métodos para analizar la estabilidad asintótica de sistemas lineales con retardos 
requieren que se cumpla la condición de que el sistema sin retardo sea asintóticamente 
estable. 
 
De esta forma, el analizar la estabilidad asintótica del sistema (5.4) consiste en 
determinar si el sistema cumpliendo la condición anterior es asintóticamente estable 
independientemente del retardo, o si no lo es, encontrar el retardo máximo que asegure 
la estabilidad asintótica. 
 
 
5.2.1 Métodos de análisis de estabilidad basados en el dominio de la frecuencia 
 
A continuación se van a indicar los principales métodos utilizados para analizar la 
estabilidad asintótica de un sistema lineal con retardos en el dominio de la frecuencia. 
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Pruebas analíticas. En esta clase de pruebas se incluyen todos los criterios que 
generalizan el método de Hurwitz [Khalil-96] a los sistemas con retardos: Pontryagin, 
Cheboratev o Yesupovisch-Svirskii [Stépán-89] [Kolmanovskii-86]. 
 
Métodos del lugar de las raíces. Corresponden a los métodos de D-descomposición 
[Neimark-49] o τ-descomposición [Lee-69] y sus formas derivadas [Walton-87]. En 
estos métodos se considera que la ecuación característica puede ser escrita como esτ = 
D0(s), donde D0 es una relación de 2 polinomios. De esta forma para estudiar la 
estabilidad se analiza el comportamiento del contorno D0(jω) con respecto al círculo 
unidad ejωτ. En el caso de estabilidad independiente del retardo, ejωτ y jω son variables 
independientes, por lo que si no hay intersección, entonces la estabilidad es 
independiente del retardo. 
 
Métodos del principio del argumento. Incluye el criterio de Nyquist [Nyquist-32], el 
diagrama de Satche [Satche-49] o el criterio de Michailov [Kolmanovskii-86]. Estos 
métodos pueden aplicarse a sistemas con retardo lineales, ya que el número de raíces 
inestables en el plano complejo es finito. 
 
Criterios basados en el principio máximo  
 
• Teorema de la ganancia pequeña (small gain theorem). Se va a considerar el 

problema de la estabilidad independiente del retardo (ver también [Chen-94a]). 
Suponiendo que la matriz A es Hurwitz [Khalil-96] (en el apartado 5.3 se explicará 
como puede comprobarse si una matriz es Hurwitz), se introduce el siguiente 
sistema: 
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entonces se cumple que:  
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Esta condición conduce a: 
 

         ( )( ) +−− ∈∀≠−− CseAAsII s
d ,0det 1 τ  (5.8)

 
para todos los retardos positivos τ, lo cual permite asegurar la estabilidad 
independiente del retardo. Criterios relacionados pueden encontrarse en [Verriest-
93]. 
 
Usando ideas similares combinadas con medidas matriciales [Mori-89], pueden 
obtenerse varias condiciones para obtener la estabilidad independiente del retardo o 
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la estabilidad dependiente del retardo [Chen-94a]. Por ejemplo, el principio de 
comparación, introducido por T. Mori et al. [Mori-81] en el que puede afirmarse que 
el sistema es asintóticamente estable independientemente del retardo si satisface: 

 
                   ( ) 0<+ dAAµ  (5.9)

 
donde µ(A) es la medida matricial de A (ver [Mori-89]). 

 
• Criterio de Mori y Kokame [Mori-89]. Combina el principio máximo con la 

propiedad de que si existen raíces inestables de la ecuación característica, estarán 
localizadas en un dominio compacto en C+. De esta forma, el problema se reduce al 
cálculo de una determinada función sobre el límite de un compacto. Métodos que 
permiten restringir el compacto están propuestos por S.-S. Wang [Wang-92], J.-H. 
Su et al. [Su-94] y W. J. Wang y R. J. Wang [Wang-95]. El método presentado por  
J.-H. Su et al. [Su-94] será explicado con mayor profundidad posteriormente, ya que 
ha sido el método escogido para analizar la estabilidad del esquema de control 
bilateral del sistema teleoperado. 

 
Criterios polinomiales 
 
• De una variable: Incluye el criterio de Tsypkin [El’sgol’ts-73], el lema de Thowsen 

[Thowsen-81] con su condición derivada matricial [Su-95], y las técnicas de “matrix 
pencil” [Chen-94b] [Niculescu-97]. 

 
• De dos variables [Kamen-80] o más [Hale-85]. 
 
 

Clasificación Métodos Referencias 

Pruebas analíticas Criterio de Pontryagin, Cheboratev 
o Yesupovisch-Svirskii 

[Stépán-89] 
[Kolmanovskii-86] 

D-descomposición  [Neimark-49] 
τ-descomposición  [Lee-69] Métodos del lugar de las 

raíces 
Formas derivadas [Walton-87] 
Criterio de Nyquist [Nyquist-32] 
Diagrama de Satche [Satche-49] Métodos del principio 

del argumento Criterio de Michailov [Kolmanovskii-86] 

Teorema de la ganancia pequeña [Chen-94a] 
[Verriest-93] 

Principio de comparación [Mori-81] Criterios basados en el 
principio máximo 

Criterio de Mori y Kokame [Mori-89] [Wang-92] 
[Su-94] [Wang-95] 

Criterio de Tsypkin [El’sgol’ts-73] 
Lema de Thowsen [Thowsen-81] [Su-95] De una 

variable Técnicas de “matrix 
pencil” 

[Chen-94b]  
[Niculescu-97] 

De dos variables [Kamen-80] 

Criterios polinomiales 

De más [Hale-85] 

Tabla 5.1. Métodos de análisis de estabilidad basados en el dominio de la frecuencia. 
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A modo de resumen se muestra en la Tabla 5.1 los métodos basados en el dominio de la 
frecuencia que pueden utilizarse para analizar la estabilidad asintótica de un sistema 
lineal con retardos, junto a las referencias bibliográficas que pueden ser consultadas 
para ampliar información. 
 
 
5.2.2 Métodos de análisis de estabilidad basados en el dominio del tiempo 
 
Una vez que se han presentado los métodos que pueden utilizarse para analizar la 
estabilidad en el dominio frecuencial, se van a describir a continuación las técnicas que 
se emplean para llevar a cabo el análisis de estabilidad en el dominio del tiempo. 
 
Técnicas basadas en el segundo método de Lyapunov 
 
Existen dos formas de desarrollar el método de Lyapunov: funcionales de Lyapunov-
Krasovskii y funciones de Lyapunov-Razumikhin. La idea principal de estabilidad en 
cada caso puede resumirse del siguiente modo. En el caso de un funcional de Lyapunov-
Krasovskii, V, una condición suficiente para estabilidad, es que la derivada, V& , del 
funcional candidato sea negativo a lo largo de todas las trayectorias del sistema. En la 
aproximación basada en Razumikhin, la negatividad de la derivada de la función 

RRV n →:  sólo es requerida para las trayectorias que abandonan en t+ un determinado 
conjunto, definido por la evolución del sistema sobre el intervalo [t-τ, t]. 
 
• Aproximación de Lyapunov-Krasovskii [Niculescu-97] 
 

- Criterios de estabilidad independiente del retardo. El funcional clásico de 
Lyapunov-Krasovskii usado para este análisis de estabilidad es [Hale-93] 
[Niculescu-97]: 

 

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫− +++=
0

τ
θθθ dtSxtxtPxtxxV TT

t  (5.10)

 
El sistema (5.4) en el caso de un único retardo constante es asintóticamente 
estable independientemente del retardo si existen matrices P y S definidas 
positivas satisfaciendo la inecuación de Riccati: 

 
               01 <+++ − SPASPAPAPA T

dd
T  (5.11)

 
Más detalles se pueden encontrar en [Verriest-93]. Usando el complemento de 
Schur [Boyd-94], la inecuación (5.11) puede transformarse en: 

 

                0<








−
++

SPA
PASPAPA

T
d

d
T

 (5.12)

 
De esta forma el problema de estabilidad se reduce a la viabilidad de una 
inecuación lineal matricial (Linear Matrix Inequality, LMI): encontrar si existe P 
y S definidos positivos que satisfacen la restricción (5.12). 
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- Criterios de estabilidad dependientes del retardo. Generalmente se considera la 
siguiente transformación del modelo, en el caso de que en el sistema exista un 
único retardo constante: 

 

              ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ −
−+++=

t

t ddd dxAAxAtxAAtx
τ

θτθθ&  (5.13)

 
obtenida usando la fórmula de Leibniz-Newton. El funcional de Lyapunov-
Krasovskii es: 

 

                
( )

[ ]
( ) ( )

( )







∈+=>

++=

+

−∈

RP

tPxtxexV t

γγ
τ

δ

θθδθ

τθ

,1log1,0

sup
0,2  (5.14)

 
• Aproximación de Lyapunov-Razumikhin [Niculescu-97] [Li-95] 
 

- Criterios de estabilidad independiente del retardo. El sistema (5.4) es 
asintóticamente estable independientemente del retardo existente (para cualquier 
r, ( ) rt ≤τ ), si existe S > 0, P  y +ℜ∈β  satisfaciendo S ≤ P y: 

 
               011 <+++ −− PPASPAPAPA T

dd
T ββ  (5.15)

 
- Criterios de estabilidad dependientes del retardo. El sistema (5.4) es 

asintóticamente estable para cualquier ( ) *ττ ≤t , si existe Q, S1, S2 > 0, 
+ℜ∈21,ββ  satisfaciendo 2,1,1 =≤− iSQ iiβ  y: 

 
               ( ) ( ) ( ) ( ) 021

*
21

* <+++++++ T
d

T
dd

T
dd

T
d AASAAASAQQAAAAQ τββτ  (5.16)

 
Principio de comparación 
 
La idea de este principio es encontrar una ecuación diferencial ordinaria (Ordinary 
Differential Equation, ODE), o una ecuación funcional diferencial (Functional 
Differential Equation, FDE), llamada B, con un comportamiento conocido, tal que su 
estabilidad (asintótica) implica la estabilidad (asintótica) para el sistema inicial con 
retardo, denominado A. En este caso B es llamado un sistema de comparación de A. 
 
Los primeros principios de comparación fueron establecidos por A. Halanay [Halanay-
66], V. Lakshmikantam y S. Leela [Lakshmikantam-69] y R. D. Driver [Driver-62]. La 
herramienta que mejor se adapta son las funciones de Lyapunov vectoriales [Bellman-
62].  
 
Existen métodos de análisis que combinan el principio de comparación con técnicas 
matriciales: medidas matriciales [Mori-81] y M-matrices [Dambrine-93]. 
 
Al igual que en el epígrafe anterior, se muestra a modo de resumen, en la Tabla 5.2, los 
métodos basados en el dominio del tiempo que pueden utilizarse para analizar la 
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estabilidad asintótica de un sistema lineal con retardos, junto a las referencias que 
pueden ser consultadas. 
 

Clasificación Métodos Referencias 

Aproximación de Lyapunov-
Krasovskii 

[Hale-93]  
[Niculescu-97] 
[Verriest-93] 

Técnicas basadas en el 
segundo método de 
Lyapunov Aproximación de Lyapunov-

Razumikhin 
[Niculescu-97] 
[Li-95] 

Primeros principios 
[Halanay-66] 
[Lakshmikantam-69] 
[Driver-62] 

Funciones de Lyapunov 
vectoriales [Bellman-62] 

Combinación con medidas 
matriciales [Mori-81] 

Principio de 
comparación 

Combinación con M-matrices [Dambrine-93] 

Tabla 5.2. Métodos de análisis de estabilidad basados en el dominio del tiempo. 
 
 
 
5.3 Análisis de estabilidad asintótica del sistema teleoperado con 

retardos 
 
Como se indicó en la introducción, se va a analizar la estabilidad asintótica del sistema 
teleoperado considerando el modelo lineal sin aproximar el retardo mediante la 
expansión de Taylor. De manera que el sistema que va a considerarse en el análisis es el 
siguiente, (5.3): 
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 (5.17)

 
De forma simplificada se representará el sistema teleoperado modelado por la ecuación 
(5.17) del siguiente modo: 

 
               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )TtuBtuBTtxAtxAtx −++−+= 1010&  (5.18)

 
donde: 

 

              
( ) ( )

( )






=








=








=









=








+

+
=

tx
tx

tx
GB

B
B

B

RB
RB

A
KBA

KBA
A

m

ss

m

mm

ss

mmm

sss

0
0

0
0

0
0

2
10

10

 (5.19)
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Como se ha indicado en el apartado anterior, existen multitud de métodos que permiten 
analizar la estabilidad asintótica de un sistema lineal con retardos. Además, como 
también ha sido citado, existen dos tipos de estabilidad asintótica de un sistema con 
retardos: 
 

• Estabilidad independiente del retardo: en este caso se garantiza la estabilidad del 
sistema independientemente del retardo existente. 

• Estabilidad dependiente del retardo: en este caso sólo se garantiza la estabilidad 
del sistema hasta un valor de retardo máximo. 

 
Para efectuar el análisis de la estabilidad asintótica del sistema teleoperado se van a 
emplear los criterios propuestos por J.-H. Su et al. [Su-94] y utilizados en sistemas 
teleoperados por A. Eusebi y C. Melchiorri [Eusebi-98]. Estos criterios permiten 
analizar en el dominio frecuencial la estabilidad asintótica de un sistema lineal 
representado mediante un modelo en el espacio de estados. J.-H. Su et al. presentan dos 
teoremas que permiten determinar si el sistema es asintóticamente estable 
independientemente del retardo y, si no lo es, establecer cual es el retardo máximo con 
el que el sistema mantiene su estabilidad asintótica. Estos teoremas mejoran los 
resultados aportados por el criterio de Mori y Kokame [Mori-89] en el que se basan. 
 
A continuación se muestran los criterios presentados por J.-H. Su et al. para analizar la 
estabilidad asintótica de un sistema lineal con retardos particularizado al modelo del 
sistema teleoperado mostrado en (5.18). Para ver la demostración de estos teoremas 
consultar [Su-94].  
 
Lema 1. El sistema lineal (5.18) es asintóticamente estable si y sólo si las soluciones de 
su ecuación característica, 

 
             ( ) ( )[ ] 0det, 10 =+−=∆ −− Ts

n
Ts eAAsIes  (5.20)

 
están en la parte izquierda del plano complejo [Mori-89]. 
 
Teorema 1. Sea: 
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          ( )






= 10max ,

2
1max σλσ s

M A  (5.24)

 

          ( )






= 10max ,

2
1max ωλω a

M jA  (5.25)

   
donde λM(X) es el mayor valor propio de la matriz X. 
 
Todas las soluciones inestables de (5.20), si existen, se encuentran localizadas en la 
región Ω del plano complejo definido como: 

 
            { } { }{ }maxmax Im,Re0: ωσ ≤≤≤∈=Ω ssCs  (5.26)

 
Teorema 2. Considérese que el sistema dinámico descrito por (5.18) es asintóticamente 
estable cuando no existe retardo. Sea: 

 
             ( ) ( ) ( )[ ]θθθψ j

nn
j eAAIIeAA 1010det +⊗+⊗+= −  (5.27)

 
donde ⊗  es el producto de Kronecker. 
 
Si ( ) [ ]πθθψ ,0,0 ∈∀≠ , entonces el sistema es asintóticamente estable 
independientemente del retardo. Si no, el sistema es asintóticamente estable si: 

 

            




=∞
≠

=<
0

0ˆˆ
max

maxmax

ω
ωωθTT  (5.28)

 
donde θ̂  es el menor número positivo real en [0, π] tal que ( ) 0ˆ =θψ . 
 
Tal como se indica en [Su-94], para calcular θ̂ , la raíz positiva más pequeña de ( )θψ ˆ , 
en lugar de utilizar el determinante en el cálculo de la función ( )θψ ˆ , recomienda 
reemplazarlo por el valor singular más pequeño, con la finalidad de mejorar la 
estabilidad numérica. 
 
Estos teoremas suponen que el sistema sin retardo es asintóticamente estable, es decir, 
que la matriz 10 AAA +=  es Hurwitz. Para comprobar si la matriz A es Hurwitz puede 
procederse de dos formas [Khalil-96]: 
 

• A es Hurwitz si todos sus valores propios λi satisfacen que tienen la parte real 
negativa, es decir Re(λi) < 0. 

• A es Hurwitz si para cualquier matriz simétrica definida positiva dada Q, existe 
una matriz simétrica definida positiva P que satisface la ecuación de Lyapunov: 
PA + ATP = -Q. 
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5.4 Estudio de estabilidad asintótica de sistemas teleoperados con 
retardos 

 
Ante la imposibilidad de realizar el análisis de estabilidad del sistema teleoperado de 
forma simbólica utilizando los teoremas mostrados en la sección precedente, con la 
finalidad de extraer conclusiones generales relativas a la estabilidad asintótica del 
esquema de control presentado en la Tesis, se ha optado por analizar la estabilidad de 
sistemas teleoperados concretos e intentar extraer conclusiones a partir de los resultados 
obtenidos. Se van a considerar para este análisis los sistemas teleoperados que se 
utilizaron en el capítulo 4. Los parámetros que caracterizaban a cada uno de estos 
sistemas teleoperados son mostrados en la Tabla 5.3. En cada sistema teleoperado se va 
a suponer la existencia de retardos en la comunicación entre el maestro y el esclavo de 
0.1 s y 0.5 s, y que el esclavo puede interaccionar con dos tipos de entornos: entorno 
suave y entorno rígido, Tabla 5.4. Con el análisis de estabilidad que se va a efectuar, se 
pretende determinar si el sistema teleoperado es asintóticamente estable 
independientemente del retardo, o en caso contrario, establecer el máximo retardo que 
asegura la estabilidad asintótica del mismo.  
 

 Sistema 
teleoperado I 

Sistema 
teleoperado II 

Sistema 
teleoperado III 

Características maestro < esclavo maestro = esclavo maestro > esclavo 

Maestro Jm = 1.5 kg m2 
bm = 11 Nm/(rad/s) 

Jm = 1.5 kg m2 
bm = 11 Nm/(rad/s) 

Jm = 2 kg m2 
bm = 15 Nm/(rad/s) 

Esclavo Js = 2 kg m2 
bs = 15 Nm/(rad/s) 

Js = 1.5 kg m2 
bs = 11 Nm/(rad/s) 

Js = 1.5 kg m2 
bs = 11 Nm/(rad/s) 

kf 0.1 1 10 

Tabla 5.3. Parámetros considerados de cada sistema teleoperado. 
 

Tipo de entorno ke 
[Nm/rad] 

be 
[Nm/(rad/s)]  

Suave 10 0.1 
Rígido 100 1 

 Tabla 5.4. Parámetros utilizados para modelar los distintos tipos de entorno.  
 
Para poder analizar la estabilidad asintótica del sistema teleoperado, previamente será 
necesario obtener el valor de los reguladores que aparecen en el esquema de control 
solucionando las ecuaciones de diseño presentadas en el capítulo 3. Tal como se indicó 
en dicho capítulo, para poder resolver estas ecuaciones  es necesario establecer la 
dinámica deseada del esclavo así como la dinámica deseada del error entre el maestro y 
el esclavo. En este apartado se va a considerar que en todos los sistemas teleoperados se 
desea fijar tanto los polos del esclavo como del error en s = -11, es decir, se desea que el 
polinomio característico del esclavo y del error sea: 

 
( ) ( ) 121222 ++== sssqsp      (5.29) 

 
Para analizar la estabilidad asintótica de cada sistema teleoperado en cada posible 
configuración de retardo y entorno, en primer lugar se obtendrá el valor de los 
reguladores del sistema de control. Una vez obtenidos estos reguladores  se estudiará la 
estabilidad asintótica. Para ello se ha creado un script en Matlab que, en primer lugar, 
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determina si el sistema es asintóticamente estable cuando no existe retardo 
(comprobando que todos los valores propios de la matriz A tengan la parte real 
negativa). Seguidamente, en el caso de que el sistema sea asintóticamente estable sin 
retardo,  calcula la función ( )θψ  para verificar si el sistema es asintóticamente estable 
independientemente del retardo, y en el caso de que no lo sea, determina el valor 
máximo del retardo T̂  que asegura la estabilidad asintótica. 
 
 
5.4.1 Análisis de estabilidad del sistema teleoperado I: maestro < esclavo 
 
Se va analizar la estabilidad asintótica del sistema teleoperado I, caracterizado por ser el 
maestro de dimensiones menores que el esclavo, Tabla 5.3. Los valores de los 
reguladores del sistema teleoperado para cada configuración de entorno y tiempo de 
retardo fueron calculados en el epígrafe 4.3.1 del capítulo 4, ver Tabla 4.3. 
 
Si se analiza la estabilidad asintótica del sistema teleoperado I cuando el retardo 
existente en la comunicación es de 0.1 s y el entorno con el que interacciona el esclavo 
es suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)) se obtiene la función ( )θψ  mostrada en 
Figura 5.2. Como puede comprobarse, el sistema es asintóticamente estable 
independientemente del retardo, ya que ( ) [ ]πθθψ ,0,0 ∈∀≠ . Por lo tanto el sistema 
será estable a pesar de que el retardo en la comunicación sea mayor que el considerado 
para realizar el diseño del sistema de control.  
 

 
Figura 5.2. Función ( )θψ  para el sistema teleoperado I cuando el retardo es de 0.1 s y el 
entorno es suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)). 

 
En la Figura 5.3 se muestra el comportamiento del sistema teleoperado I si se utilizan 
los reguladores obtenidos considerando un retardo de diseño de 0.1 s y un entorno 
suave, para controlar el sistema cuando el retardo real en la comunicación es de 2 s y la 
fuerza que ejerce el operador es de 1 Nm. Como puede observarse en (a), a pesar de que 
el retardo real difiere del considerado para el diseño y es mucho mayor, la posición del 
esclavo (xs1(t)) sigue a la del maestro (xm1(t)). En (b) se presenta la señal de control real 
del maestro ( )tum

(  y del esclavo ( )tus
( . Tal como se explicó en el apartado 4.2 del 

capítulo 4, se considera la señal de control real del maestro ( )tum
(  y del esclavo ( )tus

( , en 
lugar de la señal de control del maestro um(t) y del esclavo us(t) indicada en el esquema 
de control de la Figura 5.1. 
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(a) (b) 

Figura 5.3. Comportamiento del sistema teleoperado I en un entorno  suave (ke = 10 
Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)) y con un retardo real de 2 s. (a) Posición del maestro (xm1(t)) 
y del esclavo (xs1(t)); (b) Señal de control real del maestro ( ( )tum

( ) y del esclavo ( ( )tus
( ). 

 
Si considerando el mismo retardo de diseño que en el caso anterior (T = 0.1 s), se 
aumenta la rigidez del entorno (ke = 100 Nm/rad, be = 1 Nm/(rad/s)), el sistema sigue 
siendo asintóticamente estable, ya que ( ) [ ]πθθψ ,0,0 ∈∀≠ , como puede apreciarse  en 
la Figura 5.4. 
 

 
Figura 5.4. Función ( )θψ  para el sistema teleoperado I cuando el retardo es de 0.1 s y el 
entorno es rígido (ke = 100 Nm/rad, be = 1 Nm/(rad/s)). 

 
Si se analiza la estabilidad asintótica del sistema teleoperado I cuando el retardo de 
diseño es de 0.5 s, se puede comprobar que tanto en el caso del entorno suave como en 
el rígido, el sistema es asintóticamente estable, ya que en ambos casos  
( ) [ ]πθθψ ,0,0 ∈∀≠ , como puede observarse en la Figura 5.5(a), entorno suave (ke = 10 

Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)), y en la Figura 5.5(b), entorno rígido (ke = 100 Nm/rad, be 
= 1 Nm/(rad/s)). 
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(a) (b) 

Figura 5.5. Función ( )θψ  para el sistema teleoperado I cuando el retardo es de 0.5 s. (a) 
Entorno suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)); (b) Entorno rígido (ke = 100 Nm/rad, 
be = 1 Nm/(rad/s)). 

 
Por lo tanto para todas las configuraciones de retardo y entorno consideradas en el 
sistema teleoperado I, se ha diseñado un control que hace al sistema asintóticamente 
estable independientemente del retardo. Puede comprobarse que, sin embargo, si el 
esclavo interacciona con un entorno muy rígido (ke = 2000 Nm/rad, be = 20 Nm/(rad/s)) 
y el retardo de diseño es de 0.1 s, el sistema no es asintóticamente estable 
independientemente del retardo, sino que es asintóticamente estable sólo hasta un 
retardo máximo de 0.0047829 s, ya que, como puede observarse en la Figura 5.6, 
( ) 0ˆ =θψ  si 76.0ˆ =θ  rad. Hay que indicar que en esta gráfica se ha mostrado la función 
( )θψ  calculada según (5.27), es decir, utilizando el determinante en lugar del valor 

singular más pequeño, con la finalidad de que se aprecie con mayor claridad el cruce de 
la función por cero. 
 

 
Figura 5.6. Función ( )θψ  para el sistema teleoperado I cuando el retardo es de 0.1 s y el 
entorno es muy rígido (ke = 2000 Nm/rad, be = 20 Nm/(rad/s)). 

 
 
5.4.2 Análisis de estabilidad del sistema teleoperado II: maestro = esclavo 
 
En este epígrafe se va a estudiar la estabilidad asintótica del sistema teleoperado II, en el 
que el maestro y el esclavo son idénticos, Tabla 5.3.  Los valores de los reguladores de 
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este sistema teleoperado para cada configuración de entorno y tiempo de retardo fueron 
calculados en el epígrafe 4.3.2 del capítulo 4, ver Tabla 4.4. 
 
En primer lugar se va a estudiar la estabilidad asintótica del sistema en el caso de que el 
retardo existente en la comunicación sea de 0.1 s. Con este retardo, se ha comprobado 
que el sistema es asintóticamente estable independientemente del retardo tanto cuando 
el entorno es suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)) como cuando es rígido (ke = 
100 Nm/rad, be = 1 Nm/(rad/s)). En la Figura 5.7 se muestra que en ambos casos se 
satisface ( ) [ ]πθθψ ,0,0 ∈∀≠ . 
 

(a) (b) 

Figura 5.7. Función ( )θψ  para el sistema teleoperado II cuando el retardo es de 0.1 s. (a) 
Entorno suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)); (b) Entorno rígido (ke = 100 Nm/rad, 
be = 1 Nm/(rad/s)). 

 
Si se simula el comportamiento del sistema teleoperado II cuando el retardo real en la 
comunicación es de 3 s, el entorno de interacción es suave, la fuerza que ejerce el 
operador es de 1 Nm, y se utilizan los reguladores obtenidos asumiendo un retardo de 
diseño de 0.1 s, puede comprobarse que, a pesar de la diferencia del retardo real 
existente respecto al considerado para el diseño, la posición del esclavo sigue a la del 
maestro, ver Figura 5.8. 
 

(a) (b) 

Figura 5.8. Comportamiento del sistema teleoperado II en un entorno suave (ke = 10 
Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s))  y con un retardo real de 3 s. (a) Posición del maestro (xm1(t)) 
y del esclavo (xs1(t)); (b) Señal de control real del maestro ( ( )tum

( ) y del esclavo ( ( )tus
( ). 
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Si se analiza la estabilidad del sistema teleoperado en el caso de que el retardo de diseño 
sea de 0.5 s y el entorno sea suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)), el sistema 
sigue siendo asintóticamente estable, ya que ( ) [ ]πθθψ ,0,0 ∈∀≠ , como puede 
observarse  en la Figura 5.9. 
 

 
Figura 5.9. Función ( )θψ  para el sistema teleoperado II cuando el retardo es de 0.5 s y el 
entorno es suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)). 

 
Sin embargo, si se analiza la estabilidad asintótica del sistema teleoperado II con un 
retardo de 0.5 s y con un entorno rígido (ke = 100 Nm/rad, be = 1 Nm/(rad/s)), se obtiene 
que ni siquiera el sistema es asintóticamente estable cuando no existe retardo. Es decir, 
la matriz 10 AAA +=  de la ecuación de estado no es Hurwitz, ya que posee valores 
propios con parte real positiva: 
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Puesto que, siendo el retardo de diseño de 0.5 s, el sistema es asintóticamente estable 
independientemente del retardo cuando el entorno es suave, mientras que no es 
asintóticamente estable ni siquiera cuando no existe retardo, en el caso de que el entorno 
sea rígido, se puede apreciar que el tipo de entorno es un parámetro de diseño que afecta 
de forma importante a la estabilidad del sistema. En el apartado 5.7, donde se estudiará 
la influencia del tipo de entorno en la estabilidad del sistema, se mostrará que los 
sistemas teleoperados si interaccionan con entornos suaves tienen mayor probabilidad 
de ser estables que si interaccionan con entornos rígidos. Por otra parte, puesto que, 
considerando un entorno rígido, el sistema era asintóticamente estable 
independientemente del retardo cuando el retardo de diseño era de 0.1 s, mientras que si 
el retardo de diseño es de 0.5 s, el sistema no es asintóticamente estable ni siquiera 
cuando no existe retardo, también puede deducirse, como es lógico, que el retardo de 
diseño es un parámetro crítico en la estabilidad del sistema teleoperado. En el apartado 
5.6 se analizará en profundidad la dependencia de la estabilidad asintótica de un sistema 
teleoperado respecto al tiempo de retardo considerado en el diseño. 
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Si se simula el sistema teleoperado II con los reguladores obtenidos mediante el método 
de diseño en el caso de que el entorno es rígido y el retardo es de 0.5 s, se puede 
comprobar el comportamiento inestable del sistema, ver Figura 5.10(a). Sin embargo, se 
ha comprobado que utilizando un retardo de diseño de 0.1 s en un entorno rígido, se 
obtienen reguladores que hacen que el sistema sea asintóticamente estable 
independientemente del retardo. Por lo tanto, se pueden utilizar estos reguladores para 
controlar el sistema teleoperado cuando el entorno es rígido y el retardo es de 0.5 s. En 
la Figura 5.10(b) se muestra el sistema teleoperado II utilizando tales reguladores con 
un entorno rígido y un retardo de 0.5 s. Como puede observarse, utilizando los 
reguladores obtenidos con un retardo de diseño de 0.1 s, el sistema tiene un 
comportamiento estable, de forma que la posición del esclavo sigue a la posición del 
maestro. 
 

(a) (b) 

Figura 5.10. (a) Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)) con un retardo de diseño 
de 0.5 s y un retardo real de 0.5 s; (b) Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)) con 
un retardo de diseño de 0.1 s y un retardo real de 0.5 s. 
 
Para este sistema teleoperado utilizando el método de diseño se obtienen valores de los 
reguladores que hacen al sistema asintóticamente estable para todas las configuraciones 
de entorno y retardo de diseño, excepto en el caso de que el entorno es rígido y el 
retardo de diseño es de 0.5 s. En este caso, el sistema no es asintóticamente estable ni 
siquiera sin retardo. Sin embargo, puesto que considerando el mismo tipo de entorno 
pero con un retardo de diseño de 0.1 s, el método de diseño proporciona unos 
reguladores que hacen al sistema asintóticamente estable independientemente del 
retardo, pueden utilizarse tales reguladores para controlar el sistema cuando el retardo 
es de 0.5 s, asegurando su estabilidad. Como se indicó en el apartado 4.5.1, el método 
de control es robusto a variaciones en el tiempo de retardo, de forma que el esclavo 
seguirá al maestro, alcanzando ambos la misma posición final, a pesar de que el retardo 
de diseño difiera del real. Aunque esta divergencia entre retardos afectará al tiempo de 
establecimiento del esclavo y al tiempo de convergencia, así como al valor máximo de 
la señal de control del esclavo. 
 
Por lo tanto, para el sistema teleoperado II es posible diseñar para todas las 
configuraciones el control que consigue que el esclavo siga al maestro asegurando 
además la estabilidad asintótica del sistema. Hay que resaltar como al disminuir el 
tiempo de diseño cuando el entorno es rígido, se obtienen unos reguladores que hacen al 
sistema asintóticamente estable independientemente del retardo. Como se ha comentado 
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anteriormente, la influencia del retardo de diseño en la estabilidad del sistema será 
estudiada posteriormente en el apartado 5.6. 
 
 
5.4.3 Análisis de estabilidad del sistema teleoperado III: maestro > esclavo 
 
Se va a efectuar el análisis de la estabilidad asintótica del sistema teleoperado III, en el 
que el maestro era de dimensiones superiores al esclavo, ver Tabla 5.3. Para llevar a 
cabo este análisis se van a utilizar los valores de los reguladores que se obtuvieron para 
cada configuración de entorno y tiempo de retardo en el epígrafe 4.3.3 del capítulo 4, 
ver Tabla 4.5. 
 
Al analizar la estabilidad asintótica del sistema teleoperado III cuando el retardo de 
diseño es de 0.1 s y el entorno es suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)) se obtiene 
la función ( )θψ  que se muestra en la Figura 5.11. Como puede observarse el sistema es 
asintóticamente estable independientemente del retardo, ya que ( ) [ ]πθθψ ,0,0 ∈∀≠ .  
 

 
Figura 5.11. Función ( )θψ  para el sistema teleoperado III cuando el retardo es de 0.1 s y 
el entorno es suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)). 

 
En la Figura 5.12 se muestra el comportamiento del sistema teleoperado III utilizando 
los reguladores obtenidos considerando un entorno suave y un retardo de diseño de 0.1 
s, para controlar el sistema cuando el retardo real en la comunicación es de 1 s y la 
fuerza que ejerce el operador es de 1 Nm. Como puede observarse, la posición del 
esclavo sigue a la del maestro, a pesar de la diferencia del retardo real existente respecto 
al considerado para el diseño. 
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(a) (b) 

Figura 5.12. Comportamiento del sistema teleoperado III en un entorno suave (ke = 10 
Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s))  y con un retardo real de 1 s. (a) Posición del maestro (xm1(t)) 
y del esclavo (xs1(t)); (b) Señal de control real del maestro ( ( )tum

( ) y del esclavo ( ( )tus
( ). 

 
Sin embargo si se analiza la estabilidad asintótica del sistema teleoperado cuando el 
retardo de diseño sigue siendo 0.1 s, pero el entorno es rígido (ke = 100 Nm/rad, be = 1 
Nm/(rad/s)), se obtiene que el sistema no es estable aún considerando que no existe 
retardo en la comunicación. Con los reguladores obtenidos mediante el método de 
diseño, la matriz 10 AAA +=  de la ecuación de estado no es Hurwitz, ya que posee 
valores propios con parte real positiva: 
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Se va a analizar la estabilidad asintótica del sistema considerando que el retardo de 
diseño es de 0.5 s y que el entorno con el que interacciona el esclavo es suave (ke = 10 
Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)). Como puede observarse en la Figura 5.13, el sistema es 
asintóticamente estable independientemente del retardo, ya que ( ) [ ]πθθψ ,0,0 ∈∀≠ . 
 

 
Figura 5.13. Función ( )θψ  para el sistema teleoperado III cuando el retardo es de 0.5 s y 
el entorno es suave (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)). 
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Si se analiza la estabilidad asintótica del sistema teleoperado considerando que el 
retardo de diseño es de 0.5 s y que el entorno es rígido, se obtiene que el sistema no es 
asintóticamente estable incluso sin considerar la existencia de retardo, lo cual es lógico, 
ya que cuando el retardo de diseño era de 0.1 s ocurría lo mismo. Es decir, la matriz 

10 AAA +=  de la ecuación de estado no es Hurwitz, ya que posee valores propios con 
parte real positiva: 
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Por lo tanto, para este sistema teleoperado solamente es posible diseñar el control 
asegurando la estabilidad asintótica independiente del retardo cuando el entorno es 
suave. Con un entorno suave, tanto considerando que el retardo es de 0.1 s como si es 
de 0.5 s, se ha comprobado que el sistema es asintóticamente estable 
independientemente del retardo. Sin embargo, si el entorno con el que interacciona el 
esclavo es rígido, no ha sido posible obtener con ninguno de los dos tiempos de retardo 
de diseño, unos reguladores que consigan la estabilidad asintótica del sistema, ya que en 
ambos casos, el sistema no es asintóticamente estable incluso sin considerar la 
existencia de retardo en la comunicación. 
 
Como ya se había comprobado en el sistema teleoperado II, en este sistema también se 
puede apreciar que el tipo de entorno afecta de forma importante a la estabilidad del 
sistema. Sin embargo, a diferencia del caso anterior, en este caso no ha sido posible 
conseguir la estabilidad ni siquiera considerando un retardo de diseño de 0.1 s si el 
entorno es rígido. Esto puede explicarse por el hecho de que, en el sistema teleoperado 
II la ganancia de reflexión de esfuerzos era 1, mientras que ahora vale 10, de forma que, 
como ocurre en los esquemas de control bilateral sin retardos [Peñín-97], la constante de 
reflexión de esfuerzos también es un parámetro crítico en la estabilidad del sistema. 
Valores elevados de la constante de reflexión de esfuerzos tenderán a inestabilizar el 
sistema teleoperado. En el apartado 5.8 se estudiará la influencia del valor de la 
ganancia de reflexión de esfuerzos en la estabilidad asintótica del sistema. 
 
 
5.4.4 Conclusiones 
 
Se ha analizado la estabilidad asintótica de los sistemas teleoperados con los valores de 
los reguladores obtenidos mediante el método de diseño según el tiempo de retardo y 
entorno considerados.  
 
Al analizar la estabilidad asintótica del sistema teleoperado I (maestro < esclavo) se ha 
comprobado que, para todas las configuraciones de retardo y entorno, los valores que 
proporciona el método de diseño hacen al sistema asintóticamente estable 
independientemente del retardo (a excepción del caso en el que se considerara un 
entorno muy rígido). De este modo, es posible utilizar los reguladores obtenidos 
asumiendo un determinado tiempo de retardo, para controlar el sistema cuando el 
tiempo de retardo en la comunicación es mayor, ya que el sistema seguirá siendo 
asintóticamente estable y, como se indicó en el epígrafe 4.5.1 del capítulo 4, el método 
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de control es robusto a variaciones en el tiempo de retardo, de forma que el esclavo 
seguirá al maestro, alcanzando ambos la misma posición final, a pesar de que el retardo 
de diseño difiera del real.  
 
Para el sistema teleoperado II (maestro = esclavo) se ha obtenido que el sistema es 
asintóticamente estable independientemente del retardo cuando se asume un retardo de 
diseño de 0.1 s, tanto si el entorno es suave como si es rígido. Sin embargo, si se 
considera que el retardo de diseño es de 0.5 s, cuando el entorno es suave, el sistema 
sigue siendo asintóticamente estable independientemente del retardo, pero si es rígido, 
no se consigue la estabilidad asintótica ni siquiera considerando que no existe retardo en 
la comunicación. No obstante, gracias a la robustez del método de diseño, pueden 
utilizarse los reguladores obtenidos asumiendo un retardo de diseño de 0.1 s con un 
entorno rígido, para controlar el sistema teleoperado cuando el retardo real en la 
comunicación es de 0.5 s, asegurando la estabilidad asintótica, puesto que tales 
reguladores lograban la estabilidad asintótica del sistema independientemente del 
retardo.  
 
Al analizar la estabilidad asintótica del sistema teleoperado III (maestro > esclavo), se 
ha comprobado que, asumiendo un retardo de diseño de 0.1 s  ó 0.5 s, si el entorno es 
suave, el sistema es asintóticamente estable independientemente del retardo en ambos 
casos. Sin embargo, si el entorno es rígido, tanto considerando un retardo de diseño de 
0.1 s como de 0.5 s, no se consigue la estabilidad asintótica ni siquiera cuando no existe 
retardo. 
 
Del análisis de estabilidad asintótica efectuado se ha deducido que existe una serie de 
parámetros de diseño que afectan de forma crítica a la estabilidad asintótica del sistema: 
 

• Tiempo de retardo. El sistema teleoperado II en un entorno rígido es 
asintóticamente estable independientemente del retardo cuando el retardo de 
diseño es de 0.1 s, sin embargo, considerando un retardo de diseño de 0.5 s, 
el sistema no es asintóticamente estable ni siquiera cuando no existe retardo. 
En general, cuanto mayor sea el tiempo de retardo de diseño, más tendencia 
tendrá el sistema teleoperado a no ser estable. La dependencia de la 
estabilidad asintótica del sistema teleoperado respecto al tiempo de retardo 
será estudiada en el apartado 5.6. 

• Tipo de entorno. El sistema teleoperado II, considerando un retardo de 
diseño de 0.5 s, es asintóticamente estable independientemente del retardo si 
el entorno es suave, mientras que si el entorno es rígido no es 
asintóticamente estable ni siquiera cuando no existe retardo. En el apartado 
5.7 se estudiará como afecta el tipo de entorno en la estabilidad asintótica del 
sistema teleoperado, mostrando que los sistemas teleoperados que 
interaccionan con entornos rígidos tienen mayor probabilidad de no ser 
estables. 

• Constante de reflexión de esfuerzos (kf). En el sistema teleoperado II, donde 
kf es 1, si el entorno es rígido y el retardo de diseño es de 0.1 s, se consigue 
que el sistema sea asintóticamente estable independientemente del retardo. 
Sin embargo, en el sistema teleoperado III, donde kf es 10, si el entorno es 
rígido y el retardo de diseño es de 0.1 s, no se consigue la estabilidad 
asintótica incluso cuando no existe retardo. En el apartado 5.8 se estudiará la 
influencia de la constante de reflexión de esfuerzos en la estabilidad 
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asintótica del sistema teleoperado. En general, valores elevados de la 
constante de reflexión de esfuerzos tienden a inestabilizar el sistema. 

 
Por último, hay que indicar que se ha realizado el análisis de la estabilidad asintótica de 
sistemas teleoperados concretos para extraer conclusiones relativas a la estabilidad, 
debido a la imposibilidad de efectuar un análisis simbólico del sistema teleoperado 
mostrado en la Figura 5.1 con los reguladores que se obtienen al solucionar las 
ecuaciones de diseño presentadas en el capítulo 3 de la presente Tesis. 
 
 
 
5.5 Dependencia de la estabilidad asintótica del sistema teleoperado 

del polinomio característico del esclavo y del error 
 
En el capítulo 3, al presentar el novedoso método de diseño de sistemas de control 
teleoperados con retardos, se indicó que era necesario establecer la dinámica deseada 
del esclavo y del error maestro – esclavo para poder plantear las ecuaciones de diseño. 
Por lo tanto, merece la pena analizar la influencia de la ubicación elegida para los polos 
del esclavo y del error, en la estabilidad asintótica del sistema teleoperado con retardos. 
Debido a la imposibilidad de efectuar un análisis simbólico de la estabilidad en función 
de los polos del esclavo y del error, se va a estudiar la influencia de los polos del 
esclavo y del error en los tres sistemas teleoperados analizados en el apartado anterior, 
ver Tabla 5.3, con la finalidad de poder extraer conclusiones a partir de los resultados 
que se obtengan. Para cada sistema teleoperado, considerando un determinado retardo 
de diseño y un entorno, se va a ir variando la ubicación de los polos del polinomio 
característico del esclavo y la de los polos del polinomio característico del error. 
Utilizando la ubicación de polos del esclavo y del error se calculará el valor de los 
reguladores mediante el método de diseño y seguidamente, se analizará la estabilidad 
asintótica del sistema teleoperado con los reguladores obtenidos. 
 
Como se indicó en el apartado 4.4 del capítulo 4, es conveniente expresar la ecuación 
característica tanto del esclavo como del error de la siguiente forma: 

 
( ) 22 2 nnsssp ωζω ++=             (5.33) 

 
donde ωn se denomina frecuencia natural no amortiguada y ζ es el factor de 
amortiguamiento relativo del sistema. 
 
Para estudiar la influencia de los polos del esclavo y del error en la estabilidad asintótica 
del sistema teleoperado, como se explicó en el capítulo 4, se considerará que los polos 
se ubican en todos los casos de forma que el polinomio característico obtenido 
corresponde a un sistema críticamente amortiguado (ζ=1) o a un sistema 
sobreamortiguado (ζ>1). 
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5.5.1 Influencia de los polos del esclavo en la estabilidad asintótica del sistema 
teleoperado 

 
Se va analizar la estabilidad asintótica de los tres sistemas teleoperados considerados en 
el apartado anterior en función de la ubicación de los polos del esclavo. Para ello, 
considerando una determinada ubicación de polos del error, se irán seleccionando 
distintas ubicaciones de los polos del esclavo. Como se ha comentado anteriormente, 
para cada configuración de polos se calcularán los reguladores según el método de 
diseño y, seguidamente, se analizará la estabilidad asintótica del sistema. Se ha asumido 
que los polos del error se sitúan en la posición -11 del plano s, y que los polos del 
esclavo se van variando desde la posición -1 hasta la posición -21 del plano s.  
 
En primer lugar se va a estudiar como afecta la ubicación de polos del esclavo a la 
estabilidad asintótica del sistema teleoperado I (maestro < esclavo). Para efectuar este 
estudio se va a considerar que el entorno con el que interactúa el esclavo es rígido y que 
el retardo de diseño es 0.5 s. En este sistema teleoperado se ha comprobado que el 
sistema es asintóticamente estable independientemente del retardo para todas las 
ubicaciones de polos del esclavo, exceptuando los dos casos en los que los polos se 
encuentran en la posición más cercana al origen: (-1, -1) y (-1, -2). Para estas 
disposiciones de los polos del esclavo, el sistema no es asintóticamente estable incluso 
sin retardo en la comunicación. 
 
Se va a analizar la estabilidad asintótica del sistema teleoperado II (maestro = esclavo), 
al igual que en el sistema teleoperado I, considerando un retardo de diseño de 0.5 s y un 
entorno de interacción rígido. Como se indicó en el apartado anterior, si los dos polos 
del esclavo se ubican en la posición -11, los reguladores obtenidos hacen que el sistema 
no sea asintóticamente estable ni siquiera considerando que no existe retardo. Del 
análisis de estabilidad efectuado se ha comprobado que la ubicación media de los polos 
del esclavo determina la estabilidad asintótica del sistema teleoperado. La estabilidad 
asintótica depende de esta posición media de la siguiente manera: 
 

• Si la ubicación de los polos es tal que la media es mayor o igual a -12, el sistema 
no es asintóticamente estable ni siquiera considerando que no existe retardo. 

• Si los polos se alejan de forma que la media es menor a -12, el sistema es 
asintóticamente estable independientemente del retardo existente. 

 
Por tanto, cuando los polos se encuentran cerca del origen, el sistema no es 
asintóticamente estable ni siquiera cuando no hay retardo, y si se alejan lo suficiente los 
polos, se obtiene un sistema que es asintóticamente estable independientemente del 
retardo. 
 
Por último se va a estudiar la estabilidad asintótica del sistema teleoperado III (maestro 
> esclavo) cuando el entorno de interacción es rígido.  Como se mostró en el apartado 
anterior, cuando el entorno con el que interaccionaba el esclavo era rígido y el retardo 
de diseño era 0.1 s ó 0.5 s, no era posible obtener reguladores que aseguraran la 
estabilidad asintótica del sistema teleoperado para ningún retardo. Al analizar la 
estabilidad asintótica del sistema teleoperado considerando que el retardo de diseño es 
de 0.5 s, se ha comprobado que para ninguna ubicación de polos del esclavo, se ha 
conseguido que el sistema sea asintóticamente estable ni siquiera considerando que no 
existe retardo. Sin embargo, si se considera que el retardo de diseño es 0.1 s, es posible 
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encontrar ubicaciones de los polos del esclavo que aseguren la estabilidad asintótica del 
sistema hasta un determinado tiempo de retardo máximo. Del estudio realizado cuando 
el retardo es de 0.1 s se desprende: 
 

• Si los polos se ubican de forma que la media es mayor o igual a -16, el sistema 
no es asintóticamente estable ni siquiera considerando que no existe retardo. 

• Si los polos se alejan de manera que la media es menor a -16, el sistema es 
asintóticamente estable sólo hasta un determinado tiempo de retardo máximo. 
En la Figura 5.14(a) se muestra el retardo máximo admisible en función de la 
ubicación media de polos del esclavo. Como puede observarse, conforme la 
media es menor (más alejados se encuentran los polos del esclavo), mayor es el 
tiempo de retardo máximo que asegura la estabilidad asintótica. Hay que resaltar 
que la gráfica de esta figura muestra una tendencia del tiempo de retardo 
máximo que asegura la estabilidad en función de la media de los polos del 
esclavo, ya que, como puede observarse, existen casos en los que, a pesar de 
disminuir la media, no aumenta el tiempo de retardo máximo admisible.  En la 
Figura 5.14(b) puede comprobarse como a medida que los polos del esclavo se 
alejan del origen, aumenta el tiempo de retardo admisible. 

 

(a) (b) 

Figura 5.14. Retardo máximo que asegura la estabilidad asintótica del sistema en función 
de: (a) la ubicación media de los polos del esclavo; (b) la ubicación de los polos del esclavo. 
 
Al igual que en el sistema teleoperado II, en el sistema teleoperado III cuando los polos 
se encuentran cerca del origen, el sistema no es asintóticamente estable incluso si no 
existe retardo, y si se alejan lo suficiente los polos, se obtiene un sistema que es 
asintóticamente estable, aunque en este caso, para un determinado tiempo de retardo 
máximo (en el sistema teleoperado II se lograba la estabilidad asintótica 
independientemente del retardo). 
 
Del estudio efectuado de la influencia de los polos del esclavo en la estabilidad 
asintótica del sistema teleoperado, se puede concluir que si los polos se encuentran 
cerca del origen, el sistema no será asintóticamente estable aunque no exista retardo. 
Alejando los polos del origen se conseguirá que el sistema sea asintóticamente estable 
para retardos cada vez mayores (mayor tiempo de retardo admisible cuanto más alejados 
se encuentren los polos). Si los polos del esclavo se encuentran lo suficientemente 
alejados del origen, podrá conseguirse incluso la estabilidad asintótica del sistema 
independientemente del retardo. Sin embargo, hay que tener en cuenta que, como se 



Control bilateral por convergencia de estados de sistemas teleoperados con retardos 

 162

explicó en el epígrafe 4.4.1 del capítulo 4, donde se analizó la influencia de los polos 
del esclavo en el comportamiento dinámico del sistema teleoperado, si se alejan los 
polos del esclavo, disminuirá la posición final del maestro y del esclavo, y se 
incrementará el valor absoluto máximo de la señal de control del maestro. Por lo tanto al 
realizar el diseño del sistema teleoperado y seleccionar la ubicación de polos del 
esclavo, será necesario alcanzar un compromiso entre comportamiento dinámico y 
estabilidad asintótica. 
 
 
5.5.2 Influencia de los polos del error en la estabilidad asintótica del sistema 

teleoperado 
 
Tras comprobar en el epígrafe anterior la influencia de la ubicación de los polos del 
esclavo en la estabilidad asintótica del sistema, se va a estudiar en este epígrafe la 
estabilidad asintótica en función de los polos del error, siguiendo un procedimiento de 
análisis similar al previo. Es decir, se van a utilizar los mismos sistemas teleoperados 
que en el epígrafe anterior, sin embargo ahora, en cada sistema, se fijarán los polos del 
esclavo en la posición -11 del plano s, y se irán variando los polos del error desde la 
posición -1 hasta la posición -21 del plano s.  
 
Se va a analizar primeramente la estabilidad asintótica del sistema teleoperado I 
(maestro < esclavo) considerando que el esclavo interactúa con un entorno rígido y que 
el retardo de diseño es 0.5 s. Para este sistema teleoperado se ha conseguido la 
estabilidad asintótica independientemente del retardo para todas las ubicaciones de 
polos del error. 
 
Al estudiar la estabilidad asintótica del sistema teleoperado II (maestro = esclavo), 
asumiendo un retardo de diseño de 0.5 s y un entorno de interacción rígido, se ha 
comprobado que el sistema no consigue la estabilidad asintótica incluso si no existe 
retardo, independiente de la ubicación de polos del error. Sin embargo, si se considera 
que el retardo de diseño es 0.1 s, se ha verificado que la estabilidad asintótica del 
sistema dependerá de la  frecuencia natural no amortiguada (ωn) del polinomio 
característico del error. Es interesante indicar que, aunque la estabilidad asintótica es 
influenciada por la ubicación media de los polos del esclavo, como se mostró en el 
epígrafe anterior, sin embargo no depende de la ubicación media de los polos del error, 
sino que depende de la ωn del polinomio característico del error.  Del estudio realizado 
se ha obtenido que la ωn del error afecta del siguiente modo a la estabilidad asintótica 
del sistema teleoperado: 
 

• Si la ωn del error es inferior o igual a 8.717798 (polos del error cercanos al 
origen) el sistema es asintóticamente estable sólo hasta un tiempo de retardo 
máximo. Conforme ωn es mayor, mayor es el tiempo de retardo admisible, tal 
como se muestra en Figura 5.15(a). Es decir, conforme se alejan los polos del 
origen, mayor es el tiempo de retardo máximo admisible por el sistema, Figura 
5.15(b). Hay que indicar que, como ocurría en el epígrafe anterior, la gráfica de 
la Figura 5.15(a) muestra una tendencia del retardo máximo que asegura la 
estabilidad, en este caso, en función de la ωn del error, ya que, como puede 
observarse, en ocasiones, a pesar de aumentar el valor de la ωn del error, no 
aumenta el retardo máximo admisible. 
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• Si los polos del error se ubican de forma que la ωn es mayor a 8.774964, el 
sistema es asintóticamente estable independientemente del retardo, excepto para 
las ubicaciones (-5,-16), (-4,-20), (-4,-21) y (-5,-17), en los que el sistema es 
asintóticamente estable sólo hasta un determinado retardo máximo. 

 

(a) (b) 

Figura 5.15. Retardo máximo que asegura la estabilidad asintótica del sistema teleoperado 
II en función de: (a) la frecuencia natural no amortiguada (ωn) del error; (b) la ubicación 
de los polos del error. 
 
Por último, al analizar la estabilidad asintótica del sistema teleoperado III (maestro > 
esclavo), considerando tanto que el retardo de diseño es de 0.5 s como de 0.1 s, se ha 
comprobado que, con ninguna de las ubicaciones de polos del error elegidas se consigue 
que el sistema sea asintóticamente estable ni siquiera considerando que no hay retardo. 
 
Del análisis de estabilidad efectuado se puede concluir que: 
 

• En el sistema teleoperado I cuando el entorno es rígido y el retardo de diseño es 
de 0.5 s, la ubicación de polos del error no afecta a la estabilidad asintótica del 
sistema, pues siempre se consigue la estabilidad asintótica independientemente 
del retardo. 

• Por otra parte, en el sistema teleoperado III, cuando el entorno es rígido y el 
retardo de diseño es de 0.1 s ó 0.5 s, la ubicación de polos del error tampoco 
afecta a la estabilidad asintótica, pues nunca se consigue la estabilidad del 
sistema incluso cuando no existe retardo. 

• Sin embargo, en el sistema teleoperado II, si el entorno es rígido y el retardo de 
diseño es de 0.1 s, la ubicación de polos del error sí influye en la estabilidad 
asintótica. Para valores pequeños de ωn se consigue la estabilidad asintótica sólo 
hasta un tiempo de retardo máximo. Conforme ωn es mayor (se alejan los polos 
del origen) el retardo máximo admisible es mayor. A partir de un valor de ωn se 
consigue la estabilidad asintótica independientemente del retardo. 

 
Por tanto, en determinados casos, será posible conseguir la estabilidad asintótica del 
sistema, incluso independientemente del retardo, si se alejan los polos del error lo 
suficiente del origen. Sin embargo, es necesario tener en cuenta que, como se explicó en 
el epígrafe 4.4.2 del capítulo 4, donde se analizó la influencia de los polos del error en el 
comportamiento dinámico del sistema teleoperado, si se alejan los polos del error, se 
incrementará el valor absoluto máximo de la señal de control del esclavo. En 
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consecuencia, al seleccionar la ubicación de polos del error para efectuar el diseño del 
sistema teleoperado, será necesario llegar a un compromiso entre comportamiento 
dinámico y estabilidad asintótica. 
 
 
5.5.3 Influencia conjunta de los polos del esclavo y del error 
 
A partir del estudio de la influencia por separado de los polos del esclavo y del error en 
la estabilidad asintótica del sistema teleoperado, se pueden extraer las siguientes 
conclusiones: 
 

• La estabilidad asintótica es influenciada en mayor medida por la ubicación de 
polos del esclavo que por el emplazamiento de los polos del error. Por ejemplo 
en el sistema teleoperado III si el entorno era rígido y el retardo de diseño era de 
0.1 s, es posible encontrar ubicaciones de los polos del esclavo que hagan al 
sistema asintóticamente estable independientemente del retardo. Sin embargo, 
modificando la posición de los polos del error no ha sido posible obtener ni 
siquiera la estabilidad asintótica sin retardo. 

• La estabilidad asintótica del sistema teleoperado es afectada por la ubicación 
media de los polos del esclavo. Si la ubicación media de los polos se encuentra 
cerca del origen, puede que el sistema no sea asintóticamente estable incluso sin 
retardo. Si se alejan lo suficiente los polos, se puede obtener un sistema 
asintóticamente estable hasta un determinado valor de retardo máximo. Además, 
a partir de un determinado valor medio de ubicación de los polos, se logrará la 
estabilidad asintótica del sistema independientemente del retardo. 

• La ubicación de polos del error afecta también a la estabilidad asintótica del 
sistema teleoperado, como se ha podido comprobar en el sistema teleoperado III 
cuando el entorno era rígido y el retardo de diseño era de 0.1 s. No obstante, 
influye en mucho menor grado que la ubicación de polos del esclavo. 

• La estabilidad asintótica del sistema depende de la  frecuencia natural no 
amortiguada (ωn) del polinomio característico del error. En general conforme ωn 
sea mayor (se alejen los polos del origen) el retardo máximo admisible que 
asegure la estabilidad asintótica será mayor. A partir de un valor determinado de 
ωn se conseguirá la estabilidad asintótica independientemente del retardo. 

 
Por lo tanto a la hora de realizar el diseño del control del sistema teleoperado será 
conveniente alejar del origen tanto los polos del esclavo como los del error para 
asegurar la estabilidad asintótica del sistema independientemente del retardo o 
incrementar en la medida de lo posible el tiempo máximo de retardo que asegure la 
estabilidad asintótica. Sin embargo, es necesario tener en cuenta la influencia de los 
polos del esclavo y del error en el comportamiento dinámico del sistema teleoperado 
antes de seleccionar su ubicación.  
 
En el epígrafe 4.4.3 del capítulo 4 se analizó la influencia conjunta de los polos del 
esclavo y del error en el comportamiento dinámico del sistema teleoperado. En este 
análisis se indicó que al alejar los polos del esclavo y del error, se conseguía que la 
respuesta del sistema fuera más rápida y se produjera en menor tiempo la convergencia 
entre el maestro y el esclavo. Sin embargo, para una determinada ubicación de polos del 
esclavo seleccionada, al alejar los polos del error, se mostró que la señal de control del 
esclavo aumentaba, por lo que era necesario llegar a un compromiso entre tiempo de 
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convergencia y valor máximo de la señal de control del esclavo a la hora de establecer 
la ubicación de polos del error. Puesto que se ha mostrado que es conveniente alejar los 
polos del error para asegurar la estabilidad asintótica independiente del retardo, será 
necesario seleccionar los polos del error alcanzando un compromiso no sólo entre 
tiempo de convergencia y valor máximo de la señal de control del esclavo, sino también 
contemplando la estabilidad asintótica. 
 
 
 
5.6 Dependencia de la estabilidad asintótica del sistema teleoperado 

del tiempo de retardo de diseño 
 
Como se comprobó en el apartado 5.4 la estabilidad asintótica del sistema teleoperado II 
depende del tiempo de retardo considerado para el diseño, de forma que si el retardo es 
de 0.1 s se obtienen reguladores que hacen al sistema asintóticamente estable 
independientemente del retardo, mientras que si se considera un retardo de 0.5 s, los 
reguladores calculados no logran la estabilidad asintótica del sistema incluso asumiendo 
que no existe retardo. En este apartado se va a estudiar de qué forma afecta el retardo de 
diseño en la estabilidad asintótica. Para ello se analizará la estabilidad de los tres 
sistemas teleoperados utilizados a lo largo del capítulo en función de distintos tiempos 
de retardo de diseño. Se va a ir modificando en cada sistema teleoperado el tiempo de 
retardo de diseño desde 0.05 s hasta 2 s. Para cada retardo, se calcularán los reguladores 
utilizando el método de diseño y, seguidamente, se analizará la estabilidad asintótica del 
sistema. En todos los casos se considerará que los polos del esclavo y del error se 
ubican en la posición -11 del plano s. 
 
De las distintas pruebas realizadas se han obtenido los siguientes resultados: 
 

• En el sistema teleoperado I (maestro < esclavo) tanto cuando el entorno es suave 
como cuando es rígido, para todos los retardos de diseño considerados se 
consigue la estabilidad asintótica independiente del retardo. 

• En el sistema teleoperado II (maestro = esclavo), si el entorno es suave, siempre 
se consigue la estabilidad asintótica independiente del retardo. Sin embargo, si el 
entorno es rígido, la estabilidad asintótica independiente del retardo sólo se 
consigue para retardos de diseño menor o iguales a 0.4 s. Para valores mayores 
el sistema no es asintóticamente estable incluso sin retardo. 

• En el sistema teleoperado III (maestro > esclavo) si el entorno es suave se logra 
la estabilidad asintótica independiente del retardo siempre que el retardo de 
diseño sea inferior o igual a 0.55 s. Para retardos mayores no se consigue la 
estabilidad asintótica aunque no exista retardo. Por otra parte, si el entorno es 
rígido, para retardos inferiores a 0.055 s se consigue la estabilidad asintótica 
hasta un determinado tiempo de retardo máximo. En la Figura 5.16 se puede 
observar como conforme crece el retardo de diseño, aumenta el tiempo de 
retardo máximo que puede admitir el sistema asegurando la estabilidad 
asintótica. Para retardos mayores a 0.055 s el sistema no es asintóticamente 
estable incluso sin retardo. 
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Figura 5.16. Retardo máximo que asegura la estabilidad asintótica del sistema teleoperado 
III en función del retardo de diseño. 
 
Del estudio efectuado se puede concluir que, en general, el retardo de diseño afecta a la 
estabilidad asintótica del sistema teleoperado del siguiente modo:  
 

• Para valores pequeños puede lograrse la estabilidad asintótica independiente del 
retardo.  

• De igual modo para valores pequeños del retardo de diseño puede conseguirse 
que el sistema sea asintóticamente estable hasta un determinado valor de retardo 
máximo. A medida que aumente el retardo de diseño, será mayor el valor de 
retardo máximo admisible. 

• A partir de un determinado retardo de diseño el sistema no será asintóticamente 
estable incluso considerando que no existe retardo. 

 
Por lo tanto, si al diseñar el sistema teleoperado asumiendo un determinado tiempo de 
retardo se obtiene que el sistema no es asintóticamente estable, podrá disminuirse el 
tiempo de retardo de diseño para asegurar la estabilidad asintótica del sistema. Además, 
como se mostró en el epígrafe 4.5.1 del capítulo 4, el método de diseño es robusto a 
variaciones en el retardo de diseño, por lo que se podrá disminuir el retardo de diseño 
para conseguir la estabilidad asintótica del sistema, asegurando además un 
funcionamiento adecuado del sistema teleoperado, de forma que el esclavo siga al 
maestro. No obstante, si el tiempo de retardo utilizado en la fase de diseño difiere del 
retardo real en la comunicación, los polos del esclavo y del error del sistema 
teleoperado controlado no corresponderán a los polos del esclavo y del error fijados en 
la fase de diseño, de manera que el comportamiento dinámico del sistema teleoperado 
variará ligeramente respecto del comportamiento deseado establecido en la etapa de 
diseño. 
 
Hay que indicar que también existe una relación entre el retardo de diseño y la 
ubicación de polos del esclavo en la estabilidad asintótica del sistema. Se ha 
comprobado que, a medida que disminuye el tiempo de retardo de diseño, se puede 
asegurar la estabilidad asintótica del sistema para valores de los polos del esclavo cada 
vez más cercanos al origen. Es decir, conforme aumenta el retardo de diseño es 
necesario ubicar los polos del esclavo más alejados del origen para asegurar la 
estabilidad asintótica del sistema. En la Tabla 5.5 se muestra la relación entre el retardo 
de diseño y la ubicación media de los polos del esclavo en la estabilidad asintótica del 
sistema teleoperado II (maestro = esclavo), cuando el esclavo interacciona con un 
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entorno rígido y los polos del error se fijan en la posición -11 del plano s. En la primera 
columna  de dicha tabla se muestran los retardos de diseño considerados. En la segunda 
columna se indica, para cada retardo, el intervalo del valor medio de ubicación de polos 
que asegura la estabilidad asintótica independiente del retardo. Como se puede apreciar, 
a medida que aumenta el retardo de diseño, es necesario ubicar los polos del esclavo 
más alejados del origen para asegurar la estabilidad asintótica independiente del retardo. 
En la tercera columna se muestra el intervalo del valor medio de ubicación de polos con 
el que el sistema es asintóticamente estable sólo hasta un determinado tiempo de retardo 
máximo. Por último, en la cuarta columna aparece el intervalo del valor medio de los 
polos del esclavo con el que el sistema no es asintóticamente estable incluso sin retardo. 
En esta columna se puede observar que, conforme aumenta el retardo de diseño, el 
sistema no es asintóticamente estable para polos cada vez más alejados del origen.  
 

Retardo 
diseño 

Estab. asintót. 
independ. del retardo 

Estab. asintót. 
depend. del retardo 

No estab. asintót. 
sin retardo 

0.05s (-∞, -4] (-4, -1) [-1, +∞) 
0.1s (-∞, -7.5] (-7.5, -3) [-3,+∞) 

0.15s (-∞, -8.5] (-8.5, -4.5) [-4.5,+∞) 
0.2s (-∞, -9.5] (-9.5, -6) [-6,+∞) 

0.25s (-∞, -10.5] (-10.5, -7) [-7,+∞) 
0.3s (-∞, -11] (-11, -8) [-8,+∞) 

0.35s (-∞, -11] (-11,-9) [-9,+∞) 
0.4s (-∞, -11] (-11,-10) [-10,+∞) 

Tabla 5.5. Dependencia de la ubicación media de los polos del esclavo del retardo de 
diseño en la estabilidad asintótica del sistema teleoperado II cuando el entorno es rígido. 
 
 
 
5.7 Dependencia de la estabilidad asintótica del sistema teleoperado 

del entorno de interacción 
 
En este apartado se va a estudiar la influencia del entorno con el que interacciona el 
esclavo en la estabilidad asintótica del sistema teleoperado. Para efectuar este estudio se 
van a utilizar los tres sistemas teleoperados que se vienen considerando a lo largo del 
capítulo, modificando el entorno con el que interacciona el esclavo. Como se indicó en 
la Tabla 5.4, los medios con los que podía interaccionar el esclavo eran un entorno 
suave  (ke = 10 Nm/rad, be = 0.1 Nm/(rad/s)) y un entorno rígido  (ke = 100 Nm/rad, be = 
1 Nm/(rad/s)). Se va ir variando en cada sistema teleoperado la constante de rigidez del 
entorno (ke) entre 10 Nm/rad y 100 Nm/rad, así como el coeficiente de rozamiento 
viscoso (be) entre 0.1 Nm/(rad/s) y 1 Nm/(rad/s). Para cada entorno se calculará el valor 
de los reguladores según el método de diseño. A partir de los reguladores obtenidos se 
analizará la estabilidad del sistema teleoperado. En todos los casos se considerará que 
los polos del esclavo y del error se ubican en la posición -11 del plano s.  
 
Como se mostró en el apartado 5.4, el sistema teleoperado I (maestro < esclavo) era 
asintóticamente estable independiente del retardo, tanto para el entorno suave como para 
el rígido, considerando retardos de diseño de 0.1 s ó 0.5 s.  
 
Asimismo en el sistema teleoperado II (maestro = esclavo) si el retardo de diseño es de 
0.1 s, el sistema es asintóticamente estable independientemente del retardo cuando el 
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entorno es suave y cuando es rígido. Sin embargo no ocurre lo mismo si el retardo de 
diseño es de 0.5 s. En este caso, a partir de las pruebas realizadas, se ha obtenido que el 
sistema es asintóticamente estable independientemente del retardo para entornos 
modelados por valores comprendidos entre ke = 10 Nm/rad y be = 0.1 Nm/(rad/s), y ke = 
80 Nm/rad y be = 1 Nm/(rad/s). Para entornos más rígidos, no se consigue la estabilidad 
asintótica incluso considerando que no hay retardos. 
 
Por otra parte en el sistema teleoperado III (maestro > esclavo), si el retardo de diseño 
es de 0.1s, se ha comprobado que en el caso de que el entorno sea modelado por ke = 10 
Nm/rad y be = 0.1 Nm/(rad/s), el sistema es asintóticamente estable independientemente 
del retardo. Si es modelado por valores comprendidos entre ke = 20 Nm/rad y be = 0.2 
Nm/(rad/s), y ke = 50 Nm/rad y be = 0.5 Nm/(rad/s), es asintóticamente estable hasta un 
tiempo de retardo máximo. Para valores mayores (entorno más rígidos) no se logra la 
estabilidad asintótica incluso sin retardos. Hay que indicar que cuando el sistema es 
asintóticamente estable hasta un retardo máximo admisible, dicho retardo disminuye 
conforme crece la rigidez del entorno, como puede observarse en la Tabla 5.6. Si se 
considera un retardo de diseño de 0.5 s, únicamente el sistema es asintóticamente 
estable independientemente del retardo en el caso de que el entorno sea modelado por ke 
= 10 Nm/rad y be = 0.1 Nm/(rad/s), de forma que para valores mayores no se logra la 
estabilidad asintótica incluso sin retardo. 
 

Constante de rigidez 
(ke) 

Rozamiento viscoso 
(be) T̂  

20 Nm/rad 0.2 Nm/(rad/s) 0.008837 s 
30 Nm/rad 0.3 Nm/(rad/s) 0.003898 s 
40 Nm/rad 0.4 Nm/(rad/s) 0.002401 s 
50 Nm/rad 0.5 Nm/(rad/s) 0.001702 s 

Tabla 5.6. Retardo máximo admisible por el sistema teleoperado III asegurando la 
estabilidad asintótica en función del tipo de entorno. 

 
Por lo tanto, del estudio realizado de la influencia del entorno en la estabilidad 
asintótica del sistema teleoperado, se puede concluir en general que: 
 

• Si el entorno es lo suficientemente suave, el sistema será asintóticamente estable 
independientemente del retardo. 

• Si aumenta la rigidez del entorno, el sistema será asintóticamente estable hasta 
un retardo máximo admisible. Conforme aumente la rigidez del entorno, menor 
será el máximo retardo admisible. 

• A partir de un valor de rigidez del entorno el sistema no será asintóticamente 
estable incluso sin retardo. 

 
 
 
5.8 Dependencia de la estabilidad asintótica del sistema teleoperado 

de la constante de reflexión de esfuerzos 
 
En un sistema de control bilateral clásico fuerza – posición, ver epígrafe 2.3.2 del 
capítulo 2, la constante de reflexión de esfuerzos (kf) indica en qué grado se realimenta 
la fuerza de reacción del esclavo con el entorno hacia el maestro, de forma que esta 
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constante determina la sensación que tiene el operador de las fuerzas que se ejercen en 
la zona remota. 
 
En general, interesa que kf tenga un valor próximo a uno para que el operador tenga 
constancia de la fuerza real que ejerce el esclavo contra el entorno. Sin embargo, en 
sistemas de macroteleoperación, donde el esclavo es de dimensiones mayores al 
maestro, la constante de reflexión de esfuerzos debe ser menor a la unidad para que el 
operador pueda efectuar la tarea de forma cómoda. Por el contrario, en sistemas de 
microteleoperación, donde el esclavo es de dimensiones inferiores al maestro, es 
interesante que kf sea superior a la unidad para que se amplifique la fuerza que ejerce el 
esclavo y tenga una mayor repercusión sobre el operador, de forma que se facilite la 
realización de la tarea. Como se indica en [Peñín-98], esta constante afecta críticamente 
a la estabilidad de los sistemas teleoperados, de manera que valores elevados de kf 
tienden a inestabilizar al sistema. 
 
En el apartado 5.4 se comprobó que la constante de reflexión de esfuerzos (kf) también 
es un factor crítico en la estabilidad asintótica del sistema teleoperado con retardos 
presentado en esta Tesis. En dicho apartado se mostró que, en el sistema teleoperado II, 
donde kf es 1, si el entorno es rígido y el retardo de diseño es de 0.1 s, se consigue la 
estabilidad asintótica independientemente del retardo. Sin embargo, en el sistema 
teleoperado III, donde kf es 10, si el entorno es rígido y el retardo de diseño es de 0.1 s, 
no se consigue la estabilidad asintótica incluso cuando no existe retardo. 
 
En este apartado va a estudiarse en profundidad la influencia de la constante de 
reflexión de esfuerzos en la estabilidad asintótica del sistema teleoperado con retardos. 
Para efectuar este estudio va a analizarse la estabilidad asintótica de los tres sistemas 
teleoperados considerados a lo largo del capítulo en función de la constante de reflexión 
de esfuerzos. En el sistema teleoperado I (maestro < esclavo) se modificará kf desde 
0.01 hasta 1, en el sistema teleoperado II (maestro = esclavo) se variará kf desde 0.1 
hasta 10, y por último, en el sistema teleoperado III (maestro > esclavo) se modificará kf 
desde 1 hasta 100. Para cada valor de kf se calcularán los reguladores utilizando el 
método de diseño y, seguidamente, se analizará la estabilidad asintótica del sistema. En 
todos los casos se considerará que el retardo existente en la comunicación es de 0.1 s, y 
que los polos del esclavo y del error se ubican en la posición -11 del plano s.  
 
En el sistema teleoperado I (maestro < esclavo), tanto cuando el entorno es suave como 
cuando es rígido, para todos los valores de kf considerados se consigue la estabilidad 
asintótica independiente del retardo. 
 
En el sistema teleoperado II (maestro = esclavo), si el entorno es suave siempre se 
consigue la estabilidad asintótica independiente del retardo. Sin embargo, si el entorno 
es rígido, sólo se asegura la estabilidad asintótica del sistema independiente del retardo 
para valores de kf inferiores a 1.5. Para valores de kf pertenecientes al intervalo [1.5, 4.2] 
se consigue la estabilidad asintótica hasta un determinado tiempo de retardo máximo. 
Conforme aumente el valor de kf, menor será el retardo máximo admisible que asegure 
la estabilidad asintótica del sistema, ver Figura 5.17. Para valores de kf mayores a 4.2 el 
sistema no es asintóticamente estable incluso sin retardo. 
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Figura 5.17. Retardo máximo que asegura la estabilidad asintótica del sistema teleoperado 
II en función de la constante de reflexión de esfuerzos (kf). 
 
En el sistema teleoperado III (maestro > esclavo), si el entorno es suave se consigue la 
estabilidad asintótica del sistema independiente del retardo para valores de kf inferiores 
a 19. Para valores de kf dentro del intervalo [19, 56] se asegura la estabilidad asintótica 
hasta un determinado tiempo de retardo máximo. A medida que aumente el valor de kf, 
menor será el retardo máximo admisible que asegure la estabilidad asintótica del 
sistema, ver Figura 5.18(a). Para valores de kf superiores a 56 el sistema no es 
asintóticamente estable aunque no exista retardo. En el caso de que el entorno sea 
rígido, sólo se asegura la estabilidad asintótica independiente del retardo si el valor de kf 
es uno. Para valores de kf pertenecientes al intervalo [2, 5] se consigue la estabilidad 
asintótica hasta un determinado tiempo de retardo máximo. Conforme aumente el valor 
de kf, menor será el retardo máximo admisible que asegure la estabilidad asintótica, ver 
Figura 5.18(b). Si el valor de kf es superior a 5 el sistema no es asintóticamente estable 
incluso sin retardo. 
 

(a) (b) 

Figura 5.18. Retardo máximo que asegura la estabilidad asintótica del sistema teleoperado 
III en función de la constante de reflexión de esfuerzos (kf). (a) Entorno suave; (b) Entorno 
rígido. 
 
A partir de los resultados obtenidos se puede concluir que la constante de reflexión de 
esfuerzos (kf) afecta a la estabilidad asintótica del sistema teleoperado de la siguiente 
manera: 
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• Para valores pequeños puede conseguirse la estabilidad asintótica independiente 
del retardo. 

• Al aumentar el valor de kf puede asegurarse la estabilidad asintótica hasta un 
determinado retardo máximo. 

• A partir de un cierto valor de kf el sistema no será asintóticamente estable 
incluso considerando que no existe retardo.  

• El mayor valor que puede tomar kf de forma que se asegure la estabilidad 
asintótica del sistema independiente del retardo o hasta un determinado retardo 
máximo, depende de la rigidez del entorno. Conforme aumente la rigidez del 
entorno, menor será el valor de kf admisible. 

 

(a) (b) 

Figura 5.19. (a) Máximo valor de kf que asegura la estabilidad asintótica independiente del 
retardo en función de la rigidez del entorno; (b) Máximo valor de kf que asegura la 
estabilidad asintótica hasta un determinado tiempo de retardo en función de la rigidez del 
entorno. 
 
Como se ha comentado, el valor máximo admisible de kf asegurando la estabilidad 
asintótica del sistema, independiente del retardo o hasta un determinado tiempo de 
retardo, depende de la rigidez del entorno. Se va a representar para el sistema 
teleoperado III el valor máximo de kf que asegura la estabilidad asintótica independiente 
del retardo, así como el valor máximo de kf que asegura la estabilidad asintótica hasta 
un determinado tiempo de retardo, en función de la rigidez del entorno. Para ello se va ir 
modificando tanto el entorno como kf. Se va a ir variando la constante de rigidez del 
entorno (ke) entre 10 Nm/rad y 100 Nm/rad, y el coeficiente de rozamiento viscoso (be) 
entre 0.1 Nm/(rad/s) y 1 Nm/(rad/s). Para cada entorno se modificará asimismo kf entre 
1 y 100. A partir de cada configuración de entorno y kf se calcularán los reguladores 
utilizando el método de diseño y, seguidamente, se analizará la estabilidad asintótica del 
sistema. A la curva que representa el valor máximo que puede tomar kf en función de la 
rigidez del entorno de forma que el sistema no se inestabilice, se le conoce como curva 
de estabilidad crítica [Peñín-98]. En la Figura 5.19(a) se muestra el valor máximo que 
puede tomar kf en función de la rigidez del entorno de manera que el sistema sea 
asintóticamente estable independientemente del retardo. Como puede apreciarse, 
conforme aumenta la rigidez del entorno, disminuye el valor de kf. Por otra parte, en la 
Figura 5.19(b) puede observarse el valor máximo de kf en función de la rigidez del 
entorno de forma que se asegure la estabilidad asintótica hasta un determinado tiempo 
de retardo. En este caso también se puede apreciar que, a medida que aumenta la rigidez 
del entorno, disminuye el máximo valor admisible de kf. Si se comparan ambas gráficas, 
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puede observarse, como se había indicado anteriormente, que para un determinado 
entorno, el valor máximo que puede tomar kf asegurando la estabilidad asintótica 
independiente del retardo, es inferior al valor que puede tomar para conseguir la 
estabilidad asintótica hasta un determinado tiempo de retardo. Hay que aclarar que en 
sendas gráficas se ha representado kf frente a la constante de rigidez del entorno (ke), 
aunque el entorno ha sido modelado a través de la constante de rigidez (ke) y el 
coeficiente de rozamiento viscoso (be). 
 
 
 
5.9 Conclusiones 
 
En este capítulo se ha estudiado la estabilidad asintótica del sistema teleoperado con 
retardos diseñado según el procedimiento presentado en el capítulo 3. Para analizar la 
estabilidad asintótica del sistema teleoperado se ha considerado el modelo de estado 
lineal obtenido sin aproximar el retardo existente en la comunicación. 
 
Existen dos tipos de estabilidad asintótica de un sistema con retardos: estabilidad 
independiente del retardo y estabilidad dependiente del retardo. En la estabilidad 
asintótica independiente del retardo se asegura la estabilidad independientemente del 
retardo, mientras que en la dependiente del retardo sólo se asegura la estabilidad 
asintótica hasta un valor de retardo máximo. Existen multitud de criterios que permiten 
analizar la estabilidad asintótica de un sistema con retardos, tal como se ha mostrado al 
inicio del capítulo. En esta Tesis se ha optado por elegir los criterios propuestos por  J.-
H. Su et al. basados en el dominio frecuencial [Su-94]. Tales criterios han sido 
utilizados para analizar la estabilidad asintótica de diferentes sistemas teleoperados con 
retardos. Asimismo han sido empleados para estudiar la influencia en la estabilidad 
asintótica de diversos parámetros de diseño. 
 
Las principales conclusiones que se han obtenido en este capítulo son las siguientes: 
 

• La estabilidad asintótica de un sistema teleoperado depende del tipo de entorno 
con el que interacciona el esclavo, de la constante de reflexión de esfuerzos, del 
retardo considerado en el diseño, así como de la ubicación de polos del esclavo y 
del error elegida. 

• La estabilidad asintótica es influenciada en mayor medida por los polos del 
esclavo que por los polos del error.  

• La estabilidad asintótica depende de la ubicación media de los polos del esclavo. 
Alejando lo suficiente los polos del origen se puede lograr la estabilidad 
asintótica del sistema independientemente del retardo. Sin embargo, hay que 
tener en cuenta la influencia de los polos del esclavo en el comportamiento 
dinámico del sistema teleoperado, ya que, en el capítulo 4 se comprobó que al 
alejar los polos del esclavo, disminuía la posición final del maestro y del 
esclavo, y se incrementaba el valor absoluto máximo de la señal de control del 
maestro. Por lo tanto será necesario llegar a un compromiso entre el 
comportamiento dinámico y la estabilidad asintótica del sistema a la hora de 
seleccionar la ubicación de los polos del esclavo. 

• La estabilidad asintótica del sistema depende de la  frecuencia natural no 
amortiguada (ωn) del polinomio característico del error. A partir de un 
determinado valor de ωn (alejando los polos del error del origen) se puede 
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conseguir la estabilidad asintótica independientemente del retardo. No obstante, 
al igual que ocurría en el caso de los polos del esclavo, es necesario considerar la 
influencia de los polos del error en el comportamiento dinámico del sistema, 
puesto que en el capítulo 4 se mostró como al alejar los polos del error del 
origen se incrementaba el valor absoluto máximo de la señal de control del 
esclavo. Por tanto, habrá que alcanzar un compromiso entre el comportamiento 
dinámico y la estabilidad asintótica cuando se decida la ubicación de los polos 
del error. 

• Si el retardo de diseño es lo suficientemente pequeño puede que el sistema sea 
asintóticamente estable independientemente del retardo. A partir de un valor de 
retardo el sistema no será asintóticamente estable incluso sin retardo. Puesto que 
en el capítulo 4 se mostró que el método de diseño era robusto a ligeras 
variaciones en el tiempo de retardo, si un sistema teleoperado no es 
asintóticamente estable con un determinado retardo, podrá disminuirse el retardo 
de diseño para conseguir la estabilidad asintótica, y asegurar al mismo tiempo un 
funcionamiento adecuado del sistema teleoperado con el retardo real, de forma 
que el esclavo siga al maestro. No obstante, es importante tener en consideración 
que si el tiempo de retardo de diseño difiere del retardo real, los polos del 
esclavo y del error del sistema controlado no corresponderán a los polos fijados 
en la fase de diseño, de manera que el comportamiento dinámico del sistema 
variará ligeramente respecto del comportamiento deseado establecido en el 
diseño. 

• Si el entorno es muy suave es probable que el sistema sea asintóticamente 
estable independientemente del retardo, mientras que si el entorno es muy rígido 
puede que el sistema no sea asintóticamente estable aunque no exista retardo. 

• La constante de reflexión de esfuerzos del sistema (kf) afecta críticamente a la 
estabilidad asintótica del sistema. Valores elevados de kf tienden a inestabilizar 
el sistema teleoperado. El valor máximo que puede tomar kf de forma que no se 
inestabilice el sistema depende de la rigidez del entorno. Conforme mayor sea la 
rigidez del entorno, menor será el valor de kf admisible por el sistema sin que se 
inestabilice. 

 
Por lo tanto las condiciones más favorables para que un sistema teleoperado sea 
asintóticamente estable independientemente del retardo serán: polos del esclavo y del 
error alejados del origen, tiempo de retardo pequeño, entorno suave y constante de 
reflexión de esfuerzos pequeña. Si los polos del esclavo y del error se acercan al origen, 
el retardo es muy grande, el entorno de interacción del esclavo es muy rígido y la 
constante de reflexión de esfuerzos es elevada, con mucha probabilidad el sistema no 
será estable incluso considerando la no existencia de retardo. 
 
Hay que indicar que, debido a la imposibilidad de efectuar un análisis simbólico de la 
estabilidad asintótica del sistema teleoperado con retardos controlado por los 
reguladores obtenidos a partir de las ecuaciones de diseño presentadas en el capítulo 3, 
se ha optado por analizar la estabilidad asintótica sobre sistemas teleoperados concretos, 
extrayendo conclusiones a partir de los distintos resultados obtenidos. 
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Capítulo 6 
 

Generalización del método de diseño de 
sistemas de control de teleoperación con 

retardos en la transmisión 
 
 
 
 
 
6.1 Introducción 
 
En el capítulo 3 se presentó un método de diseño de sistemas de control de 
teleoperación con retardos en la transmisión por convergencia de estados. Este método 
se basaba en un modelado del sistema teleoperado en variables de estado, en el que se 
consideraban todas las posibles interacciones que podían aparecer en el conjunto 
operador – maestro – esclavo – medio. El método de diseño expuesto planteaba un 
conjunto de ecuaciones cuya resolución permitía calcular el valor de los reguladores del 
sistema para que se lograra la convergencia entre el esclavo y el maestro, consiguiendo 
de esta forma que el esclavo siguiera al maestro, y al mismo tiempo se estableciera la 
dinámica deseada de dicha convergencia y del esclavo.  
 
Cuando se explicó el método de diseño por convergencia de estados, se consideró que el 
maestro y el esclavo eran representados por ecuaciones diferenciales de segundo orden, 
de forma que para realizar su modelado en representación interna se eligieron como 
variables de estado la posición y velocidad. En este capítulo se va a generalizar el 
método de diseño al caso en el que el maestro y el esclavo son modelados por 
ecuaciones diferenciales lineales de orden n. Para realizar esta generalización del 
método se distinguirá el caso en el que el maestro y el esclavo son modelados por 
ecuaciones que no contienen ceros, del caso en que sí contienen ceros.  
 
Esta generalización del método constituye una importante aportación original de la 
Tesis. La importancia de la generalización del método que se presenta en este capítulo 
radica en la posibilidad de efectuar el diseño del sistema teleoperado ante retardos para 
cualquier maestro y esclavo. Es decir, a partir de las ecuaciones diferenciales que 
modelan el maestro y el esclavo, será posible establecer un conjunto de ecuaciones cuya 
resolución permitirá determinar los parámetros de control que aseguren la convergencia 
entre el esclavo y el maestro, consiguiendo que el esclavo siga al maestro, y además, 
fijen la dinámica deseada de la convergencia y del esclavo. 
 
El modelado del sistema teleoperado con retardos que se planteó en el capítulo 3, y que 
va a seguir considerándose en este capítulo, es el que se muestra en la Figura 6.1. En 
dicho esquema el sistema maestro y esclavo, respectivamente, se representan en el 
espacio de estados de la siguiente forma: 
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donde: 
 

• xm y xs son las variables de estado,  
• ym y ys representa las salidas,  
• Am y As son las matrices de estado,  
• Bm y Bs son las matrices de entrada,  
• y Cm y Cs son las matrices de salida. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Figura 6.1. Modelado de sistema teleoperado con retardos en la transmisión. 

 
Las señales que aparecen en el esquema son las siguientes: 
 
- Fm: Fuerza aplicada por el operador en el maestro. 
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- um: Señal de control de entrada al maestro. 
- us: Señal de control de entrada al esclavo. 
- xm: Vector de estados del maestro. 
- xs: Vector de estados del esclavo. 
- ym: Salida del maestro. 
- ys: Salida del esclavo. 
 
Las matrices que aparecen en el modelo son las siguientes: 
 
- G2: Define la interacción de la entrada independiente del maestro sobre el esclavo. 
- Rm: Define la interacción esclavo – maestro. Con los valores adecuados permite que 

el modelo contemple la reflexión de esfuerzos. 
- Rs: Define la interacción maestro – esclavo. 
- Km: Matriz de realimentación de estado del maestro. Permite fijar la dinámica del 

maestro. 
- Ks: Matriz de realimentación de estado del esclavo. Permite fijar la dinámica del 

esclavo. 
 
Este capítulo se va a estructurar del siguiente modo. En primer lugar se va a generalizar 
el método de diseño por convergencia de estados al caso en el que el maestro y el 
esclavo son modelados por ecuaciones diferenciales lineales que no contienen ceros. 
Seguidamente se generalizará el método al caso en el que el maestro y el esclavo son 
modelados por ecuaciones diferenciales lineales que sí contienen ceros. En ambos casos 
se explicará tanto el modelado del sistema teleoperado como el método de diseño por 
convergencia de estados. Por último se mostrarán las conclusiones,  resumiendo las 
aportaciones de la Tesis presentadas a lo largo del capítulo. 
 
 
  
6.2 Sistema teleoperado modelado por ecuaciones diferenciales que 

no contienen ceros 
 
6.2.1. Modelado del sistema teleoperado 
 
Se va a considerar que el maestro y el esclavo son modelados por ecuaciones 
diferenciales que no contienen ceros. De este modo el maestro y el esclavo serán 
modelados respectivamente por las siguientes ecuaciones diferenciales: 
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donde ym(t) es la salida del maestro, ys(t) es la salida del esclavo, um(t) es la entrada del 
maestro, y us(t) es la entrada del esclavo. 
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Se va a obtener en primer lugar la representación en variables de estado del maestro. 
Para ello se van a seleccionar como variables de estado, tal como se indica en [Ogata-
98], la salida y sus n-1 primeras derivadas, es decir: 
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Considerando estas variables de estado, se obtienen las siguientes ecuaciones de estado: 
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De esta forma, la representación en el espacio de estados del sistema maestro es: 
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Procediendo de forma idéntica en el esclavo, se obtendría la siguiente representación en 
el espacio de estados para el sistema esclavo: 
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           (6.8) 

 
De forma simplificada se representará el sistema maestro y esclavo, respectivamente, 
del siguiente modo: 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( )txCty

tuBtxAtx

mmm

mmmmm

=
+=&

      (6.9) 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( )txCty

tuBtxAtx

sss

sssss

=
+=&

             (6.10) 

 
La estructura del resto de matrices que aparecen en el esquema de control de la Figura 
6.1 es la siguiente: 

 
[ ]mnmmm kkkK L21=       (6.11) 

 
[ ]snsss kkkK L21=      (6.12) 

 
[ ]mnmmm rrrR L21=                       (6.13) 

 
[ ]snsss rrrR L21=      (6.14) 

 
22 gG =               (6.15) 

 
A partir del esquema de control de la Figura 6.1 puede observarse que la señal de 
control del maestro, um(t), y del esclavo, us(t), vienen dadas por: 

 

( ) ( ) ( ) )(tFTtxRtxKtu msmmmm +−+=            (6.16) 

( ) ( ) ( ) )(2 TtFGTtxRtxKtu mmssss −+−+=                (6.17) 

 
Si se sustituye la señal de control del maestro y del esclavo en las ecuaciones de estado 
(6.9) y (6.10) por las expresiones (6.16) y (6.17) se obtienen las siguientes ecuaciones 
de estado: 
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( ) [ ] ( ) ( ) )(tFBTtxRBtxKBAtx mmsmmmmmmm +−++=&            (6.18) 

( ) [ ] ( ) ( ) )(2 TtFGBTtxRBtxKBAtx msmsssssss −+−++=&              (6.19) 

 
Modelado del entorno 
 
Como se indicó en el capítulo 3, mediante la matriz Ks es posible contemplar en el 
modelo la fuerza de contacto del esclavo con el entorno, y con la matriz Rm es posible 
realimentar dicha fuerza de contacto hacia el maestro. 
 
Si, por ejemplo, se considera que el entorno únicamente es modelado durante el 
contacto como una rigidez de valor ke, la fuerza de reacción actuante sobre el esclavo 
vendrá dada por: 

 
( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( )txktxktxCktyktf sesesseses 1001 ==== L       (6.20) 

 
En este caso, para incorporar en el modelo del sistema teleoperado la interacción del 
esclavo con el entorno, la matriz Ks tendrá la siguiente estructura: 
 

[ ] [ ]snsessnsss kkkkkkkK LL 2
'
121 −==          (6.21) 

 
De este modo la señal que se obtiene al multiplicar el estado del esclavo por la matriz Ks 
es: 
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      (6.22) 

 
Por lo tanto, la señal de control de entrada al esclavo será: 

 

( ) ( ) ( ) [ ]
( )
( )

( )

( )

( ) )(

)(

2

2

1

2
'
12

TtFGTtxR

tf

tx

tx
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kkkTtFGTtxRtxKtu
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s
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s
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−



















=−+−+=
M

L       (6.23) 

 
Como puede observarse en la expresión anterior, la fuerza de reacción fs(t) se opondrá a 
la señal de control de entrada al esclavo, modelando de esta forma que el esclavo está 
interaccionando con un entorno. 
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Si se desea que exista reflexión de esfuerzos desde el esclavo hacia el maestro, es decir, 
realimentar hacia el maestro la fuerza de contacto del esclavo con el entorno, la 
estructura de la matriz Rm, considerando que el entorno es modelado mediante una 
rigidez de valor ke, debe ser la siguiente: 

 
[ ] [ ]0021 LL efmnmmm kkrrrR ==      (6.24) 

 
donde kf es la constante de reflexión de esfuerzos considerada.  
 
De esta forma la señal que se realimenta del esclavo hacia el maestro es: 
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      (6.25) 

 
Como puede comprobarse, con esta estructura de la matriz Rm se consigue realimentar la 
fuerza de contacto del esclavo con el entorno hacia el maestro. 
 
Aproximación del retardo 
 
Para eliminar el retardo de las ecuaciones de estado (6.18) y (6.19) se va a utilizar la 
aproximación de Taylor de primer orden. De esta forma, las señales retardadas T 
segundos del esquema de control utilizando la aproximación de Taylor de primer orden 
tendrán los siguientes valores: 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )tFTtFTtF

txTtxTtx
txTtxTtx

mmm

mmm

sss

&

&

&

−=−

−=−
−=−

    (6.26) 

 
Utilizando la aproximación del retardo (6.26) en las ecuaciones de estado (6.18) y (6.19) 
se obtiene: 

 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) )(tFBtxRTBtxRBtxKBAtx mmsmmsmmmmmmm +−++= &&          (6.27) 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) )()( 22 tFGTBtFGBtxRTBtxRBtxKBAtx msmsmssmsssssss
&&& −+−++=      (6.28) 

 
Si se considera que la fuerza que ejerce el operador es constante, entonces ( ) 0=tFm

& , 
por lo que las ecuaciones (6.27) y (6.28) se convierten en: 
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( ) [ ] ( ) ( ) ( ) )(tFBtxRTBtxRBtxKBAtx mmsmmsmmmmmmm +−++= &&         (6.29) 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) )(2 tFGBtxRTBtxRBtxKBAtx msmssmsssssss +−++= &&        (6.30) 

 
Combinando las ecuaciones de estado anteriores y expresándolas de forma matricial se 
obtiene la siguiente ecuación de estado: 
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 (6.31) 

 
donde: 
 

( )
( ) 12

12

−

−

−=

−=

mmss

ssmm

RBRBTIS

RBRBTIM
                (6.32) 

 
Si se realizan operaciones en (6.32) se obtiene que la matriz M viene dada por: 
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          (6.33) 

 
donde: 
 

mnmsns

ssmnm

rbrbT
rbrbTm

00
2

100
2

1 1+−
−=       (6.34) 

 

mnmsns

ssmnm

rbrbT
rbrbTm
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2
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2 1+−
−=       (6.35) 

 
··· 

 

mnmsns

snsmnm
n rbrbT

rbrbTm
00

2
100

2

1 1+−
−= −

−       (6.36) 

 

mnmsns
n rbrbT

m
00

21
1

+−
−=      (6.37) 
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Del mismo modo, efectuando cálculos en (6.32) se obtiene que la matriz S viene dada 
por: 
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      (6.38) 

 
donde: 
 

mnmsns

mmsns

rbrbT
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00
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1 1+−
−=     (6.39) 

 

mnmsns

mmsns

rbrbT
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−=     (6.40) 

 
··· 

 

mnmsns

mnmsns
n rbrbT

rbrbTs
00

2
100

2

1 1+−
−= −

−      (6.41) 

 

mnmsns
n rbrbT

s
00

21
1

+−
−=               (6.42) 

 
 
6.2.2 Diseño del esquema de control  del sistema teleoperado con retardos por 

convergencia de estados 
 
Se va diseñar el esquema de control del sistema teleoperado con retardos para que el 
esclavo siga en todo momento al maestro. En este diseño se considerará que el esclavo 
interacciona con un entorno y que existe reflexión de esfuerzos del esclavo hacia al 
maestro. De este modo, los parámetros a calcular en el esquema de control serán los 
siguientes: 
 

- 22 gG =  
- [ ]snsss rrrR L21=  
- [ ]mnmmm kkkK L21=  
- [ ]snsss kkkK L21=  

         
Como puede apreciarse la matriz Rm no es una matriz a calcular, esto se debe a que esta 
matriz tiene unos valores impuestos para contemplar la reflexión de esfuerzos. Existen 
3n+1 parámetros a calcular en el esquema de control, por tanto será necesario plantear 
3n+1 ecuaciones que permitan obtener el valor de estos parámetros. A continuación se 
va a describir como se obtienen estas ecuaciones. 
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En primer lugar se va a realizar una transformación de estado para obtener la ecuación 
de estado del error entre el esclavo y el maestro. Se va a expresar la ecuación de estado 
(6.31) de forma simplificada como: 
 

( ) ( ) ( )tBFtAxtx m+=&             (6.43) 
 
es decir: 
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donde: 
 

( )























=−+=

− nn

mmsssss

aaaa

RBRTBKBASA

11111112111

11

1000

0100
0010

L

L

MOMM

L

L

         (6.45) 

 
siendo: 
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··· 

 

mnmsns

mnmsnssnssnmnmsns
n rbrbT

rbrTbkbarbrbTa
00

2
0001100

2

11 1+−
+−+−

= −−              (6.48) 
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siendo: 
 

( )
mnmsns

mmsnmsnss

rbrbT
kbTraTrrba

00
2

10010
121 1+−

−+
−=           (6.50) 
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( )
mnmsns
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−=      (6.51) 

 
··· 
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      (6.53) 

 
siendo: 
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siendo: 
 

mnmsns

ssmnmmmm

rbrbT
rbrTbkbaa

00
2

100100
221 1+−

+−
=           (6.58) 

 

mnmsns

ssmnmmmmssmnm

rbrbT
rbrTbkbarbrbTa

00
2

200201100
2

222 1+−
+−+−

=       (6.59) 

 
··· 
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mnmsns
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Se va a aplicar a la ecuación de estado (6.43) la siguiente transformación de estado para 
obtener la ecuación de estado del error entre el maestro y el esclavo: 
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donde I representa la matriz identidad de dimensión nxn, y en este caso, la matriz Tr y 
su inversa coinciden. 
 
Realizando esta transformación sobre (6.43) se obtiene la siguiente ecuación de estado: 
 

( ) ( ) )(~~~~ tFBtxAtx m+=&              (6.64) 
 

donde: 
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Denominando xe(t) al error entre el esclavo xs(t) y el maestro xm(t), la ecuación de estado 
del error entre el esclavo y el maestro vendrá dada por: 
 

( ) ( ) ( ) ( )tFBtxAtxAtx mese 212221
~~~

++=&             (6.68) 
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Para que el error evolucione como un sistema autónomo se deben satisfacer las 
siguientes ecuaciones: 
 

00~
2212211121 =−+−→= AAAAA            (6.69) 

 
00~

211121 =−→= BBB             (6.70) 
 
A partir de la ecuación (6.70) se obtiene que: 
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Por otra parte, de la ecuación (6.69) se obtiene: 
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donde: 
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       (6.76) 

 
Por lo tanto, para que el error evolucione como un sistema autónomo, se deben cumplir 
n+1 ecuaciones: la ecuación expresada en (6.71) y las n ecuaciones correspondientes a 
la última fila de la matriz indicada en (6.72). 
 
Si el error evoluciona como un sistema autónomo, la ecuación dinámica del sistema 
vendrá dada por: 
 

( )






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A      (6.77) 

 
De esta forma el polinomio característico del sistema será: 

 
( ) ( )[ ] ( )[ ] 0detdet~det 12221211 =−−+−=− AAsIAAsIAsI   (6.78) 

 
El primer determinante de la expresión anterior igualado a cero define la dinámica del 
esclavo, mientras que el segundo determinante igualado a cero define la dinámica del 
error esclavo – maestro. Ambas dinámicas se corresponderán con polinomios 
característicos de orden n. 
 
Si se realizan cálculos en el primer determinante de la expresión (6.78), se obtiene el 
siguiente polinomio característico del esclavo: 
 

[ ] 0det =− sDsI        (6.79) 
 
donde: 
 























=+=

− snsnss

s

dddd

AAD

121

1211

1000

0100
0010

L

L

MOMM

L

L

        (6.80) 

 
siendo: 
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··· 
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Del mismo modo, si se realizan cálculos en el segundo determinante de la expresión 
(6.78), se obtiene el siguiente polinomio característico del error: 
 

[ ] 0det =− eDsI          (6.84) 
 
donde: 
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siendo: 
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··· 
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Por tanto, si se desea que el polinomio característico del esclavo sea 
( ) 01

1
1 pspspssp n

n
n ++++= −

− L  se deben satisfacer las siguientes ecuaciones: 
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1
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Del mismo modo, si se desea que el polinomio característico del error sea 
( ) 01

1
1 qsqsqssq n

n
n ++++= −

− L  se deben cumplir las siguientes ecuaciones: 
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Por lo tanto mediante las ecuaciones (6.89) y (6.90) es posible fijar la dinámica del 
esclavo y del error del sistema teleoperado. Estas 2n ecuaciones más las n+1 ecuaciones 
que hacen que el error evolucione como un sistema autónomo, ecuación expresada en 
(6.71) y las n ecuaciones correspondientes a la última fila de la matriz indicada en 
(6.72), forman un sistema de 3n+1 ecuaciones cuya resolución permitirá calcular los 
3n+1 parámetros de control del sistema teleoperado. Para solucionar el sistema de 
ecuaciones será necesario conocer las ecuaciones diferenciales que modelan al maestro 
y al esclavo, el modelo del entorno, la constante de reflexión de esfuerzos y el retardo 
existente en la comunicación, además de indicar la dinámica deseada del esclavo y del 
error. Con los parámetros de control calculados se conseguirá que el esclavo siga al 
maestro a pesar de la existencia de retardo, así como establecer la dinámica deseada del 
esclavo y del error.  
 
Este método generalizado de diseño de sistemas teleoperados, en el que el maestro y 
esclavo son modelados por ecuaciones diferenciales de orden n que no contienen ceros, 
representa una aportación original de la Tesis. Es de destacar la importancia del método 
de diseño, pues el cálculo de los reguladores del sistema de control se simplifica 
únicamente a la resolución de un conjunto de ecuaciones. 
 
 
 
6.3 Sistema teleoperado modelado por ecuaciones diferenciales que 

contienen ceros 
 
Tras haber generalizado en el apartado anterior el método de diseño de sistemas de 
control por convergencia de estados en el caso de que el maestro y el esclavo son 
modelados por ecuaciones diferenciales de orden n que no contienen ceros, se va a 
generalizar en este apartado el método de diseño al caso en el que las ecuaciones 
diferenciales que modelan el maestro y el esclavo sí contienen ceros. 
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6.3.1. Modelado del sistema teleoperado 
 
Como se ha indicado, se va a considerar que el maestro y el esclavo son modelados por 
ecuaciones diferenciales que sí contienen ceros, a diferencia del apartado 6.2, en el que 
se asumió que las ecuaciones diferenciales que modelaban el maestro y el esclavo no 
contenían ceros. De este modo el maestro y el esclavo serán modelados respectivamente 
por las siguientes ecuaciones diferenciales: 
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donde ym(t) es la salida del maestro, ys(t) es la salida del esclavo, um(t) es la entrada del 
maestro, y us(t) es la entrada del esclavo. 
 
Si se aplica la transformada de Laplace a las dos ecuaciones diferenciales anteriores, se 
obtiene que las funciones de transferencia del maestro y del esclavo son, 
respectivamente: 
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Por lo tanto, como puede observarse en las dos funciones de transferencia anteriores, se 
está modelando un maestro y un esclavo con un número cualquiera de polos y ceros, a 
diferencia del apartado 6.2, en el que las ecuaciones diferenciales consideradas 
modelaban a un maestro y un esclavo que poseían un número cualquiera de polos, pero 
no contenían ceros. 
 
Se va a obtener la representación en variables de estado del maestro y del esclavo. Para 
ello se va a utilizar la representación en forma canónica controlable [Gajić-96]. La 
representación en el espacio de estados del sistema maestro en forma canónica 
controlable es: 
 



Control bilateral por convergencia de estados de sistemas teleoperados con retardos 

 192

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( ) [ ]

( )
( )

( )
( ) 






















=























+













































−−−−

=























−

−−

−

−

−

tx
tx

tx
tx

bbbbty

tu

tx
tx

tx
tx

aaaatx
tx

tx
tx

mn

mn

m

m

mnmnmmm

m

mn

mn

m

m

mnmmmmn

mn

m

m

1

2

1

1210

1

2

1

1210

1

2

1

1
0

0
0

1000

0100
0010

ML

MM

L

L

MOMMM

L

L

&

&

M

&

&

 (6.95) 

 
La representación en el espacio de estados del sistema esclavo en forma canónica 
controlable es: 
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Como es lógico la representación simplificada del maestro y del esclavo coincidirá, 
respectivamente, con la utilizada en (6.9) y en (6.10), y la estructura del resto de 
matrices que aparecen en el esquema de control de la Figura 6.1 será la misma que la 
indicada en las ecuaciones (6.11) – (6.15). 
 
Además, la señal de control del maestro, um(t), y del esclavo, us(t), será idéntica a la 
expresada respectivamente en (6.16) y (6.17), de forma que la estructura de las 
ecuaciones de estado del sistema será la misma que la mostrada en (6.18) y (6.19): 
 

( ) [ ] ( ) ( ) )(tFBTtxRBtxKBAtx mmsmmmmmmm +−++=&           (6.97) 

( ) [ ] ( ) ( ) )(2 TtFGBTtxRBtxKBAtx msmsssssss −+−++=&                (6.98) 
 
Hay que destacar que las ecuaciones de estado (6.97) y (6.98) poseen la misma 
estructura que las ecuaciones (6.18) y (6.19), pero no son idénticas a ellas, puesto que 
en este caso las matrices que modelan el maestro (Am y Bm) y el esclavo (As y Bs) son 
diferentes, así como las matrices que permiten contemplar en el modelo la existencia de 
fuerzas de interacción con el entorno (Ks y Rm), tal como será mostrado a continuación. 
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Modelado del entorno 
 
Si, por ejemplo, al igual que en el apartado 6.2, se considera que el entorno únicamente 
es modelado durante el contacto como una rigidez de valor ke, la fuerza de reacción 
actuante sobre el esclavo vendrá dada, a diferencia de la expresión (6.20), por: 
 

( ) ( ) ( ) [ ] ( )txbkbkbkbktxCktyktf ssnesnesesesseses 1210 −−=== L   (6.99) 
 
Es decir, mientras que en (6.20) la fuerza de reacción sólo dependía de la primera 
componente del vector de estado del esclavo, en este caso depende de todas las 
componentes del vector de estado.  
 
Por lo tanto, la matriz Ks que permite incorporar en el modelo del sistema teleoperado la 
interacción del esclavo con el entorno, tendrá una estructura diferente a la mostrada en 
(6.21). En este caso la estructura de Ks será: 
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1
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'
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La diferencia de esta estructura de la matriz Ks respecto a la indicada en (6.21) es que, 
mientras que en (6.21) sólo se veía afectado el primer término de la matriz por la 
constante de rigidez del entorno, en este caso se ven afectados todos los términos.  
 
Con la estructura mostrada en (6.100) la señal que se obtiene al multiplicar el estado del 
esclavo por la matriz Ks será: 
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Por lo tanto, la fuerza de reacción fs(t) se opondrá a la señal de control de entrada al 
esclavo, modelando de esta forma que el esclavo está colisionando con un entorno, tal 
como se muestra a continuación: 
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Por otra parte, la estructura de la matriz Rm que permite modelar la realimentación hacia 
el maestro de la fuerza de contacto del esclavo con el entorno, considerando que el 
entorno es modelado mediante una rigidez de valor ke, también será diferente de la 
mostrada en (6.24). En este caso la estructura de la matriz Rm será la siguiente: 
 

[ ] [ ]11021 −== snefsefsefmnmmm bkkbkkbkkrrrR LL    (6.103) 
 
donde kf es la constante de reflexión de esfuerzos considerada. Si se compara con la 
estructura de Rm mostrada en (6.24), se puede observar que en (6.24) sólo el primer 
término de la matriz era utilizado para modelar la reflexión de esfuerzos, de forma que 
el resto de términos eran nulos, mientras que en este caso todos los componentes de Rm 
son utilizados para modelar la reflexión de esfuerzos. 
 
Con la estructura de la matriz Rm expresada en (6.103) se consigue realimentar la fuerza 
de contacto del esclavo con el entorno hacia el maestro, tal como se puede observar 
analizando la señal que se realimenta del esclavo hacia el maestro: 
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Aproximación del retardo 
 
Utilizando, al igual que en el apartado 6.2, la aproximación de Taylor de primer orden 
para eliminar el retardo de las ecuaciones de estado (6.97) y (6.98), y considerando que 
la fuerza que ejerce el operador es constante, se obtiene la siguiente ecuación de estado 
del sistema teleoperado: 
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donde: 
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Si se compara esta ecuación de estado con la obtenida en el caso de que el maestro y el 
esclavo eran modelados por ecuaciones diferenciales que no contenían ceros, ecuación 
(6.31), puede comprobarse que poseen la misma estructura, aunque, como ha sido 
comentado anteriormente, las ecuaciones no serán idénticas, al diferir las matrices que 
las forman. 
 
Realizando operaciones en (6.106) se obtiene que la matriz M viene dada por: 
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donde: 
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Del mismo modo, efectuando cálculos en (6.106) se obtiene que la matriz S viene dada 
por: 
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donde: 
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Si se comparan las matrices M y S indicadas en (6.107) y en (6.112) con las obtenidas 
en el caso de que el maestro y el esclavo eran modelados por ecuaciones diferenciales 
que no contenían ceros, (6.33) y (6.38), puede observarse que la estructura es idéntica, 
difiriendo ligeramente los términos mi y si (i = 1, 2,…, n), ya que en este caso, en mi y si 
no aparecen los términos bm0 y bs0 de la ecuación diferencial del maestro y del esclavo. 
 
 
6.3.2. Diseño del esquema de control  del sistema teleoperado con retardos por 

convergencia de estados 
 
Se va diseñar el esquema de control del sistema teleoperado para que el esclavo siga en 
todo momento al maestro. Al igual que en el epígrafe 6.2.2, se va a considerar que el 
esclavo interacciona con un entorno y que existe reflexión de esfuerzos del esclavo 
hacia al maestro. Del mismo modo que en aquel epígrafe, existirán 3n+1 parámetros a 
calcular en el esquema de control, que serán los mismos que los citados en dicho 
epígrafe: 
 

- 22 gG =  
- [ ]snsss rrrR L21=  
- [ ]mnmmm kkkK L21=  
- [ ]snsss kkkK L21=  

 
Para encontrar los parámetros de control será necesario plantear 3n+1 ecuaciones. El 
proceso de obtención de estas ecuaciones será idéntico al ya explicado en el epígrafe 
6.2.2, aunque como se observará, las ecuaciones que se obtengan serán diferentes.  A 
continuación se va a describir como se obtienen estas ecuaciones. 
 
En primer lugar se va a realizar una transformación de estado para obtener la ecuación 
de estado del error entre el esclavo y el maestro. Se va a expresar la ecuación de estado 
(6.105) de forma simplificada como: 
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( ) ( ) ( )tBFtAxtx m+=&             (6.117) 
 
es decir: 
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donde: 
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siendo: 
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=              (6.120) 
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··· 

 

mnsn

mnsnsnsnmnsn
n rrT

rTrkarrTa 2
11

2

11 1+−
+−+−

= −−            (6.122) 
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siendo: 
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··· 
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mnsn
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−= −−           (6.126) 
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siendo: 
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··· 
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siendo: 
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··· 

 

mnsn

snmnmnmnsnmn
n rrT

rTrkarrTa 2
11

2

22 1+−
+−+−

= −−              (6.134) 

 



Capítulo 6. Generalización del método de diseño de sistemas de control de teleoperación con retardos 

 199

( )





















+−
+−

=−=

mnsn

sn

msss

rrT
Trg

BRTBGBSB

2
2

211

1

0

0
M

    (6.135) 

 

( )





















+−
+−

=−=

mnsn

mn

smmm

rrT
rTg

GBRTBBMB

2
2

221

1
1

0

0
M

     (6.136) 

 
Si se comparan las submatrices de la ecuación de estado (6.118), es decir, (6.119) – 
(6.136), con las obtenidas en el caso de que el maestro y el esclavo eran modelados por 
ecuaciones diferenciales que no contenían ceros, (6.45) – (6.62), puede observarse que 
la estructura es idéntica, difiriendo únicamente en que, ahora, los términos bm0 y bs0 de 
la ecuación diferencial del maestro y del esclavo no aparecen en las distintas 
submatrices, mientras que en el caso anterior sí aparecían. 
 
Como se ha comentado anteriormente, se va a realizar una transformación de estado 
sobre la ecuación (6.117). El objetivo de esta transformación de estado es obtener una 
ecuación de estado del error entre el maestro y el esclavo, de forma que si se anula el 
error entre el maestro y el esclavo, se consiga que la salida del esclavo siga a la del 
maestro. Para lograr esta ecuación de estado del error, se van a utilizar en la 
transformación de estado unas matrices Hs y Hm, que, como se explicará seguidamente, 
deberán ser elegidas convenientemente. La transformación de estado que va a efectuarse 
es la siguiente: 
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         (6.137) 

 
donde I representa la matriz identidad de dimensión nxn, y las matrices Hs y Hm tienen 
la siguiente estructura: 
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Por lo tanto, la matriz de transformación Tr será: 
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donde:  
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Como se ha indicado, eligiendo convenientemente las matrices Hs y Hm se puede lograr 
que la salida del esclavo siga a la del maestro. A continuación se va a mostrar como 
debe realizarse esta elección. La salida del esclavo y del maestro vienen dadas, 
respectivamente, por (6.96) y (6.95): 
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Se va a considerar que Hs y Hm poseen en la diagonal principal, respectivamente, los 
elementos de las matrices Cs y Cm. Es decir: 
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Se va a definir el error xe(t) entre el esclavo xs(t) y el maestro xm(t) del siguiente modo: 
 

( ) ( ) ( )txHtxHtx mmsse −=     (6.147) 
 
Se va a comprobar que con la elección de las matrices Hs y Hm indicada en (6.145) y 
(6.146) se conseguirá que si el error converge a cero, entonces la salida del esclavo siga 
a la del maestro. Si se consigue que el error entre el maestro y el esclavo converja a 
cero: 

 
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 

















=



















−

−
−

=





































−





































=−=

−−

−−

0

0
0

00

00
00

00

00
00

00

00
00

0

11

2121

1010

2

1

1

1

0

2

1

1

1

0

M

L

MOMM

L

L

M

L

MOMM

L

L

M

L

MOMM

L

L

txbtxb

txbtxb
txbtxb

tx

tx
tx

b

b
b

tx

tx
tx

b

b
b

txHtxHtx

mnmnsnsn

mmss

mmss

mn

m

m

mn

m

m

sn

s

s

sn

s

s

mmsse

  (6.148) 

 
Entonces la salida del esclavo seguirá a la del maestro, ya que: 
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En el caso de que algún término de Cs ó Cm sea cero, se pondrá el valor de uno en lugar 
del valor de cero en la expresión (6.145) ó (6.146). 
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Como se ha comprobado, con la transformación de estado indicada en (6.137) se 
conseguirá que si el error entre el maestro y el esclavo se anula, la salida del esclavo 
siga a la salida del maestro. Realizando esta transformación sobre la ecuación de estado 
(6.117) se obtiene la siguiente ecuación de estado: 
 

( ) ( ) )(~~~~ tFBtxAtx m+=&             (6.150) 
 
donde: 
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La ecuación de estado del error entre el esclavo y el maestro vendrá dada por: 

 
( ) ( ) ( ) ( )tFBtxAtxAtx mese 212221
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Para que el error evolucione como un sistema autónomo se deben satisfacer las 
siguientes ecuaciones: 
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A partir de la ecuación (6.156) se obtiene que: 
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Por otra parte, de la ecuación (6.155) se obtiene: 
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donde: 
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          (6.162) 

 
Si se comparan estas ecuaciones, (6.157) y (6.158), con las obtenidas en el caso de que 
el maestro y el esclavo eran modelados por ecuaciones diferenciales que no contenían 
ceros, (6.71) y (6.72), puede observarse que la estructura de (6.71) y (6.157) es idéntica, 
difiriendo únicamente en que, ahora, los términos bm0 y bs0 de la ecuación diferencial 
del maestro y del esclavo no aparecen, y aparecen los términos hsn y hmn. Por el 
contrario, la estructura de (6.72) y (6.158) no es idéntica, ya que ahora aparecen 
términos por encima de la diagonal principal que antes no aparecían. El resto de 
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términos es similar, con la salvedad de que ahora, los términos bm0 y bs0 no aparecen, y 
aparecen los términos hsi y hmi (i = 1, 2,…, n). 
 
Al igual que ocurría en el caso de que el maestro y el esclavo eran modelados por 
ecuaciones diferenciales que no contenían ceros, para que el error evolucione como un 
sistema autónomo se deben cumplir n+1 ecuaciones: la ecuación expresada en (6.157) y 
las n ecuaciones correspondientes a la última fila de la matriz indicada en (6.158). Sin 
embargo, como se ha comentado, si se observa la matriz de (6.158) se puede apreciar 
que existen una serie de términos por encima de la diagonal principal que pueden ser no 
nulos. Para que esos términos sean cero se debe cumplir: 

 

0

0

0

11

3

3232

2

2121

=
−

=
−

=
−

−−

mn

snmnmnsn

m

smms

m

smms

h
hhhh

h
hhhh

h
hhhh

M

          (6.163) 

 
No obstante, para que la salida del esclavo siga a la salida del maestro, los valores de Hs 
y Hm vienen impuestos respectivamente por los valores de Cs y Cm, tal como se indicó 
en (6.145) y (6.146). Por lo tanto para que se cumplan las expresiones de (6.163) y 
además la salida del esclavo siga a la del maestro deben satisfacerse una de las 
siguientes condiciones: 
 

1) ms CC = , lo que quiere decir que el maestro y el esclavo poseen los mismos 
ceros, pudiendo diferir únicamente en sus polos. 

 
2) La relación entre la matriz Cm y la matriz Cs debe ser: 
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 (6.164) 

 
Si no se cumple alguna de las condiciones anteriores, existirá un error entre la salida del 
esclavo y la del maestro. Para clarificar este hecho se muestra a continuación un 
ejemplo de un maestro y un esclavo modelados por ecuaciones diferenciales de segundo 
orden, en el que se va a comprobar que, si no se cumple alguna de las condiciones 
previas, existirá un error entre la salida del esclavo y la de salida del maestro.  
 
Ejemplo: Supongamos que la ecuación diferencial del maestro y del esclavo es de 
segundo orden, de forma que la salida del esclavo y del maestro vienen dadas 
respectivamente por: 
 



Capítulo 6. Generalización del método de diseño de sistemas de control de teleoperación con retardos 

 205

( ) ( ) [ ] ( )txbbtxCty ssssss 10==      (6.165) 

( ) ( ) [ ] ( )txbbtxCty mmmmmm 10==        (6.166) 

 
En este caso la estructura de las matrices Hs y Hm será: 
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Considerando que Cs y Cm son distintas, y que la relación entre ambas no satisface las 
ecuaciones indicadas en (6.164), se deberá cumplir, según se mostró en (6.163): 
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El resto de valores de las matrices Hs y Hm, corresponderán, como se indicó en (6.145) 
y (6.146), a los términos de Cs y Cm, es decir: 
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Para mostrar que con esta elección de las matrices Hs y Hm existe un error constante 
entre la salida del esclavo y la del maestro, se va a expresar hs1 del siguiente modo: 
 

01 ss kbh =            (6.172) 
 
donde:  
 

01

10

sm

sm

bb
bbk =            (6.173) 

 
Cuando el error entre el esclavo y el maestro converja a cero, se cumplirá: 
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Por lo tanto, la diferencia entra la salida del esclavo y la del maestro será: 
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Como puede observarse en la expresión anterior, la salida del esclavo no seguirá 
exactamente a la salida del maestro, ya que la diferencia entre ambas no es nula, 
existiendo por tanto un error. Por consiguiente se considerará que se cumple la 
condición 1) o la condición 2) citadas anteriormente para asegurar que la salida del 
esclavo sigue a la salida del maestro sin que exista error entre ambas. 
 
De aquí en adelante se supondrá que se cumple una de las dos condiciones indicadas 
anteriormente para que la salida del esclavo siga exactamente a la del maestro. Si el 
error evoluciona como un sistema autónomo, la ecuación dinámica del sistema vendrá 
dada por: 
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De esta forma el polinomio característico del sistema será: 
 

( ) ( )[ ] ( )[ ] 0detdet~det 1
12221211 =−−+−=− −

msmsm HAHAHsIHAAsIAsI  (6.177) 
 
El primer determinante de la expresión anterior igualado a cero define la dinámica del 
esclavo, mientras que el segundo determinante igualado a cero define la dinámica del 
error esclavo – maestro. Ambas dinámicas se corresponderán con polinomios 
característicos de orden n. 
 
Si se realizan cálculos en el primer determinante de la expresión (6.177), se obtiene el 
siguiente polinomio característico del esclavo: 

 
[ ] 0det =− sDsI        (6.178) 

 
donde: 
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siendo: 
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··· 
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Si se compara el polinomio característico del esclavo, (6.178) – (6.182), con el 
polinomio característico del esclavo obtenido en el caso de que el maestro y el esclavo 
eran modelados por ecuaciones diferenciales que no contenían ceros, (6.79) – (6.83), 
puede observarse que la estructura de la matriz Ds es idéntica, difiriendo únicamente en 
que, ahora, los términos bm0 y bs0 de la ecuación diferencial del maestro y del esclavo no 
aparecen, y aparecen los términos hsi y hmi (i = 1, 2,…, n). 
 
Por otra parte, si se realizan cálculos en el segundo determinante de la expresión 
(6.177), se obtiene el siguiente polinomio característico del error: 
 

[ ] 0det =− eDsI      (6.183) 
 
donde: 
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siendo: 
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Si se compara ahora el polinomio característico del error, (6.183) – (6.187), con el 
polinomio característico del error obtenido en el caso de que el maestro y el esclavo 
eran modelados por ecuaciones diferenciales que no contenían ceros, (6.84) – (6.88), 
puede observarse que la estructura de la matriz De no es idéntica, ya que en (6.85) los 
términos por encima de la diagonal principal eran unos, mientras que ahora aparecen 
términos dependientes de hmi (i = 1, 2,…, n). El resto de términos son similares, 
difiriendo únicamente en que los términos bm0 y bs0 de la ecuación diferencial del 
maestro y del esclavo no aparecen, y aparecen los términos hsn y hmi (i = 1, 2,…, n). 
 
Por tanto, a partir de (6.178) – (6.182), si se desea que el polinomio característico del 
esclavo sea ( ) 01

1
1 pspspssp n

n
n ++++= −

− L , se deben satisfacer las siguientes 
ecuaciones: 

 

1

12

01

−−=

−=
−=

nsn

s

s

pd

pd
pd

M
               (6.188) 

 
Del mismo modo, a partir de (6.183) – (6.187), si se desea que el polinomio 
característico del error sea ( ) 01

1
1 qsqsqssq n

n
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− L , se deben cumplir las 
siguientes ecuaciones: 
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      (6.189) 

 
Si se comparan las ecuaciones (6.188) y (6.189) con las que se obtuvieron en el caso de 
que el maestro y el esclavo eran modelados por ecuaciones diferenciales que no 
contenían ceros, (6.89) y (6.90), se puede comprobar que las ecuaciones (6.89) y (6.188) 
son idénticas, mientras que las ecuaciones (6.90) y (6.189) difieren en que, ahora, 
aparecen términos dependientes de hmi (i = 1, 2,…, n), que antes no aparecían. 
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Por lo tanto mediante las ecuaciones (6.188) y (6.189) será posible fijar la dinámica del 
esclavo y la dinámica del error del sistema teleoperado. Estas 2n ecuaciones más las 
n+1 ecuaciones que hacen que el error evolucione como un sistema autónomo, ecuación 
expresada en (6.157) y las n ecuaciones correspondientes a la última fila de la matriz 
indicada en (6.158), forman un sistema de 3n+1 ecuaciones que permite calcular los 
3n+1 parámetros que aparecen en el esquema de control del sistema teleoperado. Como 
se indicó en el apartado 6.2, para solucionar el sistema de ecuaciones será necesario 
conocer las ecuaciones diferenciales que modelan al maestro y al esclavo, el modelo del 
entorno, la constante de reflexión de esfuerzos y el retardo existente en la 
comunicación, además de indicar la dinámica deseada del esclavo y del error. Con los 
parámetros de control calculados se conseguirá que el esclavo siga al maestro a pesar de 
la existencia de retardo, así como establecer la dinámica deseada del esclavo y del error. 
Hay que volver a reseñar que, a diferencia del caso en el que el maestro y el esclavo 
eran modelados por ecuaciones diferenciales que no contenían ceros, en este caso, para 
que el método de diseño sea válido es necesario que la matriz del esclavo Cs sea idéntica 
a la matriz de salida del maestro Cm, o que la relación entre ambas matrices satisfaga las 
condiciones indicadas en (6.164). 
 
Este método generalizado presentado que considera que el maestro y el esclavo son 
modelados por ecuaciones diferenciales de orden n que contienen ceros, representa una 
novedad y una importante aportación de la Tesis. La importancia del método de diseño 
radica en que, para un maestro y un esclavo con un número cualquiera de polos y ceros, 
es posible, siempre que las matrices Cm y Cs cumplan determinadas condiciones, 
calcular el valor de los reguladores del sistema de control simplemente resolviendo un 
conjunto de ecuaciones. 
 
 
 
6.4 Conclusiones 
 
En este capítulo se ha generalizado el método de diseño de sistemas de control de 
teleoperación con retardos expuesto en el capítulo 3 al caso en el que el maestro y el 
esclavo son modelados por ecuaciones diferenciales lineales de orden n.  
 
Se ha distinguido entre dos casos. El primero corresponde al caso en el que el maestro y 
el esclavo son modelados por ecuaciones diferenciales lineales que no contienen ceros, 
mientras que el segundo corresponde al caso en el que el maestro y el esclavo son 
modelados por ecuaciones diferenciales lineales que sí contienen ceros.  
 
La razón de diferenciar entre estos dos casos se debe a que si se modela el maestro y el 
esclavo por ecuaciones diferenciales lineales que no contienen ceros, es posible 
generalizar el método de diseño y asegurar que la salida del esclavo seguirá a la del 
maestro, así como establecer la dinámica del esclavo y del error entre el maestro y el 
esclavo.  
 
Sin embargo, si se modela el maestro y el esclavo por ecuaciones diferenciales lineales 
que contienen ceros sólo es posible generalizar el método de diseño si la matriz de 
salida Cs del esclavo cumple cierta relación con la matriz de salida Cm del maestro (son 
idénticas o satisfacen las condiciones indicadas en (6.164)).  
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Hay que destacar que las generalizaciones del método de diseño presentadas en este 
capítulo constituyen dos ideas originales de la presente Tesis. Con los métodos de 
diseño presentados será posible obtener los reguladores del esquema de control para que 
el esclavo siga al maestro, a pesar de la existencia de retardos, y además, se establezca 
la dinámica deseada del esclavo y la dinámica deseada del error, simplemente 
resolviendo un sistema de ecuaciones. 
 
Las principales aportaciones expuestas en este capítulo, a modo de resumen, son: 
 

• Esquema de control de un sistema teleoperado con retardos en la comunicación 
para un maestro y un esclavo modelados por ecuaciones diferenciales lineales de 
orden n. 

• Método de diseño que consigue que el esclavo siga al maestro a pesar de la 
existencia de retardos, y además es capaz de fijar las características dinámicas 
del error maestro – esclavo, así como del esclavo, en el caso de que el maestro y 
el esclavo sean modelados por ecuaciones diferenciales lineales cualesquiera que 
no contengan ceros. 

• Método de diseño que logra que el esclavo siga al maestro a pesar de la 
presencia de retardos, y además es capaz de establecer las características 
dinámicas del error maestro – esclavo, así como del esclavo, si el maestro y el 
esclavo son modelados por ecuaciones diferenciales lineales que contienen ceros 
y, la matriz de salida Cs de la representación en forma canónica controlable del 
esclavo y la matriz de salida Cm de la representación en forma canónica del 
maestro son idénticas o satisfacen las condiciones indicadas en (6.164). 
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Capítulo 7 
 

Pruebas experimentales 
 
 
 
 
 
7.1 Introducción 
 
Para comprobar experimentalmente la validez del novedoso método de diseño de 
sistemas teleoperados con retardos en la transmisión presentado en la Tesis, en este 
capítulo va a realizarse el control de un sistema teleoperado maestro – esclavo de un 
grado de libertad en el cual van a existir retardos en la comunicación entre el entorno 
local y el entorno remoto. 
 
Para implementar el sistema de control se empleará un computador, por lo que será 
necesario utilizar una tarjeta de adquisición de datos para interactuar con el maestro y el 
esclavo. La tarjeta que se ha empleado es la National Instruments 6024E. 
Habitualmente la forma de llevar a cabo un control por computador es desarrollando 
una aplicación en la que se implementa el algoritmo de control. Sin embargo, puesto 
que el objetivo no es crear una aplicación de control específica del sistema teleoperado, 
sino más bien realizar numerosas pruebas en las que probar diferentes reguladores 
considerando distintas configuraciones (diferentes retardos, entornos, …), se realizará el 
algoritmo de control directamente en Simulink.  
 
Como es conocido, para diseñar el algoritmo de control de un sistema es necesario 
conocer el modelo matemático de dicho sistema. Por lo tanto el primer paso que deberá 
realizarse antes de proceder a implementar el control del sistema teleoperado será 
obtener el modelo matemático del maestro y del esclavo. Para obtener dichos modelos 
matemáticos se realizará una identificación del sistema maestro y del sistema esclavo 
por separado. Utilizando ambos modelos matemáticos se determinarán los reguladores  
a emplear aplicando el método de diseño presentado en la Tesis. Estos reguladores serán 
probados en primer lugar mediante simulación, de forma que cuando se verifique el 
funcionamiento simulado, se implementará el control en el sistema teleoperado real. 
 
Este capítulo se va a estructurar del siguiente modo. En primer lugar se va describir el 
entorno experimental utilizado para verificar el método de diseño. Este entorno 
experimental consta básicamente de un sistema teleoperado de un grado de libertad, de 
una tarjeta de adquisición de datos y de un computador en el que se implementará el 
control. Seguidamente se realizará la identificación del sistema teleoperado, obteniendo 
el modelo de estados del sistema maestro y del sistema esclavo. A continuación se 
modelará el sistema teleoperado con retardos completo, según el procedimiento 
explicado en el capítulo 3, y se obtendrán las ecuaciones de diseño del sistema de 
control. Tras hallar las ecuaciones de diseño, se calcularán los parámetros de regulación 
del sistema de control identificado, considerando diferentes configuraciones de retardo 
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y tipos de entorno, y se comprobará en simulación el funcionamiento de los distintos 
sistemas de control. Por último, se validará el método de diseño sobre el sistema 
teleoperado real. Para ello se efectuarán tres tipos de pruebas experimentales. En los dos 
primeros tipos de pruebas se simulará la fuerza ejercida por el operador mediante un 
escalón y una rampa, simulando asimismo la interacción del esclavo con un entorno. En 
el tercer tipo de pruebas no se simulará ni la fuerza ejercida por el operador ni la 
interacción del esclavo con el entorno, de forma que se considerará la fuerza real 
ejercida por un operador cualquiera así como distintos entornos de interacción reales. 
 
 
 
7.2 Descripción del entorno experimental 
 
El sistema teleoperado de un grado de libertad que va a utilizarse para verificar el 
novedoso método de control de sistemas teleoperados con retardos presentado en la 
Tesis se muestra en la Figura 7.1. Este sistema teleoperado ha sido desarrollado en el 
Área de Ingeniería de Sistemas y Automática de la Universidad Miguel Hernández de 
Elche. 

 

 
Figura 7.1. Sistema teleoperado experimental de un grado de libertad. 

 
 
7.2.1 Descripción del sistema teleoperado 
 
Como se ha comentado, el sistema teleoperado utilizado para validar experimentalmente 
el método de diseño presentado en la Tesis se compone de un maestro y de un esclavo 
de un único grado de libertad, es decir tanto el maestro como el esclavo sólo tienen una 
única articulación. La articulación del maestro y del esclavo tienen la misma longitud. 
La diferencia entre el maestro y el esclavo radica en que el esclavo posee un volante de 
inercia que no posee el maestro, ver Figura 7.1. 
 
El manipulador maestro y el manipulador esclavo son controlados mediante motores 
DC (CC: corriente continua) sin escobillas (brushless) de Premotec. Las características 
técnicas de estos motores son las siguientes: 
 
 

MAESTRO ESCLAVO 
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• Tensión nominal: 24 V DC 
• Velocidad sin carga: 2300 rpm 
• Velocidad nominal: 1600 rpm 
• Par nominal: 12 Ncm 
• Par pico: 27 Ncm 

 
Estos motores proporcionan la velocidad de la articulación del maestro y del esclavo 
mediante tacómetros que llevan incorporados. El tacómetro proporciona un valor de 
tensión proporcional a la velocidad a la que gira cada articulación. Asimismo, los 
motores permiten leer la intensidad de la corriente que circula por ellos, suministrando 
un valor de tensión proporcional a la corriente. 
 
Los ángulos de cada articulación son leídos mediante potenciómetros de Spectrol. El 
potenciómetro proporciona un valor de tensión proporcional al ángulo girado por la 
articulación. 
 
Las señales de control de cada manipulador son enviadas al respectivo motor mediante 
un servosistema de cuatro cuadrantes (doble sentido de giro)  Kelvin CMC 24/2. Este 
servosistema es utilizado como un amplificador lineal analógico. Permite generar 
señales de control al maestro y al esclavo entre -10 V y +10 V. El servosistema es 
alimentado por corriente continua: +33/0/-33 V. La máxima carga admisible es de 24 V 
– 2 A.  
 
Para alimentar al sistema se ha empleado una fuente de alimentación Tektronix que 
proporciona hasta 30 V – 2 A. 
 
 
7.2.2 Tarjeta de adquisición National Instruments 
 
El control del sistema teleoperado va a realizarse mediante un computador, 
implementando el algoritmo de control en Simulink. Para que desde el computador se 
pueda interactuar con el sistema teleoperado, se ha utilizado una tarjeta de adquisición 
National Instruments 6024E. Las características técnicas de esta tarjeta de adquisición 
son las siguientes: 
 

• Conexión a bus PCI. 
• 16 canales de entrada analógica. El rango de tensiones que puede leerse por cada 

canal de entrada va desde -10 V hasta +10 V. 
• 2 canales de salida analógica. El rango de tensiones de cada canal de salida 

comprende desde -10 V hasta +10 V. 
 
Se van a emplear 6 canales de entrada de la tarjeta para leer los datos del sistema 
maestro – esclavo, y los 2 canales de salida para enviar la señal de control del maestro y 
del esclavo. En la Tabla 7.1 se muestran los canales de lectura que se emplearán para 
obtener los datos del maestro y del esclavo, indicando que parámetro se lee por cada 
canal y de dónde se realiza la lectura. Por otra parte, los canales que se utilizarán para 
enviar las señales de control al maestro y al esclavo se muestran en la Tabla 7.2.  
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Canal Descripción Origen 
1 Posición del maestro Potenciómetro 
2 Velocidad del maestro Tacómetro 
3 Intensidad del maestro Motor 
4 Posición del esclavo Potenciómetro 
5 Velocidad del esclavo Tacómetro 
6 Intensidad del esclavo Motor 

Tabla 7.1. Canales de lectura de la tarjeta de adquisición. 

 
Canal Descripción 

1 Señal de control del maestro 
2 Señal de control del esclavo 

Tabla 7.2. Canales de escritura de la tarjeta de adquisición. 

 
 
7.3 Identificación del sistema teleoperado 
 
Como ha sido citado en la introducción, para poder obtener los valores de los 
reguladores que se utilizarán en el esquema de control, es necesario realizar la 
identificación del maestro y del esclavo, es decir, hay que obtener el modelo 
matemático del maestro y del esclavo. Con los modelos identificados será posible 
analizar a priori el esquema de control antes de llevar a cabo el control real del sistema 
teleoperado. 
 
Mediante el proceso de identificación se pretende caracterizar matemáticamente la 
función de transferencia del maestro y del esclavo analizando la respuesta obtenida de 
cada sistema al aplicar una tensión de control. Para realizar la identificación de cada 
sistema se ha optado por estudiar su respuesta en bucle abierto frente a una entrada en 
escalón. Puesto que cada sistema se corresponde a un motor de CC, se va a identificar la 
función de transferencia de un motor de CC en bucle abierto del maestro y del esclavo. 
 
El esquema de control en posición de un motor de CC en bucle abierto se puede 
modelar tal como se muestra en la Figura 7.2 [Ogata-98], donde u(t) es la tensión de 
referencia introducida, ( )tθ&  es la tensión proporcional a la velocidad angular, ( )tθ  es la 
tensión proporcional a la posición, y kv es una constante que modela la relación entre la 
posición medida realmente en el motor y la posición que se obtiene al integrar la 
velocidad. 
 
 
 
 
 

Figura 7.2. Esquema de control en posición de un motor de CC en bucle abierto. 
 
 
 
 

s
k
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7.3.1 Identificación en velocidad 
 
Para identificar el sistema completo del maestro y del esclavo se determinará en primer 
lugar el sistema de primer orden cuya respuesta es la velocidad del motor. Es decir, se 
identificará la función de transferencia: 
 

G s k
s

( ) =
+1 τ          

(7.1) 

 
donde k es la ganancia del sistema y se obtiene como el cociente del valor final 
alcanzado por la señal de salida y la magnitud del escalón aplicado al sistema; y la 
constante de tiempo τ corresponde al tiempo transcurrido desde el inicio del escalón 
hasta que la salida alcanza el 63%, aproximadamente, del valor final [Ogata-98].  
 
Puesto que hay que identificar tanto el sistema maestro como el esclavo, será necesario 
obtener la función de transferencia Gm(s) para el maestro y la función Gs(s) para el 
esclavo: 
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Para identificar en velocidad al sistema maestro y al sistema esclavo se introducirán 
escalones de tensión entre 1 V y 5 V y se obtendrá la ganancia k y la constante de 
tiempo τ  de cada sistema a partir de la velocidad leída del tacómetro para cada escalón. 
El rango de tensiones que puede proporcionar el tacómetro del maestro comprende 
desde -1.2 V hasta +1.2 V, mientras que el rango de tensiones que puede proporcionar 
el tacómetro del esclavo va desde -1 V hasta +1 V. 
 
En la Tabla 7.3 se muestran los resultados obtenidos de ganancia y constante de tiempo 
en la identificación del sistema maestro. Como puede observarse sólo se introducen 
señales de control hasta 5 V, sin embargo el rango admisible está entre -10 V y +10 V. 
El introducir señales de control positivas o negativas únicamente influye en el sentido 
de giro del maestro. En este caso se ha optado por introducir señales de control 
positivas, que provocan que la posición del maestro vaya incrementándose. El no 
realizar la identificación del sistema maestro con señales de entrada mayores a 5 V se 
debe al diseño mecánico del sistema teleoperado. A causa de que el recorrido del 
maestro y del esclavo está limitado a una vuelta completa, cuanto mayor es el escalón 
de tensión introducido, antes llega el maestro al final de su recorrido, tal como puede 
apreciarse en la Figura 7.3. En esta figura puede observarse que si se introduce un 
escalón de 1 V ó 1.5 V, el maestro tarda aproximadamente 8.5 s en realizar el recorrido 
completo, sin embargo, si se aumenta el escalón de entrada hasta 2 V, tarda alrededor de 
7 s. De este modo, si se introduce por ejemplo un escalón de 5 V, el maestro realiza su 
recorrido en aproximadamente 2 segundos, por lo que no existe apenas señal en régimen 
permanente para analizar. 
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Ventrada Vfinal km = Vfinal/Ventrada τm 
1 -0.0175169 -0.0175169 0.12 

1.5 -0.06933019 -0.04622 0.14 
2 -0.1232241 -0.061612 0.14 

2.5 -0.17507 -0.070029 0.14 
3 -0.224102 -0.0747 0.14 

3.5 -0.2731375 -0.078039 0.14 
4 -0.32576 -0.0814417 0.14 

4.5 -0.37778 -0.083951 0.14 
5 -0.425716 -0.085143 0.14 

Tabla 7.3. Valores obtenidos en la identificación del maestro. 

 

 
Figura 7.3. Velocidad del maestro ante entradas de tensión de 1 V, 1.5 V y 2 V. 

 
En la Tabla 7.4 se muestran los resultados obtenidos de ganancia y constante de tiempo 
en la identificación del sistema esclavo. Como puede observarse los valores de ganancia 
y constante de tiempo son mayores en valor absoluto que en el caso del sistema 
maestro. La razón de que los valores del esclavo sean diferentes a los del maestro se 
debe a que, como se comentó en el apartado 7.2, el esclavo posee un volante de inercia 
que no tiene el maestro, ver Figura 7.1, lo que provoca que la dinámica del esclavo sea 
distinta a la del maestro. 
 

Ventrada Vfinal ks = Vfinal/Ventrada τs 
1 -0.056037 -0.056037 0.16 

1.5 -0.111025 -0.0740168 0.17 
2 -0.1639388 -0.081969 0.14 

2.5 -0.215966 -0.0863867 0.17 
3 -0.269218 -0.0897395 0.17 

3.5 -0.3200126 -0.0914321 0.15 
4 -0.37212846 -0.0930321 0.17 

4.5 -0.4260931 -0.09468737 0.15 
5 -0.477631 -0.095526 0.14 

Tabla 7.4. Valores obtenidos en la identificación del esclavo. 
 

Ven = 1V

Ven = 1.5V 

Ven = 2V 
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Para modelar el sistema maestro se va a realizar una media aritmética de los valores de 
km y τm obtenidos en el proceso de identificación para las entradas en escalón de 2 V, 
2.5 V y 3 V. Únicamente se ha considerado este rango de valores de tensión debido a 
que las ganancias correspondientes a estas entradas no varían demasiado entre si, y el 
recorrido que efectúa el maestro ante estas entradas no es mínimo. Los valores que se 
obtienen son km = -0.0687803 y τm = 0.14. Por lo tanto la función de transferencia del 
maestro en velocidad es: 
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(7.4) 

 
En el caso de la identificación del esclavo se realizará una media entre los valores de ks 
y τs obtenidos en el proceso de identificación para las entradas en escalón de 1.5 V, 2 V 
y 2.5 V. Los valores que se obtienen son ks = -0.0807908 y τs = 0.16. Por lo tanto la 
función de transferencia del esclavo en velocidad es: 
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Hay que indicar que tanto en el maestro como en el esclavo, el comportamiento del 
sistema ante entradas pequeñas es no lineal, por lo tanto sería más adecuado modelar el 
maestro y el esclavo considerando valores de tensión entre 4 V y 6 V, donde los valores 
de k y τ serían más similares. Sin embargo, como se ha indicado, el considerar señales 
de control del orden de 5 V o mayores, conlleva a que el maestro o el esclavo realicen 
su recorrido completo en muy poco tiempo. Para que el maestro y el esclavo 
funcionaran con señales de control de tal orden y se solucionara el problema del poco 
tiempo empleado en realizar el recorrido, habría que modificar el diseño mecánico del 
sistema teleoperado, por ejemplo aplicando un reductor acoplado en el eje del maestro y 
otro aplicado en el eje del esclavo. 
 
Tanto en la identificación en velocidad del maestro como del esclavo se observa que, al 
introducir señales de control positivas, el maestro y el esclavo van incrementando su 
posición, pero poseen velocidades negativas. Para que el incremento de posición 
corresponda a velocidades positivas, se multiplicará por -1 la velocidad leída en el 
maestro y en el esclavo. De esta forma se considerará que las funciones de transferencia 
del maestro y del esclavo vienen dadas respectivamente por: 
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7.3.2 Identificación en posición 
 
Una vez que se ha identificado en velocidad el sistema maestro y el sistema esclavo, es 
necesario identificar la constante kv del diagrama de bloques en posición del motor de 
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CC en bucle abierto, ver Figura 7.2. Esta constante modela la relación entre la posición 
medida realmente en el motor y la posición que se obtiene al integrar la velocidad, es 
decir, modela la constante del potenciómetro. Se calculará tanto la constante kv del 
maestro (que se denominará kvm) como la del esclavo (que se llamará kvs). La posición 
del maestro y del esclavo se leerán, como fue comentado en el apartado 7.2, mediante 
potenciómetros. Los potenciómetros proporcionan una tensión proporcional al ángulo 
girado por cada articulación. El rango de tensiones correspondientes al ángulo que 
puede tomar el maestro va desde aproximadamente +2.50 V hasta alrededor de +2.99 V, 
mientras que el rango de tensiones proporcionales al ángulo del esclavo comprende 
desde  aproximadamente +2.52 V hasta alrededor de +3.01 V. 
 
Identificación en posición del maestro 
 
Para realizar la identificación en posición del maestro, se ha leído la posición real del 
maestro mediante el potenciómetro y se ha comparado con la que se obtiene al integrar 
la velocidad que proporciona la función de transferencia (7.6), de forma que la 
constante kvm del maestro es la relación entre ambas posiciones. Para que la posición 
inicial del maestro sea 0 V y al aplicar una señal de control positiva dicha posición vaya 
incrementándose, se restará a la posición leída del maestro la posición inicial en la que 
se encuentra el maestro: 

 
maestroinicialleídautilizada posiciónposiciónposición −=           (7.8) 

 
Aplicando diversas señales de entrada al maestro y comparando la posición leída con la 
obtenida al integrar la velocidad proporcionada por la función de transferencia 
identificada, se ha comprobado que, para que ambas posiciones coincidan, es necesario 
que  la constante kvm sea aproximadamente: 

 

85.1
1

=vmk        (7.9) 

 
De este modo el esquema de control en posición del maestro en bucle abierto es el que 
se muestra en la Figura 7.4, donde um(t) es la tensión de entrada al maestro. 
 
 
 
 
 

Figura 7.4. Esquema de control en posición del maestro en bucle abierto. 
 
Identificación en posición del esclavo 
 
Para identificar en posición el esclavo se ha procedido de forma análoga al caso 
anterior, de forma que se ha comparado la posición leída del potenciómetro del esclavo 
con la que se obtiene al integrar la velocidad que proporciona la función de 
transferencia (7.7), para obtener la constante kvs del esclavo. Al igual que en el maestro, 
para que la posición inicial del esclavo sea 0 V y al aplicar una señal de control positiva 
dicha posición vaya incrementándose, se resta a la posición leída del esclavo la posición 
inicial en la que se encuentra el esclavo: 

s14.01
0687803.0
+ s

1
( )tmθ  ( )tmθ&um(t) 

85.1
1
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                    esclavoinicialleídautilizada posiciónposiciónposición −=      (7.10) 

 
En este caso, para que la señal que se obtiene al integrar la velocidad del esclavo 
coincida con la posición leída del potenciómetro, es necesario dividir dicha señal por 
1.85, al igual que ocurría en el sistema maestro (esto es debido a que se ha utilizado el 
mismo sensor de posición en el maestro y en el esclavo). Por lo tanto la constante 
buscada es la misma que la utilizada en el maestro: 
 

85.1
1

=vsk                 (7.11) 

 
En la Figura 7.5 se muestra el esquema de control en posición del esclavo en bucle 
abierto, donde us(t) es la tensión de entrada del esclavo. 
 
 
 
 
 

Figura 7.5. Esquema de control en posición del esclavo. 
 
 
 
7.4 Modelado y diseño del sistema de control teleoperado con 

retardos 
 
7.4.1 Modelado del sistema teleoperado 
 
El método de diseño presentado en el capítulo 3 modela el sistema teleoperado con 
retardos en variables de estado. Por lo tanto se va a obtener la representación en 
variables de estado del sistema maestro y del sistema esclavo mostrados, 
respectivamente, en la Figura 7.4 y en la Figura 7.5. En ambos casos se van a elegir 
variables de estado con sentido físico, concretamente la posición y la velocidad. De esta 
forma, al implantar el esquema de control y conseguir que el estado del esclavo siga al 
estado del maestro, se logrará que la posición y la velocidad del esclavo sigan a la 
posición y a la velocidad del maestro. 
 
A partir del diagrama de bloques del maestro de la Figura 7.4 puede obtenerse la 
representación en variables de estado con sentido físico. Considerando que las variables 
de estado son ( ) ( )ttx mm θ=1  y ( ) ( )ttx mm θ&=2 , se obtienen las siguientes ecuaciones de 
estado: 

 
( ) ( )txktx mvmm 21 =&          (7.12) 
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Por tanto, el modelado en variables de estado con sentido físico del sistema maestro es: 
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De forma simplificada se representará este sistema como: 
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De forma similar, a partir del diagrama de bloques del esclavo de la Figura 7.5 y 
considerando que las variables de estado son ( ) ( )ttx ss θ=1  y ( ) ( )ttx ss θ&=2 , se obtiene el 
siguiente modelado en variables de estado con sentido físico del esclavo: 
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De forma simplificada se representará este sistema como: 
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Con los valores obtenidos en la identificación realizada en el apartado 7.3 se obtiene la 
siguiente representación en variables de estado del maestro y del esclavo: 
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El esquema de control que se va a implantar en el sistema teleoperado es el presentado 
en el capítulo 3 y que se muestra en la Figura 7.6. 
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Figura 7.6. Sistema de control del sistema teleoperado. 

Las matrices que aparecen en el modelo del sistema teleoperado tienen la siguiente 
estructura: 

[ ]21 mmm kkK =             (7.20) 

[ ]21 sss kkK =           (7.21) 

[ ]21 mmm rrR =          (7.22) 

[ ]21 sss rrR =           (7.23) 

22 gG =               (7.24) 

 
Como se indicó en el epígrafe 3.2.2 del capítulo 3, con la matriz Ks se puede modelar la 
interacción del esclavo con el entorno y mediante la matriz Rm es posible contemplar en 
el modelo la reflexión de fuerzas de contacto del esclavo con el entorno hacia el 
maestro. Al igual que en dicho epígrafe, se va a considerar que el entorno únicamente es 
modelado durante el contacto, como una rigidez de valor ke y un rozamiento viscoso de 
valor be, de forma que la fuerza de reacción actuante sobre el esclavo vendrá dada por: 
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( ) ( ) ( )tbtktf seses θθ &+=              (7.25) 

 
De este modo, para incorporar en el modelo la interacción del esclavo con el entorno, la 
estructura de la matriz Ks será: 

 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]eeseessesessss bkKbkkkbkkkkkK −=−=−−== ''

2
'
1

'
2

'
121      (7.26) 

 
Y para realimentar la fuerza de contacto del esclavo hacia el maestro, la estructura de la 
matriz Rm será: 
 

[ ] [ ]efefmmm bkkkrrR == 21    (7.27) 

 
donde kf es la constante de reflexión de esfuerzos. 
 
 
7.4.2 Diseño del sistema de control 
 
El método de diseño del sistema teleoperado presentado en el capítulo 3 plantea una 
serie de ecuaciones mediante las que se consigue que el error entre el estado del esclavo 
y el estado del maestro converja a cero, es decir que el estado del esclavo siga al estado 
del maestro. Además, con dichas ecuaciones es posible fijar la dinámica deseada del 
esclavo y la dinámica deseada del error maestro – esclavo. Solucionando las ecuaciones 
de diseño del sistema de control se calculan los parámetros de regulación del sistema 
teleoperado con retardos: 
 

- 22 gG =  
- [ ]21 sss rrR =  
- [ ]21 mmm kkK =  
- [ ] [ ]esessss bkkkkkK −−== '

2
'
121  

 
A continuación se van a obtener las ecuaciones de diseño considerando que la 
representación del maestro y del esclavo es: 
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donde vmm ka =12 , 
m

ma
τ
1

22 −= , 
m

m
m

kb
τ

=2 , vss ka =12 , 
s

sa
τ
1

22 −= , y 
s

s
s

kb
τ

=2 . 

 
Las siete ecuaciones necesarias para el diseño del esquema de control son las siguientes:  
 

 Ecuaciones que hacen que el error se comporte como un sistema autónomo: 
 

01222121222

12122212212212

=+−−
++−−

ssmmmmmmss

ssssmmmmsmmsss

rbTrbkbkbTrb
rbkbTrbrbrrTbbkb

                     (7.30) 

 

02222121222
2

222222221212222222

22221212222222121222
2

=+++

+++−−
−−+−−−

mmmmssmm

mmssmssmssssssmm

smmsmmmmssssmmss

kbaarbrbT
kbTrbaTrbaTrbrbkbTrb

aTrbaTrbrbkbaarbrbT
           (7.31) 

 
02222222222 =−++− smmmmsss brbTgbbTrbgb      (7.32) 

 
 Ecuaciones que fijan la dinámica del esclavo considerando que el polinomio 

característico deseado del esclavo es ( ) 01
2 pspssp ++= : 

 
( )

0
2222

2
12212211212

1
p

rbrbT
kbTrrrbTrkba

mmss

mmsssmmsss −=
+−

+−+−         (7.33) 

 

1
2222

2
22222222121222

22222222121222
2

1
p

rbrbT
kbTrbaTrbaTrbrb
rbrTbkbaarbrbT

mmss

mmssmssmssss

mmssssssmmss

−=
+−

+++−
+−−−

                (7.34) 

 
 Ecuaciones que fijan la dinámica del error considerando que el polinomio 

característico deseado del error es ( ) 01
2 qsqssq ++= : 

 
( )

0
2222

2
12221212221212

1
q

rbrbT
kbTrbrbrbTrbkba

mmss

mmssssssmmmmm −=
+−

−++−       (7.35) 

 

1
2222

2
22222222121222

22222222121222
2

1
q

rbrbT
kbTrbaTrbaTrbrb
rbrTbkbaarbrbT

mmss

mmssmssmssss

smmsmmmmssmm

−=
+−

+++−
−++

   (7.36) 

 
 
 
7.5 Resultados en simulación 
 
Antes de aplicar el control al sistema real se va a estudiar su comportamiento en 
simulación considerando distintas configuraciones. En cada configuración se asumirán 
unos valores determinados de ubicación de polos deseados, así como un tiempo de 
retardo y unas características dinámicas del entorno. Una vez comprobado el 
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funcionamiento satisfactorio en simulación del sistema de control, se procederá a 
implantar el esquema de control en el sistema teleoperado real. 
 
En la Tabla 7.5 se muestran los parámetros de diseño considerados en cada 
configuración, junto con el valor de los reguladores obtenidos utilizando el método de 
diseño. En todos los casos se ha considerado que la constante de reflexión de esfuerzos 
kf es 0.1 y que el entorno se caracteriza únicamente por la constante de rigidez ke, de 
forma que el coeficiente de rozamiento viscoso be es 0. Además se ha supuesto que el 
retardo existente en la comunicación es de 0.1 segundos. En todas las configuraciones 
se consigue la estabilidad asintótica del sistema independientemente del retardo 
existente.  
 

Configuración Parámetros de diseño Reguladores 

1 
Polos error: {-5, -5} 
Polos esclavo: {-5, -5} 
Entorno: ke = 1 Nm/rad 

g2 =  0.972958 
Km = [-94.240423  -5.810213] 
Ks = [-91.497383  -7.431847] 

'
sK  = [-90.497383  -7.431847] 

Rm = [0.1 0] 
Rs = [-0.097295   0] 

2 
Polos error: {-5, -5} 
Polos esclavo: {-5, -5} 
Entorno: ke = 10 Nm/rad 

g2 =  0.972958 
Km = [-95.140423  -5.761565] 
Ks = [-90.621721  -7.47918] 

'
sK  = [-80.621721  -7.47918] 

Rm = [1 0] 
Rs = [-0.972958   0] 

3 
Polos error: {-5, -5} 
Polos esclavo: {-5, -5} 
Entorno: ke = 100 Nm/rad 

g2 =  0.972958 
Km = [-104.140423 -5.275079] 
Ks = [-81.865098  -7.95251] 

'
sK  = [18.134901  -7.95251] 

Rm = [10 0] 
Rs = [-9.72958   0] 

4 
Polos error: {-5, -5} 
Polos esclavo: {-10, -10} 
Entorno: ke = 1 Nm/rad 

g2 =  0.547288 
Km = [-376.661693  -26.164879] 
Ks = [-91.53995  -7.429546] 

'
sK  = [-90.53995  -7.429546] 

Rm = [0.1 0] 
Rs = [-114.548077  -8.664352] 

5 
Polos error: {-10, -10} 
Polos esclavo: {-5, -5} 
Entorno: ke = 1 Nm/rad 

g2 =  1.729703 
Km = [-94.240423  -5.810213] 
Ks = [-366.205746  -27.240173] 

'
sK  = [-365.205746  -27.240173] 

Rm = [0.1 0] 
Rs = [203.370761   15.403293] 

6 
Polos error: {-10, -10} 
Polos esclavo: {-10, -10} 
Entorno: ke = 1 Nm/rad 

g2 =  0.972958 
Km = [-376.661693  -26.164879] 
Ks = [-366.28142  -27.236082] 

'
sK  = [-365.28142  -27.236082] 

Rm = [0.1 0] 
Rs = [-0.097295   0] 

Tabla 7.5. Reguladores utilizados con el sistema teleoperado identificado. 
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(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 7.7. Simulación del sistema teleoperado considerando que todos los polos están en -
5, ke = 1 Nm/rad y un retardo de 0.1 s (configuración 1). (a) Posición del maestro (xm1(t)) y 
del esclavo (xs1(t)); (b) Velocidad del maestro (xm2(t)) y del esclavo (xs2(t)); (c) Señal de 
control real del maestro ( ( )tum

( ); (d) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ). 

 
En la Figura 7.7 se muestra la simulación del sistema teleoperado cuando el operador 
ejerce una fuerza constante de 1 Nm, considerando que todos los polos se ubican en la 
posición -5 del plano s, que la rigidez del entorno es ke = 1 Nm/rad y que existe un 
retardo de 0.1 segundos (configuración 1). Como puede comprobarse en (a) y en (b), la 
posición y velocidad del esclavo  (xs1(t) y xs2(t)) siguen respectivamente la posición y 
velocidad del maestro (xm1(t) y xm2(t)). En (c) y en (d) se muestran, respectivamente, la 
señal de control real del maestro ( ( )tum

( ) y la señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ). 

Como se explicó en el apartado 4.2 del capítulo 4, en un sistema teleoperado real, 
cuando se alcance una posición de equilibrio, el motor del maestro deberá ejercer una 
fuerza/par igual y de sentido contrario a la fuerza que ejerce el operador para mantener 
esta posición de equilibrio y para que el operador sienta la fuerza de reacción en este 
punto. Asimismo el motor del esclavo deberá generar una fuerza/par igual a la fuerza de 
reacción del esclavo con el entorno para mantener su posición de equilibrio. Por este 
motivo se indicó que la señal de control real del maestro y del esclavo venían dadas 
respectivamente por: 

 
( ) ( ) ( )TtxRtxKtu smmmm −+=(        (7.37) 
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( ) ( ) ( ) )(2
' TtFGTtxRtxKtu mmssss −+−+=(             (7.38) 

  
donde '

sK  se obtiene a partir de (7.26). Posteriormente, en el epígrafe 7.6.1 se remarcará 
la diferencia entre la señal de control del maestro (um(t)) y del esclavo (us(t)) que 
aparecen en la Figura 7.6, con respecto a la señal de control real del maestro ( ( )tum

( ) y 
del esclavo ( ( )tus

( ) que se aplicarían a un sistema teleoperado real. 
 
En la Figura 7.8 se muestra la simulación del sistema teleoperado cuando el operador 
ejerce una fuerza constante de 1 Nm, considerando que los polos del error se encuentran 
en la posición -5 del plano s, que los polos del esclavo se encuentran en la posición -10 
del plano s, que la rigidez del entorno es ke = 1 Nm/rad y que existe un retardo de 0.1 
segundos (configuración 4). Como puede comprobarse en (a) y en (b), la posición y 
velocidad del esclavo  (xs1(t) y xs2(t)) siguen respectivamente la posición y velocidad del 
maestro (xm1(t) y xm2(t)). 
 

(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 7.8. Simulación del sistema teleoperado considerando que los polos del error están 
en -5, los polos del esclavo están en -10, ke = 1 Nm/rad y un retardo de 0.1 s (configuración 
4). (a) Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)); (b) Velocidad del maestro (xm2(t)) 
y del esclavo (xs2(t)); (c) Señal de control real del maestro ( ( )tum

( ); (d) Señal de control real 
del esclavo ( ( )tus

( ). 

 
En la Figura 7.9 se muestra la simulación del sistema teleoperado cuando el operador 
ejerce una fuerza constante de 1 Nm, considerando que los polos del error se encuentran 
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en la posición -10 del plano s, que los polos del esclavo se encuentran en la posición -5 
del plano s, que la rigidez del entorno es ke = 1 Nm/rad y que existe un retardo de 0.1 
segundos (configuración 5). Como puede comprobarse en (a) y en (b), la posición y 
velocidad del esclavo  (xs1(t) y xs2(t)) siguen respectivamente la posición y velocidad del 
maestro (xm1(t) y xm2(t)). 
 

(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 7.9. Simulación del sistema teleoperado considerando que los polos del error están 
en -10, los polos del esclavo están en -5, ke = 1 Nm/rad y un retardo de 0.1 s (configuración 
5). (a) Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)); (b) Velocidad del maestro (xm2(t)) 
y del esclavo (xs2(t)); (c) Señal de control real del maestro ( ( )tum

( ); (d) Señal de control real 
del esclavo ( ( )tus

( ).  

 
Si se considera que tanto los polos del error como los del esclavo se encuentran en la 
posición -10 del plano s, que la rigidez del entorno es ke = 1 Nm/rad y que existe un 
retardo de 0.1 segundos (configuración 6), se obtienen los resultados que se muestran en 
la Figura 7.10. Al igual que en las anteriores simulaciones, puede observarse en (a) y en 
(b) que la posición y velocidad del esclavo  (xs1(t) y xs2(t)) siguen respectivamente la 
posición y velocidad del maestro (xm1(t) y xm2(t)). 
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(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 7.10. Simulación del sistema teleoperado considerando que los polos del error y del 
esclavo están en -10, ke = 1 Nm/rad y un retardo de 0.1 s (configuración 6). (a) Posición del 
maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)); (b) Velocidad del maestro (xm2(t)) y del esclavo 
(xs2(t)); (c) Señal de control real del maestro ( ( )tum

( ); (d) Señal de control real del esclavo 
( ( )tus
( ). 

 
A través de las distintas gráficas mostradas en este apartado se ha podido validar en 
simulación el funcionamiento satisfactorio de los sistemas de control diseñados. Si se 
comparan las respuestas, así como las señales de control de cada sistema, se puede 
comprobar, como ya se explicó en el apartado 4.4 del capítulo 4, que la ubicación 
seleccionada de los polos del esclavo y del error afecta al comportamiento dinámico del 
sistema teleoperado con retardos del siguiente modo: 
 

• La posición final del sistema depende de la ubicación de los polos del esclavo, 
de forma que conforme se alejan los polos del origen se obtiene una posición 
final menor. 

• La velocidad máxima del maestro disminuye al alejar del origen los polos del 
esclavo, no siendo influida por la ubicación de polos del error elegida. 

• La velocidad máxima del esclavo disminuye al alejar del origen los polos del 
esclavo, mientras que aumenta al alejar del origen los polos del error. 

• El tiempo de establecimiento del maestro y del esclavo, así como el tiempo de 
convergencia entre el maestro y el esclavo, disminuyen al alejar tanto los polos 
del esclavo como los del error del origen. 
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• El valor máximo de la señal de control real del maestro (en valor absoluto) no es 
influida en gran medida por la ubicación de polos del esclavo y del error 
seleccionada. 

• El valor máximo de la señal de control real del esclavo (en valor absoluto) 
depende tanto de los polos del esclavo como de los polos del error. Disminuye al 
alejar los polos del esclavo del origen, mientras que aumenta al alejar los polos 
del error del origen.  

 
Tras comprobar en simulación el funcionamiento satisfactorio de los esquemas de 
control considerando diferentes configuraciones de los parámetros de diseño, se va a 
proceder a implantar dichos esquemas en el sistema teleoperado experimental de un 
grado de libertad.  
 
 
 
7.6 Resultados reales 
 
Tal como fue comentado en la introducción, se han implementado los esquemas de 
control del sistema teleoperado directamente en Simulink, de modo que desde dicho 
entorno es posible interactuar con el sistema teleoperado accediendo a los canales de 
lectura y escritura de la tarjeta de adquisición National Instruments. Se han realizado 
tres tipos de pruebas experimentales para verificar la validez del método de diseño con 
el sistema teleoperado real de un grado de libertad, ver Figura 7.11. Los tres tipos de 
pruebas realizadas son: 
 

• Respuesta del sistema teleoperado real simulando la fuerza ejercida por el 
operador mediante un escalón y simulando también la interacción del esclavo 
con un entorno. 

• Respuesta del sistema teleoperado real simulando la fuerza ejercida por el 
operador mediante una rampa y simulando también la interacción del esclavo 
con un entorno.  

• Respuesta del sistema teleoperado real ante cualquier fuerza ejercida realmente 
por el operador cuando el esclavo interacciona con un entorno real. 

 

 
Figura 7.11. Tipos de pruebas experimentales realizadas para verificar el método de 
diseño. 
 

Pruebas 
Experimentales 

Operador simulado 
+ 

Interacción esclavo 
simulada 

Operador real 
+ 

Interacción esclavo 
real 

Fuerza operador: 
escalón 

Fuerza operador: 
rampa 
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Los dos primeros tipos de pruebas permiten validar los esquemas de control del sistema 
teleoperado ante retardos, pero en lugar de interaccionar con un entorno real, se simula 
la interacción con un entorno mediante la matriz Ks y se realimenta la fuerza de 
interacción hacia el maestro usando la matriz Rm, tal como se indicó en el epígrafe 7.4.1. 
En estas pruebas se simula la fuerza que ejerce el operador mediante un escalón y 
mediante una rampa. Es decir, el operador no moverá directamente el maestro, sino que 
éste se moverá al aplicarle una señal en escalón o en rampa.  Una vez validados los 
reguladores diseñados en las pruebas en las que se simula tanto el operador como el 
entorno con el que interacciona el esclavo, en el tercer tipo de pruebas se realiza un 
control del sistema teleoperado experimental con retardos pero considerando un 
operador real que ejerce una fuerza cualquiera, y considerando que el esclavo 
interacciona con un entorno real. 
 
 
7.6.1 Respuesta del sistema teleoperado simulando la fuerza del operador 

mediante un escalón y simulando la interacción del esclavo con el entorno 
 
En este epígrafe se van a mostrar los resultados experimentales obtenidos con el sistema 
teleoperado real cuando se ha simulado la fuerza ejercida por el operador mediante un 
escalón, y asimismo se ha simulado la interacción del esclavo con el entorno.  
 

 
Figura 7.12. Esquema de control del sistema teleoperado con retardos simulando la fuerza 
del operador mediante un escalón y simulando la interacción del esclavo con el entorno. 

 
Para controlar el sistema teleoperado experimental ante retardos considerando una 
entrada en escalón se ha implementado en Simulink el esquema que se muestra en la 
Figura 7.12. Este esquema lee la posición y velocidad del maestro y del esclavo, y se 
encarga de generar la señal de control del maestro y del esclavo, utilizando un periodo 
de muestreo de 0.01s. Como puede observarse, se ha utilizado el bloque Transport 
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Delay de Simulink para introducir retardos constantes en la transmisión entre el maestro 
y el esclavo. En este esquema puede comprobarse que se ha introducido como entrada 
un escalón que modela la fuerza que aplica el operador (bloque Fuerza operador). Por 
otra parte hay que indicar que los datos leídos del maestro y del esclavo (posición y 
velocidad) han sido filtrados utilizando el siguiente filtro digital de promedio móvil 
[Ogata-96]: 

 
( )
( )

54321

6
1

6
1

6
1

6
1

6
1

6
1 −−−−− +++++= zzzzz

zX
zY                          (7.39) 

 
donde Y(z) representa la salida del filtro y X(z) representa la entrada. 
 
En el epígrafe 7.4.1 se mostró a través de las expresiones (7.26) y (7.27) cuál debía ser 
la estructura de las matrices Ks y Rm para contemplar en el modelo la interacción del 
esclavo con el entorno y realimentar la fuerza de contacto al maestro. Considerando que 
el entorno es modelado únicamente por una constante de rigidez ke, la estructura de las 
matrices Ks y Rm en este caso será: 

 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]00 '
2

'
12

'
121 esesssessss kKkkkkkkkkK −=−=−==         (7.40) 

[ ] [ ] [ ]021 efefefmmm kkbkkkrrR ===    (7.41) 

 
La señal de control del maestro, um(t),  y del esclavo, us(t), que se han empleado en el 
esquema de Simulink corresponden a las que aparecen en el modelo del sistema 
teleoperado con retardos mostrado en la Figura 7.6, es decir: 

 

( ) ( ) ( ) )(tFTtxRtxKtu msmmmm +−+=    (7.42) 

( ) ( ) ( ) )(2 TtFGTtxRtxKtu mmssss −+−+=       (7.43) 

 
Se han utilizado estas señales de control ya que es necesario simular tanto la fuerza que 
ejerce el operador, como la interacción del esclavo con el entorno. Por este motivo, en la 
señal de control del maestro mostrada en (7.42)  se contempla la fuerza ejercida por el 
operador, Fm(t). Con la estructura de Ks indicada en (7.40) se logrará contemplar en el 
sistema teleoperado la fuerza interacción del esclavo con el entorno, ya que modelando 
la fuerza de interacción del esclavo con el entorno como: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )txktxbtxktbtktf seseseseses 121 =+=+= θθ &            (7.44) 

 
se puede comprobar que la señal de control del esclavo considera la fuerza de 
interacción del esclavo con el entorno:  
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) )(

)(

2
'

2

TtFGTtxRtftxK
TtFGTtxRtxKtu

mmssss

mmssss

−+−+−

=−+−+=    (7.45) 
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Por otra parte, con la estructura de Rm indicada en (7.41) se modela la realimentación de 
la fuerza de interacción del esclavo con el entorno hacia el maestro, ya que: 

 

( ) [ ] ( )
( ) [ ] ( )

( )
( ) ( )TtfkTtkk

Tt
Tt

kk
Ttx
Ttx

rrTtxR

sfsef

s

s
ef

s

s
mmsm

−=−

=







−
−

=







−
−

=−

θ
θ
θ
&0

2

1
21               (7.46) 

 
Es necesario aclarar en este momento que, a pesar que en este esquema de control se 
utilizan para controlar el sistema teleoperado la señal de control del maestro, um(t),  y 
del esclavo, us(t), indicadas en (7.42) y (7.43) respectivamente, sin embargo, tal como 
se explicó en el apartado 4.2 del capítulo 4, la señal de control real del maestro y del 
esclavo vendrán dadas por: 
 

( ) ( ) ( )TtxRtxKtu smmmm −+=(                (7.47) 
 

( ) ( ) ( ) )(2
' TtFGTtxRtxKtu mmssss −+−+=(          (7.48) 

 
Es decir, en un sistema teleoperado real, cuando se alcance una posición de equilibrio, 
el motor del maestro deberá ejercer una fuerza/par igual y de sentido contrario a la 
fuerza que ejerce el operador para mantener esta posición de equilibrio y, además, para 
que el operador sienta la fuerza de reacción en este punto. Por este motivo en la 
expresión (7.47) no aparece la fuerza que ejerce el operador, Fm(t).  
 
Por otra parte, en un sistema teleoperado real no debe utilizarse la matriz Ks indicada en 
(7.40) para calcular la señal de control del esclavo, ya que la fuerza de reacción del 
esclavo con el entorno se produce realmente, de forma que no es necesario simularla. 
De este modo, en lugar de emplear la matriz Ks, se utilizará la matriz [ ]2

'
1

'
sss kkK =  

que puede obtenerse fácilmente a partir de (7.40): [ ]21
'

sess kkkK += . Con esta señal 
de control, cuando se alcance la posición de equilibrio, el motor del esclavo generará 
una fuerza/par igual a la fuerza de reacción del esclavo con el entorno para mantener 
esta posición de equilibrio.  
 
A continuación se van a mostrar los resultados experimentales obtenidos considerando 
diferentes parámetros de diseño. A partir de los parámetros de diseño se calcularán los 
valores de los reguladores del sistema teleoperado, ver Tabla 7.5, y seguidamente, con 
los reguladores obtenidos, se probará experimentalmente el funcionamiento del sistema. 
En todos los experimentos efectuados se ha introducido al sistema una entrada en 
escalón de 5 V, es decir, se ha movido el maestro aplicándole una señal en escalón de 5 
V. Además, en todos los casos se ha considerado que la constante de reflexión de 
esfuerzos kf es 0.1. 
 
• Polos del error ubicados en la posición -10 del plano s y polos del esclavo 

ubicados en la posición -5 del plano s 
 
Si se considera un entorno modelado con una rigidez ke = 1 Nm/rad y un retardo en la 
comunicación de 0.1 s se obtienen los resultados que se muestran en la Figura 7.13. 
Como puede observarse, la posición y velocidad del esclavo siguen la posición y 
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velocidad del maestro, a pesar de que exista un retardo en la comunicación de 0.1 s. Por 
otra parte puede apreciarse que, mientras que la señal de control real del maestro ( ( )tum

( ) 
en ningún momento se satura, la señal de control real del esclavo ( ( )tus

( ) excede el 
límite máximo admisible (+10 V), de forma que se saturaría. 
 

(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 7.13. Comportamiento del sistema real considerando que los polos del error están 
en -10 y los del esclavo en -5, ke = 1 Nm/rad y un retardo de 0.1 s. (a) Posición del maestro 
(xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)); (b) Velocidad del maestro (xm2(t)) y del esclavo (xs2(t)); (c) 
Señal de control real del maestro ( ( )tum

( ); (d) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ). 

 
• Polos del error ubicados en la posición -5 del plano s y polos del esclavo 

ubicados en la posición -10 del plano s 
 
Considerando que, al igual que antes, el entorno es modelado por una rigidez ke = 1 
Nm/rad y que el retardo en la comunicación es de 0.1 s, se obtiene el comportamiento 
del sistema teleoperado que se muestra en la Figura 7.14. Como puede apreciarse, la 
posición y velocidad del esclavo siguen la posición y velocidad del maestro, a pesar del 
retardo existente en la comunicación. Además se puede observar que ni la señal de 
control real del maestro ( ( )tum

( ) ni la del esclavo ( ( )tus
( ) exceden los valores máximos 

admisibles (-10 V, +10 V). 
 
 
 
 



Control bilateral por convergencia de estados de sistemas teleoperados con retardos 

 234

 
 

(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 7.14. Comportamiento del sistema real considerando que los polos del error están 
en -5 y los del esclavo en -10, ke = 1 Nm/rad y un retardo de 0.1 s. (a) Posición del maestro 
(xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)); (b) Velocidad del maestro (xm2(t)) y del esclavo (xs2(t)); (c) 
Señal de control real del maestro ( ( )tum

( ); (d) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ). 

 
• Polos del error y del esclavo en la posición -10 del plano s 
 
Considerando que el entorno es modelado por una rigidez ke = 1 Nm/rad y que el 
retardo en la comunicación es de 0.1 s, se obtienen los resultados que se muestran en la 
Figura 7.15. En este caso el comportamiento del maestro y del esclavo es similar al 
obtenido cuando los polos del error se situaban en -5 y los del esclavo en -10 (Figura 
7.14). Como puede comprobarse, la posición y velocidad del esclavo siguen la posición 
y velocidad del maestro. Por otra parte, ni la señal de control real del maestro ( ( )tum

( ) ni 
la del esclavo ( ( )tus

( ) exceden los valores máximos admisibles, aunque en este caso 
puede observarse que el valor máximo que alcanza la señal de control del esclavo es 
mayor que cuando se ubican los polos del error en -5 y los del esclavo en -10. 
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(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 7.15. Comportamiento del sistema real considerando que los polos del error y del 
esclavo están en -10, ke = 1 Nm/rad y un retardo de 0.1 s. (a) Posición del maestro (xm1(t)) y 
del esclavo (xs1(t)); (b) Velocidad del maestro (xm2(t)) y del esclavo (xs2(t)); (c) Señal de 
control real del maestro ( ( )tum

( ); (d) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ). 

 
• Polos del error y del esclavo en la posición -5 del plano s 
 
Si se considera que el entorno es modelado por una rigidez ke = 1 Nm/rad y que el 
retardo en la comunicación es de 0.1 s, se obtienen los resultados que se muestran en la 
Figura 7.16. En este caso el comportamiento del maestro y del esclavo es similar al 
obtenido cuando los polos del error se situaban en -10 y los del esclavo en -5 (Figura 
7.13), de forma que la posición y velocidad del esclavo siguen la posición y velocidad 
del maestro. Sin embargo, a diferencia del caso en el que los polos del error se situaban 
en -10 y los del esclavo en -5, en el que la señal de control real del esclavo ( ( )tus

( ) se 
saturaba, en este caso puede observarse que la señal de control real del esclavo no se 
satura. 
 
Con las pruebas experimentales realizadas colocando los polos del esclavo y del error 
en diferentes ubicaciones, se ha podido comprobar que se obtienen resultados muy 
similares a los producidos en simulación, mostrados en el apartado 7.5. Se ha verificado 
que, cuando los polos del esclavo se ubican más alejados del origen (en la posición -10),  
la posición final que alcanza el maestro y el esclavo es menor que si se colocan más 
cerca del origen (en la posición -5). Por otra parte se ha comprobado que, para una 
determinada configuración de polos del esclavo, el valor máximo de la señal de control 
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del esclavo ( ( )tus
( ) aumenta al alejar los polos del error, sin embargo, para una 

determinada ubicación de polos del error, disminuye al alejar los polos del esclavo. Por 
tanto, de los resultados experimentales obtenidos, se puede deducir que el mejor 
emplazamiento de los polos para efectuar el control del sistema teleoperado es ubicar 
tanto los polos del esclavo como los del error en la posición -5 del plano s. Esto se debe 
a que, al ubicar los polos del esclavo en -5, la posición final que alcanza el maestro y el 
esclavo no es tan pequeña como la obtenida al ubicar los polos del esclavo en -10. Por 
otra parte, considerando que los polos del esclavo se encuentran en -5, si se ubican los 
polos del error en -10, se ha comprobado que la señal de control real del esclavo se 
satura, mientras que si se ubican en -5 se encuentra dentro de los límites admisibles (-10 
V, +10 V).  
 

(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 7.16. Comportamiento del sistema real considerando que los polos del error y del 
esclavo están en -5,  ke = 1 Nm/rad y un retardo de 0.1 s. (a) Posición del maestro (xm1(t)) y 
del esclavo (xs1(t)); (b) Velocidad del maestro (xm2(t)) y del esclavo (xs2(t)); (c) Señal de 
control real del maestro ( ( )tum

( ); (d) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ). 

 
Considerando la ubicación de polos del error y del esclavo en -5, se han efectuado 
diversas pruebas experimentales para verificar el método de diseño aportado por la 
Tesis ante distintos tipos de entornos y diferentes tiempos de retardo.  A partir de los 
tipos de entornos y de los tiempos de retardo se han diseñado los reguladores que hay 
que utilizar en el esquema de control. Los reguladores obtenidos para una determinada 
configuración de entorno y tiempo de retardo han sido probados, además de con un 
retardo real en la comunicación idéntico al considerado en el diseño, con retardos reales 
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mayores, ya que, como se explicó en el apartado 4.5 del capítulo 4, el método de diseño 
es robusto a variaciones en el tiempo de retardo, de forma que es posible utilizar los 
reguladores obtenidos mediante un determinado retardo de diseño para controlar el 
sistema cuando el retardo real en la comunicación es mayor. Hay que recordar que en 
dicho apartado, además, se comprobó que el método era robusto a ligeras variaciones en 
el resto de parámetros de diseño (entorno, maestro y esclavo). En la Tabla 7.6 se 
muestra a modo de resumen las distintas configuraciones de entorno, retardo de diseño 
y retardo real en la comunicación que han sido analizadas. Para todas las 
configuraciones de rigidez del entorno y retardo de diseño se han obtenido reguladores 
que hacen al sistema asintóticamente estable independientemente del retardo. 
 

ke = 1 Nm/rad 
ke = 10 Nm/rad Rigidez entorno 

ke = 100 Nm/rad 
Retardo diseño T = 0.1 s T = 0.5 s 

Retardo real 0.1 s 0.5 s 1 s 0.5 s 1 s 

Tabla 7.6. Configuraciones validadas experimentalmente. 
 
En la Figura 7.16 se mostró el comportamiento del sistema teleoperado cuando la 
rigidez del entorno era ke = 1 Nm/rad, el retardo considerado en el diseño era de 0.1 s, y 
el retardo real coincidía con el de diseño. Como se ha indicado anteriormente, puesto 
que los reguladores obtenidos considerando una rigidez del entorno de ke = 1 Nm/rad y 
un retardo de diseño de 0.1 s hacen al sistema asintóticamente estable 
independientemente del retardo, y, como se explicó en el capítulo 4, el método de 
control es robusto a variaciones en el retardo de diseño, se han empleado estos 
reguladores para controlar el sistema cuando el retardo real en la comunicación es de 
0.5 s y 1 s. En la Figura 7.17 se muestra la evolución de la posición del maestro y del 
esclavo cuando el retardo real en la comunicación es de 0.5 s (a) y de 1 s (b). En ambos 
casos, como puede apreciarse, la posición del esclavo sigue la posición del maestro a 
pesar de que el retardo real difiera del considerado para el diseño. De este modo, se 
valida experimentalmente la robustez del método de diseño a variaciones respecto al 
tiempo de retardo considerado para el diseño. 
 

(a) (b) 

Figura 7.17. Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t))  considerando ke = 1 Nm/rad, 
un retardo de diseño de 0.1 s, y un retardo real de 0.5 s (a) y 1 s (b). 
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En la Figura 7.18 se muestra la evolución de la posición del maestro y del esclavo 
cuando la rigidez del entorno viene dada por ke = 1 Nm/rad, el retardo de diseño 
considerado es de 0.5 s y el retardo real en la comunicación es de 0.5 s (a) y de 1 s (b). 
En ambos casos se consigue que la posición del esclavo siga a la del maestro. Además, 
como puede observarse en la Figura 7.18(b) pueden utilizarse los reguladores obtenidos 
mediante el retardo de diseño de 0.5 s para controlar el sistema cuando el retardo real es 
de 1 s. Por otra parte si se compara la Figura 7.18 con la Figura 7.17, puede apreciarse 
que los resultados obtenidos son parecidos. 
 

(a) (b) 

Figura 7.18. Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t))  considerando ke = 1 Nm/rad, 
un retardo de diseño de 0.5 s, y un retardo real de 0.5 s (a) y 1 s (b). 
 
Tras haber validado el método de control cuando la rigidez del entorno es ke = 1 
Nm/rad, se van a mostrar a continuación los resultados obtenidos cuando la rigidez del 
entorno es ke = 10 Nm/rad. En la Figura 7.19 se puede observar el comportamiento del 
sistema teleoperado cuando la rigidez del entorno es ke = 10 Nm/rad, el retardo 
considerado en el diseño es de 0.1 s, y el retardo real coincide con el de diseño. Si se 
compara esta figura con la Figura 7.16, puede apreciarse que la evolución de la posición 
y de la velocidad, así como la señal de control del maestro es similar en ambos casos. 
Sin embargo, el valor final de la señal de control del esclavo aumenta ligeramente, 
puesto que en la Figura 7.16 alcanzaba un valor final inferior a 1 V, mientras que en 
este caso alcanza un valor final de aproximadamente 1 V. 
 
En la Figura 7.20 se muestra la evolución de la posición del maestro y del esclavo 
cuando los reguladores obtenidos considerando una rigidez del entorno de ke = 10 
Nm/rad y un retardo de diseño de 0.1 s son utilizados para controlar el sistema cuando 
el retardo real en la comunicación es de 0.5 s (a) y de 1 s (b). Como era de esperar, en 
ambos casos, la posición del esclavo sigue la posición del maestro a pesar de que el 
retardo real difiera del considerado para el diseño.  
 
En la Figura 7.21 se muestra la evolución de la posición del maestro y del esclavo 
cuando la rigidez del entorno viene dada por ke = 10 Nm/rad, el retardo de diseño 
considerado es de 0.5 s y el retardo real en la comunicación es de 0.5 s (a) y de 1 s (b). 
Como puede observarse en la Figura 7.21(b) pueden utilizarse los reguladores obtenidos 
mediante el retardo de diseño de 0.5 s para controlar el sistema cuando el retardo real es 
de 1 s. Si se compara la Figura 7.21 con la Figura 7.20, puede apreciarse que los 
resultados obtenidos son similares. 
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(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 7.19. Comportamiento del sistema real considerando ke = 10 Nm/rad, un retardo de 
diseño de 0.1 s, y un retardo real de 0.1 s. (a) Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo 
(xs1(t)); (b) Velocidad del maestro (xm2(t)) y del esclavo (xs2(t)); (c) Señal de control real del 
maestro ( ( )tum

( ); (d) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ). 

 

(a) (b) 

Figura 7.20. Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t))  considerando ke = 10 
Nm/rad, un retardo de diseño de 0.1 s, y un retardo real de 0.5 s (a) y 1 s (b). 
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(a) (b) 

Figura 7.21. Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t))  considerando ke = 10 
Nm/rad, un retardo de diseño de 0.5 s, y un retardo real de 0.5 s (a) y 1 s (b). 
 
Por último se van a mostrar los resultados obtenidos cuando el entorno es de rigidez ke = 
100 Nm/rad. En la Figura 7.22 se puede observar el comportamiento del sistema 
teleoperado cuando la rigidez del entorno es ke = 100 Nm/rad, el retardo considerado en 
el diseño es de 0.1 s, y el retardo real coincide con el de diseño. Si se compara esta 
figura con la Figura 7.19, donde la rigidez del entorno era ke = 10 Nm/rad, puede 
apreciarse que mientras que la evolución de la posición, de la velocidad y de la señal de 
control del maestro son similares, el valor final de la señal de control del esclavo ha 
experimentado un incremento importante, ya que, mientras que en la Figura 7.19 
alcanzaba un valor final de aproximadamente de 1 V, ahora aumenta su valor final por 
encima de 5 V. 
 
En la Figura 7.23 se muestra la evolución de la posición del maestro y del esclavo 
cuando los reguladores obtenidos considerando una rigidez del entorno de ke = 100 
Nm/rad y un retardo de diseño de 0.1 s son utilizados para controlar el sistema cuando 
el retardo real en la comunicación es de 0.5 s (a) y de 1 s (b). Como ocurría con los 
entornos considerados anteriormente, se consigue que la posición del esclavo siga la 
posición del maestro a pesar de que el retardo real difiera del considerado para el 
diseño.  
 
En la Figura 7.24 se muestra la evolución de la posición del maestro y del esclavo 
cuando la rigidez del entorno viene dada por ke = 100 Nm/rad, el retardo de diseño 
considerado es de 0.5 s y el retardo real en la comunicación es de 0.5 s (a) y de 1 s (b). 
Como se puede observar en la Figura 7.24(b), pueden utilizarse los reguladores 
obtenidos mediante el retardo de diseño de 0.5 s para controlar el sistema cuando el 
retardo real es de 1 s. Si se compara la Figura 7.24 con la Figura 7.23, puede apreciarse 
que los resultados obtenidos son parecidos. 
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(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 7.22. Comportamiento del sistema real considerando ke = 100 Nm/rad, un retardo 
de diseño de 0.1 s, y un retardo real de 0.1 s. (a) Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo 
(xs1(t)); (b) Velocidad del maestro (xm2(t)) y del esclavo (xs2(t)); (c) Señal de control real del 
maestro ( ( )tum

( ); (d) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ). 

 

(a) (b) 

Figura 7.23. Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t))  considerando ke = 100 
Nm/rad, un retardo de diseño de 0.1 s, y un retardo real de 0.5 s (a) y 1 s (b). 
 



Control bilateral por convergencia de estados de sistemas teleoperados con retardos 

 242

(a) (b) 

Figura 7.24. Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t))  considerando ke = 100 
Nm/rad, un retardo de diseño de 0.5 s, y un retardo real de 0.5 s (a) y 1 s (b). 
 
Si se considerara que el esclavo interacciona con un entorno muy rígido (ke = 1000 
Nm/rad) se obtiene que, ubicando los polos del error y del esclavo en -5, y suponiendo 
un retardo de diseño de 0.1 s, el sistema no es asintóticamente estable 
independientemente del retardo, sino que es asintóticamente estable sólo para retardos 
inferiores a 0.0104 s. Si, por ejemplo, se intenta controlar el esquema de control 
existiendo un retardo real en la comunicación de 0.5 segundos, se puede comprobar que 
el sistema muestra un comportamiento inestable, como puede observarse en la Figura 
7.25. 
 

 
Figura 7.25. Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t))  considerando ke = 1000 
Nm/rad, un retardo de diseño de 0.1 s, y un retardo real de 0.5 s. 
 
De los distintos resultados experimentales obtenidos controlando el sistema teleoperado 
real ante una entrada en escalón, se puede extraer las siguientes conclusiones: 
 

• Los reguladores calculados según el procedimiento de diseño aportado por la 
Tesis considerando diferentes tiempos de retardo de diseño (0.1 s y 0.5 s) y 
distintos tipos de entorno (ke = 1, 10, 100 Nm/rad), permiten controlar de forma 
satisfactoria el sistema teleoperado. Además, los reguladores obtenidos para 
cada configuración hacen al sistema asintóticamente estable independientemente 
del retardo. 
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• Como era de esperar, los resultados experimentales obtenidos son muy similares 
a los producidos en simulación considerando diferentes emplazamientos de los 
polos del error y del esclavo.  

• De las distintas ubicaciones de los polos del esclavo y del error analizadas, se ha 
decidido colocar todos los polos en la posición -5 del plano s para controlar el 
sistema teleoperado, ya que, con dicha configuración, la posición final del 
maestro y del esclavo no alcanza un valor muy pequeño, y las señales de control 
del maestro y del esclavo se encuentran dentro de los límites admisibles. 

• El método de control es robusto a variaciones en el retardo de diseño, puesto que 
ha sido posible controlar el sistema teleoperado cuando el retardo real existente 
en la comunicación era superior al empleado en la etapa de diseño. 

• En las distintas pruebas experimentales realizadas ubicando los polos del error y 
del esclavo en la posición -5, se ha obtenido un comportamiento similar en la 
evolución de la posición y velocidad del maestro y del esclavo, así como en la 
señal de control del maestro. Sin embargo, como es lógico,  conforme  aumenta 
la rigidez del entorno se ha comprobado que aumenta el valor final de la señal de 
control del esclavo. 

• En el caso de que aumente excesivamente la rigidez del entorno (ke = 1000 
Nm/rad), ubicando los polos del esclavo y del error en la posición -5 del plano s, 
el sistema sólo es asintóticamente estable para un retardo de tiempo muy 
pequeño, de forma que para cualquier retardo en la comunicación mayor a este 
valor, no es posible controlar el sistema teleoperado. 

 
 
7.6.2 Respuesta del sistema teleoperado simulando la fuerza del operador 

mediante una rampa y simulando la interacción del esclavo con el entorno 
 
Tras haber verificado en el epígrafe anterior el método de control en el sistema 
teleoperado cuando la fuerza ejercida por el operador es modelada mediante un escalón, 
se va a controlar ahora el sistema teleoperado cuando dicha fuerza es modelada 
mediante una rampa. El esquema empleado para controlar el sistema teleoperado es 
prácticamente el mismo mostrado en la Figura 7.12 con la salvedad de que el bloque 
Fuerza operador en lugar de corresponder a un escalón, corresponde a una rampa. 
 
Al igual que en el epígrafe anterior se han realizado diversas pruebas para validar el 
método de control ante distintas configuraciones de entorno, retardo de diseño y retardo 
real en la comunicación, ver Tabla 7.6. En todas las pruebas se ha considerado que tanto 
los polos del esclavo como los del error se ubican en la posición -5 del plano s, y que la 
constante de reflexión de esfuerzos kf es 0.1. A continuación se muestran los resultados 
experimentales obtenidos. Hay que destacar que en todos los casos se ha considerado 
que la fuerza ejercida por el operador es modelada mediante una rampa de pendiente 
unitaria. 
 
En la Figura 7.26 se muestra el comportamiento del sistema teleoperado cuando la 
rigidez del entorno es ke = 1 Nm/rad, el retardo considerado en el diseño es de 0.1 s, y el 
retardo real coincide con el de diseño. Como puede observarse, la posición del esclavo 
sigue a la posición del maestro a pesar de la existencia de un retardo en la comunicación 
de 0.1 s. La velocidad del esclavo no sigue exactamente a la velocidad del maestro, 
aunque toman valores similares. Es interesante observar como, conforme crece la fuerza 
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ejercida por el operador, aumenta (en valor absoluto) la señal de control del maestro 
( ( )tum
( ), mientras que la señal de control del esclavo ( ( )tus

( ) permanece casi constante. 
 

(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 7.26. Comportamiento del sistema real considerando ke = 1 Nm/rad, un retardo de 
diseño de 0.1 s, y un retardo real de 0.1 s. (a) Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo 
(xs1(t)); (b) Velocidad del maestro (xm2(t)) y del esclavo (xs2(t)); (c) Señal de control real del 
maestro ( ( )tum

( ); (d) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ). 

 
En la Figura 7.27 se muestra la evolución de la posición del maestro y del esclavo 
cuando se utilizan los reguladores obtenidos considerando un retardo de diseño de 0.1 s 
para controlar el sistema teleoperado cuando el retardo real en la comunicación es de 
0.5 s (a) y de 1 s (b). Como puede apreciarse, el esclavo sigue al maestro, pero existe un 
error de posición constante entre ambos. Este error aumenta conforme aumenta el 
retardo real en la comunicación. 
 
En la Figura 7.28 se muestra la evolución de la posición del maestro y del esclavo 
cuando la rigidez del entorno viene dada por ke = 1 Nm/rad, el retardo de diseño 
considerado es de 0.5 s y el retardo real en la comunicación es de 0.5 s (a) y de 1 s (b). 
En ambos casos se consigue que la posición del esclavo siga a la del maestro, aunque 
existe un error de posición constante. Además, como puede observarse en la Figura 
7.28(b) pueden utilizarse los reguladores obtenidos mediante el retardo de diseño de 0.5 
s para controlar el sistema cuando el retardo real es de 1 s. Por otra parte, si se compara 
la Figura 7.28 con la Figura 7.27, puede apreciarse que los resultados obtenidos son 
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similares, observándose en ambos casos como al aumentar el retardo en la 
comunicación, aumenta el error de posición entre el maestro y el esclavo. 
 

(a) (b) 

Figura 7.27. Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t))  considerando ke = 1 Nm/rad, 
un retardo de diseño de 0.1 s, y un retardo real de 0.5 s (a) y 1 s (b). 
 

(a) (b) 

Figura 7.28. Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t))  considerando ke = 1 Nm/rad, 
un retardo de diseño de 0.5 s, y un retardo real de 0.5 s (a) y 1 s (b). 
 
Se van a mostrar seguidamente los resultados experimentales obtenidos cuando la 
rigidez del entorno es de ke = 10 Nm/rad. En la Figura 7.29 se puede observar el 
comportamiento del sistema teleoperado cuando la rigidez del entorno es ke = 10 
Nm/rad, el retardo considerado en el diseño es de 0.1 s, y el retardo real coincide con el 
de diseño. Si se compara esta figura con la Figura 7.26, puede apreciarse que la 
evolución de la posición y de la velocidad, así como la señal de control del maestro es 
similar en ambos casos. Sin embargo, la señal de control del esclavo aumenta 
ligeramente, puesto que en la Figura 7.26 alcanzaba un valor final inferior a 0.8 V, 
mientras que en este caso alcanza un valor final por encima de 0.8 V. 
 
En la Figura 7.30 se muestra la evolución de la posición del maestro y del esclavo 
cuando los reguladores obtenidos considerando una rigidez del entorno de ke = 10 
Nm/rad y un retardo de diseño de 0.1 s son utilizados para controlar el sistema cuando 
el retardo real en la comunicación es de 0.5 s (a) y de 1 s (b). En ambos casos, la 
posición del esclavo sigue la posición del maestro a pesar de que el retardo real difiera 
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del considerado para el diseño. Sin embargo, existe un error de posición constante entre 
el maestro y el esclavo que aumenta cuando el retardo en la comunicación es mayor. 
 

(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 7.29. Comportamiento del sistema real considerando ke = 10 Nm/rad, un retardo de 
diseño de 0.1 s, y un retardo real de 0.1 s. (a) Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo 
(xs1(t)); (b) Velocidad del maestro (xm2(t)) y del esclavo (xs2(t)); (c) Señal de control real del 
maestro ( ( )tum

( ); (d) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ). 

 

(a) (b) 

Figura 7.30. Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t))  considerando ke = 10 
Nm/rad, un retardo de diseño de 0.1 s, y un retardo real de 0.5 s (a) y 1 s (b). 
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En la Figura 7.31 se muestra la evolución de la posición del maestro y del esclavo 
cuando la rigidez del entorno viene dada por ke = 10 Nm/rad, el retardo de diseño 
considerado es de 0.5 s y el retardo real en la comunicación es de 0.5 s (a) y de 1 s (b). 
Como se aprecia en la Figura 7.31(b), pueden utilizarse los reguladores obtenidos 
mediante el retardo de diseño de 0.5 s para controlar el sistema cuando el retardo real es 
de 1 s. Comparando la Figura 7.31 con la Figura 7.30, puede apreciarse que los 
resultados obtenidos son similares. 
 

(a) (b) 

Figura 7.31. Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t))  considerando ke = 10 
Nm/rad, un retardo de diseño de 0.5 s, y un retardo real de 0.5 s (a) y 1 s (b). 
 
Por último se van a mostrar los resultados obtenidos cuando la rigidez del entorno viene 
dada por ke = 100 Nm/rad. En la Figura 7.32 se puede observar el comportamiento del 
sistema teleoperado cuando la rigidez del entorno es ke = 100 Nm/rad, el retardo 
considerado en el diseño es de 0.1 s, y el retardo real coincide con el de diseño. Si se 
compara esta figura con la Figura 7.29, donde la rigidez del entorno era ke = 10 Nm/rad, 
puede apreciarse que, mientras que la evolución de la posición, de la velocidad y de la 
señal de control del maestro son similares, la señal de control del esclavo ha 
experimentado un incremento importante, ya que, mientras que en la Figura 7.29 
alcanzaba un valor final de aproximadamente 1 V, ahora aumenta su valor final hasta 5 
V. 
 
En la Figura 7.33 se muestra la evolución de la posición del maestro y del esclavo 
cuando los reguladores obtenidos considerando una rigidez del entorno de ke = 100 
Nm/rad y un retardo de diseño de 0.1 s son utilizados para controlar el sistema cuando 
el retardo real en la comunicación es de 0.5 s (a) y de 1 s (b). Como ocurría con los 
entornos considerados anteriormente, se consigue que la posición del esclavo siga la 
posición del maestro, aunque existe un error de posición constante que aumenta 
conforme mayor es el retardo existente en la comunicación. 
 
En la Figura 7.34 se muestra la evolución de la posición del maestro y del esclavo 
cuando la rigidez del entorno viene dada por ke = 100 Nm/rad, el retardo de diseño 
considerado es de 0.5 s y el retardo real en la comunicación es de 0.5 s (a) y de 1 s (b). 
Como se puede observar en la Figura 7.34(b), pueden utilizarse los reguladores 
obtenidos mediante el retardo de diseño de 0.5 s para controlar el sistema cuando el 
retardo real es de 1 s. Si se compara la Figura 7.34 con la Figura 7.33, puede apreciarse 
que los resultados obtenidos son similares, existiendo un error de posición constante 
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entre el maestro y el esclavo que aumenta conforme crece el retardo existente en la 
comunicación. 
 

(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 7.32. Comportamiento del sistema real considerando ke = 100 Nm/rad, un retardo 
de diseño de 0.1 s, y un retardo real de 0.1 s. (a) Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo 
(xs1(t)); (b) Velocidad del maestro (xm2(t)) y del esclavo (xs2(t)); (c) Señal de control real del 
maestro ( ( )tum

( ); (d) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ). 

 

(a) (b) 

Figura 7.33. Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t))  considerando ke = 100 
Nm/rad, un retardo de diseño de 0.1 s, y un retardo real de 0.5 s (a) y 1 s (b). 
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(a) (b) 

Figura 7.34. Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t))  considerando ke = 100 
Nm/rad, un retardo de diseño de 0.5 s, y un retardo real de 0.5 s (a) y 1 s (b). 
 
A partir de los resultados experimentales obtenidos cuando la fuerza ejercida por el 
operador es modelada mediante una entrada en rampa, se pueden extraer las siguientes 
conclusiones: 
 

• Mediante el método de diseño aportado por la Tesis es posible controlar de 
forma satisfactoria el sistema teleoperado, considerando distintos tiempos de 
retardo en la comunicación, así como diferentes tipos de entorno, cuando la 
fuerza ejercida por el operador es modelada como una rampa. Sin embargo, a 
diferencia del caso en que la fuerza del operador era modelada mediante una 
entrada en escalón, existe un error de posición constante entre el maestro y el 
esclavo, que crece conforme aumenta el tiempo de retardo en la comunicación. 

• En las pruebas realizadas se ha comprobado que a pesar de que la posición del 
esclavo sigue a la del maestro, no ocurre lo mismo con la velocidad, ya que, 
aunque la velocidad del maestro y del esclavo toman valores similares, la 
velocidad del esclavo no sigue exactamente a la velocidad del maestro. 

• En todos los casos se ha obtenido un comportamiento similar de la señal de 
control del maestro, sin embargo, como era de esperar, conforme  aumenta la 
rigidez del entorno, ha aumentado la señal de control del esclavo. 

• Al igual que ocurría en el epígrafe anterior, se ha verificado que el método de 
control es robusto a variaciones en el retardo de diseño, puesto que ha sido 
posible controlar el sistema teleoperado cuando el retardo real existente en la 
comunicación era superior al empleado en la etapa de diseño. 

 
 
7.6.3 Respuesta del sistema teleoperado ante una fuerza ejercida por el operador 

cualquiera y un entorno de interacción real 
 
En los dos epígrafes anteriores se ha comprobado el funcionamiento del sistema 
teleoperado experimental considerando que la entrada al sistema no era una fuerza 
externa real ejercida por un operador, sino que la fuerza de entrada del operador ha sido 
simulada mediante un escalón o mediante una rampa. En ambos casos el esclavo no ha 
interaccionado con un entorno real, sino que se ha simulado que el esclavo 
interaccionaba con un entorno utilizando la estructura de la matriz Ks indicada en (7.40). 
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Además para realimentar la fuerza de interacción del esclavo con el entorno hacia el 
maestro se ha empleado la matriz Rm mostrada en (7.41). 
 
En este epígrafe se van a mostrar los resultados experimentales obtenidos al controlar el 
sistema teleoperado ante retardos, cuando se considera la fuerza ejercida en la realidad 
por un operador cualquiera, y el esclavo interacciona con un entorno real, de forma que 
se realimenta hacia el maestro la fuerza de interacción real del esclavo. El esquema de 
Simulink que se ha utilizado para controlar el sistema experimental de forma real se 
muestra en la Figura 7.35.  
 

 
Figura 7.35. Esquema de control del sistema teleoperado considerando que la entrada al 
sistema es una fuerza real ejercida por el operador y que el esclavo interacciona con un 
entorno real. 

 
En el esquema mostrado en la Figura 7.35 es necesario aclarar algunos aspectos. En 
primer lugar puede observarse que la señal de control del maestro y del esclavo no 
corresponden a las utilizadas en los dos epígrafes anteriores, indicadas en (7.42) y 
(7.43): 

 

( ) ( ) ( ) )(tFTtxRtxKtu msmmmm +−+=    (7.49) 

( ) ( ) ( ) )(2 TtFGTtxRtxKtu mmssss −+−+=       (7.50) 

 
Como se recordó en el epígrafe 7.6.1, en un sistema teleoperado real, cuando se alcanza 
una posición de equilibrio, el motor del maestro debe ejercer una fuerza/par igual y de 
sentido contrario a la fuerza que ejerce el operador para mantener esta posición de 
equilibrio y para que el operador sienta la fuerza de reacción en este punto, de forma 
que la señal de control de entrada al maestro en un sistema real viene dada por: 
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( ) ( ) ( )TtxRtxKtu smmmm −+=(                    (7.51) 

 
En el epígrafe 7.6.1, además, se indicó que la fuerza de interacción del esclavo,  fs(t), 
considerando que el entorno era modelado únicamente mediante la constante de rigidez 
ke, venía dada por: 

 
( ) ( ) ( )txktktf seses 1== θ                (7.52) 

 
De esta forma, utilizando la matriz Rm mostrada en (7.41) se consigue realimentar la 
fuerza de interacción del esclavo hacia el maestro: 
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Sin embargo, en un funcionamiento real del sistema teleoperado en el que el esclavo 
interacciona con un entorno generándose una fuerza de interacción, no se utiliza la 
matriz Rm para modelar la realimentación de fuerzas, ya que al producirse realmente la 
fuerza de interacción del esclavo con el entorno, directamente se realimenta dicha 
fuerza de interacción considerando una determinada constante de reflexión de esfuerzos 
kf. Por este motivo en un sistema teleoperado real, la señal de control de entrada al 
maestro no se calculará mediante la expresión (7.51), sino que se obtendrá como: 

 
( ) ( ) ( )TtfktxKtu sfmmm −+=(                   (7.54) 

 
Como puede observarse en la Figura 7.35 ésta ha sido la señal de control utilizada en el 
maestro. Para calcular esta señal, por tanto, es necesario leer la fuerza de interacción del 
esclavo con el entorno. Puesto que no se dispone de un sensor de fuerza/par en el 
esclavo, se ha considerado como fuerza de interacción del esclavo con el entorno, la 
corriente que circula por el motor del esclavo, ya que, en un motor de corriente 
continua, el par del motor es directamente proporcional a la intensidad que circula por 
su devanado. El motor del esclavo suministra un valor de tensión proporcional a la 
corriente que circula por él comprendido entre -0.176 V y +0.176V. 
 
Por otra parte, como también se indicó en el epígrafe 7.6.1, para que cuando se alcance 
la posición de equilibrio, el motor del esclavo genere una fuerza/par igual a la fuerza de 
reacción del esclavo con el entorno, con la finalidad de mantener la posición de 
equilibrio, la señal de control de entrada al esclavo en un sistema real vendrá dada por: 
 

( ) ( ) ( ) )(2
' TtFGTtxRtxKtu mmssss −+−+=(    (7.55) 

 
Como se puede observar en la Figura 7.35 ésta ha sido la señal de control empleada en 
el esclavo. 
 
Como puede apreciarse en la expresión (7.55), para calcular la señal de control del 
esclavo ( )tus

(  es necesario leer la fuerza ejercida por el operador (Fm(t)). A causa de que 
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no se dispone de un sensor de fuerza/par en el sistema experimental que permita leer la 
fuerza que ejerce el operador sobre el maestro, se ha calculado dicha fuerza como: 

 
( ) ( )tKtF mopm θ=          (7.56) 

 
donde se ha obtenido experimentalmente que la constante Kop debe tener el valor 100 
Nm/rad. La razón del signo positivo se debe a que si se introduce una señal de control 
positiva, la posición del maestro irá incrementándose, de forma que cuanto mayor sea la 
posición, mayor fuerza estará aplicando el operador. 
 
Es importante también aclarar que a la posición del maestro y del esclavo leídas por los 
potenciómetros se les resta una cantidad para que la posición del maestro y del esclavo, 
cuando el esclavo comienza su interacción con el entorno, sea 0 V. 
 
Este esquema de control ha sido utilizado para controlar el sistema teleoperado real 
considerando diferentes tiempos de retardo y dos tipos de entorno con los que 
interacciona el esclavo. Los entornos con los que el esclavo ha colisionado 
corresponden a dos esponjas de diferente rigidez. Para comprobar, al igual que en los 
epígrafes anteriores, la robustez del método de diseño a variaciones en el tiempo de 
retardo considerado en el diseño, se han utilizado los reguladores obtenidos asumiendo 
un determinado tiempo de retardo para controlar el sistema teleoperado cuando el 
retardo real en la comunicación es mayor. En la Tabla 7.7 se muestran las distintas 
configuraciones de entorno, retardo de diseño y retardo real en la comunicación que han 
sido utilizadas para validar el método de control sobre el sistema teleoperado real.  
 

Esponja suave Entorno Esponja rígida 
Retardo diseño T = 0.1 s T = 0.5 s 

Retardo real 0.1 s 0.5 s 1 s 0.5 s 1 s 

Tabla 7.7. Configuraciones validadas experimentalmente. 
 
Colisión del esclavo con la esponja suave 
 
Como se ha comentado anteriormente, se ha considerado que la fuerza de interacción 
del esclavo con el entorno corresponde a la intensidad de la corriente que circula por el 
motor del esclavo. Sin embargo, para calcular el valor de los reguladores según el 
novedoso método aportado por la Tesis, es necesario conocer la constante de rigidez ke 
del entorno. Esta constante ha sido obtenida experimentalmente a partir de la intensidad 
del motor del esclavo y de la evolución de la posición del esclavo durante el contacto. 
La constante de rigidez identificada de la esponja suave ha sido ke = 11 Nm/rad. 
 
Asumiendo la constante de rigidez identificada de la esponja, que los polos del esclavo 
y del error se ubican siempre en la posición –5 del plano s, y que la constante de 
reflexión de esfuerzos kf es 0.1, se han calculado los reguladores para controlar el 
sistema considerando los dos tiempos de retardo indicados en la Tabla 7.7. Los 
reguladores obtenidos para cada retardo de diseño hacen al sistema asintóticamente 
estable independientemente del retardo. Por lo que, gracias a la robustez del método de 
diseño, pueden utilizarse los reguladores calculados asumiendo un determinado tiempo 
de retardo para controlar el sistema cuando el tiempo de retardo real es mayor. A 
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continuación se muestran los resultados experimentales obtenidos para las distintas 
configuraciones de retardo de diseño y tiempo de retardo real en la comunicación 
consideradas. 
 
En la Figura 7.36 se muestra la evolución de la posición y de la velocidad del maestro y 
del esclavo en el caso de que el retardo de diseño y el existente en la comunicación 
coinciden y valen 0.1 s. Si se observa la gráfica de la posición del maestro y del esclavo, 
Figura 7.36(a), puede observarse que el esclavo sigue al maestro hasta que el esclavo no 
puede continuar su avance a causa de la interacción con la esponja. A partir de ese 
momento (aproximadamente a los 2.5 s, 10.5 s y 18.5 s) el esclavo se detiene a pesar de 
que continúe el avance del maestro. En la parte final de dicha gráfica puede además 
observarse que, si no existe interacción del esclavo con el entorno, éste sigue 
correctamente al maestro. De ahora en adelante se mostrará en todas las gráficas, en 
sombreado, el intervalo de tiempo durante el cual el esclavo no puede continuar su 
avance a causa de su interacción con el entorno. 
 

(a) (b) 

Figura 7.36. Comportamiento del sistema real considerando un retardo de diseño de 0.1 s 
y un retardo real de 0.1 s (a) Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)); (b) 
Velocidad del maestro (xm2(t)) y del esclavo (xs2(t)). 
 
En la Figura 7.37 se muestran las señales que afectan al control del manipulador 
maestro. En (a) se muestra la fuerza ejercida por el operador sobre el maestro. En (b) se 
muestra la señal de control que se aplica al maestro. Como puede apreciarse, la señal de 
control del maestro se opone a la fuerza ejercida por el operador para que, de este modo, 
el operador tenga constancia de las fuerzas ejercidas por el esclavo en el entorno remoto 
y detenga su avance. En (c) y en (d) se muestran, respectivamente, la señal de 
realimentación del estado del maestro (Kmxm(t)) y la fuerza realimentada del esclavo 
hacia el maestro (kf fs(t-T)). Ambos términos son utilizados para calcular la señal de 
control del maestro, ver (7.54). Como puede apreciarse, es la señal de realimentación 
del estado del maestro, la señal que logra efectivamente oponerse a la fuerza ejercida 
por el operador, ya que la fuerza de realimentación del esclavo es despreciable frente a 
la señal de realimentación del estado. En (d) puede observarse que ha sido correcto 
considerar como fuerza de interacción del esclavo con el maestro la intensidad que 
circula por el motor del esclavo, ya que, en los instantes en los que el esclavo no puede 
seguir su avance debido a la interacción con el entorno, se realimenta la mayor fuerza de 
interacción. 
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(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 7.37. Señales implicadas en el control del maestro. (a) Fuerza ejercida por el 
operador (Fm(t)); (b) Señal de control real del maestro ( ( )tum

( ); (c) Señal de realimentación 
del estado del maestro (Kmxm(t)); (d) Fuerza realimentada del esclavo (kf fs(t-T)). 
  
En la Figura 7.38(a) se muestra la señal de control que se aplica al esclavo ( ( )tus

( ) y en 
la Figura 7.38(b) se muestra la fuerza de interacción del esclavo con el entorno (fs(t)). 
Como se puede apreciar, en los instantes en los que se aplica una mayor acción de 
control sobre el esclavo, la fuerza de interacción del esclavo con el entorno es mayor. 
Estos instantes corresponden con el momento en el que el esclavo está colisionando con 
el entorno y no puede continuar su avance, ver Figura 7.36(a). 
 
Como se ha podido comprobar a través de los distintos resultados experimentales 
obtenidos, el esquema de control permite controlar de forma satisfactoria el sistema 
teleoperado cuando el retardo en la comunicación es de 0.1 s y coincide con el utilizado 
para diseñar los reguladores del sistema. A continuación, en la Figura 7.39, se muestran 
los resultados obtenidos cuando se utilizan los reguladores calculados mediante el 
retardo de 0.1 s para controlar el sistema cuando el retardo real existente en la 
comunicación es de 0.5 s (a) y de 1 s (b). Como se puede apreciar, en ambos casos se 
logra un funcionamiento correcto del sistema teleoperado, de forma que el esclavo sigue 
al maestro hasta que no puede continuar su avance a causa de la interacción con el 
entorno. No obstante, a medida que crece el retardo existente en la comunicación, se 
puede observar un mayor error constante entre la posición del maestro y del esclavo. 
Además, cuando el retardo es de 1 s, el funcionamiento del sistema se degrada, siendo 
menos intuitivo para el operador el manejo del sistema teleoperado en comparación con 
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los anteriores casos en los que el retardo real de la comunicación era de 0.1 s y 0.5 s. 
Con estos resultados experimentales obtenidos se puede verificar la robustez del método 
de diseño ante variaciones del retardo real respecto al retardo utilizado en el diseño. 
 

(a) (b) 

Figura 7.38. (a) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ); (b) Fuerza de interacción del 

esclavo con el entorno (fs(t)). 
 

(a) (b) 

Figura 7.39. Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)) considerando un retardo de 
diseño de 0.1 s, y un retardo real de 0.5 s (a) y 1 s (b). 
 
En la Figura 7.40 se muestra la evolución de la posición del maestro y del esclavo 
cuando el retardo de diseño considerado es de 0.5 s y el retardo real en la comunicación 
es de 0.5 s (a) y de 1 s (b). En ambos casos se logra que el esclavo siga al maestro hasta 
que el esclavo no pueda continuar su avance a causa de su interacción con el entorno. 
Como se puede observar en la Figura 7.40(b), pueden utilizarse los reguladores 
obtenidos mediante el retardo de diseño de 0.5 s para controlar el sistema cuando el 
retardo real es de 1 s. Si se compara la Figura 7.40 con la Figura 7.39, puede apreciarse 
que los resultados obtenidos son similares, existiendo un error de posición constante 
entre el maestro y el esclavo que aumenta conforme crece el retardo existente en la 
comunicación. En el caso en que el retardo real en la comunicación es de 1 s, al igual 
que ocurría con los reguladores obtenidos asumiendo un retardo de 0.1 s, no se logra un 
funcionamiento intuitivo para el operador. 
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(a) (b) 

Figura 7.40. Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t))  considerando un retardo de 
diseño de 0.5 s, y un retardo real de 0.5 s (a) y 1 s (b). 
 
De los distintos resultados experimentales obtenidos considerando que el esclavo 
interacciona con una esponja suave, se puede concluir que el método de diseño aportado 
por la Tesis permite satisfactoriamente controlar el sistema teleoperado ante diferentes 
tiempos de retardo. Se ha comprobado como el esclavo sigue al maestro hasta que no 
puede continuar su avance a causa de su interacción con la esponja. Asimismo se ha 
observado como la señal de control del maestro se opone a la fuerza ejercida por el 
operador para que éste no siga ejerciendo fuerza sobre el maestro, y de este modo se 
detenga el maestro, y por lo tanto el esclavo. Además se ha verificado 
experimentalmente la robustez del método de diseño a variaciones en el tiempo de 
retardo considerado para calcular los valores de los reguladores, ya que ha sido posible 
emplear los reguladores obtenidos según un determinado retardo de diseño para 
controlar el sistema teleoperado cuando el retardo real existente en la comunicación era 
mayor. 
 
Colisión del esclavo con la esponja rígida 
 
Tras haber verificado el método de diseño en el caso de que el esclavo interacciona con 
una esponja suave, se va a validar el método de diseño cuando el esclavo interacciona 
con una esponja rígida. Como se indicó en el caso de la esponja suave, para obtener los 
reguladores aplicando el novedoso método aportado por la Tesis, es necesario conocer 
la constante de rigidez ke del entorno. Esta constante ha sido obtenida 
experimentalmente a partir de la intensidad del motor del esclavo y de la evolución de la 
posición del esclavo durante el contacto. En este caso, la constante de rigidez 
identificada de la esponja rígida ha sido ke = 20 Nm/rad. 
 
Al igual que en el caso anterior, considerando la constante de rigidez identificada de la 
esponja, que los polos del esclavo y del error se ubican siempre en la posición –5 del 
plano s, y que la constante de reflexión de esfuerzos kf es 0.1, se han calculado los 
reguladores para controlar el sistema según los dos tiempos de retardo indicados en la 
Tabla 7.7. Los reguladores obtenidos para cada retardo de diseño hacen al sistema 
asintóticamente estable independientemente del retardo. Por lo que, gracias a la robustez 
del método de diseño, pueden utilizarse los reguladores calculados asumiendo un 
determinado tiempo de retardo para controlar el sistema cuando el retardo real en la 
comunicación es mayor. Seguidamente se muestran los resultados experimentales 
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obtenidos para las distintas configuraciones de retardo de diseño y retardo real en la 
comunicación consideradas. 
 
En la Figura 7.41 se muestra la evolución de la posición y de la velocidad del maestro y 
del esclavo en el caso de que el retardo de diseño y el existente en la comunicación 
coinciden y valen 0.1 s. Como puede observarse en la gráfica de la posición del maestro 
y del esclavo, Figura 7.41(a), el esclavo sigue al maestro hasta que el esclavo no puede 
continuar su avance a causa de la interacción con la esponja. A partir de ese momento el 
esclavo se detiene a pesar de que continúe el avance del maestro. En la parte final de 
dicha gráfica puede, además, observarse como si no existe interacción del esclavo con el 
entorno, éste sigue correctamente al maestro.  
 

(a) (b) 

Figura 7.41. Comportamiento del sistema real considerando un retardo de diseño de 0.1 s 
y un retardo real de 0.1 s (a) Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)); (b) 
Velocidad del maestro (xm2(t)) y del esclavo (xs2(t)). 
 
En la Figura 7.42 se muestran las señales que afectan al control del maestro. En (a) se 
muestra la fuerza ejercida por el operador sobre el maestro. En (b) se muestra la señal 
de control que se aplica al maestro. Como puede apreciarse, la señal de control del 
maestro se opone a la fuerza ejercida por el operador para que, de este modo, el 
operador tenga constancia de las fuerzas ejercidas por el esclavo en el entorno remoto y 
detenga su avance. En (c) y en (d) se muestran los términos utilizados para calcular la 
señal de control del maestro (ver (7.54)): la señal de realimentación del estado del 
maestro (Kmxm(t)) y la fuerza realimentada del esclavo hacia el maestro (kf fs(t-T)). 
Como puede apreciarse, como ocurría en el caso de la esponja suave, es la señal de 
realimentación del estado del maestro la señal que logra oponerse a la fuerza ejercida 
por el operador, ya que la fuerza de realimentación del esclavo es despreciable frente a 
la señal de realimentación del estado. En (d) puede observarse como se realimenta la 
mayor fuerza de interacción en los instantes en los que el esclavo no puede seguir su 
avance debido a la interacción con el entorno. 
 
En la Figura 7.43(a) se muestra la señal de control que se aplica al esclavo ( ( )tus

( ) y en 
la Figura 7.43(b) se muestra la fuerza de interacción del esclavo con el entorno (fs(t)). 
Como se puede observar, en los instantes en los que se aplica una mayor acción de 
control sobre el esclavo, la fuerza de interacción del esclavo con el entorno es mayor. 
Estos instantes corresponden con el momento en el que el esclavo está colisionando con 
el entorno y no puede continuar su avance, ver Figura 7.41(a). 
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(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 7.42. Señales implicadas en el control del maestro. (a) Fuerza ejercida por el 
operador (Fm(t)); (b) Señal de control real del maestro ( ( )tum

( ); (c) Señal de realimentación 
del estado del maestro (Kmxm(t)); (d) Fuerza realimentada del esclavo (kf fs(t-T)). 
 

(a) (b) 

Figura 7.43. (a) Señal de control real del esclavo ( ( )tus
( ); (b) Fuerza de interacción del 

esclavo con el entorno (fs(t)). 
 
Por tanto, a la vista de los resultados experimentales obtenidos, el esquema de control 
permite controlar de forma satisfactoria al sistema teleoperado cuando el retardo en la 
comunicación es de 0.1 s y coincide con el utilizado para diseñar los reguladores del 
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sistema. A continuación, en la Figura 7.44, se muestran los resultados obtenidos cuando 
se utilizan los reguladores calculados mediante el retardo de 0.1 s para controlar el 
sistema cuando el retardo real existente en la comunicación es de 0.5 s (a) y de 1 s (b). 
Como se puede apreciar, en ambos casos se logra un funcionamiento correcto del 
sistema teleoperado, de forma que el esclavo sigue al maestro hasta que no puede 
continuar su avance a causa de la interacción con el entorno. En ambos casos existe un 
error de posición constante entre el maestro y el esclavo, que aumenta a medida que 
crece el retardo existente en la comunicación. Además, cuando el retardo es de 1 s, el 
funcionamiento del sistema se degrada, siendo menos intuitivo para el operador el 
manejo del sistema teleoperado en comparación con los anteriores casos en los que el 
retardo real en la comunicación era de 0.1 s y 0.5 s. Es importante observar en ambas 
gráficas que, si el esclavo no interacciona con el entorno (parte final de las gráficas), el 
esclavo sigue al maestro a pesar del retardo. Con estos resultados experimentales 
obtenidos se puede verificar la robustez del método de diseño ante variaciones del 
retardo real respecto al retardo utilizado en el diseño. 
 

(a) (b) 

Figura 7.44. Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t)) considerando un retardo de 
diseño de 0.1 s, y un retardo real de 0.5 s (a) y 1 s (b). 
 
Por último, en la Figura 7.45 se muestra la evolución de la posición del maestro y del 
esclavo cuando el retardo de diseño considerado es de 0.5 s y el retardo real en la 
comunicación es de 0.5 s (a) y de 1 s (b). En ambos casos se logra que el esclavo siga al 
maestro hasta que el esclavo no pueda continuar su avance a causa de su interacción con 
el entorno. Como se puede observar en la Figura 7.45(b), pueden utilizarse los 
reguladores obtenidos mediante el retardo de diseño de 0.5 s para controlar el sistema 
cuando el retardo real es de 1 s. Si se compara la Figura 7.45 con la Figura 7.44, puede 
apreciarse que los resultados obtenidos son similares, existiendo un error de posición 
constante entre el maestro y el esclavo que aumenta conforme crece el retardo existente 
en la comunicación. En el caso en que el retardo real en la comunicación es de 1 s, al 
igual que ocurría con los reguladores obtenidos asumiendo un retardo de 0.1 s, el 
manejo del sistema teleoperado no es intuitivo para el operador. 
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(a) (b) 

Figura 7.45. Posición del maestro (xm1(t)) y del esclavo (xs1(t))  considerando un retardo de 
diseño de 0.5 s, y un retardo real de 0.5 s (a) y 1 s (b). 
 
Por tanto, a partir de los resultados experimentales obtenidos considerando que el 
esclavo interacciona con una esponja rígida, se puede concluir que, al igual que ocurría 
con la esponja suave, el método de diseño aportado por la Tesis permite 
satisfactoriamente controlar el sistema teleoperado ante diferentes tiempos de retardo. 
Se ha comprobado como el esclavo sigue al maestro hasta que no puede continuar su 
avance a causa de su interacción con la esponja. Asimismo se ha observado como la 
señal de control del maestro se opone a la fuerza ejercida por el operador para que éste 
no siga ejerciendo fuerza sobre el maestro y, de este modo, se detenga el maestro, y por 
lo tanto el esclavo. Además se ha verificado experimentalmente la robustez del método 
de diseño a variaciones en el tiempo de retardo considerado para calcular los valores de 
los reguladores, ya que ha sido posible emplear los reguladores obtenidos según un 
determinado retardo de diseño, para controlar el sistema teleoperado cuando el retardo 
real existente en la comunicación era mayor.  
 
Si se comparan los resultados obtenidos en el caso de que el esclavo interacciona con la 
esponja rígida, con los que se obtuvieron en el caso de que el esclavo interaccionaba con 
la esponja suave, se puede comprobar que los resultados son similares. La principal 
diferencia se encuentra en que, en el caso de la esponja suave, el esclavo realiza un 
recorrido mayor mientras interacciona con el entorno, debido a que éste era de rigidez 
inferior. 
 
A modo de resumen, las conclusiones que se pueden extraer de los resultados 
experimentales obtenidos al controlar el sistema teleoperado ante retardos cuando el 
operador ejerce una fuerza cualquiera sobre el maestro y el esclavo interacciona con los 
dos tipos de esponja son: 
 

• El novedoso método de diseño aportado por la Tesis permite controlar de forma 
satisfactoria el sistema teleoperado considerando distintos tiempos de retardo en 
la comunicación, así como diferentes tipos de entorno. 

• La posición del esclavo sigue a la del maestro mientras la interacción del esclavo 
con el entorno no impida el seguimiento en posición. Cuanto menor sea la 
rigidez del entorno, mayor recorrido de interacción realizará el esclavo. 

• Existe un error de posición constante entre el maestro y el esclavo que se ve 
acentuado conforme aumenta el tiempo de retardo en la comunicación. 
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• La señal de control del maestro se opone a la fuerza ejercida por el operador para 
que éste no siga ejerciendo fuerza sobre el maestro y, de este modo, se detenga 
el maestro, y por lo tanto el esclavo. 

• En los dos tipos de entornos considerados, de los dos términos utilizados para 
calcular la señal de control del maestro, es la señal de realimentación del estado 
del maestro la que consigue anular la fuerza ejercida por el operador, ya que la 
fuerza realimentada del esclavo es despreciable frente a la señal de 
realimentación del estado. 

• En los instantes en los que el esclavo no puede continuar su interacción con el 
entorno, y el operador ejerce una mayor fuerza, se obtiene la mayor señal de 
control del esclavo. 

• Se ha verificado que el método de control es robusto a variaciones en el retardo 
de diseño, puesto que ha sido posible controlar el sistema teleoperado cuando el 
retardo real existente en la comunicación era superior al empleado en la etapa de 
diseño. 

• Es válido considerar como fuerza de interacción del esclavo con el entorno la 
corriente que circula por el motor del esclavo, ya que se ha comprobado que 
cuando el esclavo no puede continuar el seguimiento del maestro a causa del 
entorno, se obtiene el valor mayor de corriente. 

 
 
 
7.7 Conclusiones 
 
En este capítulo se ha verificado experimentalmente el método de control presentado en 
la Tesis. Para ello se ha utilizado un sistema teleoperado desarrollado por el Área de 
Ingeniería de Sistemas y Automática de la Universidad Miguel Hernández de Elche, 
compuesto por un maestro y un esclavo de un solo grado de libertad. El control del 
sistema teleoperado ha sido realizado mediante un computador, implementando el 
algoritmo de control directamente en Simulink. Para efectuar la comunicación del 
computador con el sistema teleoperado se ha utilizado una tarjeta de entrada/salida 
National Instruments 6024E. 
 
Previamente a realizar el control del sistema teleoperado experimental, ha sido 
necesario identificar el mismo, es decir, se ha efectuado una identificación del maestro y 
del esclavo. A partir de la identificación, se ha planteado el modelo del sistema 
teleoperado en representación interna considerando todas las interacciones que pueden 
aparecer en el conjunto operador – maestro – esclavo – entorno, y se han obtenido las 
ecuaciones de diseño, cuya resolución conduce a la obtención de los reguladores del 
sistema teleoperado.  
 
Una vez obtenidas las ecuaciones de diseño, en primer lugar se ha validado el método 
de control sobre el sistema teleoperado identificado en simulación, considerando 
distintos tipos de entorno, tiempos de retardos y ubicación de polos del esclavo y del 
error. Tras validar el método de control en simulación, se han presentado las pruebas 
experimentales sobre el sistema teleoperado real que han demostrado el correcto 
funcionamiento del método. Se han efectuado tres tipos de pruebas experimentales. Los 
dos primeros tipos de pruebas se han realizado simulando la interacción del esclavo con 
el entorno, y simulando la fuerza que ejerce el operador, respectivamente, mediante un 
escalón y una rampa. El tercer tipo de pruebas desarrolladas, corresponde a un 
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funcionamiento real del sistema teleoperado, considerando la fuerza real ejercida por un 
operador y que el esclavo interacciona con un entorno real. Para efectuar este tipo de 
pruebas se ha utilizado como entorno de interacción dos esponjas de distinta rigidez.  
 
Las principales conclusiones que se pueden extraer de este capítulo son: 
 

• El novedoso método de diseño de sistemas teleoperados con retardos presentado 
en el capítulo 3 de la Tesis ha sido verificado experimentalmente sobre un 
sistema teleoperado real de un grado de libertad de forma exitosa, considerando 
distintos tiempos de retardo en la comunicación, así como diferentes entornos 
con los que interacciona el esclavo. 

• El método de diseño es robusto a variaciones en el tiempo de retardo de diseño. 
Es decir, pueden utilizarse los reguladores diseñados según un determinado 
tiempo de retardo, para controlar el sistema teleoperado cuando el retardo real 
existente en la comunicación es mayor. Esta característica había sido verificada 
en simulación en el capítulo 4, sin embargo, en este capítulo ha sido validada 
experimentalmente. 

• Para las distintas configuraciones consideradas de rigidez del entorno y tiempo 
de retardo, se ha comprobado que el sistema es asintóticamente estable 
independientemente del retardo. Sin embargo, si la rigidez del entorno es muy 
elevada (por ejemplo ke = 1000 Nm/rad), y se ubican los polos del error y del 
esclavo en -5, el sistema sólo es asintóticamente estable para retardos inferiores 
a aproximadamente 0.01 s (considerando un retardo de diseño de 0.1 s). 

• Cuando la fuerza ejercida por el operador es simulada mediante un escalón, se 
ha comprobado que a pesar de la existencia de retardos, el esclavo sigue al 
maestro anulándose el error de posición. Sin embargo, si la fuerza ejercida por el 
operador es simulada mediante una rampa, o no es simulada, sino que se tiene en 
cuenta la fuerza real ejercida por el operador, se ha comprobado que existe un 
error de posición entre el maestro y el esclavo constante que se acentúa 
conforme aumenta el tiempo de retardo en la comunicación.  

• En un funcionamiento real del sistema teleoperado en el que el esclavo 
interacciona con un entorno, se ha comprobado que el esclavo sigue al maestro 
hasta que la fuerza de interacción del esclavo con el entorno impida el 
seguimiento. La señal de control del maestro se opone a la fuerza ejercida por el 
operador con la finalidad de contrarrestarla y, de este modo, detener al maestro, 
y por lo tanto, al esclavo. En los dos tipos de entornos considerados (esponjas de 
diferente rigidez), de los dos términos utilizados para calcular la señal de control 
del maestro, se ha verificado que es la señal de realimentación del estado del 
maestro la que consigue anular la fuerza ejercida por el operador, ya que la 
fuerza realimentada del esclavo es despreciable frente a la señal de 
realimentación del estado. 

• Si el retardo en la comunicación es elevado, por ejemplo de 1 s, el 
funcionamiento del sistema teleoperado se degrada, siendo poco intuitivo su 
manejo para un operador. 

 
Por último hay que indicar que en todas las pruebas experimentales realizadas se ha 
considerado que el retardo existente en la comunicación era constante. Es decir, durante 
el control del sistema considerando un determinado tiempo de retardo, dicho tiempo de 
retardo no ha sufrido ninguna variación. Se han efectuado pruebas experimentales en las 
que se ha comprobado que el método de control aportado en la Tesis no es aplicable si 
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el retardo en la comunicación es variable. Esto corrobora el hecho de que los esquemas 
de control bilateral diseñados para retardos constantes no son aplicables cuando el 
retardo es variable [Kosuge-96a]. 
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Capítulo 8 
 

Conclusiones 
 
 
 
 
 
8.1 Conclusiones y aportaciones de la Tesis 
 
En esta Tesis Doctoral se ha presentado un novedoso método de diseño y control de 
sistemas teleoperados con retardos en la transmisión basado en la convergencia de 
estados, válido para retardos constantes en la transmisión de hasta pocos segundos. El 
método de diseño considera que el esclavo puede interaccionar con un entorno 
dinámico, de manera que la fuerza de interacción del esclavo con el entorno es 
realimentada al maestro, y que el retardo existente en la comunicación es constante. El 
método de diseño se basa en un nuevo modelado del sistema teleoperado en variables de 
estado en el dominio del tiempo en el que se han considerado todas las posibles 
interacciones que pueden existir entre el operador, el maestro, el esclavo y el entorno, 
que constituye una original aportación de la Tesis. El método proporciona un conjunto 
de ecuaciones cuya resolución permite obtener los valores de los reguladores del 
esquema de control del sistema teleoperado para que el estado del maestro y el del 
esclavo converjan, consiguiendo de este modo que el esclavo siga al maestro.  Además 
el método de diseño es capaz de fijar el comportamiento dinámico de la convergencia 
entre el maestro y el esclavo (comportamiento dinámico del error), así como el 
comportamiento dinámico del esclavo.  
 
Para deducir el método de diseño ha sido necesario obtener una representación en el 
espacio de estados del sistema teleoperado en la que no existieran términos retardados 
en el tiempo. Esto se ha logrado utilizando la aproximación de Taylor de primer orden 
para modelar el retardo. La aplicación de la expansión de Taylor para modelar el retardo 
en sistemas teleoperados también constituye otra gran aportación de la Tesis. 
 
Es necesario resaltar la importancia del original método de diseño aportado por la Tesis. 
Por una parte, establece un procedimiento claro y conciso de cálculo de los parámetros 
de control, convirtiendo un problema de control en un mero problema algebraico de 
resolución de ecuaciones. Y por otra, no sólo consigue que el esclavo siga al maestro a 
pesar de la existencia de retardos, sino que, además, permite establecer  las 
características dinámicas deseadas de la respuesta del esclavo, así como las 
características dinámicas deseadas de la convergencia entre el maestro y el esclavo. 
 
A diferencia de otros métodos existentes de control de sistemas teleoperados con 
retardos que se basan en modelos simplificados del maestro y del esclavo, en esta Tesis, 
además de presentar el método de diseño y control particularizado al caso en el que el 
maestro y el esclavo son modelados por modelos simplificados correspondientes a 
ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, se ha generalizado el método de 
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diseño por convergencia de estados al caso en el que el maestro y el esclavo son 
modelados por ecuaciones diferenciales lineales de orden n. En la generalización 
aportada se ha distinguido entre dos casos. El primero corresponde al caso en el que el 
maestro y el esclavo son modelados por ecuaciones diferenciales lineales que no 
contienen ceros, mientras que el segundo corresponde al caso en el que el maestro y el 
esclavo son modelados por ecuaciones diferenciales lineales que sí contienen ceros. La 
razón de diferenciar entre estos dos casos se ha debido a que, si se modela el maestro y 
el esclavo por ecuaciones diferenciales lineales que no contienen ceros, es posible 
generalizar el método de diseño y asegurar que la salida del esclavo siga a la del 
maestro, así como establecer la dinámica del esclavo y del error entre el maestro y el 
esclavo. Sin embargo, si se modela el maestro y el esclavo por ecuaciones diferenciales 
lineales que contienen ceros, sólo es posible generalizar el método de diseño si la matriz 
de salida del esclavo cumple cierta relación con la matriz de salida del maestro.  
 
Hay que destacar que la generalización del método de diseño constituye una idea 
original y una gran aportación de la presente Tesis. Con la generalización del método de 
diseño será posible obtener los reguladores del esquema de control para que el esclavo 
siga al maestro, a pesar de la existencia de retardos, y además, establecer la dinámica 
deseada del esclavo y la dinámica deseada del error, simplemente resolviendo un 
sistema de ecuaciones, para cualquier sistema teleoperado en el que el maestro y el 
esclavo sean modelados por ecuaciones diferenciales lineales (y cumplan ciertas 
propiedades en el caso de que las ecuaciones diferenciales contengan ceros). 
 
Puesto que el método de diseño aportado en la Tesis permite establecer la dinámica 
deseada del esclavo y del error maestro – esclavo, se ha presentado un exhaustivo 
análisis de la influencia del polinomio característico del esclavo y del error seleccionado 
en el comportamiento dinámico del sistema teleoperado, con la finalidad de que pueda 
decidirse la ubicación de polos del esclavo y del error para que el comportamiento del 
sistema teleoperado sea el deseado. 
 
Asimismo en la Tesis se ha demostrado la robustez del método de diseño y control a 
ligeras variaciones en los parámetros de diseño, de forma que se ha comprobado la 
validez del método cuando los parámetros reales del sistema teleoperado (retardo, 
entorno, maestro y esclavo) varían ligeramente respecto a los valores considerados para 
el diseño. 
 
Por otra parte se ha estudiado la estabilidad asintótica del sistema teleoperado con 
retardos diseñado según el método presentado en la Tesis. Para efectuar el estudio se ha  
considerado el modelo de estado lineal del sistema teleoperado sin aproximar el retardo 
existente en la comunicación. La expansión de Taylor se utilizó para plantear las 
ecuaciones de diseño del sistema de control y poder obtener, solucionando estas 
ecuaciones, los reguladores del sistema. Pero, como es lógico, es necesario analizar la 
estabilidad del sistema real controlado por los reguladores calculados, no la estabilidad 
del sistema con la aproximación. Por este motivo se ha analizado la estabilidad 
asintótica del sistema teleoperado sin aproximar el retardo. En esta Tesis se ha optado 
por elegir los criterios propuestos por  J.-H. Su et al. basados en el dominio frecuencial 
[Su-94] para efectuar el análisis de estabilidad. Del análisis realizado se ha obtenido de 
qué forma influyen los parámetros de diseño en la estabilidad asintótica del sistema 
teleoperado, y además, se ha comprobado cómo pueden establecerse los parámetros de 
diseño para asegurar la estabilidad asintótica del sistema teleoperado con retardos. 
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Además en esta Tesis se ha verificado de forma exitosa, sobre un sistema teleoperado 
experimental de un grado de libertad desarrollado en el Área de Ingeniería de Sistemas 
y Automática de la Universidad Miguel Hernández de Elche, el novedoso método de 
diseño y control por convergencia de estados, considerando diferentes tiempos de 
retardo así como distintos entornos de interacción. 
 
Por último es necesario también remarcar que, puesto que en la Tesis se ha presentado 
un método de diseño y control que se enmarca dentro de los esquemas de control 
bilateral válidos para retardos de hasta pocos segundos, se ha aportado un completo 
estado del arte de estos esquemas, explicando con especial énfasis los esquemas ideados 
para trabajar cuando el retardo es constante, debido a que el novedoso método de diseño 
y control ha sido ideado para el caso en el que el retardo en la comunicación es 
constante. 
 
 
 
8.2 Futuros trabajos 
 
Como se indicó en el capítulo 2, en los sistemas teleoperados tradicionales la 
comunicación entre el maestro y el esclavo se realiza mediante un medio de transmisión 
privado, de forma que puede considerarse que el retardo existente en la comunicación es 
constante [Kosuge-96a]. En la actualidad, el desarrollo de las redes de computadores, 
como por ejemplo Internet, ha potenciado su uso como medio de transmisión en los 
sistemas teleoperados. En estos sistemas, el retardo existente en la comunicación no es 
constante, sino que varía en función de la carga de la red. Los esquemas de control 
bilateral que se utilizan cuando el retardo en la comunicación es constante no son 
aplicables cuando el retardo es variable. El método de diseño y control presentado en 
esta Tesis ha considerado que el retardo existente en la comunicación era constante. Por 
este motivo, sería importante en el futuro, considerando la misma metodología de 
diseño basada en la convergencia de estados entre el maestro y el esclavo, encontrar un 
procedimiento de diseño del sistema de control en el caso de que el retardo en la 
comunicación fuera variable. 
 
Por otra parte, tal como se explica en [Lee-93], en el diseño de un esquema de control 
bilateral debe considerarse la dinámica del operador implicada en generar el comando 
de control a partir del estímulo visual y de fuerza. Esto se debe a que un esquema de 
control diseñado sin considerar la dinámica del operador puede volverse inestable 
cuando se introduce el operador en el bucle de control. En la deducción del nuevo 
método de diseño aportado en la Tesis no se ha considerado un modelo del operador en 
el bucle de control. Por esta razón, para que el sistema de control diseñado tuviera en 
cuenta el efecto de la dinámica del operador en el funcionamiento del sistema 
teleoperado, debería en el futuro obtenerse el método de diseño incorporando la 
dinámica del operador en el bucle de control. 
 
En esta Tesis se ha efectuado un modelado del sistema teleoperado en representación 
interna en el dominio del tiempo, de forma que el diseño y control del sistema se realiza 
en el dominio del tiempo. Si el control de un sistema teleoperado se implementa en un 
computador, el control que se realiza es de tipo digital.  En este caso debería 
considerarse un modelado híbrido en representación interna del sistema teleoperado, de 
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forma que existiera una parte en el dominio del tiempo (maestro y esclavo), y otra parte  
en el dominio discreto (controlador). A partir de esta representación híbrida debería 
transformarse la parte continua a discreta, ya que la transformación de un sistema 
continuo a discreto es exacta [Aracil-91], y obtener el método de diseño considerando el 
sistema teleoperado en discreto. 
 
En el capítulo 6 se ha generalizado el método de diseño de sistemas teleoperados con 
retardos al caso en el que el maestro y el esclavo son modelados por ecuaciones 
diferenciales de orden n. En la generalización presentada se ha considerado que la 
ecuación diferencial del maestro y la del esclavo son del mismo orden. Por tanto debería 
estudiarse como generalizar el método de diseño en el caso de que el maestro y el 
esclavo fueran modelados por ecuaciones diferenciales de diferente orden. 
 
Por último, tanto en el capítulo 3 como en el capítulo 6, se ha deducido el método de 
diseño considerando un manipulador maestro y un manipulador esclavo modelados por 
ecuaciones diferenciales lineales.  El modelo dinámico de un manipulador no es lineal 
[Fu-88], de forma que para efectuar el diseño según el procedimiento aportado en la 
Tesis es preciso realizar en primer lugar una linealización del mismo. Sin embargo, 
puesto que la linealización es una aproximación en la vecindad de un punto de 
funcionamiento, un modelo lineal sólo puede predecir el comportamiento local del 
sistema no lineal en la vecindad de ese punto. Por este motivo, sería interesante en el 
futuro abordar el diseño del esquema de control del sistema teleoperado con retardos 
considerando un modelo no lineal del maestro y del esclavo, y aplicando la metodología 
de diseño utilizada en la Tesis basada en la convergencia de estados del maestro y del 
esclavo. 
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